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de la enfermedad de Chagas

T E S I S

Que para obtener el t́ıtulo de:

Doctor en Ciencias
(Matemáticas)
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Dr. Jorge X. Velasco Hernández
IMATE-Universidad Nacional Autónoma de México,
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manutención a lo largo de estos cuatro años.

ix



x
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Introducción

La enfermedad de Chagas, también conocida como tripanosomiasis americana, es
causada por el parásito protozoario Trypanosoma cruzi. Se estima que alrededor de
siete millones de personas están infectadas alrededor del mundo, las cuales se localizan
principalmente en América Latina, donde la enfermedad se considera un importante
problema de salud pública, registrando 7000 muertes por año [1]. Un detalle importante
a resaltar es que esta enfermedad puede generar un costo total de 7.19 billones de dólares
anuales a nivel mundial, lo cual es similar o mayor que la carga económica de algunos
cánceres [2]. A pesar de esto, se estima que el 90 % de personas con Chagas no son
conscientes de que son portadores de la enfermedad, y menos del 1 % de estas personas
tienen acceso al tratamiento [3].

El Trypanosoma cruzi tiene múltiples hospederos [4, 5] y especies de vectores [4,
6]. Los humanos pueden adquirir la enfermedad de Chagas a través de transfusión de
sangre, transplante de órganos, consumo de comidas contaminadas, transmisión vertical
y exposición accidental en el laboratorio, aunque esta última es menos frecuente [7, 8].
Sin embargo, la principal ruta de transmisión es a través de la picadura de un vector
infectado [6, 9].

La enfermedad de Chagas tiene dos fases de infección, aguda y crónica. La primera
de estas etapas tiene una duración entre cuatro a ocho semanas [4, 6], mientras la se-
gunda etapa tiene un largo periodo de duración, el cual vaŕıa entre 10 y 30 años [4, 5].
Esta última etapa comienza con un periodo asintomático, también conocida como forma
indeterminada, seguida de una fase crónica [10, 11].

En la actualidad, no existen vacunas para tratar la enfermedad de Chagas. El único
tratamiento disponible es a través de benznidazol y nifurtimox, los cuales matan el
parásito en el organismo. Sin embargo, ambos medicamentos sólo son eficaces casi al
100 % cuando se administran al inicio de la etapa aguda, y su eficacia disminuye conforme
pase más tiempo desde el inicio de la infección.

Por otro lado, a pesar de que el habitat natural de los vectores es el ambiente silvestre,
algunas especies de vectores han colonizado hábitats domésticas y peridomésticas [12]. En
áreas rurales, donde la enfermedad es comunmente endémica [7], los ambientes doméstico,
peridoméstico y silvestre están relacionados [13, 14]. Entre los factores importantes para
la transmisión de la enfermedad, está la densidad de insectos presentes en la vivienda
[15, 16] y la tendencia de algunas especies a vivir cerca de las casas [16]. Además,
consideramos que un factor importante para la caracteŕıstica endémica de las áreas
rurales es el estilo de vida de sus habitantes, ya que una práctica común de esta población
consiste en llevar el ganado a pastar a campos fuera de las comunidades, donde la
enfermedad es persistente [17].
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4 Introducción

Como es bien conocido, a lo largo de la historia, las matemáticas han estado estrecha-
mente relacionadas con las dinámicas de propagación de enfermedades. Dicha relación
se da por la necesidad de algunos investigadores por entender ciertos aspectos o carac-
teŕısticas que presenta alguna enfermedad en espećıfico, y que no son entibles o vistos
mediante otra herramienta. Los modelos matemáticos son una herramienta común para
este objetivo, ya que estos nos brindan la posibilidad de acercarnos lo más posible a un
escenario real de nuestro interés, de tal forma que podemos estudiar y comprender las
caracteŕısticas del objeto de estudio, sin tener que experimentar en un escenario real.

En el contexto de epidemioloǵıa, el primer resultado escrito que se conoce apareció
en 1760, y tiene como autor a Daniel Bernoulli (1700-1782), el cual propuso diferentes
modelos matemáticos para el estudio de enfermedades infecciosas a través de ecuaciones
diferenciales [18]. Por otro lado, a Ronald Ross (1857-1932) se le atribuye el segundo gran
avance en modelación matemática, ya que él explicó el ciclo completo de la malaria en
el humano, incluyendo al mosquito como vector y al parásito Plasmodium [19]. El tercer
gran avance es atribuido a Kermack y McKendrick, quienes en sus trabajos estudiaron
enfermedades endémicas, obteniendo como resultado principal el Teorema umbral. Este
teorema nos dice que la introducción de un número de individuos infecciosos dentro
de una población de susceptibles podŕıa originar una epidemia sólo si la densidad de
susceptibles rebasa un determinado valor cŕıtico [20].

La enfermedad de Chagas no ha sido ajena a este tipo de estudio matemático, ya
que diferentes enfoques para abordar el estudio de esta enfermedad han sido propuestos
[14, 21–27]. Algunos de estos han considerado la interacción entre humanos y vectores,
tomando en cuenta las etapas de infección en la población de humanos (aguda y crónica)
[14, 23, 26]. Otros modelos describen la dinámica de la enfermedad a nivel celular [28–
32], mientras que algunos estudios se enfoncan en la dinámica de la enfermedad en el
ambiente silvestre [17, 33–35].

En el presente trabajo, buscamos explorar la dinámica de la enfermedad de Chagas
en un área rural bajo tres diferentes enfoques: a nivel exterior, dentro del organismo y la
infestación de viviendas. En el primer enfoque, desarrollaremos un modelo matemático
para describir la dinámica de propagación de la enfermedad entre los ambientes domésti-
co y silvestre. Para ello, consideramos que la interacción entre los ambientes está dado
por el movimiento de los animales domésticos en su dinámica de pastoreo. Para la formu-
lación del modelo, nos apoyaremos en el enfoque del tiempo de residencia para modelar
el movimiento de poblaciones entre ambientes [36, 37]. En el segundo enfoque, exten-
deremos un caso particular de un modelo que describe la dinámica a nivel celular de
la enfermedad de Chagas, al considerar el efecto de autoinmunidad en la enfermedad
[38]. En este enfoque, daremos condiciones matemáticas para garantizar la persistencia
de la enfermedad dentro del organismo. Finalmente, en el tercer enfoque, basándonos
en el hecho de que la difusión representa la forma clásica para estudiar la propagación
de especies [39], presentaremos un modelo para estudiar el proceso de infestación de los
vectores en un área determinada. Para ello, estudiaremos la dinámica local del mode-
lo planteado, a través de la cual, mostraremos las ondas de invasión que presenta la
dinámica planteada.



5

Finalmente, el presente trabajo está organizado de la siguiente manera: en el caṕıtulo
1 daremos los conceptos preliminares que emplearemos a lo largo de la tesis. En el
caṕıtulo 2 abordaremos la dinámica de propagación de la enfermedad de Chagas al
considerar el movimiento de los animales domésticos debido al pastoreo. El caṕıtulo 3 se
enfoca en el estudio de la dinámica a nivel celular de la enfermedad cuando consideramos
el efecto de la autoinmunidad. En el caṕıtulo 4 estudiaremos los efectos de la invasión
vectorial, al considerar la propagación de los vectores como un proceso difusivo. Y por
último, en el caṕıtulo 5 daremos unas discusiones generales acerca de los resultados
obtenidos en este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo presentamos los principales conceptos de epidemioloǵıa matemática
y herramientas matemáticas que serán utilizadas a lo largo de la tesis.

A lo largo del presente trabajo consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales
no lineales autónomos para formular nuestros modelos del tipo:

ẋ(t) = f(x), (1.1)

donde f : E → Rn y E es un subconjunto abierto de Rn. En (1.1), ẋ = dx
dt , por lo que

a lo largo del trabajo usaremos indistintamente ambas notaciones. Además, la variable
independiente t representa al tiempo, por lo que t ≥ 0.

1.1. Número reproductivo básico

El número reproductivo básico, mejor conocido como R0, es uno de los principales
conceptos empleados en epidemioloǵıa matemática, el cual se define como “el número
promedio de infecciones secundarias ocasionadas por un individuo infeccioso, durante
todo su periodo de infecciosidad, en una población totalmente susceptible”[40].

Usualmente este término es usado como un parámetro umbral, indicándonos la apa-
rición de un posible brote epidémico. Puesto que, si R0 < 1, entonces un individuo
infectado producirá en promedio, durante todo su periodo de infecciosidad, menos de un
nuevo individuo infectado y en consecuencia, la infección no se propagará. Mientras que
si R0 > 1, entonces un individuo infectado producirá en promedio más de una nueva
infección y consecuentemente, la infección podrá propagarse.

En el presente trabajo, para calcular el valor de R0, consideraremos la definición del
número reproductivo básico dada por Pauline Van den Driessche y James Watmough
en [41] y algunas ideas sobre los subsistemas presentes en el modelo a estudiar [42]. A
continuación detallamos el proceso para obtener el valor de R0 dado en [41].

Considere una población heterogénea cuyos individuos se distinguen por edad, com-
partimento, posición espacial y/o etapa de la enfermedad, pero pueden ser agrupados
en n compartimentos homogéneos. Sea x = (x1, x2, . . . , xn)T con cada xi ≥ 0, el número
de individuos en cada compartimento. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los
primeros m compartimentos corresponden a individuos infectados. Sea Xs el conjunto
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8 Preliminares

de todos los estados libres de infección, es decir,

Xs = {x ≥ 0 | xi = 0, i = 1, . . . ,m} . (1.2)

Para calcular el valor de R0 es importante distinguir las nuevas infecciones de todos los
otros cambios en la población. Sea Fi(x) la tasa de aparición de nuevas infecciones en el
compartimento i, V+

i (x) la tasa de transferencias de individuos hacia el compartimento i,
y V−i (x) la tasa de transferencia de individuos fuera del compartimento i. Supongamos
que cada función es al menos dos veces diferenciable en cada variable. El modelo de
transmisión de la enfermedad consiste de condiciones iniciales no-negativas junto con el
sistema de ecuaciones:

ẋi = fi(x) = Fi(x)− Vi(x), i = 1, . . . , n, (1.3)

donde Vi(x) = V−i (x) − V+
i (x) y las funciones (Fi,V−i ,V

+
i ) satisfacen las siguientes

suposiciones.

(A1) Si x ≥ 0, entonces Fi, V+
i , V−i ≥ 0, para i = 1, . . . , n.

(A2) Si xi = 0, entonces V−i = 0. En particular, si x ∈ Xs, entonces V−i = 0, i =
1, 2, . . . ,m.

(A3) Fi = 0 si i > m.

(A4) Si x ∈ Xs entonces Fi(x) = 0 y V+
i (x) = 0 para i = 1, 2, . . . ,m.

(A5) Si el vector F(x) es igual a cero, entonces todos los valores propios de Df(x0)
tienen parte real negativa, donde x0 es el equilibrio libre de enfermedad.

Debido a las condiciones anteriores, tenemos el siguiente lema:

Lema 1.1. Si x0 es un equilibrio libre de enfermedad de (1.3) y fi(x) satisface (A1)−
(A5), entonces las derivadas DF(x0) y DV(x0) se dividen de la siguiente manera

DF(x0) =

(
F 0
0 0

)
, DV(x0) =

(
V 0
J3 J4

)
,

donde F y V son matrices de m×m definidas por

F =

[
∂Fi
∂xj

(x0)

]
y V =

[
∂Vi
∂xj

(x0)

]
con 1 6 i, j 6 m.

Además, F es no-negativa, V es una M-matriz no-singular y todos los valores propios
de J4 tienen parte real positiva.

Luego, la matriz de la siguiente generación asociada a (1.3) está representada
por FV −1, y el valor del número reproductivo básico viene dado por:

R0 = ρ(FV −1),

donde ρ(•) representa el radio espectral de la matriz •.
Tras definir el valor del número reproductivo básico enunciamos el siguiente teorema:
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Teorema 1.1 (Van den Driessche y Watmough [41]). Considere el modelo de transmi-
sión de enfermedad dado por (1.3), con f(x) satisfaciendo las condiciones (A1)− (A5).
Si x0 es un equilibrio libre de enfermedad de (1.3), entonces x0 es localmente asintóti-
camente estable (LAS) si R0 < 1, e inestable si R0 > 1.

El teorema anterior nos permite relacionar el concepto de estabilidad de un punto
de equilibrio con el valor de un parámetro que indica propagación de la enfermedad,
lo cual es sumamente importante en el estudio de modelos matemáticos aplicados a la
epidemioloǵıa.

1.2. Persistencia

La teoŕıa de persistencia busca abordar la pregunta de cuales componentes, de un
sistema biológico, no se extinguirán en tiempo infinito. En epidemioloǵıa, esta teoŕıa
estudia dos caracteŕısticas: (1) presencia de una enfermedad, y (2) supervivencia de las
poblaciones hospederas. Usualmente, el estudio de la endemicidad es empleado cuando
se analiza un sistema complejo, en el cual encontrar un punto de equilibrio endémico es
muy complejo. A continuación damos unos definiciones para poder estudiar el concepto
de persistencia.

Definición 1.1. Sea X un espacio métrico, con métrica d. Un mapeo Φ : [0,∞)×X → X
es llamado un semiflujo en X, si

Φt ◦ Φs = Φt+s. t, s ≥ 0,

donde Φt representa el mapeo Φ(t, ·) : X → X.

Corolario 1.2. Denotamos por Rn+ = [0,∞)n al cono de vectores no-negativo en Rn.
Sea F : Rn+ → Rn+ una función local Lipschitz,

F (x) = (F1(x), F2(x), ..., Fn(x)) , x = (x1, x2, ..., xn) ,

y satisface que

Fj(x) ≥ 0, cuando x ∈ Rn+, xj = 0.

Finalmente, consideramos que cada solución de

ẋ = F (x)

que está definida en un intervalo [0, b), 0 < b <∞, está acotada en [0, b). Entonces, las
soluciones x de esta ecuación diferencial ordinaria induce un semiflujo continuo en Rn+,
a través de

Φ(t, x0) = x(t), x0 ∈ X, t ≥ 0.

Más aún, Φ(0, x0) = x0.
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Definición 1.2 (Thieme [43]). Sea ρ : X → [0,∞) una función uniformemente continua
no-negativa en X. Asumimos que la composición

σ(t, x) = ρ(Φ(t, x)),

es un mapeo continuo de [0,∞)×X → R.

a) Φ es llamado débilmente ρ-persistente, si

lim sup
t→∞

σ(t, x) > 0, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

b) Φ es llamado fuertemente ρ-persistente, si

lim inf
t→∞

σ(t, x) > 0, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

c) Φ es llamado uniforme y débilmente ρ-persistente, si existe algún ε > 0 tal que

lim sup
t→∞

σ(t, x) > ε, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

d) Φ es llamado uniforme y fuertemente ρ-persistente, si existe algún ε > 0 tal que

lim inf
t→∞

σ(t, x) > ε, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

1.3. Definiciones y resultados generales

Teorema 1.3. (Perko [44]) Sea

ẋ = f(x, µ) . (1.4)

Supongamos que f(x0, µ0) = 0 y que la matriz A = Df(x0, µ0) de n× n, tiene un valor
propio simple λ = 0 con vector propio v y que AT tiene un vector propio w correspon-
diente al valor propio λ = 0. Más aún, supongamos que A tiene k valores propios con
parte real negativa y (n−k−1) valores propios con parte real positiva y que las siguientes
condiciones se cumplen

wT fµ(x0, µ0) = 0,

wT [Dfµ(x0, µ0)v] 6= 0,

wT [D2f(x0, µ0)(v, v)] 6= 0,

(1.5)

entonces, el sistema (1.4) presenta una bifurcación transcŕıtica en el punto de equilibrio
x0 conforme el parámetro µ vaŕıe a través del valor de bifurcación µ = µ0.

Antes de enunciar las siguientes definiciones, denotamos por ≥ al orden puntual
empleado en R2.
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Definición 1.3. (Hethcote y Thieme [45]) Una función G : R2
+ → R2

+ es estrictamente
sublineal si para x ∈ (0,∞) × (0,∞) fijo y r ∈ (0, 1) fijo, existe ε > 0 tal que G(rx) ≥
(1 + ε) rG(x).

Definición 1.4. (Hethcote y Thieme [45]) Una matriz [aij ] para i, j = 1, . . . , n es irre-
ducible, si para cualquier subconjunto W de ı́ndices {1, ..., n} con complemento W ′ no
vaćıo, existe i ∈W y j ∈W ′ tal que aij 6= 0.

A continuación, enunciamos un teorema para garantizar existencia y unicidad de un
punto fijo planteado en Hethcote y Thieme [45], al considerar que estamos en R2

+.

Teorema 1.4. (Hethcote y Thieme [45, Teorema 2.1]) Sea G(x) una función continua,
monótona no-decreciente, estrictamente sublineal y acotada, la cual mapea el cuadrante
no-negativo en si mismo. Además G(0) = 0 y G′(0) existe y es irreducible. Entonces
G(x) no tiene un punto fijo no trivial en la frontera de R2

+. Más aún, G(x) tiene un
punto fijo positivo si y sólo si ρ(G′(0)) > 1. Si existe un punto fijo positivo, entonces
este es único.

1.3.1. Ondas viajeras

Al agregar un término de difusión a la ecuación (1.1), esta se convierte en

∂x

∂t
=
∂x2

∂y2
+ f(x), (1.6)

la cual, si tiene una solución tipo onda viajera, esta puede ser escrita en la forma

x(t, y) = X(z), z = y − ct,

donde c denota a la velocidad de la onda. Sustituyendo esta forma de onda viajera en la
ecuación (1.6), X(z) satisface

Xzz + cXz + f(X) = 0 . (1.7)

Una t́ıpica solución de frente de onda es aquella donde X es igual a uno de sus
equilibrios, cuando z → −∞, y a otro de sus equilibrios, cuando z →∞. En consecuencia,
observamos que nos encontramos ante un problema de valores propios para determinar el
valor, o valores, de c tal que exista una solución X no negativa de (1.7), la cual satisface

lim
z→∞

X(z) = X0, lim
z→−∞

X(z) = X1,

donde X0 y X1 son los puntos de equilibrio del sistema (1.6) al considerar que estamos
en el caso espacialmente homogéneo.
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Caṕıtulo 2

El pastoreo en la dinámica de propagación de la

enfermedad de Chagas

Motivados por el estilo de vida de los habitantes de las zonas rurales de Latinoaméri-
ca, en el presente trabajo hemos desarrolado un modelo matemático para evaluar el
efecto del tiempo de residencia fuera del hogar de los animales domésticos en la dinámi-
ca de la enfermedad de Chagas. Esta idea surge de algunas investigaciones en estrategias
de pastoreo para prevenir enfermedades en animales [46–48], y en el papel del tiempo de
residencia, en cada parche, de los humanos en la dinámica del dengue [36].

A continuación desarrollaremos un modelo matemático para describir la dinámica
de propagación de la enfermedad cuando se considera la interacción entre los ambien-
tes doméstico, peridoméstico y silvestre. Para este propósito, los habitats doméstico y
peridoméstico son considerados como uno sólo, llamado ambiente doméstico. Conside-
ramos la presencia de humanos, animales domésticos y silvestres como hospederos, y
que una proporción de animales domésticos se mueven entre ambos ambientes debido al
pastoreo. Tras hacer el análisis matemático correspondiente, emplearemos un área de la
municipalidad de Yamparáez (Chuquisaca, Bolivia) como caso de estudio.

2.1. Modelo matemático

Presentamos un modelo SI en dos ambientes (doméstico y silvestre). En el ambiente
doméstico, humanos y vectores domésticos son residentes permanentes; mientras en el
ambiente silvestre, animales y vectores silvestres están presentes. También suponemos
que una proporción de la población de animales domésticos pueden moverse entre ambos
ambientes. Por otro lado, ya que los vectores son animales (insectos), es importante
mencionar que a lo largo del presente trabajo definiremos como animales a la población
de animales hospederos de la enfermedad, como por ejemplo: vacas, cerdos, perros, gatos,
entre otros.

Denotamos por H, DA, DV , WA, y WV a la población total de humanos, animales
domésticos, vectores domésticos, animales silvestres y vectores silvestres, respectivamen-
te. Por otro lado, además del efecto del pastoreo en la propagación de la enfermedad
de Chagas, también estamos interesados en el impacto de las proporciones de animales
domésticos que son competentes (es decir, aquellos que pueden contraer la enfermedad)
y que se mueven entre ambos ambientes.
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Sea DA = Ai + Ani, donde Ai = ωiDA es la población total de animales domésticos
competentes, mientras Ani = (1 − ωi)DA es la población total de animales domésticos
incompetentes (es decir, aquellos que sólo son fuente de alimento para los vectores, pero
no transmiten la enfermedad, por ejemplo, las gallinas), donde ωi es interpretado como la
proporción de animales domésticos que pueden contraer la enfermedad. De igual manera,
también suponemos que sólo una proporción de los animales competentes se mueven
entre ambos ambientes. Sea Ai = Am + Anm, donde Am = ωmAi es la población total
de animales domésticos que se mueven entre ambos ambientes y Anm = (1 − ωm)Ai es
la población total de animales domésticos que permanecen en el ambiente doméstico.
Interpretamos a ωm como la proporción de Ai que se mueve entre ambos ambientes (ver
Figura 2.1).

Domestic environment Wild environment

DAA i

Ani
Am

Anm

DV

H
WV

WA

Ambiente doméstico Ambiente silvestre

Figura 2.1: Esquema propuesto para la interacción entre los ambientes doméstico y
silvestre en la enfermedad de Chagas. Los animales domésticos competentes están dados
por Ai = ωiDA, mientras los animales domésticos que se mueven entre ambos ambientes
están dados por Am = ωmAi.

En el ambiente doméstico, las poblaciones de humanos y vectores son divididos en
individuos susceptibles Xh, Xdv e infectados Yh, Ydv, respectivamente. La proporción
de animales domésticos incompetentes (Ani) no están involucrados en el proceso de
infección pero cumplen la función de fuente de alimento. Ai = Am + Anm es también
dividido en individuos susceptibles Xmda, Xnda e infectados Ymda, Ynda, respectivamente.
Asimismo, en el ambiente silvestre, las poblaciones de animales y vectores están divididos
en individuos susceptibles Xwa, Xwv e infectados Ywa, Ywv, respectivamente. Finalmente,
las poblaciones de animales son medidas en biomasa, mientras las otras poblaciones
(humanos y vectores) son medidas en números de individuos.

Suponemos que la población total de animales (en cada ambiente) permanecen cons-
tantes, mientras que las dinámicas de las poblaciones de vectores tienen un compor-
tamiento loǵıstico e.g.[17, 27, 34]. También consideramos que la mortalidad vectorial,
independiente de la enfermedad, es una función de la densidad de la población vectorial
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y que es distribuida proporcionalmente entre todas las subpoblaciones vectoriales [49].

El estilo de vida de los habitantes de algunas zonas rurales nos permite considerar
que una proporción de los animales domésticos es llevada a pastar al ambiente silvestre,
incluso permaneciendo en este ambiente por las noches [46, 50]. En el ambiente silvestre,
los animales domésticos interactuan con los vectores, los cuales no necesariamente se
alimentan de hospederos dormidos, ya que se piensa que estos ajustan su alimentación
a los periodos en los que sus hospederos se encuentran en reposo [51]. Para expresar el
movimiento entre ambos ambientes, primero definimos al tiempo de residencia de los ani-
males domésticos como la proporción de tiempo que los animales domésticos permanecen
en un ambiente. Denotamos por ηd al tiempo de residencia en el ambiente doméstico,
y consecuentemente, (1− ηd) es el tiempo de residencia en el ambiente silvestre. Entre
los ambientes domésticos consideraremos a vacas, cabras, ovejas, cerdos, perros, gatos
y aves de corral, mientras que los animales en el ambiente silvestre se incluyen a los
armadillos y ratas de campo.

Para estimar las tasas de incidencia que surgen debido a la dinámica de propagación
de la enfermedad de Chagas, sólo consideramos la transmisión vectorial y usamos ideas
similares a las expuestas en [17]. En el ambiente doméstico, la tasa de incidencia relacio-
nada con la infección de vectores es denotada por g1 y es determinada por la suma de
las tasas de incidencia asociadas con la infección por humanos y animales domésticos.
Sea zh la tasa de picaduras en humanos por vector; aśı que la tasa total de picaduras
en humanos en el ambiente doméstico está dado por zhDV . Entonces, para calcular la
tasa de nuevas infecciones de vectores, multiplicamos la tasa total de picaduras por la
proporción de contactos que involucra humanos infectados (Yh/H) y vectores suscep-
tibles (Xdv/DV ), por la probabilidad de que un vector adquiera la enfermedad de un
humano infectado (πvh). De esta forma, la tasa de incidencia relacionada a la infección
de vectores debido al contacto con humanos infectados está dado por

zhDV ·
Xdv

DV
· Yh
H
· πvh . (2.1)

Para la tasa de incidencia de vectores domésticos infectados debido al contacto con
animales domésticos infectados, tenemos dos casos: los animales en el ambiente doméstico
(Ynda), y aquellos que se mueven entre ambos ambientes (Ymda). Aśı, siguiendo una
formulación análoga a (2.1), la tasa de incidencia esá dada por

zmdaDV ·
Xdv

DV
·
(

ηdYmda

Ani +Anm + ηdAm

)
· πva + zndaDV ·

Xdv

DV
·
(

Ynda
Ani +Anm + ηdAm

)
· πva .(2.2)

Por lo tanto, la tasa de incidencia en la cual los vectores adquieren la enfermedad en
el ambiente doméstico es obtenida al sumar (2.1) y (2.2),

g1 (Yh, Ymda, Ynda, Xdv) =
(zhπvh

H

)
YhXdv +

(
zmdaπvaηd

Ani +Anm + ηdAm

)
YmdaXdv

+

(
zndaπva

Ani +Anm + ηdAm

)
YndaXdv.
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En forma análoga calculamos las otras tasas de incidencia:

f1 (Ydv, Xh) =

(
zhπhvYdv

H

)
Xh,

f2 (Ydv, Ywv, Xmda) =

(
zmdaπdav

ηdYdv
Ani +Anm + ηdAm

+
zmdaπdav

(1− ηd)Ywv

(1− ηd)Am +WA

)
Xmda

f3 (Ydv, Xnda) =

(
zndaπdav

Ydv
Ani +Anm + ηdAm

)
Xnda,

f4 (Ywv, Xwa) =

(
zwaπwav

Ywv

(1− ηd)Am +WA

)
Xwa,

g2 (Ymda, Ywa, Xwv) =

(
zmdaπva (1− ηd)Ymda + zwaπvaYwa

(1− ηd)Am +WA

)
Xwv,

donde f1, f2, y f3 son las tasas de incidencia relacionadas a los hospederos del ambiente
doméstico, mientras f4 y g2 son las tasas de incidencia asociadas a los animales y vectores
silvestres en el ambiente silvestre, respectivamente.

A partir de las suposiciones anteriores, construimos el siguiente modelo:

Ẋh = Λh − f1 (Ydv, Xh)− µhXh

Ẏh = f1 (Ydv, Xh)− µhYh
Ẋmda = µmdaAm − f2 (Ydv, Ywv, Xmda)− µmdaXmda

Ẏmda = f2 (Ydv, Ywv, Xmda)− µmdaYmda
Ẋnda = µndaAnm − f3 (Ydv, Xnda)− µndaXnda

Ẏnda = f3 (Ydv, Xnda)− µndaYnda

Ẋdv = ΛdvDV − g1 (Yh, Ymda, Ynda, Xdv)−
(
µdv +

rdv
Kdv

DV

)
Xdv

Ẏdv = g1 (Yh, Ymda, Ynda, Xdv)−
(
µdv +

rdv
Kdv

DV

)
Ydv

Ẋwa = µwaWA − f4 (Ywv, Xwa)− µwaXwa

Ẏwa = f4 (Ywv, Xwa)− µwaYwa

Ẋwv = ΛwvWV − g2 (Ymda, Ywa, Xwv)−
(
µwv +

rwv
Kwv

WV

)
Xwv

Ẏwv = g2 (Ymda, Ywa, Xwv)−
(
µwv +

rwv
Kwv

WV

)
Ywv

(2.3)

La ecuación de la población total de humanos es

Ḣ = Λh − µhH,

lo cual implica que la población de humanos tenderá a H0 = Λh/µh para un tiempo
suficientemente largo, haciendo la ecuación para Xh en (2.3) redundante. Por otro lado,
la presencia natural de los vectores en el ambiente silvestre y su entrada al ambiente
doméstico a través de un proceso de difusión continua nos permite considerar condiciones
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iniciales positivas para cada población total de vectores (DV y WV ) [17, 52]. Por lo tanto,
ya que para cada ambiente consideramos que la población total de vectores presenta un
comportamiento loǵıstico, las ecuaciones para Xjv en (2.3) son también redundantes.

Tabla 2.1: Descripción de los parámetros del sistema (2.3).

Parámetros Descripción

Λh Tasa de reclutamiento de los humanos.
µh Tasa de mortalidad de los humanos.
DA Número total de animales (medido en biomasa) en el ambiente

doméstico.
Am Número total de animales domésticos (medido en biomasa) que se

mueven entre ambos ambientes.
µmda Tasa de regeneración de los animales domésticos que se mueven

entre ambos ambientes.
Anm Número total de animales domésticos (medido en biomasa) que

permanecen en el ambiente doméstico.
µnda Tasa de regeneración de los animales domésticos que permanecen

en el ambiente doméstico.
WA Número total de animales (medido en biomasa) en el ambiente

silvestre.
µwa Tasa de mortalidad de los animales silvestres en el ambiente silvestre.
Λjv Tasa de natalidad de los vectores en el ambiente j, con j = d,w.
µjv Tasa de mortalidad de los vectores en el ambiente j.
Kjv Número máximo permitido de vectores en el ambiente j.
zh Tasa de picadura por vector sobre los humanos.
znda Tasa de picadura por vector sobre los animales domésticos que

permanecen en el ambiente doméstico.
zmda Tasa de picadura por vector sobre los animales domésticos que se

mueven entre ambos ambientes.
zwa Tasa de picadura por vector sobre los animales silvestres.
πhv

Probabilidad de que, debido a una picadura de un vector infectado,
un humano se contagie.

πdav
Probabilidad de que, debido a una picadura de un vector infectado,
un animal doméstico se contagie.

πwav Probabilidad de que, debido a una picadura de un vector infectado,
un animal silvestre se contagie.

πvh (πva) Probabilidad de que, debido a una picadura, un vector se contagie
de un humano (animal) infectado.

ωi Proporción de animales domésticos (DA) que pueda contagiarse, y
es tal que 0 < ωi < 1.

ωm Proporción de animales domésticos que se pueden infectar (ωiDA)
que se mueven entre ambos ambientes, y es tal que 0 < ωm ≤ 1.

ηd Tiempo de residencia de los animales domésticos en el ambiente
doméstico, y es tal que 0 < ηd < 1.

A continuación normalizamos el sistema (2.3) y redefinimos los parámetros de nuestro
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modelo de la siguiente manera:

Ih =
Yh
H0

, Imda =
Ymda
Am

, Inda =
Ynda
Anm

, Idv =
Ydv
Kdv

, Iwa =
Ywa
WA

, Iwv =
Ywv
Kwv

,

y

αh =

(
zhπhvKdv

H0

)
, αda =

(
zndaπdavKdv

Ani +Anm + ηdAm

)
, αmw =

(
zmdaπdav (1− ηd)Kwv

WA + (1− ηd)Am

)
,

βh = (zhπvh) , βnd =

(
zndaπvaAnm

Ani +Anm + ηdAm

)
, βmd =

(
zmdaπvaηdAm

Ani +Anm + ηdAm

)
,

αwa =

(
zwaπwav

Kwv

WA + (1− ηd)Am

)
, βmw =

(
zmdaπva

(1− ηd)Am

WA + (1− ηd)Am

)
, βaw =

(
zwaπvaWA

WA + (1− ηd)Am

)
.

Los parámetros α• y β• expresan las tasas de infección asociadas a los hospederos y
vectores susceptibles, respectivamente. En consecuencia, el sistema (2.3) se convierte en

İh = αhIdv (1− Ih)− µhIh
İnda = αdaIdv (1− Inda)− µndaInda
İmda = (ηdαdaIdv + αmwIwv) (1− Imda)− µmdaImda
İdv = (βhIh + βndInda + βmdImda) (1− Idv)− (µdv + rdv) Idv

İwa = αwaIwv (1− Iwa)− µwaIwa
İwv = (βmwImda + βawIwa) (1− Iwv)− (µwv + rwv) Iwv

(2.4)

Es importante mencionar que debido a la normalización de las variables y a la definición
de Am y Anm, se asume que el sistema (2.4) es factible cuando el parámetro ωm ∈ (0, 1).

Ahora, procedemos con el análisis cualitativo del sistema (2.4). Primero, como estu-
diamos poblaciones, daremos condiciones para garantizar positividad de las soluciones
del sistema (2.4). Para ello, tenemos la siguiente proposición:

Proposición 2.1. El sistema (2.4) es positivamente invariante en la región

Ω =
{

(Ih, Inda, Imda, Idv, Iwa, Iwv) ∈ R6 : 0 ≤ Ih ≤ 1, 0 ≤ Inda ≤ 1, 0 ≤ Imda ≤ 1,

0 ≤ Idv ≤ 1, 0 ≤ Iwa ≤ 1, 0 ≤ Iwd ≤ 1} .

Demostración. El objetivo es probar que la región Ω es invariante bajo acción del
sistema (2.4). Para llevar esto a cabo, analizaremos el campo vectorial de (2.4) sobre
las caras del hipercubo unitario Ω y procederemos en forma similar a cuando trabajamos
sobre una región igual al cubo unitario, es decir, igualaremos una variable a cero o uno
y observaremos el signo de la derivada correspondiente a dicha variable.

Por lo tanto, ya que todos nuestros parámetros son positivos,

si Ih = 0, entonces İh = αhIdv ≥ 0, ∀Idv ∈ [0, 1],

si Inda = 0, entonces İnda = αdaIdv ≥ 0, ∀Idv ∈ [0, 1],
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si Imda = 0, entonces İmda = ηdαdaIdv + αmwIwv ≥ 0, ∀Idv, Iwv ∈ [0, 1],

si Idv = 0, entonces İdv = βhIh + βndInda + βmdImda ≥ 0, ∀Ih, Inda, Imda ∈ [0, 1],

si Iwa = 0, entonces İwa = αwaIwv ≥ 0, ∀Iwv ∈ [0, 1],

si Iwv = 0, entonces İwv = βmwImda + βawIwa ≥ 0, ∀Imda, Iwa ∈ [0, 1].

De lo anterior, podemos observar que las componentes del campo vectorial sobre las
caras del hipercubo unitario Ω en donde una de sus componentes es igual a cero apuntan
al interior de la región de factibilidad. Con lo cual, podemos garantizar la positividad de
las soluciones, ya que cualquier condición inicial en Ω no cruzará ninguna de las caras
del hipercubo unitario en donde una de sus componentes es igual a cero.

Ahora, procederemos a analizar las componentes del campo vectorial sobre las caras
del hipercubo unitario Ω en donde una de sus componentes es igual a uno.

Si Ih = 1, entonces İh = −µh < 0,

si Inda = 1, entonces İnda = −µnda < 0,

si Imda = 1, entonces İmda = −µmda < 0,

si Idv = 1, entonces İdv = − (µdv + rdv) < 0,

si Iwa = 1, entonces İwa = −µwa < 0,

si Iwv = 1, entonces İwv = − (µwv + rwv) < 0.

De manera similar, podemos observar que las componentes del campo vectorial sobre
las caras del hipercubo unitario Ω en donde una de sus componentes es igual a uno
apuntan al interior de la región Ω. Por lo tanto, tras demostrar que el campo vectorial
asociado al sistema (2.4) apunta al interior del hipercubo unitario en cada una de sus
caras, podemos concluir que la región de factibilidad Ω es invariante. Con lo cual queda
terminada la prueba.

Por otro lado, para garantizar la existencia de una solución del sistema (2.4), seguimos
un resultado dado en Perko [44, p. 189]. De esta forma, ya que Ω es un subconjunto
compacto de R6 y F ∈ C1(Ω), donde F es el campo vectorial asociado al sistema (2.4),
entonces para cualquier condición inicial en Ω, el sistema (2.4) tiene una única solución
definida para todo t ∈ R.

2.1.1. Número reproductivo básico

Tras probar la positividad del sistema (2.4), procederemos a calcular el número re-
productivo básico (R0). Para llevar esto a cabo, consideraremos la definición del número
reproductivo básico dada en [41] y algunas ideas sobre los subsistemas presentes en el
modelo a estudiar presentadas en [42].
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Siguiendo la construcción del número reproductivo básico, el cual explicamos a de-
talle en la sección de preliminares (ver Sección 1.1), primero definimos el vector de
aparición de nuevas infecciones (F(x)), el de transferencia de individuos al comparti-
mento i (V+

i (x)) y el de transferencia de individuos fuera del compartimento i (V−i (x)),
donde x = (Ih, Inda, Imda, Idv, Iwa, Iwv). Luego,

F(x) =


αhIdv (1− Ih)

αdaIdv (1− Inda)
(ηdαdaIdv + αmwIwv) (1− Imda)

(βhIh + βndInda + βmdImda) (1− Idv)
αwaIwv (1− Iwa)

(βmwImda + βawIwa) (1− Iwv)

 , V+(x) =


0
0
0
0
0
0

 , V−(x) =


µhIh

µndaInda

µmdaImda

(µdv + rdv) Idv
µwaIwa

(µwv + rwv) Iwv

 .

Además, para demostrar que nuestros vectores anteriores cumplen las hipótesis plan-
teadas en la Sección 1.1, también definimos el conjunto de todos los estados libres de
infección (Xs), lo cual es igual a

Xs = {x ≥ 0 | xi = 0, i = 1, . . . , 6} = {(0, 0, 0, 0, 0, 0)} .

Tras definir los vectores F , V+ y V−, y el conjunto Xs, se observa que se satisfacen
las condiciones (A1)− (A5) (ver Sección 1.1). Con lo cual, podemos definir la matriz de
la siguiente generación FV −1, donde

F =


0 0 0 αh 0 0
0 0 0 αda 0 0
0 0 0 ηdαda 0 αmw

βh βnd βmd 0 0 0
0 0 0 0 0 αwa

0 0 βmw 0 βaw 0

 , V =


µh 0 0 0 0 0
0 µnda 0 0 0 0
0 0 µmda 0 0 0
0 0 0 (µdv + rdv) 0 0
0 0 0 0 µwa 0
0 0 0 0 0 (µwv + rwv)

 .

Luego, el valor deR0 es igual al radio espectral de la matriz de la siguiente generación,
lo cual está dado por

R0 =

√√√√(R2
D +R2

W

2

)
+

√(
R2
D −R2

W

2

)2

+R2
DvMa

R2
MaWv

, (2.5)

donde

RD =
√
R2
HDv

+R2
DvNa

+R2
DvMa

, RW =
√
R2
MaWv

+R2
WvWa

, (2.6)

son los número reproductivos de los ambientes doméstico y silvestre, respectivamente
(ver Figura 2.2). Mientras,

RHDv =

√
αhβh

(µdv + rdv)µh
, RDvNa =

√
αdaβnd

(µdv + rdv)µnda
, RDvMa =

√
ηdαdaβmd

(µdv + rdv)µmda
,

RMaWv =

√
αmwβmw

(µwv + rwv)µmda
, RWvWa =

√
αwaβaw

(µwv + rwv)µwa
,

(2.7)

son los números reproductivos de H-Dv, Dv-Anm, Dv-Am, Am-Wv y Wv-Wa, respec-
tivamente (ver Figura 2.2).

A continuación, para mostrar la importancia de algunos ciclos de transmisión de la
enfermedad sobre el número reproductivo básico, enunciamos la siguiente proposición:
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Ih

Idv

Inda Imda

αh βh

αda ηdαda

βnd βmd

(1)

(2) (3)

(a) Ambiente doméstico

Iwa

αmw

βmw

Iwv

Imda

αwa

βaw

(4) (5)

(b) Ambiente silvestre

Figura 2.2: Ciclos principales de infección del sistema (2.4). (1) H-Dv, (2) Dv-Anm, (3)
Dv-Am, (4) Am-Wv and (5) Wv-Wa.

Proposición 2.2.

(a) Dado Ri < 1, para todo i = D,W . Si RDvMaRMaWv > 1/2, entonces R0 > 1.

(b) Si Ri > 1 > Rj para i, j = D,W e i 6= j, entonces R0 > 1.

(c) Si Ri > 1 para todo i = D,W , entonces R0 > 1.

Demostración. Dada la estructura de R0, la prueba de (b) y (c) son inmediatas. La
prueba de (a) se sigue de la siguiente manera:

R2
0 =

(
R2
D +R2

W

2

)
+

√(
R2
D −R2

W

2

)2

+R2
DvMa

R2
MaWv

>

(
R2
D +R2

W

2

)
+RDvMaRMaWv

>

(
R2
DvMa

+R2
MaWv

2

)
+RDvMaRMaWv

> RDvMaRMaWv +RDvMaRMaWv

> 1 .

De lo anterior, se sigue que R0 > 1. Con lo cual se concluye la demostración.

2.1.2. Extinción y persistencia de la enfermedad

El punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema (2.4) siempre existe. Denota-
mos este punto por E0 = (0, 0, 0, 0, 0, 0). A continuación, estableceremos nuestro primer
resultado asociado a la extinción de la enfermedad.
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Proposición 2.3. El equilibrio libre de enfermedad, E0, es localmente asintóticamente
estable (LAS) si R0 < 1, e inestable si R0 > 1. Además, si R0 = 1, entonces la matriz
jacobiana evaluada en el equilibrio libre de enfermedad (E0) tiene al menos un valor
propio igual a cero.

Demostración. La demostración de la estabilidad del equilibrio libre de enfermedad se
sigue del Teorema 1.1. A continuación haremos la demostración para el caso R0 = 1.

Se sabe que dada una matriz A de n× n, su polinomio caracteŕıstico asociado tiene
la forma

p(λ) = (−1)n λn + (−1)n−1 Tr(A)λn−1 + · · ·+ det(A).

Luego, es claro que si det(A) = 0, entonces la matriz A tiene al menos un valor pro-
pio igual a cero. Por lo tanto, primero vamos a calcular la determinante del jacobiano
evaluado en el equilibrio libre de enfermedad. De esta forma, se tiene que

DF (E0) =



−µh 0 0 αh 0 0
0 −µnda 0 αda 0 0
0 0 −µmda ηdαda 0 αmw
βh βnd βmd − (µdv + rdv) 0 0
0 0 0 0 −µwa αwa
0 0 βmw 0 βaw − (µwv + rwv)

 ,

en consecuencia,

det(DF (E0)) = µwaµhµndaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)

[
1− αhβh

µh (µdv + rdv)
−

αdaβnd
µnda (µdv + rdv)

− ηdαdaβmd
µmda (µdv + rdv)

− αmwβmw
µmda (µwv + rwv)

−

αwaβaw
µwa (µwv + rwv)

+
αwaβawηdαdaβmd

µwaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)
+

αdaβndαmwβmw
µndaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)

+
αhβhαmwβmw

µhµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)
+

αwaβawαdaβnd
µwaµnda (µdv + rdv) (µwv + rwv)

+
αwaβawαhβh

µwaµh (µdv + rdv) (µwv + rwv)

]
,

Apoyándonos en las ecuaciones (2.6)-(2.7), la ecuación anterior se reescribe de la si-
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guiente manera:

det(DF (E0)) = µwaµhµndaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)
[
1−R2

HDv
−R2

DvNa
−

R2
DvMa

−R2
MaWv

−R2
WvWa

+R2
DvMa

R2
WvWa

+R2
DvNa

R2
MaWv

+

R2
HDv
R2
MaWv

+R2
WvWa

R2
DvNa

+R2
WvWa

R2
HDv

]
= µwaµhµndaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)

[
1−

(
R2
D +R2

W

)
+

R2
DR2

W −R2
DvMa

R2
MaWv

]
= µwaµhµndaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)

[
1−

(
R2
D +R2

W

)
+(

R2
D +R2

W

2

)2

−
(
R2
D −R2

W

2

)2

−R2
DvMa

R2
MaWv

]
= µwaµhµndaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)

[
1−

(
R2
D +R2

W

)
+(

R2
D +R2

W

2

)2

−
[
R2

0 −
(
R2
D +R2

W

2

)]2
]

= µwaµhµndaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)
[
1−

(
R2
D +R2

W

)
−

R4
0 +R2

0

(
R2
D +R2

W

)]
.

Finalmente obtenemos,

det(DF (E0)) = µwaµhµndaµmda (µdv + rdv) (µwv + rwv)
(
1−R2

0

) (
1 +R2

0 −R2
D −R2

W

)︸ ︷︷ ︸
term1

.

De la ecuación anterior es claro que si R0 = 1, entonces det(DF (E0)) = 0. Para
finalizar, sólo falta descartar el caso que term1 = 0. Para hacer esto, consideraremos
dos casos:

Si 1 ≥ R0, ya que R0 > RD,RW , entonces:

term1 = 1−R2
D︸ ︷︷ ︸

>0

+R2
0 −R2

W︸ ︷︷ ︸
>0

> 0

Si R0 > 1, entonces:
term1 = 1−R2

0︸ ︷︷ ︸
<0

−
(
R2
D +R2

W

)︸ ︷︷ ︸
<0

< 0

Con lo cual queda terminada la demostración.

Por otro lado, debido a la estructura del sistema (2.4), es complejo garantizar la
existencia de un punto de equilibrio endémico y más aún, su estabilidad. En consecuencia,
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Figura 2.3: Superficie de nivel R0(ηd, ωm, ωi) = 1. Al considerar ηd, ωm, ωi ∈ (0, 1),
DA = 67882.603 y los otros parámetros como en la Tabla 2.1.

para abordar la endemicidad de la enfermedad, daremos condiciones de suficiencia para
garantizar la presencia de la enfermedad en el medio.

Para llevar esto a cabo, primero definimos el parámetro

δ = min

{(
Λdv

αh
R2

HDv
− 1

)
,

(
Λdv

αda
R2

DvNa
− 1

)
,

(
Λwv

αwa
R2

WvWa
− 1

)
,

(
Λdv

ηdαda
R2

DvMa
+

Λwv

αmw
R2

MaWv
− 1

)
,(

µh

βh
R2

HDv
+
µnda

βnd
R2

DvNa
+
µmda

βmd
R2

DvMa
− 1

)
,

(
µmda

βmw
R2

MaWv
+
µwa

βaw
R2

WvWa
− 1

)}
,

y la función

ρ(Ih, Inda, Imda, Idv, Iwa, Iwv) = Ih + Inda + Imda + Idv + Iwa + Iwv ,

los cuales serán empleados para demostrar que la enfermedad persiste. De esta forma
enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Si δ > 0, entonces la enfermedad es uniforme y débilmente ρ-persistente.

Demostración. Para llevar a cabo la demostración, seguiremos algunas ideas de [53] y
emplearemos el inciso (c) de la Definición 1.2.

Para abreviar notación, denotaremos ρ(t) := ρ(Ih, Inda, Imda, Idv, Iwa, Iwv). Del sis-
tema (2.4), obtenemos:

ρ̇(t) = (αh + αda + ηdαda) Idv + (βmd + βmw) Imda + (αmw + αwa) Iwv + βhIh + βndInda + βawIwa

− (αh + βh) IhIdv − (αda + βnd) IndaIdv − (ηdαda + βmd) ImdaIdv − (αmw + βmw) ImdaIwv

− (αwa + βaw) IwaIwv − µhIh − µndaInda − µmdaImda − µwaIwa − (µdv + rdv) Idv

− (µwv + rwv) Iwv
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Aplicando la desigualdad entre la media aritmética y geométrica, se sigue

ρ̇(t) ≥ (αh + αda + ηdαda − (µdv + rdv)) Idv + (βmd + βmw − µmda) Imda + (αmw + αwa

− (µwv + rwv)) Iwv + (βh − µh) Ih + (βnd − µnda) Inda + (βaw − µaw) Iwa

− (αh + βh)
ρ2(t)

4
− (αda + βnd)

ρ2(t)

4
− (ηdαda + βmd)

ρ2(t)

4
− (αmw + βmw)

ρ2(t)

4

− (αwa + βaw)
ρ2(t)

4

= (µdv + rdv)

(
µh

βh
R2

HDv
+
µnda

βnd
R2

DvNa
+
µmda

βmd
R2

DvMa
− 1

)
Idv + µh

(
Λdv

αh
R2

HDv
− 1

)
Ih

+ µmda

(
Λdv

ηdαda
R2

DvMa
+

Λwv

αmw
R2

MaWv
− 1

)
Imda +

(
µmda

βmw
R2

MaWv
+
µwa

βaw
R2

WvWa
− 1

)
(µwv + rwv) + µwa

(
Λwv

αwa
R2

WvWa
− 1

)
Iwa −

(
αh + βh + αda + βnd + ηdαda + βmd

4

)
ρ2(t)

−
(
αmw + βmw + αwa + βaw

4

)
ρ2(t) + µnda

(
Λdv

αda
R2

DvNa
− 1

)
Inda.

Definimos los parámetros

δ1 =
αh + βh + αda + βnd + ηdαda + βmd + αmw + βmw + αwa + βaw

4
,

δ2 = min {µh, µnda, µmda, (µdv + rdv) , µwa, (µwv + rwv)} .

Con lo cual, tras reemplazar los valores de δ, δ1 y δ2 en la desigualdad anterior, esta se
convierte en

ρ̇(t) ≥ δ2δρ(t)− δ1ρ
2(t), (2.8)

lo cual implica que
ρ̇(t)

ρ(t)
≥ δ2δ − δ1ρ(t) .

Por lo tanto,

lim inf
t→∞

ρ̇(t)

ρ(t)
≥ δ2δ − δ1 lim inf

t→∞
ρ(t),

≥ δ2δ − δ1 lim sup
t→∞

ρ(t) .
(2.9)

Ahora continuaremos la prueba por contradicción. Supongamos que

lim sup
t→∞

ρ(t) <
δ2δ

δ1
. (2.10)

De la ecuaciones (2.9) y (2.10), se sigue

lim inf
t→∞

ρ̇(t)

ρ(t)
> 0,

lo cual implica que ρ(t) → ∞, cuando t → ∞ [53]. Esto último es una contradicción,
puesto que ρ(t) está acotado.
Esta contradicción surge al suponer la hipótesis (2.10). Por lo tanto:

lim sup
t→∞

ρ(t) ≥ δ2δ

δ1
> 0.
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De esta forma, siguiendo el inciso (c) de la Definición 1.2, podemos concluir que la
enfermedad es uniforme y débilmente ρ-persistente.

Tras demostrar el teorema anterior, a continuación daremos un resultado más fuerte
de persistencia.

Teorema 2.2. Si δ > 0, entonces la enfermedad es uniforme y fuertemente ρ-persistente.

Demostración. La prueba se llevará a cabo empleando la ecuación (2.8) y las defi-
niciones de los parámetros positivos δ, δ1 y δ2. De la demostración anterior sabemos
que

ρ̇(t) ≥ δ2δρ(t)− δ1ρ
2(t) .

Esto implica que,

ρ(t) ≥ 1

δ1
δ2δ

+
(

1
ρ(0) −

δ1
δ2δ

)
e−δ2δt

.

Finalmente, ya que δ, δ1, δ2 > 0, se sigue

lim inf
t→∞

ρ(t) ≥ δ2δ

δ1
> 0 .

Por lo tanto, siguiendo el inciso (d) de la Definición 1.2, podemos concluir que la enfer-
medad es uniforme y fuertemente ρ-persistente.

2.2. Un caso particular: (ωm = 1)

Con el objetivo de garantizar otros resultados matemáticos importantes, procedere-
mos a reducir el sistema (2.3). Para esto, consideraremos que todos los animales compe-
tentes se mueven entre ambos ambientes, es decir ωm = 1, lo cual implica que Anm = 0,
y por transitividad Xnda = Ynda = 0.

Luego, tras considerar la hipótesis anterior y la normalización planteada para el
sistema (2.4), entonces el sistema (2.3) se convierte en:

İh = αhIdv (1− Ih)− µhIh
İmda = (ηdαdaIdv + αmwIwv) (1− Imda)− µmdaImda
İdv = (βhIh + βmdImda) (1− Idv)− (µdv + rdv) Idv

İwa = αwaIwv (1− Iwa)− µwaIwa
İwv = (βmwImda + βawIwa) (1− Iwv)− (µwv + rwv) Iwv .

(2.11)

Donde, su región positivamente invariante está denotada por:

Ω∗ =
{

(Ih, Imda, Idv, Iwa, Iwv) ∈ R5 : 0 ≤ Ih ≤ 1, 0 ≤ Imda ≤ 1, 0 ≤ Idv ≤ 1,

0 ≤ Iwa ≤ 1, 0 ≤ Iwd ≤ 1} .
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Siguiendo la definición de R0 [41], el número reproductivo básico asociado al siste-
ma (2.11) es

R∗ =

√√√√(R2
d +R2

W

2

)
+

√(
R2
d −R2

W

2

)2

+R2
DvMa

R2
MaWv

,

donde R2
d = R2

HDv
+ R2

DvMa
, mientras que las otras definiciones están dadas por las

ecuaciones 2.6-2.7.

Teorema 2.3. Para cualquier condición inicial en Ω∗. Si R∗ < 1, entonces el punto de
equilibrio libre de enfermedad, E1 = (0, 0, 0, 0, 0), es globalmente asintóticamente estable
(GAS) en Ω∗.

Demostración. Para demostrar la estabilidad global del punto libre de enfermedad en
Ω∗, procedemos como en [26] y aplicamos el teorema de Lyapunov-La Salle.

Primero definimos en Ω∗ la función de Lyapunov

V = σhIh + Imda + σdvIdv + σwaIwa + σwvIwv,

donde

σh =
ηdαdaβh(

1−R2
HDv

)
(µdv + rdv)µh

, σdv =
ηdαda(

1−R2
HDv

)
(µdv + rdv)

,

σwv =
αmw(

1−R2
WvWa

)
(µwv + rwv)

, σwa =
αmwβaw(

1−R2
WvWa

)
(µwv + rwv)µwa

.

Aśı, al derivar la función de Lyapunov, se tiene

V̇ = σhİh + İmda + σdv İdv + σwaİwa + σwv İwv

= σh [αhIdv (1− Ih)− µhIh] + [(ηdαdaIdv + αmwIwv) (1− Imda)− µmdaImda]

+σdv [(βhIh + βmdImda) (1− Idv)− (µdv + rdv) Idv] + σwa [αwaIwv (1− Iwa)

−µwaIwa] + σwv [(βmwImda + βawIwa) (1− Iwv)− (µwv + rwv) Iwv] .

Sustituyendo σh, σdv, σwa y σwv en la igualdad anterior, y haciendo las respectivas
operaciones, obtenemos la siguiente expresión

V̇ =

[ R2
DvMa

1−R2
HDv

+
R2

MaWv

1−R2
WvWa

− 1

]
µmdaImda −

[
ηdαdaβh (αh + µh)(

1−R2
HDv

)
(µdv + rdv)µh

]
IhIdv

−

[
βmdηdαda(

1−R2
HDv

)
(µdv + rdv)

]
IdvImda −

[
αmwβmw(

1−R2
WvWa

)
(µwv + rwv)

]
ImdaIwv

−

[
αmwβaw (µwa + αwa)(

1−R2
WvWa

)
(µwv + rwv)µwa

]
IwvIwa − ηdαdaIdvImda − αmwImdaIwv

(2.12)

donde,[ R2
DvMa

1−R2
HDv

+
R2

MaWv

1−R2
WvWa

− 1

]
= −

(
R2

DvMa
R2

WvWa
+R2

MaWv
R2

HDv
+R2

HDv
R2

WvWa(
1−R2

HDv

) (
1−R2

WvWa

) )

−

(
1−R2

d −R2
W(

1−R2
HDv

) (
1−R2

WvWa

)) .
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Luego, de la definición de R∗, se obtiene que R∗ > R2
d+R2

W . Además, ya que suponemos
que 1 > R∗, esto implica que

1 > R2
d +R2

W .

De esta forma [ R2
DvMa

1−R2
HDv

+
R2

MaWv

1−R2
WvWa

− 1

]
< 0,

lo cual implica que V̇ ≤ 0 para R∗ < 1. Luego, del sistema (2.11), observamos que el
equilibrio libre de enfermedad E1 es el único conjunto invariante en Ω∗ tal que V̇ = 0. Por
lo tanto, aplicando el teorema de Lyapunov-La Salle, se sigue que si R∗ < 1, entonces
todas las trayectorias que empiecen en Ω∗ se aproximan a E1 cuando t → ∞. De esta
forma concluimos que E1 es GAS en Ω∗.

Después de garantizar la estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad, proce-
deremos a probar la existencia de un único equilibrio endémico. Para hacer esto, emplea-
remos un Teorema de punto fijo planteado en Hethcote y Thieme [45] (ver Sección 1.3).

Primero plantearemos una función que cumpla con las hipótesis planteadas en dicho
Teorema. Para hacer esto, tras igualar el sistema (2.11) a cero, despejamos las variables
Ih, Imda, Idv, Iwa e Iwv, obteniendo

Ih =
αhIdv

αhIdv + µh
, (2.13)

Imda =
ηdαdaIdv + αmwIwv

ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda
, (2.14)

Idv =
βhIh + βmdImda

βhIh + βmdImda + (µdv + rdv)
, (2.15)

Iwa =
αwaIwv

αwaIwv + µwa
, (2.16)

Iwv =
βmwImda + βawIwa

βmwImda + βawIwa + (µwv + rwv)
. (2.17)

De lo anterior, observamos que la positividad de Ih, Imda e Iwa depende de la existencia y
positividad de Idv y/o Iwv. Luego, tras reemplazar las ecuaciones (2.13)-(2.14) en (2.15),
y (2.14)-(2.16) en (2.17), se sigue

Imda =
Idv [(µdv + rdv) (αhIdv + µh)− βhαh (1− Idv)]

βmd (αhIdv + µh) (1− Idv)
(2.18)

Imda =
Iwv [(µwv + rwv) (αwaIwv + µwa)− βawαwa (1− Iwv)]

βmw (αwaIwv + µwa) (1− Iwv)
. (2.19)

Luego, igualando las ecuaciones (2.14) con (2.18), y despejando la variable Idv, se tiene
que

Idv =
f1 (Idv, Iwv)

f1 (Idv, Iwv) + g1 (Idv, Iwv)
,

donde

f1 (Idv, Iwv) = (ηdαdaIdv + αmwIwv) (βmd (αhIdv + µh) + βhαhIdv) + βhαhµmdaIdv

g1 (Idv, Iwv) = (µdv + rdv) (αhIdv + µh) (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda) .
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En forma análoga, igualando las ecuaciones (2.14) con (2.19), y despejando la variable
Iwv, se obtiene

Iwv =
f2 (Idv, Iwv)

f2 (Idv, Iwv) + g2 (Idv, Iwv)
,

con

f2 (Idv, Iwv) = (ηdαdaIdv + αmwIwv) (βmw (αwaIwv + µwa) + βawαwaIwv) + βawαwaµmdaIwv

g2 (Idv, Iwv) = (µwv + rwv) (αwaIwv + µwa) (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda) .

Finalmente, definimos la función F : R2
+ → R2

+, con

Fi (Idv, Iwv) =
fi (Idv, Iwv)

fi (Idv, Iwv) + gi (Idv, Iwv)
, para i = 1, 2, (2.20)

tal que F (Idv, Iwv) = (F1 (Idv, Iwv) , F2 (Idv, Iwv)).

Se observa que la función F (Idv, Iwv) es de clase C∞ y acotada, puesto que Fi (Idv, Iwv)
es acotada superiormente por uno, para todo i. Además, también es claro que F (0, 0) =
(0, 0).

A continuación vamos a probar que la función F (Idv, Iwv) es monótona no-decreciente.
Luego, al considerar que F1 := F1(Idv, Iwv), f1 := f1(Idv, Iwv) y g1 := g1(Idv, Iwv), se
observa que

∂F1

∂•
=

(
1

f1 + g1

)2(∂f1

∂•
g1 − f1

∂g1

∂•

)
, (2.21)

donde • denota a las variables Idv, Iwv. Luego, ya que f1 puede ser expresada en función
de g1:

f1 =

(
βmd + βh
µdv + rdv

)
g1 − βhµh (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)− µmdaβmd (αhIdv + µh) ,

al considerar que • es igual a Idv, se tiene

∂f1

∂Idv
g1 − f1

∂g1

∂Idv
=

[(
βmd + βh
µdv + rdv

)
∂g1

∂Idv
− βhµhηdαda − µmdaβmdαh

]
g1 −

[(
βmd + βh
µdv + rdv

)
g1

−βhµh (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)− µmdaβmd (αhIdv + µh)]
∂g1

∂Idv

= [βhµh (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda) + µmdaβmd (αhIdv + µh)]

[(µdv + rdv) (αh (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda) + (αhIdv + µh) ηdαda)]

− (βhµhηdαda + µmdaβmdαh) (µdv + rdv) (αhIdv + µh)

(ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)

= βhµhαh (µdv + rdv) (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)
2

+ µmdaβmdηdαda (µdv + rdv) (αhIdv + µh)2

> 0 .
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Por lo anterior, se concluye que ∂F1/∂Idv > 0. Al considerar que • es igual a Iwv en la
ecuación (2.21), se sigue que

∂f1

∂Iwv
g1 − f1

∂g1

∂Iwv
=

[(
βmd + βh
µdv + rdv

)
∂g1

∂Iwv
− βhµhαmw

]
g1 −

[(
βmd + βh
µdv + rdv

)
g1

−βhµh (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)− µmdaβmd (αhIdv + µh)]
∂g1

∂Iwv

= [βhµh (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda) + µmdaβmd (αhIdv + µh)]

(µdv + rdv)αmw (αhIdv + µh)

− βhµhαmw (µdv + rdv) (αhIdv + µh) (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)

= µmdaβmdαmw (µdv + rdv) (αhIdv + µh)2

> 0 .

Con lo cual, también se concluye que ∂F1/∂Iwv > 0. Debido a la estructura similar
entre F1 y F2, en forma análoga se muestra que ∂F2/∂Idv, ∂F2/∂Iwv > 0. Por lo tanto,
concluimos que la función F es monótona no-decreciente.

Lema 2.1. La función F (Idv, Iwv), definida en (2.20), es estrictamente sublineal.

Demostración. Para hacer esta demostración, seguiremos la definición de estrictamente
sublineal dada en la Sección 1.3, la cual nos dice que para (Idv, Iwv) ∈ (0,∞) × (0,∞)
fijo y r ∈ (0, 1) fijo, existe ε > 0 tal que Fi(rIdv, rIwv) ≥ (1 + ε)rFi(Idv, Iwv), para todo
i.

Primero definimos,

ε = min
i

(1− r) fi (Idv, Iwv) fi (r (Idv, Iwv)) + fi (r (Idv, Iwv)) gi (Idv, Iwv)− rfi (Idv, Iwv) gi (r (Idv, Iwv))

rfi (Idv, Iwv) (fi (r (Idv, Iwv)) + gi (r (Idv, Iwv)))
,

el cual mostraremos que es siempre positivo. Ya que las funciones fi y gi son siempre
positivas, bastará demostrar que el numerador de ε es positivo. Primero, con el objetivo
de simplificar notación consideramos x := (Idv, Iwv). Luego, consideramos el caso cuando
i = 1, obteniendo:

f1 (rx) g1 (x)− rf1 (x) g1 (rx) = [(ηdαdarIdv + αmwrIwv) (βmd (αhrIdv + µh) + βhαhrIdv)

+ βhαhµmdarIdv] (µdv + rdv) (αhIdv + µh) (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)

− r [(ηdαdaIdv + αmwIwv) (βmd (αhIdv + µh) + βhαhIdv) + βhαhµmdaIdv]

(µdv + rdv) (αhrIdv + µh) (ηdαdarIdv + αmwrIwv + µmda)

= (µdv + rdv) (ηdαdarIdv + αmwrIwv) [(βmd (αhrIdv + µh) + βhαhrIdv)

(αhIdv + µh) (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)− (βmd (αhIdv + µh) + βhαhIdv)

(αhrIdv + µh) (ηdαdarIdv + αmwrIwv + µmda)] + (µdv + rdv)βhαhµmdarIdv

[(αhIdv + µh) (ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda)− (αhrIdv + µh) (ηdαdarIdv+

αmwrIwv + µmda)]
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= (µdv + rdv) (ηdαdarIdv + αmwrIwv) [βmd (1− r) (αhIdv + µh) (αhrIdv + µh)

(ηdαdaIdv + αmwIwv + µmda) + βhα
2
h (1− r) rI2dv (ηdαdaIdv + αmwIwv)−

((((((((((
βhαh (1− r)µhµmdaIdv

]
+

(µdv + rdv)βhαhµmdarIdv
[
αhIdv

(
ηdαda

(
1− r2

)
Idv + αmw

(
1− r2

)
Iwv+

µmda (1− r)) +
(((((((((((((
µh (1− r) (ηdαdaIdv + αmwIwv)

]
> 0 .

Por lo anterior, se infiere que

(1− r) f1 (Idv, Iwv) f1 (r (Idv, Iwv)) + f1 (r (Idv, Iwv)) g1 (Idv, Iwv)− rf1 (Idv, Iwv) g1 (r (Idv, Iwv))

rf1 (Idv, Iwv) (f1 (r (Idv, Iwv)) + g1 (r (Idv, Iwv)))
> 0 .

Luego, en forma análoga, se prueba que f2 (rx) g2 (x)− rf2 (x) g2 (rx) ≥ 0. Por lo tanto,
se concluye que ε > 0. Finalmente, vamos a probar que dado el ε definido previamente,
se cumple que Fi(rIdv, rIwv) ≥ (1 + ε)rFi(Idv, Iwv), para todo i = 1, 2.

Sin perdida de generalidad, supongamos que el valor mı́nimo dado en la expresión
de ε se cumple para i = 1. Luego

(1 + ε)rF1(Idv, Iwv) =

(
f1(rIdv, rIwv) [f1(rIdv, rIwv) + g1(Idv, Iwv)]

rf1(Idv, Iwv) [f1(rIdv, rIwv) + g1(rIdv, rIwv)]

)(
rf1(Idv, Iwv)

f1(Idv, Iwv) + g1(Idv, Iwv)

)
,

ya que r ∈ (0, 1), es claro que

f1(rIdv, rIwv) + g1(Idv, Iwv)

f1(Idv, Iwv) + g1(Idv, Iwv)
≤ 1 .

Por lo tanto, se sigue que

(1 + ε)rF1(Idv, Iwv) ≤ f1(rIdv, rIwv)

f1(rIdv, rIwv) + g1(rIdv, rIwv)

= F1(rIdv, rIwv) .

De igual forma, por la definición de ε, se tiene

(1 + ε)rF2(Idv, Iwv) ≤
(
f2(rIdv, rIwv) [f2(rIdv, rIwv) + g2(Idv, Iwv)]

rf2(Idv, Iwv) [f2(rIdv, rIwv) + g2(rIdv, rIwv)]

)(
rf2(Idv, Iwv)

f2(Idv, Iwv) + g2(Idv, Iwv)

)
≤ f2(rIdv, rIwv)

f2(rIdv, rIwv) + g2(rIdv, rIwv)

= F2(rIdv, rIwv) .

En forma análoga, se demuestra que (1 + ε)rFi(Idv, Iwv) ≤ Fi(rIdv, rIwv) cuando el
valor de ε esta dado por el ı́ndice i = 2. De esta forma, hemos demostrado que la función
F (Idv, Iwv) es estrictamente sublineal.

Por otro lado, al evaluar la matriz jacobiana de F en el punto (0, 0), obtenemos

DF (0, 0) =

[ ηdαdaβmd
µmda(µdv+rdv) + αhβh

µh(µdv+rdv)

] [
αmwβmd

µmda(µdv+rdv)

][
ηdαdaβmw

µmda(µwv+rwv)

] [
αmwβmw

µmda(µwv+rwv) + αwaβaw
µwa(µwv+rwv)

]
,
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lo cual, siguiendo la definición (1.4), se verifica que DF (0, 0) es irreducible.

Finalmente, tras probar que la función F (Idv, Iwv) satisface las condiciones del Teo-
rema 2.1 de Hethcote y Thieme [45] (ver Sección 1.3). Podemos enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 2.4. El sistema (2.11) tiene un único punto de equilibrio endémico en Ω∗, si
y sólo si, R∗ > 1.

Demostración. Del Teorema 2.1 de Hethcote y Thieme [45] garantizamos que existe un
único punto fijo positivo si, y sólo si, ρ (DF (0, 0)) > 1, donde

ρ (DF (0, 0)) =

√√√√(R2
d +R2

W

2

)
+

√(
R2

d −R2
W

2

)2

+R2
DvMa

R2
MaWv

,

= R2
∗ .

Ahora, bastará con demostrar que el punto fijo está en el interior de Ω∗. Esto último es
inmediato, ya que de la ecuación (2.20) se sique que

Fi (Idv, Iwv) < 1, para i = 1, 2,

con lo cual termina la demostración.

2.3. Simulaciones

Tras estudiar cualitativamente el modelo planteado, procederemos a mostrar los efec-
tos del tiempo de residencia (ηd) y las diferentes proporciones de los animales domésticos
(ωi y ωm) sobre los niveles de prevalencia de la enfermedad. Para hacer esto, primero
estimamos los valores de algunos parámetros.

2.3.1. Estimación de algunos parámetros

Como la enfermedad de Chagas es endémica en el Chaco boliviano, consideramos
datos de los censos hechos en la municipalidad de Yamparáez (Chuquisaca, Bolivia) por
el Instituto Nacional de Estad́ıstica (INE) [54, 55]. Además, elegimos arbitrariamente
100 casas para representar el tamaño de un área rural pobre.

Datos del censo del 2012 [54], muestra que en la municipalidad de Yamparáez el
número total de humanos y casas es igual a 10111 y 3699, respectivamente. En conse-
cuencia, el número promedio de humanos por casa es 2.733441. Para nuestras simula-
ciones, consideramos este valor como el número máximo de personas por casa. Por lo
tanto, H0 = 273.3441 humanos. Además, como la esperanza de vida de los humanos en
Bolivia es igual a 72.5 años, entonces el valor de µh = 0.000038 d́ıas−1.

Por otro lado, datos del censo de agricultura del 2013 [55] muestra que el número
total de vacas, ovejas, cabras, cerdos y aves de corral, en la municipalidad de Yamparáez,
es 827, 10938, 11455, 4576 y 4973, respectivamente. Usamos estos datos para calcular
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el número promedio de cada especie de animal por casa (Tabla 2.2). Además, como
la variable de los animales domésticos que se mueven entre ambos ambientes incluyen
diferentes especies con diversos tamaños, medimos esta variable en biomasa. Sin embargo,
es importante resaltar que no toda la biomasa está expuesta a la picadura del vector.
Por esta razón, sólo consideramos una proporción del total de biomasa. Definimos esta
proporción de biomasa como el peso promedio expuesto.

Tabla 2.2: Datos de los animales domésticos.

Animales
Número promedio Promedio del tiempo de vida Peso promedio

por casa económicamente útil (años)1 expuesto (kg)

vaca 0.223574 12.75 91
oveja 2.957015 6 4.022
cabra 3.096783 7 4.7
cerdo 1.237091 5.5 7

ave de corral 1.344417 4.085 1.48

1 Tiempo de permanencia de los animales domésticos en el ambiente doméstico, el
cual termina, por ejemplo, por la falta de producción, la necesidad económica de
sus habitantes, etc.

Para nuestras simulaciones también consideramos las poblaciones de perros y gatos,
y ya que los censos mencionados no tienen datos sobre estas especies de animales, consi-
deramos dos perros y un gato por casa. El peso promedio expuesto y esperanza de vida
son iguales a 4.44 kg y 4.0167 años [56] para perros, mientras que 1.56 kg y 4.5 años
para gatos [57]. En consecuencia, observamos que hay 67.882603 unidades de biomasa
por casa. Por lo tanto, DA es igual a 6788.2603 unidades de biomasa.

Para estimar la tasa de regeneración de biomasa de los animales domésticos que
permanecen en el ambiente doméstico (µnda) y que se mueven entre ambos ambientes
(µmda), empleamos los datos de animales representativos para cada caso. Aśı, para cal-
cular el valor de µnda, usamos datos de los cerdos, mientras que para µmda, empleamos
los valores del tiempo de vida económicamente útil del ganado (vacas, ovejas y cabras),
la esperanza de vida de los perros y gatos, los pesos y el número de cada especie de
animal por casa. En consecuencia, µnda = 0.000498 d́ıas−1 and µmda = 0.00033 d́ıas−1.

En el ambiente silvestre, consideramos la presencia de ratas de campo y armadillos.
Además de que los animales domésticos pastan en un área de 2 km2. Para las simulacio-
nes, el número de ratas de campo y armadillos es igual a 2542.5 y 10 animales por km2,
respectivamente [17, 58]. El peso promedio expuesto y la esperanza de vida de las ratas
de campo son iguales a 0.2 kg y 1 d́ıa, mientras que para los armadillos son iguales a
0.9 kg y 13.5 años. En consecuencia, WA = 1035 unidades de biomasa y µwa = 0.00225
d́ıas−1.

Respecto a la población de vectores, consideramos la presencia de Triatoma infestans
para ambos ambientes [59]. En el ambiente doméstico, el número máximo promedio de
vectores por casa es igual a 158.5 vectores [60], en consecuencia Kdv es igual a 15850
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vectores, mientras que en el ambiente silvestre, como el área de pastoreo es igual a 2
km2, entonces Kwv es igual a 63800 vectores [17].

Para estimar el valor de la tasa de picadura relacionado a las diferentes poblaciones
de animales, suponemos de que un animal grande, por ejemplo una vaca, recibe más
picaduras que uno pequeño, como una rata por ejemplo. Para esto, empleamos el peso
promedio expuesto de cada especie de animal. También consideramos la preferencia de
picadura del T. infestans, lo cual es obtenido de un estudio de campo llevado acabo en
Chuquisaca (Bolivia) [61]. En este trabajo se observa que la preferencia de picadura de
los vectores sobre perros, vacas, cabras y cerdos son aproximadamente 1.846, 0.692, 0.846
y 2.615 veces la de humanos, respectivamente. Además, ya que no tenemos datos sobre
las ovejas y gatos, consideraremos que estos animales tienen las mismas preferencias que
las cabras y perros, respectivamente. Asimismo, ya que en el ambiente doméstico la pre-
ferencia de los vectores sobre los cerdos es mayor que sobre otras especies, consideramos
la misma preferencia para todos los animales del ambiente silvestre. Por otro lado, como
en la literatura se reporta un rango de 0.01−0.5 picaduras por noche por vector sobre los
humanos [60] y se cree que los vectores ajustan su alimentación a periodos en los que los
hospederos se encuentran en reposo [51], consideramos el mismo rango para las picaduras
por d́ıa e igualamos el valor de zh a 0.075 picadura d́ıas−1 vector−1. Por lo tanto, con las
consideraciones anteriores, calculamos los valores para zmda, znda, y zwa, los cuales son
iguales a 0.450597, 1.373077, y 0.039769 picadura d́ıas−1 vector−1, respectivamente.

Finalmente, como no tenemos datos sobre la probabilidad de adquirir la enfermedad
para todas las especies de animales, consideramos un animal representativo de cada
ambiente. Aśı, para el ambiente doméstico, tomamos como ejemplo a los perros, mientras
que para el ambiente silvestre, consideramos a las zarigüeyas. De esta forma, πdav = 0.001
[62] y πwav = 0.06 [63].

En la Tabla 2.3 agruparemos los valores de los parámetros usados en las simulaciones
y sus fuentes.

2.3.2. Número reproductivo básico

Como se observó en la sección anterior, el número reproductivo básico del siste-
ma (2.4), es igual a

R0 =

√√√√(R2
D +R2

W

2

)
+

√(
R2
D −R2

W

2

)2

+R2
DvMa

R2
MaWv

,

donde las expresiones dentro del radical están dadas en las ecuaciones (2.6)-(2.7).

Figura 2.4 muestra la influencia del tiempo de residencia (ηd) y las diferentes pro-
porciones de los animales domésticos (ωi y ωm) sobre el valor de R0. En esta Figura
observamos que el valor de R0 es siempre mayor que uno, lo cual no es inconsistente con
nuestra área de estudio. Es importante resaltar que el valor máximo de R0 es siempre
alcanzado cuando ηd toma valores cercanos a cero, esto es, cuando los animales domésti-
cos que se mueven entre ambos ambientes se encuentran casi siempre en el ambiente
silvestre.
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Tabla 2.3: Valores de los parámetros para las simulaciones numéricas del sistema (2.4).

Parámetros Valores Unidades Fuente

Λh 0.010301 humano d́ıas−1 Este estudio
µh 0.000038 d́ıas−1 Este estudio
DA 6788.2603 biomasa Este estudio
µnda 0.000498 d́ıas−1 Este estudio
µmda 0.000330 d́ıas−1 Este estudio
WA 1035 biomasa Este estudio
µwa 0.00225 d́ıas−1 Este estudio
Λiv 0.7714 d́ıas−1 [64]
µiv 0.0067 d́ıas−1 [64]
Kdv 15850 vector Este estudio
Kwv 63800 vector Este estudio
zh 0.075 picadura d́ıas−1 vector−1 [60]
zmda 0.450597 picadura d́ıas−1 vector−1 Estimado de [61] y [60]
znda 1.373077 picadura d́ıas−1 vector−1 Estimado de [61] y [60]
zwa 0.039769 picadura d́ıas−1 vector−1 Este estudio
πhv 0.0008 adimensional [24]
πdav 0.001 adimensional Estimado por [62]
πwav 0.06 adimensional [63]
πvh 0.03 adimensional [24]
πva 0.49 adimensional [24]
ηd variable adimensional
ωi variable adimensional
ωm variable adimensional

Por otro lado, la Figura 2.4 también muestra que un incremento en la proporción de
animales domésticos que pueden contraer la enfermedad (ωi) no necesariamente implica
un incremento en el valor de R0. Por ejemplo, si ωm = 0.95 y ηd = 0.01, el valor de R0

es mayor cuando ωi = 0.05 (Figura 2.4(A)) que cuando ωi = 0.50 (Figura 2.4(B)). Esto
nos indica que un aumento en el número de animales incompetentes (aves de corral [5]),
no necesariamente implica una reducción en el valor de R0. Sin embargo, es importante
mencionar que esta caracteŕıstica no siempre se observa, ya que para los mismos valores
de ωm y ηd, el valor de R0 es mayor cuando ωi = 0.970689 (Figura 2.4(C)) que cuando
ωi = 0.5.

En la Figura 2.4(C) observamos el comportamiento del R0 para condiciones de nues-
tra área de estudio, esto es, cuando ωi = 0.970689. Obtenemos este valor al estimar que
la biomasa expuesta de las aves de corral es aproximadamente el 2.9311 % del total de
la biomasa expuesta de los animales domésticos. En está figura observamos que el valor
máximo de R0 es alcanzado cuando la proporción de animales domésticos que se mueven
entre ambos ambientes es cercana a uno, y el tiempo de residencia es cercano a cero, lo
cual implica que estos animales permanecen casi todo el tiempo en el ambiente silvestre.
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Figura 2.4: R0 expresado como función de los parámetros ωm y ηd, al fijar el valor de
ωi. (A) ωi = 0.05, (B) ωi = 0.50, (C) ωi = 0.970689.

2.3.3. La influencia de RD y RW sobre el número reproductivo básico

En esta subsección, mostramos la influencia de las componentes del número repro-
ductivo básico (RD, RW ) sobre el comportamiento del R0. Las Figuras 2.5(A) y 2.5(B)
muestran el comportamiento del número reproductivo doméstico (RD), y el número re-
productivo silvestre (RW ), respectivamente, cuando ωi = 0.970689. Para ambos casos,
el valor de ambas componentes es siempre mayor que uno. Sus valores máximos son
alcanzados cuando ηd es cercano a cero.

Al comparar la Figura 2.5(A) y Figura 2.4(C), es evidente que RD y R0 están
estrechamente relacionadas. Aśı, para ωi = 0.970689, observamos que el ciclo doméstico
es el ciclo dominante en el comportamiento del R0. Sin embargo, para valores de ωi
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cercanos a cero, el ciclo dominante es el silvestre, y conforme aumentemos el valor de ωi,
el ciclo doméstico ganará relevancia.

Figura 2.5: Evolución del número reproductivo de cada ambiente al considerarlos como
función de ωm y ηd, mientras que ωi = 0.970689. (A) Número reproductivo doméstico
(RD), (B) número reproductivo silvestre (RW ).

2.3.4. Efecto del tiempo de residencia (ηd) sobre los niveles de infección

Ahora, procedemos con el análisis de los niveles endémicos de las poblaciones de
hospederos domésticos. Para hacer esto, mostraremos simulaciones del sistema (2.4) al
variar el valor del parámetro ηd y considerar valores relacionados a nuestro caso de
estudio, esto es, wi = 0.970689 y wm = 0.86858. Los otros parámetros serán como en
la Tabla 2.3. Además, como condiciones iniciales, consideramos Ih(0) = 0, Imda(0) = 0,
Inda(0) = 0, Idv(0) = 0, Iwa(0) = 0.25 y Iwv(0) = 0.25, lo cual indica que la enfermedad
es propagada del ambiente silvestre al doméstico.

Las Figuras 2.6(A) y 2.6(B) muestran que conforme la proporción de animales
domésticos que se mueven entre ambos ambientes permanecen más tiempo en el ambiente
doméstico, entonces las proporciones de humanos infectados y animales domésticos que
permanecen en el ambiente doméstico decrecen. Figura 2.6(C) muestras que la propor-
ción de animales domésticos que se mueve entre ambos ambientes cambia dependiendo el
valor que tome ηd. Sin embargo, esta proporción alcanzará su reducción máxima cuando
ellos permanezcan más tiempo en el ambiente doméstico.

Finalmente, la Figura 2.7 muestra la influencia del tiempo de residencia de los ani-
males domésticos sobre la proporción de humanos infectados no es uniforme, ya que para
ηd = 0.01 el valor de Ih será mayor para ωm = 0.5 que para ωm = 0.1, mientras que en
el caso de ηd = 0.99 ocurre lo contrario.
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Figura 2.6: Comportamiento de los niveles endémicos de las poblaciones domésticas
hospederas. (A) Proporción de humanos infectados (Ih). (B) Proporción de animales
domésticos infectados que permanecen en el ambiente doméstico (Inda). (C) Proporción
de animales domésticos infectados que se mueven entre ambos ambientes (Imda).

Figura 2.7: Comportamiento de la proporción de humanos infectados al considerar di-
ferentes valores de ηd y ωm. (A) ωm = 0.10, (B) ωm = 0.50. Los valores de los otros
parámetros son iguales a los usados en Figura 2.6.

2.4. Conclusiones

Nuestros resultados muestran la importancia de los parámetros ηd, ωm y ωi sobre
el número reproductivo básico y la propagación de la enfermedad al asumir que esta es
propagada del ambiente silvestre al doméstico.

Por otro lado, hay investigaciones sobre estrategias de pastoreo [46–48] que mues-
tran la existencia de lugares donde es menos probable que los animales adquieran la
enfermedad, una observación que es consistente con nuestro resultados. En este trabajo
observamos que si los animales domésticos que se mueven entre ambos ambientes (Am)
permanecen la mayoŕıa de su tiempo en el ambiente doméstico, entonces los niveles de
prevalencia de la enfermedad en Am serán menores que en el caso donde la mayoŕıa de su
tiempo permanezcan en el ambiente silvestre. Esto último muestra la influencia del tiem-
po de residencia sobre la proporción de animales domésticos infectados que se mueven
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entre ambos ambientes (Imda). Similares resultados han sido reportados en dinámicas
sociales [65] y en la propagación de enfermedades [36, 66]. Sin embargo, contrario a
nuestro resultados, en [36] los autores observaron que el valor máximo alcanzado por
la proporción de hospederos infectados que se mueven entre ambos ambientes es mayor
para ηd = 0.999 que para ηd = 0.9.

Asimismo, aunque el tiempo de residencia está relacionado a Am, este también afecta
a la proporción de humanos infectados (Ih). Figura 2.6(a) muestra que, para un tiempo
fijo, conforme Am permanece más tiempo en el ambiente doméstico, Ih decrece. Sin
embargo, este decrecimiento es afectado por ωm (Figura 2.7).

De esta manera, concluimos que para valores de ωm suficientemente grandes, un me-
nor tiempo de pastoreo (es decir, Am permanezca más tiempo en el ambiente doméstico)
implica menores niveles de prevalencia de la enfermedad en humanos. Lo cual no ne-
cesariamente ocurre para valores pequeños de ωm (Figura 2.7(a)). Además, resaltamos
que aunque la mejor estrategia seŕıa mantener a los animales domésticos en el ambiente
doméstico, esto no es factible ya que el pastoreo reduce costos en la alimentación de
los animales. Por lo tanto, pensamos que buscar una estrategia óptima que involucra al
tiempo de residencia y factores económicos seŕıa una interesante ĺınea a seguir en futuras
investigaciones.
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Caṕıtulo 3

Una dinámica celular de la enfermedad de

Chagas

La relevancia de la enfermedad de Chagas en distintas zonas del mundo, principal-
mente en Latinoamérica, ha hecho que muchos investigadores afronten el problema de
distintos ángulos. El más conocido, es el estudio de la propagación de la enfermedad en-
tre individuos, lo cual ha sido observado en el caṕıtulo anterior. En el presente caṕıtulo,
abordaremos el estudio de la enfermedad a través de otro punto de vista (a nivel celular),
para ser más exactos, buscaremos estudiar la interacción entre el sistema inmune, células
y el parásito que ingresa al organismo (Trypanosoma cruzi).

Consideramos que entender este aspecto de la enfermedad es muy importante, ya
que, la propagación de la enfermedad se ve influenciada por la cantidad de parásitos
presentes dentro del organismo del vector y el hospedero.

Figura 3.1: Ciclo biológico del Trypanosoma cruzi. 1) El proceso de infección comienza
cuando los vectores infectados defecan sobre la piel o mucosa del hospedero, tras lo cual,
los parásitos (tripomastigotes metaćıclicos) ingresan al organismo a través del roce o
rascado de la picadura, o de la mucosa. 2) Los tripomastigotes metaćıclicos penetran di-
ferentes tipos celulares (fagoćıticas y no fagoćıticas), y 3) se transforman en amastigotes,
tras lo cual se multiplican por fisión binaria hasta llenar la célula y salir de esta como
tripomastigotes v́ıa lisis celular. 4) Luego de esto los tripomastigotes pueden infectar
otras células o tejidos, y 5) algunos son ingeridos por lo vectores cuando se alimentan.
Fuente: Revista Elementos - BUAP.

El objetivo de este caṕıtulo, es mostrar la existencia de algún parámetro qué nos

41
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permita estudiar bajo que condiciones se mantiene la presencia de los parásitos dentro
del organismo. Para hacer esto, siguiendo las bases de otros trabajos, plantearemos un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, extendiendo un caso particular de un
trabajo previo [30]. La intención final, es observar que ocurre a nivel celular, para luego
poder relacionar esto con la propagación de la enfermedad.

3.1. Planteamiento del sistema

Como un enfoque inicial, formulamos un sistema de ecuaciones diferenciales para
describir la dinámica inmune-parásito-celular en la enfermedad de Chagas. Para el plan-
teamiento del modelo, extendemos un caso particular del modelo planteado en Sibona
et al. [30] al considerar el efecto de la autoinmunidad en la enfermedad [38]. Para esto
último, consideramos algunas ideas planteadas en Velasco-Hernández y Pérez-Chavela
[31], donde los autores consideran que la liberación de tripomastigotes de las células in-
fectadas promueve la liberación de ant́ıgenos, los cuales atacan las membranas de células
hospederas, produciendo células “marcadas” los cuales pueden también estar infectadas.

En la formulación del modelo, consideramos que las variables T , Hc, Ic, Mc y L
representan a la concentración de tripomastigotes, células sanas, infectadas, “marcadas”
y linfocitos activos, respectivamente. Iniciamos la formulación, detallando las hipótesis
consideradas sobre la dinámica celular. Primero, consideramos que las células sanas
presentan una tasa de reclutamiento igual a Λc y su tiempo de vida es 1/µc. Por otro lado,
la concentración de células sanas decaerá debido a la interacción con los tripomastigotes
(proceso de invasión celular), y con los ant́ıgenos, lo cual se da como consecuencia de la
liberación de tripomastigotes de las células infectadas. Para este último proceso, como
una primera aproximación, consideramos que las células sanas pasan a la clase de células
“marcadas”debido a la interacción con una proporción de tripomastigotes con una tasa β.
Consideramos que la concentración de células infectadas aumenta debido a la infectividad
de las células sanas y células “marcadas”, mientras que el decaimiento es ocasionado
por: (i) la probabilidad (ω̂), por unidad de tiempo, de que una célula infectada explote
debido al número de parásitos en su interior, y (ii) por la captura de una proporción de
células infectadas (“marcadas”) a una tasa εi . Finalmente, la concentración de células
“marcadas” se incrementará debido al cambio de clase de las células sanas, mientras que
decaerá por: (i) el contacto con tripomastigotes a una tasa α̂, y (ii) debido a la captura
por parte de linfocitos activos a una tasa εm. Luego, la dinámica de la población de
células está dada por:

Ḣc = Λc − µcHc − αTHc − βTHc

İc = αTHc + α̂McT − ω̂Ic − εiIcL
Ṁc = βTHc − α̂McT − εmMcL .

(3.1)

Por otro lado, se sabe que los parásitos, en el interior de los hospederos, se dividen
en tripomastigotes y amastigotes. Los tripomastigotes luego de ingresar al organismo
invaden una célula sana, luego diferencian en amastigotes, tras lo cual replican por fisión
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binaria hasta llenar la célula. Finalmente, los amastigotes se transforman en tripomas-
tigotes y salen de las células infectadas v́ıa lisis celular [4]. Por lo anterior mencionado,
consideramos que la producción de tripomastigotes depende de la población de células
infectadas. Aśı, ρ es el número promedio de tripomastigotes que emergen de la ruptura
de una célula infectada, µp es la tasa de mortalidad de los tripomastigotes, εt es la tasa
de captura de los tripomastigotes por los linfocitos activos y βp es la tasa a la cual un
tripomastigote penetra en una célula sana o “marcada”. En consecuencia, la dinámica
asociada a la concentración de tripomastigotes es

Ṫ = ρω̂Ic − µpT − εtTL− βpHcT − βpMcT . (3.2)

Finalmente, los anticuerpos son activados por contacto con los tripomastigotes y
células “marcadas” sanas e infectadas a tasas σt y σc, respectivamente. Asimismo, esta
población muere a una tasa µl. También consideramos pérdida de linfocitos activos debi-
do a la captura de tripomastigotes y células “marcadas” a tasas ε̂t y ε̂c, respectivamente.
Como resultado, la dinámica de anticuerpos activos es

L̇ = σtT + σcMc + σcIc − µlL− (ε̂tT + ε̂cMc + ε̂cIc)L . (3.3)

Luego, nuestro modelo matemático para la dinámica inmune-parásito-celular en la en-
fermedad de Chagas está dado por las ecuaciones (3.1)-(3.3).

Ḣc = Λc − µcHc − αTHc − βTHc

İc = αTHc + α̂McT − ω̂Ic − εiIcL
Ṁc = βTHc − α̂McT − εmMcL

Ṫ = ρω̂Ic − µpT − εtTL− βpHcT − βpMcT

L̇ = σtT + σcMc + σcIc − µlL− (ε̂tT + ε̂cMc + ε̂cIc)L .

(3.4)

Antes de iniciar el estudio del modelo, con el objetivo de reducir el sistema (3.4), vamos
a tener en cuenta las siguientes consideraciones:

1. Ya que las células “marcadas” surgen del proceso de infección, vamos a considerar
a la concentración de células infectadas (las cuales pueden o no ser “marcadas”)
y células “marcadas” como una sola concentración de células, la cual denotaremos
por Ci. Donde una fracción de la clase Ci corresponde a la concentración de células
“marcadas” (Mc = (1− p)Ci) y el complemento corresponde a la concentración de
células infectadas (Ic = pCi).

2. Como consecuencia de la cantidad de células dentro del organismo asumiremos
que el número de células sanas se encuentra siempre en su equilibrio. Por lo tanto,
Hc = Λc/ (βiT + µc).
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Por consiguiente, el sistema (3.4) se convierte en:

Ċi =
ΛcβiT

βiT + µc
− εcCiL− ωCi

Ṫ = ρωCi − εtTL− µpT −
ΛcβpT

βiT + µc
− γCiT

L̇ = σtT + σcCi − µlL− (ε̂tT + ε̂cCi)L,

(3.5)

donde βi = α + β, εc = (1 − p)εm + pεi, ω = pω̂ y γ = (1 − p)βp. Estudiaremos el
sistema (3.5) sobre la región positiva invariante:

Γ =
{

(Ci, T, L) ∈ R3 : 0 ≤ Ci ≤ C∗, 0 ≤ T ≤ T ∗, 0 ≤ L ≤ L∗
}
, (3.6)

donde

C∗ =
Λc
ω
, T ∗ =

ρΛc
µp

, L∗ =
Λc (σtωρ+ σcµp)

µlωµp
.

Es importante mencionar que la demostración de la invarianza positiva de la región Γ es
similar a la hecha en el caṕıtulo anterior. Asimismo, también se debe resaltar que con el
objetivo de expresar un crecimiento en en la concentración de tripomastigotes vamos a
considerar que ρω/γ > T ∗.

3.2. Análisis del sistema

A continuación procederemos a calcular el número reproductivo básico asociado al
proceso de infección celular, al cual denotaremos por Rc. Para hacer esto, similar al
caṕıtulo anterior, emplearemos el método de la matriz de la siguiente generación, obte-
niendo:

Rc =

√
H∗c βiρ

βpH∗c + µp
, (3.7)

donde H∗c = Λc/µc es el valor máximo admisible de células sanas.

Por otro lado, es claro que el punto de equilibrio que indica ausencia de parásitos, el
cual denotaremos por P0 = (0, 0, 0), siempre existe. Sin embargo, esto no ocurre para el
equilibrio que indica presencia de parásitos, lo cual veremos a continuación.

Proposición 3.1. Si Rc > 1, entonces existe al menos un punto de equilibrio endémico.

Demostración. La prueba se llevará a cabo estudiando las caracteŕısticas de las curvas
obtenidas al despejar las variables Ci, T y L del sistema (3.5) igualado a cero.

Tras igualar el sistema (3.5) a cero, despejamos las variables Ci, T y L, obteniendo:
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T =

(
1

Λcβi

)
(εcL+ ω) (βiT + µc)Ci (3.8a)

Ci =

(
1

ρω − γT

)(
µp + εtL+

Λcβp
βiT + µc

)
T (3.8b)

L =

(
σtT + σcCi

µl + ε̂tT + ε̂cCi

)
(3.8c)

Reemplazando (3.8c) en (3.8a) y (3.8b) respectivamente, se tiene:

(βiT + µc) (ωε̂c + σcεc)C
2
i + [(βiT + µc) (ω (µl + ε̂tT ) + εcσtT )− ε̂cΛcβiT ]Ci

− (µl + ε̂tT ) ΛcβiT = 0
(3.9)

(βiT + µc) ε̂c (ρω − γT )C2
i + (βiT + µc) (ρω − γT ) (µl + ε̂tT )Ci − βpΛcε̂cTCi

− (βiT + µc) (µpε̂c + σcεt)TCi − [µp (µl + ε̂tT ) (βiT + µc) + (µl + ε̂tT ) Λcβp]T

− (βiT + µc)σtεtT
2 = 0

(3.10)

Luego, si consideramos a Ci como la variable a despejar en las ecuaciones (3.9)
y (3.10), se observa que la ráız positiva se encuentra dentro del cuadrante positivo, y
tienen la siguiente forma:

Ci =
−f1(T ) +

√
f2

1 (T ) + 4f2(T )f0(T )

2f2(T )︸ ︷︷ ︸
F1(T )

=
−g1(T ) +

√
g2

1(T ) + 4g2(T )g0(T )

2g2(T )︸ ︷︷ ︸
F2(T )

,

donde,

f2(T ) = (βiT + µc) (ωε̂c + σcεc) ,

f1(T ) = (βiT + µc) (ω (µl + ε̂tT ) + εcσtT )− ε̂cΛcβiT,
f0(T ) = (µl + ε̂tT ) ΛcβiT,

g2(T ) = (βiT + µc) ε̂c (ρω − γT ) ,

g1(T ) = (βiT + µc) [(ρω − γT ) (µl + ε̂tT )− (µpε̂c + σcεt)T ]− βpΛcε̂cT,
g0(T ) = [µp (µl + ε̂tT ) (βiT + µc) + (βiT + µc)σtεtT + (µl + ε̂tT ) Λcβp]T.

Entonces, para garantizar que existe al menos un punto de equilibrio endémico, ten-
dremos que demostrar que hay intersección entre F1(T ) y F2(T ). Para hacer esto, pri-
mero demostramos que F1(T ) es acotada superiormente por C∗ = Λc/ω. Es claro que,

(C∗)2µc (ωε̂c + σcεc) + (C∗)2βiσcεcT + C∗Λcβiε̂cT︸ ︷︷ ︸
(C∗)2f2(T )

+ Λcβi (µl + ε̂tT )T + C∗µcω (µl + ε̂tT ) + C∗εcσt (βiT + µc)− ε̂cΛcβiC∗T︸ ︷︷ ︸
C∗f1(T )

> (µl + ε̂tT ) ΛcβiT︸ ︷︷ ︸
f0(T )

,
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luego,

4(C∗)2f2
2 (T ) + 4C∗f1(T )f2(T ) + f2

1 (T ) > 4f0(T )f2(T ) + f2
1 (T )

2C∗f2(T ) + f1(T ) >
√
f2

1 (T ) + 4f0(T )f2(T )

C∗ > F1(T ).

(3.11)

Ahora probaremos que F2(T ∗) > C∗. Para hacer esto, primero evaluamos T ∗ en
F2(T ), y ya que µpT

∗ − ρωC∗ = 0, se observa que se cumple lo siguiente

[(βiT
∗ + µc)σtεtT

∗ + (µl + ε̂tT
∗) Λcβc]T

∗ + (µl + ε̂tT
∗) (βiT

∗ + µc)µpT
∗︸ ︷︷ ︸

g0(T ∗)

> (µl + ε̂tT
∗) (βiT

∗ + µc) (ρω − γT )C∗ − C∗T ∗ [(βiT
∗ + µc)σcεt + βcΛcε̂c]︸ ︷︷ ︸

term1

−C∗ε̂c (βiT
∗ + µc)µpT

∗︸ ︷︷ ︸
term2

+C∗ε̂c (βiT
∗ + µc) (ρω − γT )C∗︸ ︷︷ ︸
(C∗)2g2(T ∗)

,

donde C∗g1(T ∗) = term1+term2. Ahora, procediendo en forma análoga al caso anterior,
obtenemos

F2(T ∗) > C∗. (3.12)

Luego, de las ecuaciones (3.11) y (3.12), se infiere que F2(T ∗) > F1(T ∗). Ahora, para
completar la demostración tenemos que garantizar que existe algún valor de T menor
que T ∗, tal que F1(T ) ≥ F2(T ). Como F1(0) = F2(0) = 0, calculamos la derivada de
cada función y la evaluamos en cero, con el objetivo de garantizar que existe el valor de
T antes mencionado. Aśı,

F ′1(0) =

(
H∗c βi
ω

)
, F ′2(0) =

(
µp +H∗c βp

ρω

)
.

Como por hipótesis tenemos que Rc > 1, por lo anterior obtenemos que

F ′1(0) > F ′2(0),

con lo cual podemos garantizar que existe un valor de T menor que T ∗, tal que F1(T ) >
F2(T ). Finamente, por lo anterior y puesto que F2(T ∗) > F1(T ∗), concluimos que exis-
te al menos un punto en el cual se intersectan las curvas F1 y F2 y en consecuencia
garantizamos la existencia de al menos un punto de equilibrio endémico.

Tras garantizar la existencia de al menos un equilibrio endémico, daremos condiciones
sobre la extinción y persistencia de los parásitos dentro del organismo. Para dar las
condiciones de extinción, nos basamos en el Teorema 1.1 planteado en la Sección 1.1.

Proposición 3.2. El equilibrio que indica ausencia de parásitos (P0) es LAS, si Rc < 1,
e inestable si Rc > 1.
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Figura 3.2: Extinción de los parásitos cuando Rc = 0.242. (A) Dinámica de la concen-
tración de células infectadas y marcadas. (B) Dinámica de la concentración de tripomas-
tigotes. (C) Dinámica de la concentración de linfocitos activos.

A continuación ilustramos la Proposición 3.2. Para llevar esto a cabo, consideramos
que los parámetros del sistema (3.5) tienen los siguientes valores: Λc = 3, βi = 0.005,
µc = 0.5, εc = 0.1, ω = 0.05, εt = 0.49, µp = 0.8, βp = 0.002, γ = 0.001, σt = σc = 1,
µl = 0.04, ε̃c = ε̃t = 0.5 y ρ = 1.

Por otro lado, debido a que no tenemos conocimiento expĺıcito del punto de equilibrio
endémico, daremos condiciones para garantizar la persistencia de los parásitos en el
organismo.

Proposición 3.3. Para cualquier condición inicial positiva, si Rc > 1, entonces los
parásitos persisten dentro del organismo, es decir, la solución del sistema (3.5) no tiende
a cero.

Demostración. Tras observar el sistema (3.5), es claro que el único punto de equilibrio
con entradas iguales a cero es P0. Más aún, también se observa que el campo vectorial
sobre cualquier punto en la frontera de Γ apunta al interior del cono positivo, y en
consecuencia las soluciones no se acercarán a las caras del cubo Γ a ningún tiempo. Por
lo tanto, bastará con probar que dada una condición inicial positiva (en el interior de Γ),
la solución generada por dicha condición inicial, no se acercará al equilibrio P0 cuando
t→∞.

Por hipótesis, Rc > 1, lo cual implica que el punto P0 es inestable (Proposición (3.3)).
Por consiguiente, el único camino para acercarnos a P0, cuando t → ∞, es si conside-
ramos una condición inicial positiva sobre la variedad estable de P0. En consecuencia,
tenemos que garantizar que la variedad estable de P0 no se intersecta con el interior de
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Γ.

Debido a la hipótesis, P0 es inestable. Más aún, es un punto silla y su subespacio
estable asociado está generado por:

Es = L
{

(0, 0, 1) ,

(
1,
ω + λ−
βiH∗c

,
σt (ω + λ−) + σcβiH

∗
c

βiH∗c (µl + λ−)

)}
,

donde

λ− =
− [ω + (µp +H∗c βp)]−

√
[ω + (µp +H∗c βp)]

2 − 4ω [(µp +H∗c βp)− ρβiH∗c ]

2
.

Es importante mencionar que como Rc > 1, es claro que (µp +H∗c βp)− ρβiH∗c < 0.
Por otro lado, ya que

ω + λ− = ω +
− [ω + (µp +H∗c βp)]−

√
[ω + (µp +H∗c βp)]

2 − 4ω [(µp +H∗c βp)− ρβiH∗c ]

2

< ω +
− [ω + (µp +H∗c βp)]− w

2

< −(µp +H∗c βp)

2
< 0 ,

se observa que una de las entradas de uno de los vectores que genera el subespacio estable
es negativa, en consecuencia, el subespacio estable asociado al equilibrio libre de enfer-
medad no se encuentra dentro del cono positivo. Por lo tanto, debido a la invarianza del
cono positivo, podemos concluir que la variedad estable de P0 (M+(P0)) no se encuentra
en esta región. Con esto se descarta que la variedad estable de P0 esté en el interior de
Γ.

Finalmente, dado cualquier condición inicial en el interior de Γ, si Rc > 1, las
solución a través de esta condición inicial no se acercará a las caras de Γ o al punto
libre de enfermedad, y en consecuencia, los parásitos persisten dentro del organismo.

3.3. Conclusiones

El poco conocimiento que se tiene sobre la dinámica dentro del organismo, nos per-
mite explorar diversas consideraciones que se han ido mostrando a lo largo del tiempo.
Creemos que dar resultados matemáticos para que futuros trabajos tengan donde apoyar
sus resultados es un punto importante en la investigación de una enfermedad.

Diferentes estudios sobre la dinámica celular en la enfermedad de Chagas han mostra-
do la importancia de entender el comportamiento de la enfermedad a este nivel [28–32].
Sin embargo, aún quedan procesos por considerar dentro de la compleja dinámica celular.
Tal es el caso de el posible escenario de autoinmunidad que presenta la enfermedad [38],
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Figura 3.3: Persistencia de los parásitos dentro del individuo al considerar ρ = 100 y los
valores de los otros parámetros igual a la Figura 3.2. Para estos valores de los parámetros,
Rc = 2.42. (A) Dinámica de la concentración de células infectadas y marcadas. (B)
Dinámica de la concentración de tripomastigotes. (C) Dinámica de la concentración de
linfocitos activos.

lo cual es importante ya que esta caracteŕıstica tiene como consecuencia que el sistema
inmune ataque células que no necesariamente estén infectadas.

En nuestro caso, el estudio de la dinámica dentro del organismo al considerar interac-
ción entre células, parásitos y sistema inmune en la enfermedad de Chagas nos muestra
la relevancia del número de tripomastigotes generados a partir de que rompen una célula
que invadieron (ρ), y del proceso de “marcar” células debido a la liberación de tripomas-
tigotes de una célula infectada. Esta importancia se puede observar en la relación que
existe entre βi = α+ β y βp en el número reproductivo básico:

Rc =

√
H∗c βiρ

βpH∗c + µp
,

ya que si consideramos que el valor de α es igual al de βp y que el proceso de “marcar”
células es casi nulo (β ≈ 0), entonces es claro que para que el número reproductivo bási-
co sea mayor que uno dependerá exclusivamente del valor que tome ρ. Es importante
mencionar que hacer la consideración que los valores de α y βp sean iguales no es des-
cabellado, ya que ambos parámetros están relacionados a la invasión o contagio de una
célula por parte del tripomastigote. Por otro lado, si el valor de β es lo suficientemente
grande, entonces el valor del número reproductivo básico dependerá tanto del proceso
de “marcar” células, como del proceso de infección por parte de los tripomastigotes.
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Los resultados anaĺıticos muestran que basta con que el valor deRc sea mayor que uno
para que haya al menos un equilibrio endémico, esto es, una solución en donde coexistan
las tres poblaciones en estudio. Asimismo, a pesar de no mostrar la estabilidad de estos
equilibrios de coexistencia, se dio condiciones de persistencia de la enfermedad dentro del
organismo cuando Rc > 1; lo cual es muy importante, ya que bajo ciertas condiciones,
los niveles de parásitos dentro del organismo no desaparecerán.

Consideramos que esta aproximación teórica inicial a nivel celular en la enfermedad
de Chagas es un primer paso para poder comprender la relación que pueda existir entre
lo que ocurre dentro del organismo de los hospederos y la transmisión que se da entre
ellos. Por este motivo, creemos que tras estudiar este modelo a nivel célular, lo siguiente
a trabajar es establecer un modelo matemático que busque mostrar la relación que existe
entre lo que ocurre dentro y fuera de los hospederos, para lo cual deberemos acoplar el
sistema a nivel celular con una dinámica de propagación similar a la presentada en el
caṕıtulo 2.



Caṕıtulo 4

Infestación de áreas rurales

La invasión de especies es un importante problema en ecoloǵıa debido a las consecuen-
cias que estas especies ocasionan en especies locales [67–69]. Algunas de estas especies
son transmisores de enfermedades, las cuales se ha observado pueden invadir áreas ha-
bitadas por humanos debido, por ejemplo, al calentamiento global o a la expansión de
ciudades a áreas inicialmente no habitadas.

Entedemos por infestar a la acción de invadir algo o a alguien en forma de plaga,
causando estragos en el medio; mientras que la acción de invadir se asocia a la presencia
de vectores sin tener necesariamente una notoriedad. Consideramos que el proceso de
infestación por parte de los vectores de algunas enfermedades es un aspecto interesante de
estudiar, ya que esto conlleva a la propagación de la enfermedad debido al movimiento de
vectores infectados. En particular, en el caso de la enfermedad de Chagas, se ha observado
la infestación estacional de viviendas desde ambientes silvestres y peridomésticos hacia
las áreas domésticas [70].

En el presente caṕıtulo estudiaremos las caracteŕısticas del proceso de infestación
de viviendas por parte de los Triatominos (vector de la enfermedad de Chagas). Nues-
tro objetivo principal es mostrar los efectos de la infestación al considerar diferentes
distribuciones de viviendas y condiciones iniciales.

Para hacer esto, emplearemos un modelo matemático en el cual consideraremos las
caracteŕısticas hematófagas del vector y el proceso de infestación por parte de estos,
el cual será modelado mediante un proceso difusivo. Es importante destacar que los
modelos matemáticos con difusión han jugado un papel importante en la comprensión
de algunos procesos de invasión, ya que la difusión representa la forma clásica para
estudiar la migración de especies [39].

4.1. Sistema de ecuaciones

En el presente trabajo buscamos estudiar los efectos del proceso de infestación de los
vectores de la enfermedad de Chagas. Para hacer esto, consideramos dos poblaciones,
vectores y hospederos, las cuales denotaremos por V y H, respectivamente. Por otro lado,
para modelar la dinámica de la población de vectores, como se mencionó al inicio, vamos
a suponer que los vectores invaden un área determinada a través de un proceso difusivo.
Adicional a la consideración anterior, supondremos que el crecimiento de la población
de vectores sigue la dinámica loǵıstica [17] y puesto que las vinchucas son hematófagas
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[4], consideraremos que la tasa de crecimiento de la población de los vectores dependerá
del número de hospederos (humanos y animales) presentes en el medio. Para modelar
esta tasa, tendremos las siguientes hipótesis:

En ausencia de la población de hospederos, la población de vectores decaerá; mien-
tras que se incrementará conforme aumente el número de hospederos.

La tasa de crecimiento tendrá una cota superior ya que consideramos que por
mucho alimento que haya en el medio, los vectores tendrán una capacidad máxima
de alimento. Esto último puede ser entendido que para un número suficientemente
grande de hospederos, ya no habrá diferencia en la tasa de crecimiento.

Con las consideraciones anteriores, la tasa de crecimiento de los vectores seguirá las
caracteŕısticas de una respuesta funcional Holling II, y tiene la siguiente expresión:

α(H) =
αhH

H + ε
,

donde αh es la tasa máxima de crecimiento de los vectores y ε es el número de hospederos
necesarios para alcanzar la mitad de la tasa máxima de crecimiento. Por otro lado, tras
dar las consideraciones para el incremento de la población de vectores, procederemos
a mencionar las hipótesis de decaimiento de la población de vectores. En primer lugar
consideraremos que la población de vectores decaerá debido a mortalidad natural, lo cual
está dado por la tasa µv. Finalmente, debido a que nuestro escenario de estudio son las
zonas rurales, sabemos que en estos lugares los vectores están escondidos en diferentes
lugares, por ejemplo las paredes de las casas, lo cual nos lleva a pensar que existe un
escenario en donde los vectores se encuentran en un nivel de refugio. Motivados por
esto, supondremos que el decaimiento por la interacción entre la población de vectores
y una proporción de hospederos (humanos informados sobre la relación entre el vector
y la enfermedad de Chagas y/o animales que se alimentan de estos vectores) sigue la
dinámica de una respuesta funcional Holling III, la cual es igual a:

β(V ) =
βvρHV

2

V 2 + γ2
,

donde γ es un valor cŕıtico que nos indica que para valores de V menores que γ la
depredación será escasa y manteniendose al mismo nivel; mientras que para valores de
V mayores que γ la depredación se incrementará conforme aumente V . ρ representa a
la proporción de hospederos que engloba a los que tienen conocimiento de la relación
del vector con la enfermedad de Chagas (en el caso de los humanos) y a los que se
alimentan de los vectores (en el caso de los animales); mientras que βv representa al
número máximo de vectores que puede depredar un hospedero por unidad de tiempo.
Finalmente, consideramos que la dinámica asociada al crecimiento de la población de
hospederos sigue la dinámica loǵıstica. De esta forma, el modelo está dado por

∂V

∂t
= Dv

∂2V

∂x2
+ α(H)V

(
1− V

Kv

)
− βvρHV

2

V 2 + γ2
− µvV,

∂H

∂t
= θH

(
1− H

Kh

)
, (4.1)
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donde V = V (t, x) yH = H(t, x) son los concentraciones de individuos de cada población
para una posición x y tiempo t. El sistema (4.1) considera condiciones iniciales V (0, x) =
V0(x) y H(0, x) = H0(x), y condiciones en la frontera del tipo Neumann igual a cero,
es decir, ∇V · n = 0 en ∂Ω, donde Ω = [a, b]. En nuestro caso, como el espacio es
unidimensional, las condición de frontera se reduce a dV/dx = 0, en x = a y x = b.

Antes de comenzar con el análisis del sistema (4.1), procederemos a reducir la canti-
dad de parámetros, para lo cual adimensionalizaremos dicho sistema. Luego, aplicando

el cambio de variables τ = tβvKh
γ , y =

√
βvKh
Dvγ

x, u = V
γ y h = H

Kh
, obtenemos el sistema:

∂u

∂τ
=
∂2u

∂y2
+

(
αuh

h+ εh

)
u

(
1− u

ku

)
− ρhu2

u2 + 1
− µuu,

∂h

∂τ
= θhh (1− h) , (4.2)

donde αu = αhγ
βvKh

, εh = ε
Kh

, ku = Kv
γ , µu = µvγ

βvKh
y θh = θγ

βvKh
.

4.2. Dinámica local

Primero estudiaremos la dinámica local del el sistema (4.2) sin considerar difusión.
Aśı, el sistema (4.2) se convierte en

∂u

∂τ
=

(
αuh

h+ εh

)
u

(
1− u

ku

)
− ρhu2

u2 + 1
− µuu,

∂h

∂τ
= θhh (1− h) . (4.3)

el cual será estudiado en la región positiva invariante

Φ =
{

(u, h) ∈ R2 : 0 ≤ u ≤ ku, 0 ≤ h ≤ 1
}
. (4.4)

A continuación, comenzaremos el análisis desde dos perspectivas: considerando que
no hay depredación por parte de los hospederos y cuando si la hay.

4.2.1. Análisis cualitativo cuando ρ = 0

Primero, consideraremos el caso cuando no hay humanos conscientes de la influencia
del vector en la enfermedad de Chagas y los animales no comen vectores, es decir, ρ = 0.
En este caso, los puntos de equilibrio D0 = (0, 0) y D1 = (0, 1) siempre existen. Mientras
que el equilibrio de coexistencia

(u∗, h∗) =

(
kuµu(1 + εh)(R− 1)

αu
, 1

)
,

existirá siempre que R > 1, donde R = αu
µu(1+εh) . Es importante mencionar que el

parámetro R puede ser biológicamente interpretado como el número promedio de cŕıas
de un vector durante su periodo de vida, al considerar que los hospederos se encuentran
en su valor umbral.

Con el objetivo de entender de mejor manera la dinámica en los diferentes escenarios,
primero presentamos un análisis de estabilidad local para cada uno de los equilibrios.
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1. D0 = (0, 0) :

J(D0) =

[
−µu 0

0 θh

]
.

De aqúı, es claro que el equilibrio D0 es un punto silla.

2. D1 = (0, 1) :

J(D1) =

[ 1
µu

(R− 1) 0

0 −θh

]
.

Los valores propios son λ1 = 1
µu

(R− 1) y λ2 = −θh. Luego, se observa que D1 es
un atractor si R < 1 y un punto silla cuando R > 1.

3. D2 = (u∗, 1) :

J(D2) =

[(
αu

1+εh

)(
1− 2u∗

ku

) (
αuεh

(1+εh)2

)
u∗
(

1− u∗

ku

)
0 −θh

]
.

Reemplazando el valor de u∗, es claro que los valores propios son iguales a

λ1 =

(
αu

1 + εh

)(
1− 2u∗

ku

)
= µu(1−R), λ2 = −θh .

De lo anterior se observa que puesto que la existencia de D2 está condicionada a
que R > 1, en consecuencia, el equilibrio de coexistencia (D2) es un atractor.

Por otro lado, tras observar el campo vectorial en los escenarios antes descritos,
es claro que para cualquier condición inicial de h distinta de cero, el campo vectorial
siempre apuntará hacia h = 1, con lo cual descartamos la existencia de ciclos ĺımites en
el interior de Φ (ver Figura 4.1).

De esta forma podemos generalizar nuestros resultados anteriores a través de la
siguiente proposición:

Proposición 4.1.

a) El punto de equilibrio D1 = (0, 1) es GAS en Φ, si R < 1, e inestable si R > 1.

b) El punto de equilibrio D2 = (u∗, 1) existe y es GAS en Φ, si R > 1.

4.2.2. Análisis cualitativo cuando ρ > 0

En este caso también se observa que los equilibrios F0 = (0, 0) y F1 = (0, 1) siempre
existen. Mientras que para los otros equilibrios se cumple que h = 1 y la población u
satisface el siguiente polinomio:

−µuRu3 + µuku (R− 1)u2 − (µuR+ ρku)u+ µuku (R− 1)︸ ︷︷ ︸
G(u)

= 0 .
(4.5)
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Figura 4.1: Retrato fase para los diferentes escenarios al considerar ρ = 0. Las trayec-
torias son mostradas de color rojo, mientras que las h-ceroclinas son de color negro y
las u-ceroclinas son de color azul. (A) Muestra la dinámica para R < 1. (B) Muestra el
escenario cuando R > 1.

Aplicando el criterio de Descartes, se observa que la ecuación (4.5) no tendrá ráıces
positivas siempre que R < 1. Por otro lado, si R > 1, aplicando el mismo criterio, se
observa que la ecuación (4.5) tendrá una o tres ráıces positivas. Más aún, como

G(ku) = −µuk2
u − ρku − µu < 0

y las ráıces de G′(u), iguales a:

u =
µu(R− 1)ku ±

√
µ2
u(R− 1)2k2

u − 3µuR (µuR+ ρKu)

3µuR
,

son menores que ku, garantizamos que los equilibrios de coexistencia se encuentran dentro
de la región Φ. Es importante mencionar que el número de puntos de equilibrio de
coexistencia está relacionado al valor que toma el parámetro ρ (ver Figura 4.2).

Nombramos como punto de equilibrio de refugio, al equilibrio de coexitencia más
cercano a cero, mientras que definimos como equilibrio de brote a aquel que se encuentra
más cercano al valor de la capacidad de carga de los vectores (ku). Por ejemplo, la
Figura 4.2(A) presenta un equilibrio de brote, mientras que la Figura 4.2(C) presenta
un equilibrio de refugio.

A continuación, en la siguiente proposición, daremos condiciones suficientes para
garantizar la existencia de los puntos de equilibrio del sistema (4.3) cuando ρ > 0.

Proposición 4.2. Sea ρ > 0.

a) Si R < 1, entonces el sistema (4.3) tendrá sólo dos puntos de equilibrio (F0 y F1)
en la región Φ.
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Figura 4.2: Gráfica de la función G(u) al considerar αu = 0.2, εh = 0.8, ku = 20,
µu = 0.025 y tres distintos valores de ρ. (A) Muestra la existencia de un punto de
coexistencia. (B) Presenta tres puntos de coexistencia. (C) Muestra la existencia de sólo
un punto de coexistencia.

b) Si R > 1, entonces el sistema (4.3) tendrá hasta cinco puntos de equilibrio en la
región Φ. Los dos que representan ausencia de vectores y hasta tres de coexistencia.

En forma análoga al caso de ρ = 0, con la intención de entender la dinámica en los
escenarios donde hay ausencia de los vectores, presentamos un análisis de estabilidad
local para los equilibrios F0 y F1.

1. F0 = (0, 0) :

J(F0) =

[
−µu 0

0 θh

]
.

Observamos que el equilibrio F0 es un punto silla.
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2. F1 = (0, 1) :

J(F1) =

[ 1
µu

(R− 1) 0

0 −θh

]
.

En este caso, los valores propios son λ1 = 1
µu

(R− 1) y λ2 = −θh. Luego, es claro
que F1 es un atractor si R < 1 y un punto silla cuando R > 1.

Es importante mencionar que similar al caso cuando ρ = 0, se puede garantizar
que el equilibrio F1 = (0, 1) es globalmente asintóticamente estable si R < 1 (ver Fi-
gura 4.1(A)). Por otro lado, a pesar de que no conocemos expĺıcitamente el valor de
la variable u asociado a los equilibrios de coexistencia, podemos darnos una idea de la
estabilidad de cada uno al considerar que h está en su equilibrio distinto de cero. Para
esto suponemos que R > 1, lo cual implica que además del equilibrio F1, podemos te-
ner hasta tres equilibrios de coexistencia. En este escenario, se ha observado en forma
numérica que conforme se aumente el valor de ρ el número de equilibrios de coexistencia
va a variar (ver Figura 4.2).

En la Figura 4.3, se observa que dependiendo de la cantidad de equilibrios de co-
existencia va a cambiar la estabilidad de estos puntos. Lo más resaltante es observar la
existencia de una posible biestabilidad en el sistema (Figura 4.3(B)), donde como se ha
mencionado anteriormente, el menor de los equilibrios estables hace referencia a un nivel
de refugio, mientras que el otro equilibrio estable es el nivel de brote.

Luego, tras darnos una idea de los posibles escenarios cuando h = 1 y R > 1, mos-
tramos a continuación el retrato fase asociado al sistema (4.3) al considerar la existencia
de equilibrios de coexistencia. Para hacer esto, nos guiamos de los posibles escenarios
cuando h = 1 (ver Figura 4.3) y las ceroclinas asociadas a las variables u y h.

Del sistema (4.3) es claro que h = 0 y h = 1 son las ceroclinas asociadas a la variable
h; mientras que las ceroclinas asociadas a la variable u son la recta u = 0 y las ráıces
obtenidas de la ecuación (4.6) al despejar la variable h.

ρkuu︸ ︷︷ ︸
a2

h2 +
[
ρεhkuu+ (µuku − αu (ku − u))

(
u2 + 1

)]︸ ︷︷ ︸
a1

h+ µukuεh
(
u2 + 1

)︸ ︷︷ ︸
a0

= 0 .
(4.6)

Luego, las ceroclinas restantes asociadas a la variable u tienen la siguiente estructura:

h± =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a2a0

2a2
, (4.7)

donde a2, a1, a0 están dados en la ecuación (4.6).

Antes de elaborar el retrato fase, es importante mencionar que debido a la dependen-
cia de los por parte de las ceroclinas (ecuación (4.7)), daremos valores a los parámetros
de tal forma que garantizemos la existencia de al menos un equilibrio de coexistencia, es
decir, R > 1. De esta forma, para las Figuras (4.4)-(4.6) los valores de los parámetros
serán considerados como en la Figura 4.2, mientras que θh = 0.05 y el valor de ρ será
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Figura 4.3: Estabilidad de los equilibrios del sistema (4.3) cuando h = 1 y R > 1.
Los valores de los parámetros son iguales que para la Figura 4.2. Las curvas en azul
representan a las ceroclinas-u, mientras que la recta de color negro representa a u′ = 0.
Asimismo, los puntos verdes son los equilibrios inestables, mientras que los rojos son los
estables. (A) Considera el caso cuando existen los equilibrios de extinción de vectores y
el de brote. (B) Muestra la existencia de cuatro equilibrios. (C) Ilustra el caso cuando
además del equilibrio de extinción de los vectores está el equilibrio de refugio.

variable. Esto último, con el objetivo de mostrar los distintos escenarios que presenta el
sistema.

En las Figuras (4.4)-(4.5) mostramos los diferentes escenarios al variar el valor de ρ, lo
cual ocasiona que aparezcan y desaparezcan los equilibrios de coexistencia. La Figura 4.4
muestra la existencia de equilibrios de brote y de refugio. En esta Figura observamos que
para valores de ρ cercanos a cero sólo existe un equilibrio de coexistencia, el cual será
estable. En la Figura 4.4(C) se observa la presencia de tres equilibrios de coexistencia,
en donde dos de ellos son estables simultaneamente. A este fenómeno se le conoce como
biestabilidad. Es importante resaltar que en la Figura 4.4 se hizo un acercamiento a las
las gráficas de color azul, las cuales representan la cerocĺına-u al considerar h = 1, para



4.2 Dinámica local 59

Figura 4.4: Retrato fase del sistema (4.3), donde Φ es la región positiva invariante definida
en (4.4). Las curvas en negro son las ceroclinas asociadas a la variable h, mientras que
las curvas en azul son las asociadas a la variable u.

observar más de cerca a los equilibrios de coexistencia.

La Figura 4.5 muestra el retrato fase asociado al sistema (4.3) cuando la estabilidad
de los equilibrios de coexistencia la gana el equilibrio de refugio, es decir, el que está más
cercano a cero. En esta Figura observamos que conforme aumenta el valor de ρ, el valor
de u1 será menor. Creemos que esto último es razonable, ya que el valor de ρ denota a
la proporción de hospederos que depreda por algún motivo a los vectores.

La Figura 4.6 busca mostrar las regiones en las cuales podamos identificar hacia
que equilibrio de coexistencia convergen las soluciones cuando la condición inicial se
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Figura 4.5: Retrato fase del sistema (4.3) para valores de ρ donde el equilibrio de coexis-
tencia que expresa refugio es estable. Las curvas en negro son las ceroclinas asociadas a
la variable h, mientras que las curvas en azul son las asociadas a la variable u.

encuentra en una determinada región. En dicha Figura, la región 1 (ĺıneas diagonales)
indica que si la solución comienza en dicha región, esta converge al equilibrio de brote
(u3), mientras que la región 2 (ĺıneas horizontales) señala que si la solución comienza en
dicha región, esta converge al equilibrio de refugio (u1).

Nuestro objetivo es mostrar el incremento de la región 2, conforme el valor de ρ
aumente y de esta forma, señalar la importancia de este parámetro. En la Figura 4.6(A)
se muestra que la totalidad de la región Φ es un conjunto atractor del equilibrio de
coexistencia u3. En el caso de la Figura 4.6(B) se aprecia que tenemos las dos regiones
antes mencionadas. Para determinar estas regiones determinamos en forma numérica la
cuenca de atracción de cada uno de los equilibrios, el cual es separado por la variedad
estable del punto de equilibrio silla u2.

En la Figura 4.6(C) observamos que la cuenca de atracción del equilibrio u2 se ha in-
crementado debido al aumento en el valor del parámetro ρ. Finalmente, la Figura 4.6(D)
muestra que la totalidad de la región Φ es un conjunto atractor del equilibrio de coexis-
tencia de refugio (u1). Con lo cual nos damos una idea del efecto que tiene el parámetro
ρ en la dinámica de invasión.

4.3. Dinámica al considerar difusión

En esta sección, nos enfocaremos en la interacción de ambas poblaciones en un habitat
rural, al considerar que la población de vectores presenta propagación espacial. Ya que
la población de vectores son insectos, modelamos este fenómeno de propagación a través
de un proceso difusivo.
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Figura 4.6: Cuencas de atracción de los equilibrios que surgen al variar el valor de ρ,
donde u1 representa al equilibrio de refugio, mientras que u3 expresa al equilibrio de
brote. (A) Muestra el caso donde sólo el equilibrio de brote es estable y en consecuencia
la cuenca de atracción para este equilibrio es toda la región 1. (B) Muestra el caso cuando
existen tres equilibrios de coexistencia donde la región 1 es la cuenca de atracción del
equilibrio u3 y la región 2 es la cuenca de atracción del equilibrio u1. (C) Muestra
condiciones similares a la figura (B) con la diferencia de que la cuenca de atracción
del equilibrio u1 es mayor. (D) Muestra el caso cuando sólo existe un equilibrio de
coexistencia (u1), el cual estable, y su cuenca de atracción es sólo la región 2.

El objetivo de este estudio es observar las distintas caracteŕısticas que presenta el
proceso de infestación de los vectores, como por ejemplo, los dos niveles de invasión
(refugio y brote) a distinta velocidad. Para hacer esto, trabajaremos con el sistema (4.2),
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el cual presentamos a continuación:

∂u

∂τ
=
∂2u

∂y2
+

(
αuh

h+ εh

)
u

(
1− u

ku

)
− ρhu2

u2 + 1
− µuu,

∂h

∂τ
= θhh (1− h) .

Antes de mostrar los diferentes escenarios de propagación observados, garantizaremos
la existencia de ondas viajeras en el escenario donde conectamos el nivel del brote de
la población de vectores, representado por el punto de equilibrio u3, con el nivel de
extinción del vector, dado por el punto de equilibrio u0. Entendemos como onda viajera,
a una onda que viaja sin cambio de forma y que se mueve a una velocidad constante.

4.3.1. Existencia de ondas viajeras

La compleja estructura de nuestro sistema hace que garantizar la existencia de una
onda viajera no sea sencillo. Debido a esto, en la presente sección presentaremos ideas
genéricas para garantizar la existencia de una onda viajera cuando la población de hos-
pederos se encuentra en su equilibrio umbral, esto es, h = 1. Para hacer esto, seguimos
algunas ideas planteadas en Murray [71].

Ya que buscamos soluciones tipo ondas viajeras, esto significa que buscamos solucio-
nes de la forma U(z) = u(τ, y), con z = y − cτ , tal que

lim
z→∞

U(z) = 0, lim
z→−∞

U(z) = u1x ,

donde, en este caso, u1x es la abscisa del equilibrio u1. Luego, al sustituir esta forma de
onda viajera en la ecuación u del sistema (4.2) cuando h = 1, U(z) satisface

Uzz + cUz + µuRU
(

1− U

ku

)
− ρU2

U2 + 1
− µuU = 0 (4.8)

Ahora, estudiaremos la ecuación (4.8) en el plano fase (U,W ), donde

U̇ = W

Ẇ = −cW −µuRU
(

1− U

ku

)
+

ρU2

U2 + 1
+ µuU︸ ︷︷ ︸

−f(U)

. (4.9)

Análisis cualitativo

Es claro que los equilibrios del sistema (4.8) se encuentran sobre la recta W = 0.
Luego, el valor asociado a la variable U en los equilibrios, serán las soluciones de la
ecuación

U
[
µuRU3 − µuku (R− 1)U2 + (µuR+ ρku)U − µuku (R− 1)

]
= 0 . (4.10)

Al observar la ecuación (4.10), aplicando el criterio de Descartes, observamos que si
R < 1, entonces dicha ecuación tendrá una ráız igual a cero y hasta tres ráıces negativas.
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Mientras que si R > 1, entonces la ecuación (4.10) puede tener hasta cuatro raices no
negativas.

Por otro lado, es importante resaltar que al observar las ecuaciones (4.5) y (4.10),
se tiene que los valores asociados a la variable u en los equilibrios del sistema (4.3) que
están sobre la recta h = 1, son los mismos que los valores asociados a la variable U de
los equilibrios del sistema (4.9).

Con el objetivo de mostrar la riqueza matemática del sistema (4.9), garantizamos la
existencia de una bifurcación transcŕıtica. Para esto, utilizaremos el Teorema de Sotoma-
yor (ver Teorema 1.3), considerando a R como el parámetro de bifurcación. Luego, del
sistema (4.9), se observa que para (V,W ) = (0, 0) y R = 1 el campo vectorial asociado
a dicho sistema se anula, y que A = Df((0, 0), 1) tiene como valores propios λ1 = 0
y λ2 = −c. Además, los vectores propios de A y AT asociados al valor propio λ1 son
vT = (1, 0) y wT = (c, 1), respectivamente.

Tras definir las expresiones de vT y wT , se observa que

wT fµ(x0, µ0) = [c 1] ·
[
0
0

]
= 0,

wT [Dfµ(x0, µ0)v] = [c 1] ·
[

0 0
−µu 0

]
·
[
1
0

]
= −µu,

wT [D2f(x0, µ0)(v, v)] = [c 1] ·


[1 0] ·

[
0 0
0 0

]
·
[
1
0

]
[1 0] ·

[2µuR
ku

+ 2ρ 0

0 0

]
·
[
1
0

]
 =

2µuR
ku

+ 2ρ

(4.11)

Por lo tanto, de lo anterior observamos que se cumplen las condiciones del Teorema
de Sotomayor, con lo cual garantizamos que el sistema (4.9) presenta una bifurcación
transcŕıtica cuando el parámetro R es igual a 1.

Ahora, vamos a garantizar la existencia de una onda viajera. Para hacer esto conside-
ramos el caso cuando R > 1 y que el sistema (4.9) tiene sólo dos equilibrios, U0 = (0, 0)
y U1 = (u1x , 0). Para llevar esto a cabo, vamos a garantizar la existencia de una órbita
heterocĺınica desde U1 hacia U0 en el interior del cuarto cuadrante. En la Figura 4.3(A)
se observa que la gráfica de f(U) cuando tenemos sólo dos equilibrios, de la cual obser-
vamos que f ′(U0) > 0 y f ′(U1) < 0. Luego, ya que suponemos que c > 0, el análisis de
estabilidad lineal muestra que los valores propios para cada punto de equilibrio son

U0 : λ± =
1

2

[
−c±

√
c2 − 4f ′(U0)

]
⇒
{

nodo estable si c2 ≥ 4f ′(U0)
foco estable si c2 < 4f ′(U0)

U1 : λ± =
1

2

[
−c±

√
c2 − 4f ′(U1)

]
⇒ Punto silla para todo valor de c > 0.

(4.12)

Mientras que los vectores propios asociados a cada valor propio que resultan de evaluar el
jacobiano en el equilibrio U0 son (1, λ+) y (1, λ−), los cuales se encuentran en el segundo
y cuarto cuadrante del retrato fase U -W , debido a que λ± < 0. Más aún, si consideramos
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a λ− como una función dependiente de c, se verifica lo siguiente:

dλ−
dc

=
1

2

[
−1− 2c√

c2 − 4f ′(U0)

]
< 0 .

De lo cual podemos concluir que λ−(c) es una función decreciente en c. Por lo tanto,
conforme incremente el valor de c, entonces el valor de λ− será menor; lo cual también
implica que conforme se incremente el valor de c, el vector propio (1, λ−) se acercará
más al eje W .

Por otro lado, ya que la ceroclina-U tiene la forma:

W =
−f(U)

c
, (4.13)

las siguientes afirmaciones son claras:

(1A) Conforme el valor de c aumente, la ceroclina-u se acercará a cero uniformemente
en el intervalo [0, u1x ].

(1B) Puesto que los equilibrios del sistema (4.9) son de la forma (U∗, 0), el valor de U∗

no dependerá de c.

(1C) Ya que la ecuación (4.13) es continua en el intervalo [0, u1x ], por el Teorema de

Weierstrass, se garantiza que existe Umin ∈ [0, u1x ] tal que −f(Umin)
c ≤ −f(U)

c para
todo U ∈ [0, u1x ].

Luego, ya que el campo vectorial asociado al sistema (4.9), en el cuarto cuadrante,
cumple lo siguiente:

U̇ < 0, cuando W < 0 y U > 0.

Ẇ < 0, cuando −f(U)/c < W .

Ẇ > 0, cuando −f(U)/c > W .

Se puede inferir que el vector propio asociado al valor propio positivo del punto de
equilibrio U1, se encuentra contenido en la región limitada por la recta W = 0 y la
ceroclina-U (ver Figura 4.7). Luego, para una bola suficientemente pequeña alrededor
del equilibrio U0 de radio ε, se cumple que U2 + W 2 < ε2 para todo (U,W ) ∈ Bε(U0).
Por otro lado, si consideramos al vector propio (1, λ−) como un segmento de recta, se
tiene que dicho vector propio cumple la ecuación W = λ−U . Por lo tanto, las ordenadas
de la recta que están en el interior de la bola Bε(U0) y pertenecen al cuarto cuadrante,
satisfacen la siguiente desigualdad:

W >
ελ−(c)√
1 + λ2

−(c)
.
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Figura 4.7: Bosquejo del retrato fase del sistema (4.9) al considerar dos puntos de equili-
brio. La ĺınea punteada azul representa a la ceroclina-U (Ecuación 4.13). Las ĺıneas rojas
son los vectores propios asociados a cada punto de equilibrio.

Finalmente, para garantizar la existencia de una órbita heterocĺınica de U1 a U0, bastará
con que para un valor de c = c∗, se cumpla la siguiente desigualdad:

− f(Umin)

c∗
>

ελ−(c∗)√
1 + λ2

−(c∗)
, (4.14)

donde ε es el radio de la bola Bε(U0). Sabemos que este valor de c = c∗ existe, debido a
que al incrementar el valor de c la ceroclina-U se acerca a cero y el ángulo que forman
el vector propio (1, λ−) con la recta U = 0 es cada vez menor, es decir, que el valor de c
es independiente del valor de ε. Por lo tanto, podemos afirmar que para todo c ≥ c∗, tal
que c∗ satisfaga la desigualdad (4.14), existirá una órbita heterocĺınica que conecte los
equilibrios U1 y U0.

4.4. Observaciones de ondas viajeras

En la presente sección mostraremos, a nivel simulación, diferentes escenarios que
presenta el sistema (4.2) para una combinación de parámetros. Para hacer esto, haremos
variar el valor del parámetro ρ, el cual indica la proporción de hospederos que “depreda”
a la población de vectores, y las condiciones iniciales del sistema, obteniendo como
consecuencia, distintos tipos de ondas viajeras.

Para elaborar las simulaciones, los valores de los parámetros empleados son: αu = 0.2,
εh = 0.8, ku = 20, µu = 0.025 y θh = 0.05; mientras que el valor de las condiciones
iniciales serán tomadas de acuerdo al escenario que busquemos estudiar. Por otro lado,
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Figura 4.8: (A) Retrato fase al considerar los valores de los parámetros como en la
Figura 4.3, ρ = 0.13 y c = 0.6. Las curvas rojas son las representaciones gráficas de
soluciones del sistema (4.9), mientras que la curva verde es la órbita heterocĺınica que
une los equilibrios U1 y U0. (B) Perfil de onda viajera que relaciona los equilibrios U1 y
U0 a través de la órbita heterocĺınica.

es importante resaltar que con el objetivo de hacer un estudio inicial, consideraremos
que la población de hospederos se encuentra distribuido en forma homogénea a lo largo
del espacio. Además, a pesar de que nuestro sistema es de dos ecuaciones, en el presente
trabajo nos enfocaremos a estudiar la aparición de ondas cuando la variable h esté en
su valor umbral, esto es, h = 1. El escenario de transición, esto es, cuando consideremos
la dinámica de la población h, lo dejaremos como trabajo futuro. Además, como primer
escenario de estudio consideraremos que la poblaciones se encuentran distribuidas en
forma homogénea en todo el espacio.

Figura 4.9 muestra la evolución de la propagación de vectores y la relación de los
equilibrios de brote (U3) y de extinción (U0) de los vectores al considerar que el valor
del parámetro ρ es igual a 0.11. Con este valor de ρ y los valores de los otros paráme-
tros enunciados previamente, el valor aproximado del punto de equilibrio de brote del
sistema (4.3) es igual a (14.1031, 1). Figura 4.9(A) muestra la condición inicial que se
empleó para esta simulación, mientras que la Figura 4.9(B) muestra el perfil de la onda
para tres diferentes tiempos, en donde se observa que la onda se estabiliza en el valor
teórico de la ordenada del equilibrio de brote (14.1031) y que se mueve hacia la derecha.
Es importante resaltar que en este caso, a pesar de que se considere distintas amplitudes
para la condición inicial de la población de vectores, amplitud de la onda siempre se
estabilizará en el mismo valor.

Biológicamente, la Figura 4.9 nos dice que para cualquier número de vectores, la
propagación avanzará conforme evolucione el tiempo, y una vez alcanzado el nivel de
saturación, se mantendrá en este nivel a lo largo del tiempo.

Figura 4.10 muestra la evolución de la propagación de vectores al considerar que el
valor del parámetro ρ es igual a 0.2 y que la condición inicial asociada a los vectores
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Figura 4.9: Propagación de la población de vectores al considerar ρ = 0.11 y que la po-
blación de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, tomando

como valor h = 1. (A) Condición inicial u0(y) = 10.6
(
1 + e0.25(|y+550|−350)

)−2
. (B) Per-

fil de onda al considerar como tiempos de integración τ1 = 370.0035, τ2 = 570.0015 y
τ3 = 770.0040. Es importante resaltar que τ = 3.857t, donde t se encuentra medido en
d́ıas.

es igual a 2.0
(
1 + e0.25(|y+550|−350)

)−2
. Es importante mencionar, que con esta combina-

ción de parámetros, el sistema (4.3) presenta biestabilidad, por lo que dependerá de la
condición inicial para saber a que equilibrio tiende su solución asociada. En esta figura,
al igual que en la Figura 4.9, también observamos que la onda se mueve hacia la dere-
cha, y se diferencia en que en este caso se relacionan los equilibrios de refugio (U1) y
de extinción (U0) de los vectores. Es importante resaltar que con este valor de ρ y los
valores de los otros parámetros enunciados previamente, el valor aproximado del punto
de equilibrio de refugio es igual a (0.53445, 1), lo cual es relevante, ya que en esta figura
se observa que tras alcanzar el valor de la abscisa del equilibrio de refugio, la amplitud
de la onda se estabilizará en dicho valor (0.53445).

Biológicamente, podemos decir que para esta combinación de parámetros y condición
inicial de los vectores, a pesar de que el espacio es ocupado por los vectores, estos
solamente alcanzan un nivel bajo (refugio).

En la Figura 4.11 mostramos la evolución de la propagación de vectores al considerar
que el valor del parámetro ρ y la condición inicial asociada a los vectores son iguales

a 0.2 y 10.6
(
1 + e0.25(|y+550|−350)

)−2
, respectivamente. En este caso, los equilibrios de

refugio y brote (del sistema (4.3)) son iguales a (0.53445, 1) y (12.678, 1), respectiva-
mente. En esta figura observamos que surgen dos ondas viajeras que se mueven hacia
la derecha y a diferente velocidad cada una. Estas ondas relacionan tres equilibrios de
nuestro sistema (4.2), estos son, el equilibrio de brote (U3), el de refugio (U1) y el de
extinción (U0) de los vectores. Es importante mencionar que la Figura 4.11(B) muestra
que cada amplitud de onda se estabiliza en los equilibrios de refugio y brote. Por otro la-
do, consideramos que este escenario es biológicamente muy interesante, ya que para esta
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Figura 4.10: Propagación de la población de vectores al considerar ρ = 0.20 y que la
población de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, to-

mando como valor h = 1. (A) Condición inicial u0(y) = 2
(
1 + e0.25(|y+550|−350)

)−2
. (B)

Perfil de onda al considerar como tiempos de integración τ1 = 370.0035, τ2 = 570.0015
y τ3 = 770.0040.

combinación de parámetros la aparición de estas dos ondas significa que inicialmente la
propagación de los vectores se da a bajo nivel, lo cual podŕıa entenderse que es un tipo
de reconocimiento del área, tras lo cual el nivel de los vectores aumentará hasta alcanzar
su nivel de saturación (brote).
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Figura 4.11: Propagación de la población de vectores al considerar ρ = 0.20 y que la po-
blación de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, tomando
como valor h = 1. En esta figura se muestra el perfil de onda al considerar como tiempos
de integración τ1 = 450, τ2 = 650.0025, τ3 = 800.0005.

La Figura 4.12 muestra otro efecto de nuestro sistema (4.2) que consideramos intere-
sante, esto es, la aparición de dos ondas viajeras que se mueven en sentido contrario.
Para esta simulación, el valor del parámetro ρ y la condición inicial asociada a los vecto-
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res son iguales a 0.335 y 10.6
(
1 + e0.25(|y+400|−350)

)−2
, respectivamente; lo cual conlleva

a que los valores aproximados de los equilibrios de refugio y brote sean (0.27112, 1) y
(8.5136, 1), respectivamente. Esto último nos muestra que aún seguimos en un escenario
de biestabilidad del sistema (4.2). En la Figura 4.12(A) mostramos la condición inicial
empleada en esta simulación, mientras que en la Figura 4.12(B) podemos observar que
estas ondas también relacionan los equilibrios de brote (U3), de refugio (U1) y de ex-
tinción (U0) de los vectores, pero en este caso, la onda que relaciona los dos primeros
equilibrios se mueve hacia la izquierda, mientras que la onda que relaciona los equilibrios
de refugio y extinción se mueve hacia la derecha

Biológicamente podemos decir que dependiendo de la amplitud de la onda, para
esta combinación de parámetros, si tenemos inicialmente un número alto de vectores,
conforme el tiempo evolucione la propagación de vectores se dará a bajo nivel, mientras
que la cantidad inicial de vectores decaerá tras estabilizarse inicialmente en su equilibrio
de brote.
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Figura 4.12: Propagación de la población de vectores al considerar ρ = 0.335 y que la
población de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, to-

mando como valor h = 1. (A) Condición inicial u0(y) = 10.6
(
1 + e0.25(|y+400|−350)

)−2

y h0(y) = 1. (B) Perfil de onda para los tiempos de integración τ1 = 350.0010,
τ2 = 500.0040, τ3 = 650.0025.

Figura 4.13 muestra la evolución de la propagación de vectores y la relación de los
equilibrios de refugio (U1) y de extinción (U0) de los vectores al considerar que el valor
del parámetro ρ es igual a 0.40, y la condición inicial asociada a los vectores es igual a

10.6
(
1 + e0.25(|y+550|−350)

)−2
. Con este valor de ρ y los valores de los otros parámetros

enunciados previamente, el valor aproximado del punto de equilibrio de refugio del siste-
ma (4.3) es igual a (0.22271, 1). Figura 4.9(A) muestra la condición inicial que se empleo
para esta simulación, mientras que la Figura 4.9(B) muestra el perfil de la onda para
tres diferentes tiempos, en donde se observa que la amplitud de la onda se estabiliza en
el valor teórico de la ordenada del equilibrio de refugio y que se mueve hacia la derecha.
Es importante resaltar que en este caso, a pesar de que se considere distintas amplitudes
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para la condición inicial de la población de vectores, la amplitud de la onda siempre se
estabilizará en el mismo valor.

Biológicamente, la Figura 4.13 nos dice que para cualquier número de vectores, la
propagación avanzará conforme evolucione el tiempo, y una vez alcanzado el nivel de
refugio, se mantendrá en este nivel a lo largo del tiempo.
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Figura 4.13: Propagación de la población de vectores al considerar ρ = 0.40 y que la po-
blación de hospederos se encuentra distribuida homogéneamente en el espacio, tomando
como valor h = 1. En esta figura se muestra el perfil de onda al considerar como tiempos
de integración τ1 = 370.0035, τ2 = 570.0015, τ3 = 770.0040.

Tras observar la propagación de los vectores bajo diferentes escenarios al considerar
que la condición inicial asociada a la población de hospederos es igual a su valor umbral
h = 1 y que se distribuye homogéneamente en todo el espacio, esto es, en toda el
área de estudio. Procedemos a mostrar que ocurre cuando la población de hospederos
no está presente en todo el área de estudio. Para hacer esto, consideramos distintos
porcentajes de área ocupada, lo cual se hace con el objetivo de observar cuando surgen las
ondas viajeras vistas en el caso del 100 % de área ocupada. Procedemos con este estudio
considerando que el área está ocupada por viviendas y estas se encuentran distribuidas
uniformemente a lo largo del porcentaje de área ocupada, esto es, el tamaño de área no
ocupada entre casas, es el mismo.

En la Figura 4.14 se reportan cinco distintas regiones. La región 1 es aquella donde
aparece sólo una onda, la cual relaciona los equilibrios de brote y de extinción de la
población de vectores. Esta onda se mueve hacia la derecha. En la región 2 surgen dos
niveles de onda, los cuales relacionan los niveles de brote, refugio y extinción. Estas ondas
también se mueven hacia la derecha. La región 3 es aquella donde también aparecen dos
niveles de onda. Sin embargo, en este caso las ondas se mueven en direcciones opuestas.
En la región 4 aparece sólo una onda, la cual enlaza el nivel de refugio con el de extinción
de la población de vectores. Esta onda se mueve hacia la derecha. Finalmente, en la región
5, no surgen ondas viajeras.

La Figura 4.14 muestra que conforme el porcentaje de área ocupada sea menor, las
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regiones 1, 2 y 3 decrecerán, incrementándose el tamaño de la región 4; mientras que
si el área ocupada es aproximadamente menor que el 20 %, entonces no surgirán ondas
viajeras. Por otro lado, con la combinación de parámetros empleada, también podemos
observar que existen valores de ρ para el cual, al variar el porcentaje de áreas ocupadas,
podemos encontrarnos en todas las regiones reportadas.
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Figura 4.14: Regiones donde aparecen los distintos tipos de onda. (1) Una onda (nivel de
brote). (2) Dos ondas (niveles de refugio y brote). (3) Dos ondas, las cuales se mueven
en direcciones opuestas. (4) Una onda (nivel de refugio). (5) No hay ondas.

Otro punto importante a resaltar es que en el proceso de definir las regiones que apa-
recen en la Figura 4.14, también se observó que al variar el porcentaje de área ocupada,
el valor donde la amplitud de la onda viajera se estabiliza cambia significativamente. La
Figura 4.15 muestra que al considerar un valor de ρ cercano a cero, esto es, 0.001, se
observa que conforme se incremente el porcentaje de área desocupada, el valor en donde
se estabilice la onda viajera será menor, disminuyendo hasta aproximadamente la tercera
parte del valor que toma cuando el área ocupada es el 100 %. También se observa que
cada onda se mueve a diferente velocidad, ya que los perfiles de onda mostrados se dan
cuando τ = 720. Estos efectos son también observados para todo valor de ρ.

Biológicamente, este resultado muestra que entre más espacio haya entre cada ca-
sa, el proceso de propagación de los vectores será más lento e incluso se saturará a
diferente valor. Es importante resaltar que para ciertos valores de ρ esto último ocurre
independiente del número inicial de vectores que exista en el medio.

4.5. Conclusiones

En el presente caṕıtulo se estudia otro aspecto de la enfermedad de Chagas, esto
es, la infestación de viviendas por parte del vector. Consideramos que ya que algunas
especies de vectores de la enfermedad de Chagas invaden regiones por temporadas desde
zonas donde la enfermedad es endémica, entender como mantener a la población de
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vectores en niveles bajos, podŕıa ser de mucha utilidad para controlar la propagación de
la enfermedad.

Para hacer esto, se planteó un modelo matemático, en el cual se consideró la nece-
sidad del vector de alimentarse de los hospederos, el movimiento de los vectores hacia
lugares donde exista su fuente de alimento y una mortalidad, tanto natural, como por
la predación por parte de los hospederos. Esto último se origina debido a que algunos
animales ingieren a los vectores y que algunos humanos los exterminan debido al cono-
cimiento que tienen sobre la enfermedad de Chagas. Como consecuencia de todas estas
hipótesis se dio origen a un modelo en el cual los vectores fungen como depredadores y
presas.

Nuestros resultados matemáticos señalan la existencia de un parámetro (R) que
garantiza la existencia de equilibrios de coexistencia, esto es, soluciones donde existe la
presencia de la población de vectores y hospederos en forma simultanea. Estos equilibrios
son biológicamente importantes, ya que señalan la existencia de niveles de población
de vectores mayores que cero, los cuales podŕıan transmitir la enfermedad de Chagas.
Además, en forma numérica también se observo que al variar el valor de ρ, pueden surgir
hasta tres equilibrios de coexistencia en forma simultánea, originandose una biestabilidad
en el sistema. Dicha biestabilidad se observa en los equilibrios de refugio y brote, los
cuales podemos interpretar como los niveles de la población de vectores en los cuales
estos se mantienen a bajo nivel (escondidos) o saturan el medio.

Numéricamente hemos observado la aparición de distintos tipos de ondas viajeras, las
cuales han surgido de variar el valor del parámetro que indica la proporción de hospederos
que depredan (ρ) y la condición inicial de la población de vectores. Esto último fue
observado al considerar que nos encontramos en el equilibrio umbral de la población de
hospederos (h = 1). Entre los tipos de ondas obtenidos que consideramos resaltantes son
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dos ondas simultáneas que viajan hacia la derecha (a diferente velocidad) y también que
se mueven en sentido opuesto. Similares resultados de múltiples ondas han sido obtenidos
en sistemas que presentan biestabilidad [72, 73]. Por otro lado, también mostramos la
relación que existe entre las condiciones iniciales de hospederos y la aparición de distintos
tipos de onda cuando variamos el valor del parámetro ρ.

Biológicamente, el estudio de estas ondas viajeras es importante, puesto que nos per-
miten observar el proceso de infestación de un área determinada al suponer la cantidad
de área que está ocupada. Asimismo, la presencia de casos donde aparecen dos ondas
simultáneas, nos hace pensar que el proceso de infestación muchas veces es precedido
por un nivel bajo de población de vectores, el cual podŕıa pensarse como la etapa de
invasión, seguido (a una velocidad más lenta, pero constante) de un nivel de saturación
en el medio. En este último caso, una consideración importante es la cantidad inicial de
vectores presentes en el medio.
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Caṕıtulo 5

Discusiones finales

En el presente trabajo abordamos tres diferentes enfoques para la modelación de
la enfermedad de Chagas. La motivación de hacer esto surge de entender las distintas
caracteŕısticas que presenta la enfermedad y presentar algunas ideas de aspecto teórico o
práctico para poder ayudar a encaminar alguna solución para resolver este serio problema
de salud pública.

Los enfoques presentados a lo largo del presente trabajo abordaron aspectos carac-
teŕısticos de la enfermedad de Chagas en zonas rurales. Primero, se abordó el caso de
la propagación de la enfermedad al considerar el estilo de vida de los habitantes de las
zonas rurales como un importante medio para la transmisión. Los resultados muestran
la importancia en la propagación de la enfermedad tanto del tiempo de residencia de
los animales que van a pastar, como de las proporciones de animales involucradas en la
transmisión. Es importante resaltar que a pesar de los resultados obtenidos, el modelo
planteado presenta hipótesis que se deben ajustar más a la realidad de la dinámica po-
blacional en dichas áreas. Como por ejemplo, el considerar cada especie de animal como
una población diferente, ya que, en nuestro modelo se agrupó todas las especies en una
sola clase con el objetivo de poder estudiar el aspecto cualitativo del modelo completo.
En este enfoque quedan como trabajos pendiente dos aspectos: el poder estudiar numéri-
camente un modelo que presente cada población de hospederos en forma independiente,
y considerar el enfoque económico para poder dar una estrategia óptima de pastoreo.

En el segundo enfoque abordamos una aproximación de la dinámica de la enferme-
dad de Chagas a nivel celular, para lo cual consideramos interacción entre los parásitos-
linfocitos-células. Este enfoque toma en consideración la caracteŕıstica de autoinmunidad
que puede presentarse en la enfermedad. El caṕıtulo que abarca este enfoque busca dar
una base teórica para entender esta dinámica, mostrando la existencia de un parámetro
que podŕıa ser importante para disminuir los niveles de parásitos en el organismo y de es-
ta forma controlar la enfermedad. Sin embargo, un aspecto que consideramos importante
mencionar es que esta primera aproximación de la dinámica célular sólo presenta una
sóla población de linfocitos y células, lo cual podŕıa ser mejorado al considerar las células
del sistema inmune con más importancia en el control de la proliferación de los parásitos,
y que la población de células esté separada en marcadas y no marcadas. Además de lo
anterior mencionado, también creemos que plantear un modelo que relacione la dinámica
interior con la exterior podŕıa ser una ĺınea interasante a seguir, ya que dependiendo de
la cantidad de parásitos en el flujo sangúıneo de un hospedero infectado, es más o menos
probable que un vector se infecte y propague la enfermedad.
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Finalmente, en el tercer enfoque buscamos estudiar el proceso de invasión de la
población de vectores en una determinada área. Para hacer esto, consideramos que la
población de vectores presenta un proceso difusivo, y puesto que son hematófagos, la
tasa de crecimiento dependerá de la población de hospederos presente en el medio. En el
caṕıtulo que aborda este enfoque, se buscó dar condiciones matemáticas para garantizar
la existencia de ondas viajeras, lo cual creemos interesante, ya que nos puede dar una
idea de como ocurre el proceso de invasión. Con este objetivo, se hizo un análisis local,
mostrando que pueden existir en forma simultánea hasta tres equilibrios de coexistencia,
los cuales biológicamente indican 3 niveles distintos de vectores. Esto último es impor-
tante, ya que matemáticamente la dinámica local muestra biestabilidad, lo que indica
la importancia del número de vectores al inicio de la propagación. Asimismo, cuando
nos encontramos en el rango de los valores de los parámetros que indican biestabilidad,
nuestros resultados muestran, en el modelo con término difusivo, la aparición de ondas
viajeras que relacionan tres puntos de equilibrio, viajando en la misma dirección o en
opuestas. Por otro lado, consideramos que un aspecto muy importante a seguir estu-
diando es analizar qué ocurre en el transitorio del sistema, es decir, cuando la variable
de hospederos no se encuentre en su equilibrio, y también relacionar la propagación de
la población de vectores con el proceso de transmisión de la enfermedad de Chagas para
diferentes proporciones de áreas ocupadas.

Cerramos el presente trabajo, mencionando el art́ıculo y participaciones en congresos
que han sido frutos de este trabajo:

Acuña-Zegarra, M. A., Olmos-Liceaga, D., and Velasco-Hernández, J. X. (2018).
The role of animal grazing in the spread of Chagas disease. Journal of Theoretical
Biology, 457, 19-28.

Octubre 2016. XLIX Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana,
Aguascalientes, México. T́ıtulo de la ponencia: Modelado de la enfermedad de
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de la ponencia: El rol del tiempo de residencia de los animales domésticos en la
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[24] J E Cohen and R E Gürtler. Modeling household transmission of American
trypanosomiasis. Science, 293(5530):694–698, July 2001. ISSN 0036-8075. doi:
10.1126/science.1060638.

[25] Hisashi Inaba and Hisashi Sekine. A mathematical model for Chagas disease
with infection-age-dependent infectivity. Math. Biosci., 190(1):39–69, 2004. ISSN
00255564. doi: 10.1016/j.mbs.2004.02.004.

[26] Gustavo Cruz-Pacheco, Lourdes Esteva, and Cristobal Vargas. Control measures
for Chagas disease. Math. Biosci., 237(1-2):49–60, 2012. ISSN 00255564. doi:
10.1016/j.mbs.2012.03.005.

[27] Daniel J. Coffield, Anna Maria Spagnuolo, Meir Shillor, Ensela Mema, Bruce Pell,
Amanda Pruzinsky, and Alexandra Zetye. A Model for Chagas Disease with Oral
and Congenital Transmission. PLoS One, 8(6):e67267, June 2013. ISSN 19326203.
doi: 10.1371/journal.pone.0067267.

[28] CA Condat, S Cossy Isasi, and GJ Sibona. Parasite-antibody competition in chagas
disease. Comments Theor. Biol, 8:587–607, 2003.

[29] GJ Sibona and CA Condat. Dynamic analysis of a parasite population model.
Physical Review E, 65(3):031918, 2002.

[30] G. J. Sibona, C. A. Condat, and S. Cossy Isasi. Dynamics of the antibody- T.cruzi
competition during Chagas infection: Prognostic relevance of intracellular repli-
cation. Physical Review E, 71(2):020901, February 2005. ISSN 1539-3755. doi:
10.1103/PhysRevE.71.020901.

[31] Jorge X Velasco-Hernández and Ernesto Pérez-Chavela. A preliminary report on
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