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Hermosillo, Sonora, México, 13 de Febrero del 2017



Universidad de Sonora 

 

Repositorio Institucional UNISON 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Excepto si se señala otra cosa, la licencia del ítem se describe como openAccess 



2



SINODALES

Dr. Fernando Verduzco González
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Resumen

El estudio de ciclos ĺımite es uno de los problemas más importantes en la teoŕıa cualitati-
va de las ecuaciones diferenciales ordinarias y existen varios mecanismos para encontrarlos.
Uno de ellos es cuando un segmento deslizante cambia de estabilidad, el cual se conoce ahora
como la bifurcación pseudo-Hopf. En este trabajo, bajo condiciones genéricas, encontramos
un desdoblamiento para tal bifurcación en sistemas lineales por pedazos discontinuos en dos
dimensiones y probamos la existencia y unicidad de un ciclo ĺımite de cruce para esta fa-
milia. En tres dimensiones mostramos la ocurrencia de tal fenómeno en un caso de estudio,
aprovechando la presencia de planos invariantes los cuales funcionan de alguna forma como
el análogo de la variedad central para sistemas suaves. Más aún, aprovechando el hecho de
que las formas normales de este trabajo permiten un análisis más sencillo, podemos hacer un
estudio de otras bifurcaciones que son propias de los sistemas discontinuos como las bifurca-
ciones deslizantes. Aśı, podemos estudiar no sólo la generación de ciclos ĺımite mediante la
bifurcación pseudo-Hopf, podemos estudiar otros mecanismos como las bifurcaciones globales.
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Abstract

The study of limit cycles is one of the most important problem in the qualitative theory of
ordinary diferential equations, and there are several mechanisms to find them. One of these is
when a sliding segment changes its stability, which is known as pseudo-Hopf bifurcation. In this
work, under generic conditions, we find an unfolding for such bifurcation in two-dimensional
discontinous piecewise linear systems, and we prove the existence and uniqueness of a crossing
limit cycle for this family. In three dimensions we show the occurrence of such phenomenon in
a study case, taking advantage of the presence of invariant planes which are in somehow the
analog of the central manifold for smooth systems. In addition, taking advantage of the fact
that the normal forms of this work allow a simpler analysis, we can make a study of other
inherent bifurcations of discontinuos systems such the case of sliding bifurcations. Thus, we
can not only study the generation of limit cycles by the pseudo-Hopf bifurcation, we can study
other mechanisms like global bifurcations.
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Introducción

Los sistemas de ecuaciones diferenciales discontinuos aparecen de manera natural como mo-
delos de procesos en los cuales el comportamiento dinámico puede cambiar abrúptamente
con el estado del sistema. Tales cambios abruptos se pueden modelar como discontinuidades.
Algunas de las preguntas más importantes son ¿qué sucede en la discontinuidad?, ¿cómo se
relacionan las dinámicas en las distintas regiones?, si una órbita alcanza la discontinuidad,
¿cómo se puede continuar?. A pesar de que el estudio de sistemas discontinuos empezó a prin-
cipios de la década de 1930 con los trabajos de Andronov [4, 5], Kulebakin [60] y Nikolsky [84],
fué hasta finales de la década de 1980 cuando se pudieron responder tales preguntas de manera
sistemática por Aleksei Filippov [36], quién definió formalmente la dinámica de los sistemas
discontinuos y allanó el camino para su posterior investigación. Tales sistemas son ahora lla-
mados sistemas Filippov o sistemas suaves por pedazos (SSPP) discontinuos. Observemos que
las soluciones de los sistemas Filippov son aún continuas incluso cuando éstas alcanzan una
frontera de discontinuidad, donde los campos vectoriales se vuelven discontinuos. Ahora bien,
la pérdida de continuidad en el sistema de ecuaciones diferenciales nos agrega más riqueza
en la geometŕıa del espacio de fase, es decir, en los sistemas Filippov se puede presentar un
fenómeno que no puede ocurrir en los sistemas suaves, el llamado movimiento deslizante, el
cual ocurre en la frontera de discontinuidad.

Muchos investigadores han seguido a Filippov y han continuado el estudio sobre sistemas
discontinuos intentando comprender sus dinámicas, singularidades y bifurcaciones. En las
últimas décadas se ha incrementado el interés en estudiar este tipo de sistemas y en parte es
por la gran cantidad de fenómenos f́ısicos y biológicos en los cuales se presentan, por ejemplo en
la ingenieŕıa, la ecoloǵıa y la teoŕıa de control, ver [10, 30, 32, 46, 61, 64, 78, 93, 96]. Desde un
punto de vista puramente matemático, hubo esfuerzos paralelos para clasificar adecuadamente
las singularidades y bifurcaciones en términos de sus propiedades cualitativas. Tales esfuerzos
fueron encabezados por M.A. Teixeira en [98, 99], y en los útimos años se ha logrado tener un
mayor entendimiento y extender a dimensiones más altas, ver [23, 25, 53]. En éstos trabajos
podemos ver que la ocurrencia del movimiento deslizante en un SSPP discontinuo va de la
mano con la presencia de un punto en el cual se indetermina el sistema, la singularidad de
doble-tangencia (two-fold singularity en inglés).

En esta tesis nos limitaremos a estudiar los SSPP discontinuos en el caso más simple, esto
es, sistemas lineales por pedazos discontinuos (SLPPD) con dos zonas, separadas por una rec-
ta en el caso bidimensional y por un plano en el caso tridimensional. Nuestra motivación para
investigar éste tipo de sistemas se basa en el hecho de que los SLPPD resultan ser suficientes
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xii Introducción

para que ocurra todo tipo de dinámica, esto es, la linealidad por pedazos permite obtener
un comportamiento topológicamente equivalente a los sistemas suaves no lineales (SSNL),
siendo capaces de presentar una amplia gama de fenómenos caracteŕısticos de los SSNL, ta-
les como ciclos ĺımite, órbitas homocĺınicas y heterocĺınicas, e inclusive atractores extraños.
Ahora bien, como en los SLPPD se puede presentar movimiento deslizante en el segmento
(región) de la recta (plano) de conmutación, aunado a todos los fenómenos antes menciona-
dos, también se pueden presentar bifurcaciones propias de los SLPPD. Ejemplos de este tipo
de bifurcaciones son las llamadas bifurcaciones inducidas por la frontera de discontinuidad
(discontinuity-induced bifurcations en inglés).

En particular, el estudio de ciclos ĺımite es uno de los problemas más importantes en la
teoŕıa cualitativa de los sistemas de ecuaciones diferenciales, sin embargo, la demostración
de su existencia generalmente es muy complicada. En años recientes, se puede encontrar un
gran número de art́ıculos en la literatura acerca del surgimiento de ciclos ĺımite en SSPP en el
plano, y en éstos aparecen muchas técnicas para encontrarlos. En SSNL existe un mecanismo
muy conocido para buscar la ocurrencia de ciclos ĺımite, el Teorema de la bifurcación de Hopf,
ver [48, 63]. Existen resultados análogos para SSPP, para el caso de los continuos ver por
ejemplo [37, 65, 91, 92, 105, 106], y para el caso de los discontinuos ver [3, 40, 43, 47, 49, 62].
En los SSPP discontinuos los ciclos ĺımite se clasifican en ciclos ĺımite de cruce y ciclos ĺımite
deslizantes, dependiendo de si parte del ciclo es un segmento deslizante. En tres dimensiones
se puede presentar la situación de que el ciclo ĺımite quede totalmente contenido en el plano
de conmutación. En tal caso, la aparición del ciclo ĺımite se puede buscar con la herramienta
existente para sistemas suaves, ya que el problema se vuelve bidimensional. En el caso de
los ciclos ĺımite de cruce, su aparición puede darse al menos de tres maneras: una debido
al cambio de estabilidad de un situado de un lado de la recta o plano de conmutación (ver
[42, 88]), otra debido a la perturbación de una órbita homocĺınica de cruce (ver [75, 104]) y
la tercera y no menos trivial es la que se da debido al cambio de estabilidad de un segmento
deslizante (ver [62]). A nuestro juicio la tercera es la más interesante, ya que la aparición del
ciclo ĺımite de cruce no depende de la existencia de equilibrios fuera de la conmutación, sólo
se necesita la colisión de dos puntos de tangencia invisibles.

En los SSPP discontinuos podemos tener más de un ciclo ĺımite, ya sea sólo ciclos ĺımite
de cruce o incluyendo un ciclo ĺımite deslizante, y de hecho el determinar el número de ciclos
ĺımite en SLPP en el plano ha sido el objeto de muchos trabajos recientes. Primeramente,
Lum y Chua [77] conjeturaron que un SLPP continuo en el plano con dos zonas teńıa a lo
más un ciclo ĺımite. Esta conjetura fué probada posteriormente por E. Freire et. al. en [38].
Han y Zhang [49] propusieron SLPPD en los escenarios foco-foco, foco-nodo, y nodo-nodo, y
conjeturaron que el máximo número de ciclos ĺımite para ésta clase de sistemas discontinuos
era exactamene dos. Artés et. al. [7] mostraron que el escenario silla-silla también pod́ıa exhibir
dos ciclos ĺımite. J. Llibre et. al. [74] mostraron que en los casos foco-silla y nodo-silla hab́ıa
sistemas discontinuos presentando dos ciclos ĺımite. Huan y Yang [50] proporcionaron una
fuerte evidencia numérica sobre la existencia de tres ciclos ĺımite en el caso foco-foco. Llibre y
Ponce [72] dieron la demostración de la existencia de los tres ciclos ĺımite. Buzzi et. al. [12], con
diferentes técnicas, también obtuvieron tres ciclos ĺımite. Freire et. al. [41] mostraron que la
existencia de un foco en una zona es suficiente para tener tres ciclo ĺımite, independientemente
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de la dinámica en la otra zona. Finalmente Euzebio y Llibre en [34] demostraron que el número
máximo de ciclos ĺımite en un SLPPD con dos zonas es cuatro. Hasta el momento ésa es la
cota máxima y el único requisito para la existencia de los cuatro ciclos ĺımite es que el sistema
tenga un foco en la recta de discontinuidad. Para ver investigaciones paralelas e intermedias
al breve recuento anterior podemos citar también [51, 52, 73, 75, 79] y [68] a [71].

Cuando se considera la aparición de más de un ciclo ĺımite, frecuentemente el mecanismo
para obtenerlo es como se mencionó anteriormente, mediante la colisión de dos puntos de
tangencia invisibles. Esto es, la creación o destrucción de un ciclo ĺımite de cruce ocurre cuando
un segmento deslizante cambia de estabilidad justo después de colapsar en la singularidad de
doble-tangencia, éste fenómeno se presenta sin demostración en [62] y es llamado bifurcación
pseudo-Hopf. En esta tesis consideramos una única forma normal para la bifurcación pseudo-
Hopf, y mostramos que es posible desdoblar la bifurcación de tres tipos de puntos de doble-
tangencia. El primer escenario es el de la singularidad doble-tangencia invisible, al igual que
en [62], pero a diferencia de éste manuscrito, en el cual sólo se considera el caso con ambos
campos sin equilibrios, aqúı probamos la existencia y unicidad del ciclo ĺımite de cruce en
todas las configuraciones posibles de equilibrios: silla-silla, foco-foco, nodo-nodo, silla-foco,
silla-nodo, foco-nodo y el caso sin equilibrios. El segundo escenario es aquel con un punto que
es de tangencia invisible de un lado de la recta de conmutación y es un equilibrio frontera
tipo foco del otro lado, esto es, la singularidad tangencia-foco o singularidad foco-tangencia
(fold-focus o focus-fold en inglés) dependiendo del lado en el que esté definido el equilibrio,
ver [43, 47]. Finalmente, el tercer escenario es el de la singularidad foco-foco, esto es, de dos
equilibrios frontera tipo foco en el mismo punto de la recta de conmutación, ver [85]. De
esta manera la forma normal que exhibimos permite unificar todas las formas en las que se
obtuvo un ciclo ĺımite de cruce debido al cambio de estabilidad de un segmento deslizante.
A nuestro conocimiento, en éste trabajo es la primera vez que se presenta el desdoblamiento
de la bifurcación pseudo-Hopf, ya que en la mayoŕıa los art́ıculos mencionados previamente el
objetivo siempre fué determinar el número de ciclos ĺımite.

El problema de encontrar ciclos ĺımite en SSPP en tres dimensiones se vuelve mucho más
complicado. Existen pocos trabajos en los que se demuestra la existencia de ciclos ĺımite, y
en ellos por lo regular se trata el caso de SSPP continuos o discontinuos pero con campos no-
lineales, ver [16, 17, 39, 89, 101, 102]. En [23, 24, 53] los autores hablan sobre la creación de un
ciclo ĺımite de cruce cuando un pseudo-equilibrio1 atraviesa la singularidad de doble-tangencia.
En el tránsito a través de la singularidad, el pseudo-equilibrio pasa de ser un pseudo-nodo en
la región de deslizamiento a ser una pseudo-silla en la región de escape. De hecho en [24] los
autores dan una demostración formal de la existencia de un ciclo ĺımite de cruce inestable,
pero tanto en éste trabajo como en los otros no es el objetivo mostrar la ocurrencia de la
bifurcación pseudo-Hopf. Como se verá en esta tesis, no es necesario pedir que la singularidad
de doble-tangencia sea del tipo invisible-invisible para que nazca el ciclo ĺımite, sólo que los
campos sean antiparalelos en la singularidad al momento del tránsito del pseudo-equilibrio a
través de ella.

Otro problema interesante de abordar es el de las conexiones globales. Recientemente en
[18, 19, 70] se dieron demostraciones anaĺıticas sobre la existencia de conexiones globales en

1Término introducido por M. Gatto et. al en [44]
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un SLPP continuo, sin embargo la mayoŕıa de la evidencia existente en la Literatura sobre
conexiones globales es mediante métodos numéricos y casi siempre considerando SSPP conti-
nuos [6, 20, 26, 80, 81]. En esta tesis mostramos familias de SLPPD que presentan conexiones
globales, las cuales encontramos aprovechando las formas normales que obtenemos para este
tipo de sistemas. Vemos que a diferencia de los sistemas suaves, en los cuales es muy dif́ıcil
encontrar conexiones globales sobretodo porque existen muy pocos métodos, en los SLPPD
es muy fácil construir órbitas homocĺınicas y heterocĺınicas con un tratamiento puramente
geométrico. Una pregunta natural es, ¿qué pasa si se perturba una órbita homocĺınica?, ¿se
creará un ciclo ĺımite de cruce?. En el caso tridimensional es muy complicado establecer la
ubicación de la perturbación tal que rompa la órbita homocĺınica y provoque un ciclo ĺımite de
cruce. Para tratar de facilitar éste problema consideraremos una familia con dos parámetros y
un plano invariante, tal que la dinámica sobre él esté dada por un SLPP en dos dimensiones en
el cual es muy fácil establecer el lugar de la perturbación para obtener la bifurcación desea-
da. Aśı, estaremos dando otro mecanismo para obtener ciclos ĺımite de cruce, en éste caso
será debido al rompimiento de una órbita homocĺınica. Dentro de la misma familia veremos
también que la creación de un ciclo ĺımite de cruce se da debido a la persistencia y transición
de un ciclo ĺımite deslizante. Los dos mecanismos previamente mencionados están dentro de
las bifurcaciones globales que se proponen para el caso de dos dimensiones en [62].

No podemos dejar de mencionar el problema que más apasiona en la comunidad de siste-
mas dinámicos en las últimas décadas, nos referimos a la generación de caos. Recientemente
en [94] se demostró formalmente que un SLPP continuo en tres dimensiones es capaz de ge-
nerar un atractor extraño tipo Rossler, cuando un equilibrio estable colisiona con el plano de
conmutación. En el caso de los SLPPD aún no se han mostrado mecanismos formales que
demuestren la generación de caos, pero existe mucha evidencia numérica sobre la capacidad
que éstos tienen para desplegar atractores extraños más complicados, tal es el caso de los
atractores multi-rollo, ver [13, 14, 15, 83]. Aunque en esta tesis no se abordará el tema de
los atractores extraños, el análisis que se realiza mediante formas normales nos puede dar luz
para en un futuro establecer un mecanismo que detone la generación de éstos atractores.

El resto de la tesis se organiza como sigue. En el caṕıtulo 1 se definen los conceptos y re-
sultados sobre sistemas por pedazos discontinuos en los cuales se guiará el análisis y desarrollo
del trabajo que presentamos en los caṕıtulos subsecuentes. En el caṕıtulo 2 presentamos las
formas normales que permiten simplificar el análisis de los sistemas a tratar. En el caṕıtulo 3
se desdobla la bifurcación pseudo-Hopf para sistemas en el plano a partir de la forma normal
del caṕıtulo previo, también se exhiben familias en tres dimensiones con la bifurcación en
cuestión pero con la propiedad de poseer un plano invariante que captura la dinámica. En
el caṕıtulo 4 se analiza la ocurrencia de la bifurcación de Hopf para los campos deslizantes
regularizados en dos dimensiones y conjeturamos mediante evidencia numérica que al suceder
ésta bifurcación provoca otra bifurcación para el sistema tridimensional. En el caṕıtulo 5 se
muestra la ocurrencia de bifurcaciones globales en una familia tridimensional con un único
punto de doble-tangencia. Finalmente en el caṕıtulo 6 se dan las conclusiones del trabajo.



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Considere el sistema lineal por pedazos discontinuo (SLPPD) en Rn(n ≥ 2) con dos zonas
separadas por el hiperplano de conmutación Σ =

{
x ∈ Rn |σ(x) = cTx− c0 = 0

}
,

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0,

(1.1)

donde A1, A2 ∈ Rn×n, b1, b2, c,∈ Rn y c0 ∈ R.
Distinguimos tres conjuntos abiertos en el hiperplano de conmutación Σ,

el conjunto deslizante: Σs =
{
x ∈ Σ : cT f−(x) > 0 y cT f+(x) < 0

}
,

el conjunto de escape: Σe =
{
x ∈ Σ : cT f−(x) < 0 y cT f+(x) > 0

}
,

y el conjunto de cruce: Σc =
{
x ∈ Σ :

(
cT f−(x)

) (
cT f+(x)

)
> 0
}

.
Se pueden construir las soluciones sobre Σs ∪Σe mediante el método convexo de Filippov,

ver [36]. El método de Filippov toma la combinación convexa fs(x) de los dos campos f∓(x)
para cada punto deslizante x ∈ Σs ∪ Σe, es decir,

fs(x) = (1− γ(x))f−(x) + γ(x)f+(x), (1.2)

donde la función γ(x) se define como

γ(x) =
cT f−(x)

cT (f−(x)− f+(x))
∈ (0, 1) ∀ x ∈ Σs ∪ Σe,

y es tal que cT fs(x) = 0, ver Figura 1.1.
Por tanto, tenemos una expresión expĺıcita para el campo deslizante fs(x) generado por

(1.1),

fs(x) =
freg(x)

∆(x)
, (1.3)

donde freg(x) =
(
cT f−(x)

)
f+(x)−

(
cT f+(x)

)
f−(x) es llamado el campo deslizante regulari-

zado y ∆(x) = cT (f−(x)− f+(x)) 6= 0.

1.1. Clasificación de equilibrios y singularidades

El primer paso para entender la dinámica de los SLPPD es la descripción de sus puntos
singulares y de la dinámica local asociada a éstos. El conjunto de puntos singulares de un

1



2 Resultados Preliminares

S S S

-f (p)

f (p)+

f (p)

f (p)+

f (p)+

f (p)
p

p p

-

-

f (p)s f (p)s

Figura 1.1: Definición del campo en Σ siguiendo la construcción de Filippov en los conjuntos
de cruce, escape y deslizante.

SLPPD comprende a los puntos de equilibrio y puntos de tangencia, los cuales se describen
en esta sección. Podemos identificar los siguientes tipos de equilibrios en el sistema (1.1), ver
[32].

Definición 1. i) Un punto p ∈ Rn es un equilibrio admisible de (1.1) si

f−(p) = 0 y σ(p) < 0,

o si
f+(p) = 0 y σ(p) > 0.

ii) p ∈ Rn es un equilibrio virtual de (1.1) si

f−(p) = 0 y σ(p) > 0,

o si
f+(p) = 0 y σ(p) < 0.

iii) Decimos que un punto x̃ ∈ Σ es un pseudo-equilibrio de (1.1) si fs(x̃) = 0. El pseudo-
equilibrio es admisible si x̃ ∈ Σs ∪ Σe, o virtual si x̃ ∈ Σc.

iv) Un punto x̂ es llamado un equilibrio frontera de (1.1) si

f−(x̂)f+(x̂) = 0, y fs(x̂) = 0.

Observación 1. Note que un pseudo-equilibrio admisible se comporta de alguna manera como
un equilibrio admisible, esto es, en un pseudo-equilibrio admisible x̃ se tiene que fs(x̃) = 0,

con (cT f−(x̃))(cT f+(x̃)) < 0; un simple cálculo muestra que f+(x̃) =
(
cT f+(x̃)
cT f−(x̃)

)
f−(x̃), por

tanto f−(x̃) y f+(x̃) son antiparalelos.

Ya que lo tres tipos de conjuntos en Σ son relativamente abiertos, sus fronteras que deno-
tamos como ∂Σs, ∂Σe, ∂Σc son llamadas conjuntos de tangencia: q ∈ Σ tales que cT f−(q) = 0
o cT f+(q) = 0, ver [47, 62]. Esto es, puntos donde uno de los dos campos es tangente a Σ.
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En particular, los equilibrios frontera son puntos de tangencia, ya que están localizados en
la frontera de la región de deslizamiento o escape, donde uno de los campos se anula. La
tangencia más simple es la tangencia cuadrática con Σ, llamada fold singularity en inglés, la
cual se define como sigue.

Definición 2 (ver [58, 59]). Un punto q ∈ Σ es una singularidad de tangencia (o punto con
tangencia cuadrática) de (1.1) si

cT f−(q) = 0 y r1 = cTA1f
−(q) 6= 0,

o si

cT f+(q) = 0 y r2 = cTA2f
+(q) 6= 0.

q ∈ Σ es una singularidad de tangencia invisible (visible) para f− si

cT f−(q) = 0 y r1 > 0(< 0).

q ∈ Σ es una singularidad de tangencia invisible (visible) para f+ si

cT f+(q) = 0 y r2 < 0(> 0).

Luego, para los fines de ésta tesis, introducimos la siguiente definición.

Definición 3. Un punto q ∈ Σ será un punto de tangencia de (1.1) si

i) q es una singularidad de tangencia, o

ii) q es un foco de f− o f+.

Esto es, un punto de tangencia es un punto con tangencia cuadrática con Σ, o es un fo-
co frontera. El caso en el que el sistema (1.1) tiene una singularidad de tangencia para un
campo, y un foco frontera para el otro en el mismo punto del hiperplano de conmutación, es
llamado equilibrio tangencia-foco (fold-focus en inglés), ver [43]. Cuando el sistema (1.1) tiene
un doble-foco frontera en el mismo punto del hiperplano de conmutación, esto es, cuando hay
un foco frontera de ambos lados, a éste punto se llama equilibrio foco-foco, ver [85]. Finalmen-
te, una singularidad de doble-tangencia es cuando el sistema (1.1) tiene una doble-tangencia
cuadrática en el mismo punto sobre Σ, ver [22, 23, 24, 25, 35, 53, 97, 98, 99]. En las Figuras
1.2 y 1.3 se ilustran el equilibrio tangencia-foco, el equilibrio foco-foco y la singularidad de
doble-tangencia en el caso de dos dimensiones.

Para el caso de la singularidad doble-tangencia invisible, en [62] se hace la siguiente dis-
tinción:

Cuando los vectores f−(q0) y f+(q0) son antiparalelos, con q0 ∈ ∂Σc, la singularidad es
llamada foco fundido (fused focus en inglés).

Cuando los vectores f−(q0) y f+(q0) son paralelos, con q0 ∈ ∂Σs ∩ ∂Σe, la singularidad
es llamada pseudo-foco fundido.
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En este trabajo llamaremos punto de doble-tangencia a la singularidad de doble-tangencia,
al equilibrio tangencia-foco y al equilibrio foco-foco. Finalmente, el punto de doble-tangencia
podrá ser de tres tipos:

Visible: Si la tangencia es visible en ambos campos.

Invisible: Si la tangencia es invisible en ambos campos.

Visible-invisible: Si la tangencia es visible en un campo e invisible en el otro.

a) b) c)

Figura 1.2: a) Equilibrio tangencia-foco: el caso invisible. b) Equilibrio foco-foco. c) Equilibrio
tangencia-foco: el caso visible. Las ĺıneas punteadas y continuas indican cruce y deslizamiento
en Σ respectivamente.



1.2 Equivalencia topológica y bifurcaciones 5

a) b) c)

Figura 1.3: Tipos de singularidad doble-tangencia. a) Singularidad doble-tangencia visible.
b) Singularidad doble-tangencia invisible. Arriba: pseudo-foco fundido inestable. Abajo: fo-
co fundido inestable. c) Singularidad doble-tangencia visible-invisible. Las ĺıneas punteadas y
continuas indican cruce y deslizamiento en Σ respectivamente.

1.2. Equivalencia topológica y bifurcaciones

En esta sección presentamos dos diferentes definiciones de equivalencia topológica, las cuales
nos conducen a comportamientos genéricos locales y a bifurcaciones de codimensiones 1 y 2.
Ambas definiciones son tomadas de [47]. Ver también [11] y [62].

Definición 4. Dos campos f(x) y f̃(y) de la forma de (1.1), definidos en conjuntos abiertos
U y Ũ y con hiperplanos de conmutación Σ ⊂ U y Σ̃ ⊂ Ũ respectivamente, son Σ-equivalentes
si existe un homeomorfismo h : U → Ũ el cual env́ıa Σ en Σ̃ y env́ıa órbitas de f(x) en órbitas
de f̃(y).

Definición 5. Dos campos f(x) y f̃(y) de la forma de (1.1), definidos en conjuntos abiertos U
y Ũ y con hiperplanos de conmutación Σ ⊂ U y Σ̃ ⊂ Ũ respectivamente, son topológicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo h : U → Ũ , el cual env́ıa órbitas de f(x) en órbitas
de f̃(y).

De las definiciones anteriores es obvio que si dos campos son Σ-equivalentes también son
topológicamente equivalentes, pero el rećıproco en general no es cierto.
Ahora considere un SLPPD dependiente de un parámetro

ẋ = f(x, µ) =

{
f−(x, µ) = A1(µ)x+ b1(µ), si σ(x, µ) < 0,
f+(x, µ) = A2(µ)x+ b2(µ), si σ(x, µ) > 0.

(1.4)
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donde x ∈ Rn, µ ∈ R y σ(x, µ) = cT (µ)− c0(µ).
El sistema (1.4) exhibe una bifurcación en µ = µ0 si una pequeña perturbación del paráme-

tro produce un sistema topológicamente no-equivalente al sistema sin perturbar. Todas las
bifurcaciones de (1.4) se clasifican como locales o globales. Una bifurcación local se puede
detectar al buscar una pequeña vecindad arbitraria de un punto en el espacio de estados.
Cualquier otra bifurcación se clasifica como global.

1.2.1. Bifurcación pseudo-Hopf

Considere el SLPPD (1.4) en dos dimensiones. La dinámica alrededor de un punto de tangen-
cia es persistente bajo pequeñas perturbaciones o cambios de los parámetros. En particular,
cuando el parámetro del SLPPD provoca el movimiento de los puntos de tangencia a lo largo
de la recta de conmutación y por tanto dos puntos de tangencia pueden collisionar. El tipo
de bifurcación que ocurra cuando un punto de tangencia de f− y un punto de tangencia de
f+ collisionan en un punto q0 ∈ Σ depende de la visibilidad de cada punto de tangencia y
de si los campos f− y f+ son paralelos o antiparalelos en q0. En [62] se da una descripción
completa de los distintos escenarios de bifurcación de puntos de doble-tangencia. La mayoŕıa
de éstos escenarios de bifurcación involucran cambios en la topoloǵıa del segmento deslizante
o de cruce, o cambios en la estabilidad del segmento deslizante. El caso excepcional se presen-
ta en la Figura 1.4, donde dos puntos de tangencia invisible colisionan cuando f− y f+ son
antiparalelos. Este caso no solo involucra cambios del segmento deslizante y de cruce, también
involucra la aparición de un ciclo ĺımite de cruce. Por tal razón, a ésta bifurcación se le deno-
minó bifurcación pseudo-Hopf en [62]. En dicho manuscrito se da una familia de sistemas que
presentan asta bifurcación y le llaman erróneamente forma normal, ya que no todo sistema
que presente la bifurcación pseudo-Hopf puede ser llevado bajo hipótesis genéricas a la forma
normal presentada.

µ < µ0 µ = µ0 µ > µ0

Figura 1.4: Colisión de dos puntos de tangencia invisibles: Bifurcación pseudo-Hopf. Para
µ < µ0 se tiene un pseudo-nodo estable y un ciclo ĺımite inestable, para µ = µ0 se tiene el
foco fundido inestable y para µ > µ0 se tiene un pseudo-nodo inestable.
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1.2.2. Bifurcaciones globales

Bifurcación bucle

Considere el SLPPD (1.4) en dos dimensiones. Supongamos que existe un ciclo deslizante para
µ < µ0 y que, para µ = µ0 el segmento estándar del ciclo retorna al segmento deslizante en
un punto de tangencia invisible. Si el punto de retorno del ciclo sobre Σ pasa del segmento
deslizante al segmento de cruce con velocidad distinta de cero en µ = µ0, entonces para µ > µ0

el ciclo permanece pero entra al lado σ(x) > 0 antes de retornar al segmento deslizante, ver
Figura 1.5.

µ < µ0 µ = µ0 µ > µ0

Figura 1.5: Bifurcación bucle.

Bifurcación ciclo ĺımite de cruce cŕıtico

Ahora supongamos que para µ < µ0 existe un ciclo deslizante con un único segmento deslizante
con un extremo visible. Este segmento deslizante se compacta cuando µ → µ0 y el ciclo se
convierte para µ = µ0 en un ciclo de cruce. Para µ > µ0 el ciclo de cruce persiste y se aleja del
segmento deslizante. Por tanto, esta bifurcación involucra una transición de un ciclo deslizante
a un ciclo de cruce, ver Figura 1.6.
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µ < µ0 µ = µ0 µ > µ0

Figura 1.6: Bifurcación ciclo ĺımite de cruce cŕıtico.

Ambas bifurcaciones se proponen en [62] sin mostrar alguna forma normal. Posteriormente
en [29] se muestra un ejemplo de aplicación donde se presentan éstas bifurcaciones. Luego en
[47] se propone una familia la cual es demostrada después en [43]. Recientemente en [103] se
dan condiciones necesarias y suficientes para que un SLPPD en el plano presente éstas y otras
bifurcaciones.

1.2.3. Bifurcación de Hopf

Considerando el hecho de que los SLPPD en tres dimensiones generan campos deslizantes
en dos dimensiones y que tales campos resultan ser de manera general no-lineales, podemos
considerar la herramienta que se conoce para sistemas suaves y hacer un análisis de bifurca-
ciones. Para los fines de ésta tesis sólo consideramos bifurcaciones de ciclos ĺımite y en éste
caso podemos considerar el bien conocido Teorema de la bifurcación de Hopf, ver [48].

Teorema 1 (Teorema de la bifurcación de Hopf). Supongamos que el sistema no-lineal

ẋ = f(x, µ)

con x ∈ Rn, µ ∈ R tiene un equilibrio (x0, µ0) el cual satisface las siguientes propiedades:
(H1) Dxf(x0, µ0) posee un único par de valores propios puramente imaginarios y nigún otro
valor propio con parte real cero.

(H2) Sea λ(µ), λ(µ) los valores propios de Dxf(x0, µ) los cuales son imaginarios en µ = µ0,
tales que

d =
d

dµ
(Re(λ(µ))) |µ=µ0 6= 0 (1.5)

Entonces existe una única variedad central tridimensional, pasando por (x0, µ0) ∈ Rn×R
y un sistema de coordenadas suave, cuya expansión en serie de Taylor, hasta grado tres sobre
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la variedad central, esta dado, en forma polar, por la siguiente expresión

ṙ = (dµ+ ar2)r

θ̇ = ω0 + cµ+ br2

Si a 6= 0 entonces existe una superficie de órbitas periódicas en la variedad central, las
cuales tienen tangencia cuadrática con el eigenespacio generado por λ(µ0), λ(µ0) el cual coin-
cide en dimensión dos, con el paraboloide µ = −a

dr
2. Si a < 0, entonces, esas soluciones

periódicas son estables, mientras que si a > 0, son ciclos ĺımite inestables.

Observación 2. Si a < 0, se dice que la bifurcación de Hopf es Supercŕıtica, mientras que si
a > 0, se dice que la bifurcación de Hopf es Subcŕıtica. Los coeficientes de estabilidad d y a
son llamados velocidad de cruce y primer coeficiente de Lyapunov, respectivamente.

Para sistemas en el plano, existe una expresión para calcular el llamado primer coeficiente
de Lyapunov a.

Considere el sistema
ẋ = Jx+ F (x),

donde J =

(
0 −ω0

ω0 0

)
, F (x) =

(
F1(x)
F2(x)

)
, F (0) = 0 y DF (0) = 0. Entonces

a =
1

16ω0
(R1 + ω0R2), (1.6)

donde

R1 = (F1x1x2(F1x1x1 + F1x2x2)

−F2x1x2(F2x1x1 + F2x2x2)

−F1x1x1F2x1x1 + F1x2x2F2x2x2)|x=0

R2 = (F1x1x1x1 + F1x1x2x2 + F2x1x1x2 + F2x2x2x2)|x=0.

En [100] se establece el siguiente teorema.

Teorema 2 (Velocidad de cruce). Considere el sistema no-lineal

ẋ = f(x, µ),

donde x ∈ Rn, µ ∈ Rm, y f es suficientemente suave. Suponga que existe un punto (x0, µ0)
tal que
(C1) f(x0, µ0) = 0,
(C2) σ(Df(x0, µ0)) = {λ1,2 = ±iω0, Re(λj) 6= 0, j = 3, . . . , n}.

Si v = v1 + iv2 ∈ Cn y w = w1 + iw2 ∈ Cn son los vectores propios derecho e izquierdo de
la matriz A = Df(x0, µ0) con valor propio iω0, respectivamente, tales que

wTi vj =

{
0, i = j,
1, i 6= j,
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entonces la velocidad de cruce d está dada por

d =
1

2
((w1 · S) v2 + (w2 · S) v1) (1.7)

donde S =

 S1
...
Sn

, con Si =
(
S1
i S2

i · · · Sni
)
∈ Rm×n,

y Si = fiµx(x0, µ0)−
(
A−1fµ(x0, µ0)

)T
D2fi(x0, µ0)

para i = 1, . . . , n.

Observación 3. Para el caso cuando n = 2, la fórmula (1.7) se escribe como sigue

d =
1

2

(
S1

1 + S2
2

)
(1.8)

En el siguiente caṕıtulo haremos una distinción de los SLPPD en términos de la presencia
o no de los puntos de doble-tangencia. A partir de ésta distinción podremos construir formas
normales que nos permitirán analizar las bifurcaciones de ciclos ĺımite que se presentaron en
éste caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Formas normales para SLPPD

En este caṕıtulo encontraremos formas normales para SLPPD en dos y tres dimensiones,
basándonos en la presencia o no de los puntos de doble-tangencia. En [40] se presentó una
forma normal para SLPPD en el plano, la cual permite encontrar dinámicas de cruce sin
tomar mucho en cuenta lo que ocurra en la recta de conmutación y a la fecha es la que se
ha estado empleando en la comunidad dedicada a encontrar ciclos ĺımite en SLPPD. En el
caso de los SLPPD en tres dimensiones sólo podemos citar el trabajo de M.R. Jeffrey y A.
Colombo [53, 23], aunque en éste se hace un análisis local alrededor de la singularidad de
doble-tangencia y para los casos genéricos de f− y f+.

2.1. Existencia de puntos de doble-tangencia

Considere el SLPPD en Rn con dos zonas separadas por el hiperplano de conmutación
Σ =

{
x ∈ Rn |σ(x) = cTx− c0 = 0

}
,

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0,

(2.1)

donde A1, A2 ∈ Rn×n, b1, b2, c,∈ Rn y c0 ∈ R. Definimos los hiperplanos

π1 =
{
x ∈ Rn | cT f−(x) = 0

}
,

π2 =
{
x ∈ Rn | cT f+(x) = 0

}
.

La peculiaridad de los hiperplanos π1 y π2 es que están conformados por puntos en los
cuales las órbitas de los campos f−(x) y f+(x) son paralelas al hiperplano Σ. En particular,
los conjuntos de intersección de cada uno de los hiperplanos con el hiperplano Σ son los
conjuntos de tangencia, esto es l1 = π1 ∩ Σ y l2 = π2 ∩ Σ. Entonces, para tener puntos
de doble-tangencia, los conjuntos de tangencia se deben intersectar. Aśı, si consideramos el
sistema lineal de ecuaciones algebraicas

Tx = b (2.2)

11
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donde T =

 cT

cTA1

cTA2


3×n

, b =

 c0

−cT b1
−cT b2


3×1

, y x ∈ Rn, de acuerdo al Teorema de Rouché-

Frobenius2 (ver Apéndice A), el sistema (2.2) es compatible determinado (solución única) si se
cumple que rang(T ) = rang(T |b) = n y compatible indeterminado (infinidad de soluciones)
si rang(T ) = rang(T |b) < n. De esta manera, la existencia de los puntos de doble-tangencia
en el sistema (2.1) está determinada por la existencia de las soluciones del sistema (2.2).

Ahora bien, debido a que el sistema (2.2) está formado por tres ecuaciones lineales con
n incógnitas, la solución única podrá presentarse en las dimensiones n = 2 y n = 3; para
dimensiones mayores sólo podrá presentarse el caso de infinidad de soluciones.

2.1.1. Caso: rang(T ) = rang(T |b) = 3

Supongamos que el sistema (2.1) satisface la condición rang(T ) = rang(T |b) = 3. Para n = 3
se tiene solución única y para n > 3 se tiene una infinidad de soluciones, ver [25]. En esta
situación, el hiperplano Σ siempre quedará dividido en los tres tipos de conjuntos, Σs, Σe, Σc,
siendo delimitados por el conjunto de puntos de doble-tangencia l = l1 ∩ l2, ver Figura 2.1.

Sc

q
0

l

Se

Ss

Sc

Sc

Sc

Se
Ss

Figura 2.1: Izquierda: En tres dimensiones las rectas de puntos de tangencia l1 y l2 se inter-
sectan en un único punto de doble-tangencia q0. Derecha: En cuatro dimensiones los planos
de puntos de tangencia l1 y l2 se intersectan en la recta de puntos de doble-tangencia l.

2.1.2. Caso: rang(T ) = rang(T |b) = 2

Supongamos que el sistema (2.1) satisface la condición rang(T ) = rang(T |b) = 2. Para n = 2
se tiene solución única y para n > 2 se tiene una infinidad de soluciones. En cualquiera de los
casos, podemos considerar sin pérdida de generalidad que existen escalares γ1, γ2, tales que,

AT2 c = γ1c+ γ2A
T
1 c,

2También conocido como Teorema de Rouché-Capelli
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y
cT b2 = −γ1c0 + γ2c

T b1.

Proposición 1. Si el sistema (2.1) satisface rang(T ) = rang(T |b) = 2, entonces

Si γ2 < 0 entonces Σ = Σs ∪ l ∪ Σe, es decir, l ∈ ∂Σs ∩ ∂Σe.

Si γ2 > 0 entonces Σ = Σc ∪ l, es decir, l ∈ ∂Σc.

Demostración. Es suficiente con considerar el producto (cT f−(x))(cT f+(x)) para x ∈ Σ,

(cT f−(x))(cT f+(x)) = (cT f−(x))(cTA2x+ cT b2)

= (cT f−(x))(γ1c
Tx+ γ2c

TA1x− γ1c0 + γ2c
T b1x)

= (cT f−(x))(γ1(cTx− c0) + γ2(cT f−(x)))

= γ2(cT f−(x))2

Ahora, en el caso γ2 < 0, como el deslizamiento ocurre en Σ − {l} y l ∈ ∂Σs ∩ ∂Σe, es
decir, el conjunto l es la única frontera del conjunto de deslizamiento, por tanto, el valor de
γ(x) dada por (1.2) debe ser constante para cada punto deslizante. En efecto, se verifica que

γ(x) =
cT (A1x+ b1)

cT ((A1 −A2)x+ (b1 − b2))

=
cT (A1x+ b1)

cTA1x− γ1cTx− γ2cTA1x+ cT b1 − γ2cT b1 + γ1cT q0

=
cT (A1x+ b1)

cTA1x(1− γ2) + cT b1(1− γ2)

=
1

1− γ2

De aqúı que el campo deslizante sea lineal, esto es, siguiendo (1.2),

fs(x) = A1x+ b1 +
1

1− γ2
((A2 −A1)x+ (b2 − b1))

=
1

1− γ2
((A2 − γ2A1)x+ b2 − γ2b1)

=
1

1− γ2
(Āx+ b̄),

donde Ā = A2 − γ2A1 y b̄ = b2 − γ2b1.

Observación 4. Si γ2 = 0 entonces fs(x) = f+(x), lo cual significa que el hiperplano π2

colapsa al hiperplano Σ, es decir, los hiperplanos π2 y Σ son coplanares. En este caso Σ =
Σs ∪ l ∪ Σc, es decir, el movimiento deslizante existe sólo a un lado de l. En contraste, si
γ1 = 0 entonces los hiperplanos π1 y π2 son coplanares, y esto no contradice a la Proposición
1.
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En la Figura 2.2 se muestra el caso para para n = 3, en ésta los planos Σ, π1, y π2 se
intersectan en una recta compuesta de puntos de doble-tangencia.

a) b)

Figura 2.2: En a) no hay deslizamiento, en b) Σ − {l} es deslizante, y en ambos casos los
tres planos se intersectan en una recta de puntos de doble-tangencia. Cada una de los planos
están en posición genérica con respecto al otro, implicando que ninguno es coplanar. Las ĺıneas
punteadas denotan los pedazos virtuales de cada plano.

En Teoŕıa de Control es frecuente encontrarnos con el caso descrito en esta sección, ver
[1, 2, 95].

2.1.3. Caso: rang(T ) = rang(T |b) = 1

Ahora supongamos que el sistema (2.1) satisface la condición rang(T ) = rang(T |b) = 1, en-
tonces el par de vectores {c, AT1 c} y {c, AT2 c} son linealmente dependientes. Según el Teorema
de Rouché-Frobenius los hiperplanos π1, π2 y Σ son coplanares, y por lo tanto Σ está cons-
tituido enteramente de puntos de doble-tangencia. La siguiente proposición muestra que no
hay deslizamiento para este caso.

Proposición 2. Si el sistema (2.1) satisface rang(T ) = rang(T |b) = 1 entonces no hay
deslizamiento en Σ.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que T =

 cT

γ1c
T

γ2c
T

 y T |b =

 cT , c0

γ1c
T , γ1c0

γ2c
T , γ2c0


y consideremos el producto cT (A1x+ b1)cT (A2x+ b2), con x ∈ Σ,

cT (A1x+ b1)cT (A2x+ b2) =
(
γ1c

Tx− γ1c0

) (
γ2c

Tx− γ2c0

)
= γ1γ2

(
cTx− c0

)2
= 0 ∀ γ1, γ2

Por tanto no podemos construir un campo deslizante para este caso.
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Observación 5. Observe que c es vector propio de las matrices AT1 y AT2 , es decir, ATi c = γic.

En resumen estaremos interesados en los casos rang(T ) = rang(T |b) = 3 y rang(T ) =
rang(T |b) = 2, ya que son los escenarios que permiten hacer una búsqueda de ciclos ĺımite de
cruce. En tres dimensiones el caso rang(T ) = rang(T |b) = 3 es el más estudiado hasta ahora
y es el más interesante desde el punto de vista matemático ya que siempre existe un punto de
doble-tangencia, sin embargo, en las aplicaciones es más factible que se nos presente el otro
caso. De cualquier manera, consideraremos ambos casos y encontraremos formas normales
para posteriormente hacer la búsqueda de ciclos ĺımite. En el caso rang(T ) = rang(T |b) = 2
se vuelve determinante considerar γ2 > 0 para poder crear un conjunto deslizante, esto es,
consideraremos SLPPD que de manera genérica tengan dos conjuntos de tangencia y que al
hacer tender a cero cierto parámetro éstos conjuntos colapsen en un conjunto de puntos de
doble-tangencia.

2.2. Forma normal en R2

Considere el SLPPD con dos zonas separadas por la recta de conmutación
Σ =

{
x ∈ R2 |σ(x) = cTx− c0 = 0

}
,

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0,

(2.3)

donde A1, A2 ∈ R2×2, b1, b2, c,∈ R2 y c0 ∈ R.
La idea es desdoblar el punto de doble-tangencia q0 de tal forma que dos puntos de

tangencia, q1 y q2, de f− y f+, respectivamente, delimiten un segmento deslizante, y cuando
éstos cambien su posición relativa en Σ, después de colapsar en q0, el segmento deslizante
cambie su estabilidad. Ver Figura 2.3.

s

+ + +

e

µ < µ0 µ = µ0 µ > µ0

Figura 2.3: Cambio de estabilidad del segmento deslizante para el caso de dos puntos de tangencia invisible.

Con esta idea, asumimos que f(x) satisface la siguiente hipótesis genérica:

(H0) Los pares de vectores
{
c, AT1 c

}
y
{
c, AT2 c

}
son linealmente independientes.
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Bajo la hipótesis (H0), el SLPPD (2.3) tiene dos puntos de tangencia, q1, q2. Esto es
claro, ya que como el sistema es planar entonces los hiperplanos πi representan rectas

πi : cT (Aix+ bi) = 0, entonces πi ∩ Σ = {qi},

para i = 1, 2. Luego, existen escalares γ1, γ2, con γ2 > 0, tales que,

AT2 c = γ1c+ γ2A
T
1 c.

El siguiente teorema nos dá una forma normal para SLPPD que satisfacen la hipótesis
genérica (H0).

Teorema 3. Bajo la hipótesis (H0), el cambio de coordenadas

y = h(x) =


γ2Q1(x− q1), si σ(x) ≤ 0,

Q2(x− q1), si σ(x) ≥ 0,
(2.4)

donde Q1 =

(
cT

cTA1

)
, Q2 =

(
cT

cTA2

)
, transforma (2.3) en

ẏ = f(y) =


f̃−(y) = Ã1y + b̃1, si y1 < 0,

f̃+(y) = Ã2y + b̃2, si y1 > 0,

(2.5)

donde Ã1 =

(
0 1
c1 c2

)
, Ã2 =

(
0 1
d1 d2

)
, b̃1 =

(
0

γ2r1

)
y b̃2 =

(
b

r2 + d2b

)
,

con

c1 = −det(A1),

c2 = tr(A1),

d1 = −det(A2),

d2 = tr(A2), (2.6)

r1 = cTA1(A1q1 + b1),

r2 = cTA2(A2q2 + b2),

b = cT (A2q1 + b2).

Observación 6. a) Si q2 → q1 entonces b→ 0, esto es, en b = 0, los puntos de tangencia
colapsan en q0.

b) Si r1 > 0(< 0) entonces q1 es un punto de tangencia invisible(visible).

c) Si r2 < 0(> 0) entonces q2 es un punto de tangencia invisible(visible).
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Observación 7. Si consideramos det(Ã1) 6= 0 y det(Ã2) 6= 0, entonces los equilibrios de los

campos f̃− y f̃+ son p1 =

(
−γ2r1

c1
0

)
y p2 =

(
− r2
d1

−b

)
, respectivamente. Luego, se cumple

lo siguiente:
Caso: r1 > 0 y r2 < 0

Si det(Ãj) < 0 entonces pj es admisible, para j = 1, 2.

Si det(Ãj) > 0 entonces pj es virtual, para j = 1, 2.

Caso: r1 < 0 y r2 > 0

Si det(Ãj) < 0 entonces pj es virtual, para j = 1, 2.

Si det(Ãj) > 0 entonces pj es admisible, para j = 1, 2.

Caso: r1 > 0 y r2 > 0

Si det(Ã1) < 0(> 0) entonces p1 es admisible(virtual).

Si det(Ã2) < 0(> 0) entonces p2 es virtual(admisible).

Caso: r1 < 0 y r2 < 0

Si det(Ã1) < 0(> 0) entonces p1 es virtual(admisible).

Si det(Ã2) < 0(> 0) entonces p2 es admisible(virtual).

Caso: rj = 0

En este caso qj es un equilibrio frontera, el cual debe ser un foco frontera, con valores
propios αj ± iβj, con βj > 0, para j = 1, 2.

El siguiente corolario establece la Σ-equivalencia del cambio de coordenadas (2.4), ver [47].

Corolario 1. Si γ2 > 0 entonces h(Σa) = Σ̃a, para a ∈ {s, e, c}.

Demostración. Para x ∈ Σ, h(x) =

(
0

γ2c
TA1(x− q1)

)
=

(
0

cTA2(x− q1)

)
.

Entonces,

eT1 f̃
−(h(x)) = (1, 0)

(
γ2c

TA1(x− q1)
c2c

TA1(x− q1) + γ2r1

)
= γ2c

TA1(x− q1) + γ2c
T b1 − γ2c

T b1

= γ2c
TA1(x+ b1)− γ2c

T (A1q1 + b1)

= γ2c
T f−(x),



18 Formas normales para SLPPD

y

eT1 f̃
+(h(x)) = (1, 0)

(
cTA2(x− q1) + b

r2 + d2(cTA2(x− q1) + b)

)
= cTA2(x− q1) + cT (A2q1 + b2)

= cT (A2x+ b2) + cTA2q1 − cTA2q1

= cT f+(x).

~

~~

~

~

p

p

p

p

Figura 2.4: Cambio de coordenadas (2.4)

La Figura 2.4 muestra el efecto de ortogonalización del cambio de coordenadas (2.4). De
la forma normal (2.5), para b = 0, tenemos nueve escenarios distintos en los cuales se puede
desdoblar el punto de doble-tangencia de tal forma que es posible observar un cambio de
estabilidad en un segmento deslizante. Ver Figura 2.5.

2.2.1. Demostración del Teorema 3

Para x ∈ Σ,

h(x) =


γ2Q1(x− q1) =

(
γ2c

T (x− q1)
γ2c

TA1(x− q1)

)
=

(
0

cTA2(x− q1)

)
, si σ(x) ≤ 0,

Q2(x− q1) =

(
cT (x− q1)
cTA2(x− q1)

)
=

(
0

cTA2(x− q1)

)
, si σ(x) ≥ 0,
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r1

r2

Figura 2.5: Desdoblamientos del punto de doble-tangencia.

esto es, h env́ıa Σ en y1 = 0.
Para σ(x) ≤ 0,

ẏ = f̃−(y) = γ2Q1ẋ

= γ2Q1(A1x+ b1)

= γ2Q1

(
A1

(
1

γ2
Q−1

1 y + q1

)
+ b1

)
= Q1A1Q

−1
1 y + γ2Q1(A1q1 + b1)

= Ã1y + b̃1,

donde

Ã1 = Q1A1Q
−1
1 =

(
cTA1Q

−1
1

cTA2
1Q
−1
1

)
=

(
0 1
c1 c2

)
,

ya que

QiQ
−1
i =

(
cTQ−1

i

cTAiQ
−1
i

)
= I, para i = 1, 2,
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y

b̃1 = γ2Q1(A1q1 + b1) =

(
0

γ2r1

)
.

Para σ(x) ≥ 0,

ẏ = f̃+(y) = Q2ẋ

= Q2(A2x+ b2)

= Q2

(
A2(Q−1

2 y + q1) + b2
)

= Q2A2Q
−1
2 y +Q2(A2q1 + b2)

= Ã2y + b̃2,

donde

Ã2 = Q2A2Q
−1
2 =

(
cTA2Q

−1
2

cTA2
2Q
−1
2

)
=

(
0 1
d1 d2

)
,

y

b̃2 = Q2(A2q1 + b2) =

(
cT (A2q1 + b2)
cTA2(A2q1 + b2)

)
=

(
b

b̂

)
.

Si Q−1
2 = ( v1 v2 ) entonces Q2Q

−1
2 =

(
cT

cTA2

)
( v1 v2 ) = I. Observe que es posible norma-

lizar c de tal forma que ||v2|| = 1. Definamos v = q2 − q1, entonces

b̂ = cTA2(A2q1 + b2) = cTA2(A2(q2 − v) + b2) = cTA2(A2q2 + b2)− cTA2
2v = r2 − cTA2

2v.

Luego, existen s1, s2 ∈ R tales que v = s1v1 + s2v2, pero 0 = cT v = s1c
T v1 + s2c

T v2 = s1,
entonces

v = s2v2. (2.7)

Ahora bien, cTA2
2v = s2c

TA2
2v2 = s2d2, y cTA2v = s2c

TA2v2 = s2, esto es,

s2 = cTA2v = cTA2(q2 − q1) + cT b2 − cT b2 = −cT (A2q1 + b2) = −b, (2.8)

Esto termina la demostración.
�

Observación 8. De (2.7) y (2.8) se sigue que

||q2 − q1|| = |b|.

2.2.2. Dinámica normalizada en las regiones de deslizamiento y escape

De (1.2), el campo deslizante se expresa como

fs(y) =
1

b

(
0

(c2 − d2)y2
2 + ((c2 − d2)b+ γ2r1 − r2)y2 + γ2r1b

)
Omitiendo la componente trivial, definimos el campo deslizante regularizado como sigue

ż = freg(z) = (c2 − d2)z2 + ((c2 − d2)b+ γ2r1 − r2)z + γ2r1b (2.9)
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Observación 9. Los campos fs y freg(−freg) son topológicamente equivalentes en Σ̃e(Σ̃s).

Proposición 3. Si r1r2 < 0 entonces el campo freg(z) tiene un único punto de equilibrio, el
cual será un pseudo-nodo si r1 > 0 y r2 < 0, o una pseudo-silla si r1 < 0 y r2 > 0.

Demostración. Considere el caso invisible-invisible, esto es, r1 > 0 y r2 < 0. Es suficiente con
evaluar (2.9) en las fronteras del segmento deslizante, es decir, en z = 0 y z = −b

ż|0 = γ2r1b > 0(< 0) si b > 0(< 0),

ż|−b = γ2r1b < 0(> 0) si b > 0(< 0).

Ahora considere el caso visible-visible, esto es, r1 < 0 y r2 > 0. Nuevamente evaluamos en
z = 0 y z = −b

ż|0 = γ2r1b > 0(< 0) si b < 0(> 0),

ż|−b = γ2r1b < 0(> 0) si b < 0(> 0).

2.3. Forma normal en R3 para el caso con único punto de doble-
tangencia

Considere el SLPPD con dos zonas separadas por el plano de conmutación
Σ =

{
x ∈ R3 : σ(x) = cTx− c0 = 0

}
,

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0,

(2.10)

donde A1, A2 ∈ R3×3, b1, b2, c ∈ R3 y c0 ∈ R.
Supongamos que este sistema satisface la condición rang(T ) = rang(T |b) = 3, donde

T =

 cT

cTA1

cTA2


3×3

. En esta situación, el plano Σ siempre quedará dividido en los tres tipos

de regiones alrededor del punto de doble-tangencia x = q0 (ver Figura 2.6).

Enseguida, introduciremos un cambio de coordenadas para transformar al sistema (2.10)
en una forma normal. De hecho, usamos la matriz T aprovechando que es invertible.

Teorema 4. El cambio de coordenadas

y = h(x) = T (x− q0),

donde T =

 cT

cTA1

cTA2


3×3

, transforma al sistema (2.10) en

ẏ = f(y) =

{
f̃−(y) = Ã1y + b̃1, si y1 < 0,

f̃+(y) = Ã2y + b̃2, si y1 > 0,
(2.11)
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e

s

c

c

Figura 2.6: Regiones alrededor del punto de doble-tangencia.

donde Ã1 =

 0 1 0
c1 c2 c3

c4 c5 c6

 , Ã2 =

 0 0 1
d1 d2 d3

d4 d5 d6

 , b̃1 =

 0
r1

b13

 , y b̃2 =

 0
b22

r2

.

Demostración. Observe que

TT−1 = I ⇐⇒

 cTT−1

cTA1T
−1

cTA2T
−1

 =

 eT1
eT2
eT3

 .

Aplicamos el cambio de variable al plano Σ

cT (T−1y + q0)− c0 = 0 ⇐⇒ cTT−1y + cT q0 − c0 = 0
⇐⇒ eT1 y = 0
⇐⇒ y1 = 0

Entonces ahora el nuevo plano de conmutación es Σ̃ =
{
y ∈ R3 : y1 = 0

}
.

Ahora, al aplicar el cambio de variable a los campos

ẏ = T ẋ

= T (Aix+ bi)

= TAi(T
−1y + q0) + Tbi

= TAiT
−1y + T (Aiq0 + bi)

= Ãiy + b̃i,

donde

Ã1 = TA1T
−1 =

 cTA1T
−1

cTA2
1T
−1

cTA2A1T
−1

 =

 eT2
cTA2

1T
−1

cTA2A1T
−1

 ,
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Ã2 = TA2T
−1 =

 cTA2T
−1

cTA1A2T
−1

cTA2
2T
−1

 =

 eT3
cTA1A2T

−1

cTA2
2T
−1

 ,

b̃1 = T (A1q0 + b1) =

 cT (A1q0 + b1)
cTA1(A1q0 + b1)
cTA2(A1q0 + b1)

 =

 0
r1

cTA2(A1q0 + b1)

,

b̃2 = T (A2q0 + b2) =

 cT (A2q0 + b2)
cTA1(A2q0 + b2)
cTA2(A2q0 + b2)

 =

 0
cTA1(A2q0 + b2)

r2

.

~

~

~

~

Figura 2.7: Flujos y regiones en forma normal. Podemos ver somo el flujo de cada lado golpéa
(Σ̃s), jala(Σ̃e) ó cruza(Σ̃c) el plano de conmutación Σ̃.

Observación 10. Observe que al aplicar este cambio de coordenadas a los planos πi, obtene-
mos los nuevos planos

π̃1 = {y ∈ R3 : y2 = 0},
π̃2 = {y ∈ R3 : y3 = 0}.

Aśı, en el sistema normalizado, las regiones de deslizamiento, escape y cruce se identifican
fácilmente. Ver Figura 2.7.

Σ̃s =
{
y ∈ Σ̃ : y2 > 0 y y3 < 0

}
, (2.12)

Σ̃e =
{
y ∈ Σ̃ : y2 < 0 y y3 > 0

}
,

Σ̃c =
{
y ∈ Σ̃ : y2y3 > 0

}
.
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Las fronteras de la región de deslizamiento son las rectas

l̃1 = Σ̃ ∩ π̃1 y l̃2 = Σ̃ ∩ π̃2,

y el punto de doble-tangencia es el origen.

El siguiente corolario establece la Σ-equivalencia del cambio de coordenadas

Corolario 2. h(Σa) = Σ̃a, para a ∈ {s, e, c}.

Demostración. Para x ∈ Σ, h(x) =

 0
cTA1(x− q0)
cTA2(x− q0)

, entonces

eT1 f̃
−(h(x)) = (1, 0, 0)

 cTA1(x− q0)
c2c

TA1(x− q0) + c3c
TA2(x− q0) + r1

c5c
TA1(x− q0) + c6c

TA2(x− q0) + b13


= cTA1(x− q0) + cT b1 − cT b1
= cT (A1x+ b1)− cT (A1q0 + b1)

= cT f−(x),

y

eT1 f̃
+(h(x)) = (1, 0, 0)

 cTA2(x− q0)
d2c

TA1(x− q0) + d3c
TA2(x− q0) + b22

d5c
TA1(x− q0) + d6c

TA2(x− q0) + r2


= cTA2(x− q0) + cT b2 − cT b2
= cT (A2x+ b2)− cT (A2q0 + b2)

= cT f+(x).

Siguiendo [22, 23, 24, 53, 54], el punto de doble-tangencia se puede clasificar para el caso
en que sea una singularidad, de acuerdo con la tangencia con las rectas l̃1 y l̃2. Observe que
del lado {y1 < 0} se tiene que

eT1 ÿ|0 = eT1 Ã1f̃
−(0) = r1,

y del lado {y1 > 0} se tiene que

eT1 ÿ|0 = eT1 Ã2f̃
+(0) = r2.

Entonces el punto de doble-tangencia del sistema en forma normal (2.11) se clasifica de acuerdo
a las mismas cantidades que en el sistema original (2.10):

Si r2 < 0 < r1, el origen es una singularidad de doble-tangencia invisible.
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Si r1 < 0 < r2, el origen es una singularidad de doble-tangencia visible.

Si r1r2 > 0, entonces el origen es una singularidad de doble-tangencia visible-invisible.

Observación 11. Si consideramos det(Ã1) 6= 0 y det(Ã2) 6= 0, entonces los equilibrios de los

campos f̃− y f̃+ son p1 =


c6r1−c3b13

det(Ã1)

0
c1b13−c4r1
det(Ã1)

 y p2 =


d2r2−d5b22

det(Ã2)
d4b22−d1r2
det(Ã2)

0

, respectivamente. Luego, se

cumple lo siguiente:

Si c6r1 − c3b13 = 0 entonces p1 será un equilibrio frontera, el cual debe ser un foco
frontera, con valores propios αj ± iβj, con βj > 0, para j = 1, 2. En particular, p1

será un punto de doble-tangencia si r1 = b13 = 0.

Si d2r2 − d5b22 = 0 entonces p2 será un equilibrio frontera, el cual debe ser un foco
frontera, con valores propios αj ± iβj, con βj > 0, para j = 1, 2. En particular, p2

será un punto de doble-tangencia si r2 = b22 = 0.

2.3.1. Dinámica normalizada en las regiones de deslizamiento y escape

De (1.2), el campo deslizante se expresa como

f̃s(y) =
1

y2 − y3

 0
d2y

2
2 + (d3 − c2)y2y3 − c3y

2
3 + b22y2 − r1y3

d5y
2
2 + (d6 − c5)y2y3 − c6y

2
3 + r2y2 − b13y3

 . (2.13)

Considerando z =

(
y2

y3

)
=

(
z1

z2

)
, esto es, omitiendo la componente trivial de (2.13),

definimos el campo deslizante regularizado planar como sigue

freg(z) =

(
d2z

2
1 + (d3 − c2)z1z2 − c3z

2
2 + b22z1 − r1z2

d5z
2
1 + (d6 − c5)z1z2 − c6z

2
2 + r2z1 − b13z2

)
. (2.14)

Observación 12. Observe que f̃s(y) y freg(z)(−freg(z)) son topológicamente equivalentes en
Σ̃s(Σ̃e).

Podemos buscar los equilibrios de f̃s(y) en el plano Σ̃, resolviendo el sistema freg(z) = 0.
Ahora, resolver este sistema es equivalente a encontrar el número de intersecciones entre dos
cónicas, el cual es a lo más cuatro si no consideramos casos degenerados, de otra forma es
posible tener una infinidad de intersecciones. Es claro que el origen es una de esas intersec-
ciones, sin embargo en este punto sabemos que el campo deslizante f̃s(y) está indeterminado,
entonces podemos decir que el número de equilibrios de f̃s(y) es a lo más tres para el caso
finito.
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Observación 13. El campo deslizante f̃s(y) será lineal si éste satisface las siguientes condi-
ciones

d3 − c2 = c3 − d2,

d6 − c5 = c6 − d5,

r1 = b22,

b13 = r2,

Para ver ejemplos de sistemas que presentan ésta caracteŕıstica se pueden revisar la citas
[21, 102].

2.4. Forma normal en R3 para el caso sin puntos de doble-
tangencia

El sistema (2.1) no presentará puntos de doble-tangencia cuando rang(T ) 6= rang(T |b), donde

T =

 cT

cTA1

cTA2


3×3

. En tres dimensiones la condición anterior se cumplirá sólo de dos maneras:

con rang(T ) = 1 y rang(T |b) = 2, ó con rang(T ) = 2 y rang(T |b) = 3. Sólo consideraremos
el segundo caso, al final de la sección se muestra el porqué se descarta el primer caso.

Considere entonces el SLPPD en tres dimensiones

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0,

(2.15)

satisfaciendo rang(T ) = 2 y rang(T |b) = 3. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que

AT2 c = γ1c+ γ2A
T
1 c, (2.16)

En este caso, de acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius para n = 3, los planos Σ, π1, y
π2 no se intersectan simultáneamente, ver Figura 2.8.

Observación 14. Observe que si γ1 = 0 en (2.16), entonces los planos π1 y π2 son paralelos.

Enseguida, consideraremos un cambio de coordenadas para transformar al sistema (2.15)
en una forma normal, en la cual el análisis será más sencillo. Siempre es posible encontrar un

vector r de tal forma que la matriz P =

 cT

cTA1

rT


3×3

sea invertible.

Teorema 5. El cambio de coordenadas

y = h(x) = P (x− q1),
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Figura 2.8: Izquierda: Deslizamiento (ó escape) entre dos rectas. Derecha: Caso particular cuando γ1 = 0.

Las ĺıneas punteadas denotan los pedazos virtuales de cada plano.

donde P =

 cT

cTA1

rT


3×3

y q1 ∈ Σ ∩ π1, transforma al SLPPD (2.15) en

ẏ = f(y) =

{
f̃−(y) = Ã1y + b̃1, si y1 < 0,

f̃+(y) = Ã2y + b̃2, si y1 > 0,
(2.17)

donde Ã1 =

 0 1 0
c1 c2 c3

c4 c5 c6

 , Ã2 =

 γ1 γ2 0
d1 d2 d3

d4 d5 d6

, b̃1 =

 0
b12

b13

, y b̃2 =

 δ
b22

b23

.

Demostración. Observe que

PP−1 = I ⇐⇒

 cTP−1

cTA1P
−1

rTP−1

 =

 eT1
eT2
eT3

 .

Aplicamos el cambio de variable al plano Σ

cT (P−1y + q1)− c0 = 0 ⇐⇒ cTP−1y + cT q1 − c0 = 0
⇐⇒ eT1 y = 0
⇐⇒ y1 = 0

Entonces ahora el nuevo plano de conmutación es Σ̃ =
{
y ∈ R3 : y1 = 0

}
.

Ahora, al aplicar el cambio de variable a los campos

ẏ = Pẋ,

= P (Aix+ bi)

= PAi(P
−1y + q1) + Pbi

= PAiP
−1y + P (Aiq1 + bi)

= Ãiy + b̃i,
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donde

Ã1 = PA1P
−1 =

 cTA1P
−1

cTA2
1P
−1

rTA1P
−1

 =

 eT2
cTA2

1P
−1

rTA1P
−1

 ,

Ã2 = PA2P
−1 =

 cTA2P
−1

cTA1A2P
−1

rTA2P
−1

 =

 γ1e
T
1 + γ2e

T
2

cTA1A2P
−1

rTA2P
−1

 ,

b̃1 = P (A1q1 + b1) =

 cT (A1q1 + b1)
cTA1(A1q1 + b1)
rT (A1q1 + b1)

 =

 0
r1

rT (A1q1 + b1)

,

b̃2 = P (A2q1 + b2) =

 cT (A2q1 + b2)
cTA1(A2q1 + b2)
rT (A2q1 + b2)

 =

 δ
b22

rT (A2q1 + b2)

.

Observación 15. Al aplicar este cambio de coordenadas a los planos πi, obtenemos los nuevos
planos

π̃1 = {y ∈ R3 : y2 = 0},
π̃2 = {y ∈ R3 : γ1y1 + γ2y2 + δ = 0},

y el nuevo plano de conmutación Σ̃ = {y ∈ R3 : y1 = 0}. Las fronteras de la región de
deslizamiento (ó escape) son las rectas

l̃1 = Σ̃ ∩ π̃1 y l̃2 = Σ̃ ∩ π̃2.

Aśı, en el sistema normalizado se identifican fácilmente las regiones de deslizamiento,
escape y cruce.

Σ̃s =
{
y ∈ Σ̃ : y2 > 0 y γ2y2 + δ < 0

}
,

Σ̃e =
{
y ∈ Σ̃ : y2 < 0 y γ2y2 + δ > 0

}
,

Σ̃c =
{
y ∈ Σ̃ : y2(γ2y2 + δ) > 0

}
.

El siguiente corolario establece la Σ-equivalencia del cambio de coordenadas

Corolario 3. h(Σa) = Σ̃a, para a ∈ {s, e, c}.

Demostración. Para x ∈ Σ, h(x) =

 0
cTA1(x− q1)
rT (x− q1)

, entonces

eT1 f̃
−(h(x)) = (1, 0, 0)

 cTA1(x− q1)
c2c

TA1(x− q1) + c3r
T (x− q1) + b12

c5c
TA1(x− q1) + c6r

T (x− q1) + b13


= cTA1(x− q1) + cT b1 − cT b1
= cT (A1x+ b1)− cT (A1q1 + b1)

= cT f−(x),
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y

eT1 f̃
+(h(x)) = (1, 0, 0)

 γ2c
TA1(x− q1) + δ

d2c
TA1(x− q1) + d3r

T (x− q1) + b22

d5c
TA1(x− q1) + d6r

T (x− q1) + b13


= γ2c

TA1(x− q1) + cT (A2q1 + b2)

= cTA2(x− q1) + cT (A2q1 + b2)

= cT f+(x).

De aqúı, podemos establecer la siguiente

Proposición 4. Para el SLPPD (2.17) se verifican las siguientes afirmaciones.

(i) Si γ2 > 0, la región de deslizamiento (ó escape) está entre l̃1 y l̃2. Si δ < 0 habrá desli-
zamiento y si δ > 0 habrá escape.

(ii) Si γ2 < 0, la región de cruce está entre l̃1 y l̃2. Si δ < 0 entonces l̃1 es la frontera de la
región de deslizamiento y l̃2 es la frontera de la región de escape, si δ > 0 tenemos lo
contrario.

(iii) Si γ2 = 0 entonces habrá deslizamiento si δ < 0 ó habrá escape si δ > 0 y en ambos
casos se tendrá sólo a l̃1 como frontera.

De esta manera, tenemos los distintos escenarios mostrados en la Figura 2.9. En ella pode-
mos ver como el flujo de cada lado golpea(Σ̃s), jala(Σ̃e) ó cruza(Σ̃c) el plano de conmutación
Σ̃.

Observación 16. Claramente los escenarios descritos en (ii) y (iii) de la proposición 4 no
son factibles de tener alguna dinámica de cruce interesante.

Observación 17. Note que si δ = 0 en la forma normal (2.17) entonces el SLPPD satisface
rang(T ) = 2 y rang(T |b) = 2. En este caso, de acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius para
n = 3, los planos Σ̃, π̃1, y π̃2 se intersectan en la recta l̃1, la cual está ahora compuesta por
puntos de doble-tangencia. Aqúı, la existencia del movimiento deslizante solo estará determi-
nado por el parámetro γ2, esto es, si γ2 < 0 entonces Σ̃ = Σ̃s ∪ l̃1 ∪ Σ̃e, y si γ2 > 0 entonces
Σ̃ = Σ̃c ∪ l̃1.

Sean q̃1 =

 0
0
q13

 ∈ l̃1 y q̃2 =

 0

− δ
γ2

q23

 ∈ l̃2, observe que del lado {y1 < 0} se tiene que

eT1 ÿ|0 = eT1 Ã1f̃
−(q̃1) = r1 + c3q13 = r̃1,
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(i) γ2 > 0, δ < 0 (ii) γ2 < 0, δ > 0 (iii) γ2 = 0, δ < 0

Figura 2.9: Escenarios de deslizamiento en la forma normal (2.17). ψt es el flujo en la mitad del espacio

{y1 < 0}, y φt es el flujo en la mitad del espacio {y1 > 0}.

y del lado {y1 > 0} se tiene que

eT1 ÿ|0 = eT1 Ã2f̃
+(q̃2) = (b22 + d3q23)γ2 − d2δ = r̃2.

Entonces las rectas l̃i consistirán de puntos de tangencia visibles (invisibles) si

r̃1 < 0(> 0) y r̃2 > 0(< 0).

Observación 18. Si consideramos det(Ã1) 6= 0 y det(Ã2) 6= 0, entonces los equilibrios de los

campos f̃− y f̃+ son p1 =


c6r1−c3b13

det(Ã1)

0
c1b13−c4r1
det(Ã1)

 y p2 =


γ2(d6b22−d3b23)+δ(d3d5−d2d6)

det(Ã2)
γ2(d3b23−d6b22)+δ(d1d6−d3d4)

det(Ã2)
γ1(d5b22−d2b23)+γ2(d1b23−d4b22)+δ(d2d4−d1d5)

det(Ã2)

,

respectivamente. Luego, se cumple lo siguiente:

Si c6r1 − c3b13 = 0 entonces p1 será un equilibrio frontera, el cual debe ser un foco
frontera, con valores propios αj ± iβj, con βj > 0, para j = 1, 2. En particular, p1

será un punto de doble-tangencia si r1 = b13 = 0.

Si γ2(d6b22− d3b23) + δ(d3d5− d2d6) = 0 entonces p2 será un equilibrio frontera, el cual
debe ser un foco frontera, con valores propios αj ± iβj, con βj > 0, para j = 1, 2. En
particular, p2 será un punto de doble-tangencia si también se cumple que γ2(d3b23 −
d6b22) + δ(d1d6 − d3d4).

2.4.1. Dinámica normalizada en las regiones de deslizamiento y escape

Nuevamente, considerando z =

(
y2

y3

)
=

(
z1

z2

)
, y siguiendo (1.2), el campo deslizante se

expresa como

f̃s(z) =
freg(z)

(1− γ2)z1 − δ
, (2.18)
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donde

freg(z) =

(
(d2 − c2γ2)z2

1 + (d3 − c3γ2)z1z2 + ω1z1 − c3δz2 − b12δ
(d5 − c5γ2)z2

1 + (d6 − c6γ2)z1z2 + ω2z1 − c6δz2 − b13δ

)
, (2.19)

con ω1 = b22 − b12γ2 − c2δ y ω2 = b23 − b13γ2 − c5δ.

Proposición 5. El campo deslizante (2.18) no tiene singularidades.

Demostración. La recta z1 = δ
1−γ2

∈ Σ̃c, es decir,

z1(γ2z1 + δ) =

(
δ

1− γ2

)(
γ2δ

1− γ2
+ δ

)
=

δ2

1− γ2

(
γ2

1− γ2
+ 1

)
=

δ2

(1− γ2)2
> 0

Observación 19. Si γ2 < 0 entonces f̃s(z) y freg(z)(−freg(z)) son topológicamente
equivalentes en Σ̃s(Σ̃e).

Si γ2 ≥ 0 y δ < 0 entonces f̃s(z) y freg(z) son topológicamente equivalentes en Σ̃s.

Si γ2 ≥ 0 y δ > 0 entonces f̃s(z) y −freg(z) son topológicamente equivalentes en Σ̃e.

Podemos encontrar los puntos de equilibrio de f̃s(z) resolviendo el sistema freg(z) = 0, y
concluimos que ellos tienen al menos cuatro puntos de equilibrio (si no consideramos casos
degenerados), ya que el sistema freg(z) = 0 consiste de dos ecuaciones cuadráticas.

2.4.2. Caso excluido: rang(T ) = 1 y rang(T |b) = 2

Este es el caso más estudiado en la Literatura, espećıficamente en Teoŕıa de Control. El
problema se enfoca frecuentemente en estabilizar sistemas en la forma de (2.15) mediante
modos deslizantes. Este tipo de sistemas son forzados a tener un único punto de equilibrio
en el campo deslizante, el cual se define en todo el plano de conmutación. En este caso, de
acuerdo al Teorema de Rouché-Frobenius para n = 3, los planos Σ, π1, y π2 son paralelos.

Proposición 6. Si el SLPPD (2.15) satisface |T | = 0, con rang(T ) = 1 y rang(T |b) = 2
entonces no hay deslizamiento en Σ ó el plano Σ por completo presenta deslizamiento.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que T =

 cT

γ1c
T

γ2c
T

 y T |b =

 cT , c0

γ1c
T ,−cT b1

γ2c
T ,−cT b2


y considere el producto cT (A1x+ b1)cT (A2x+ b2), con x ∈ Σ.

cT (A1x+ b1)cT (A2x+ b2) =
(
γ1c

Tx+ cT b1
) (
γ2c

Tx+ cT b2
)

=
(
γ1c0 + cT b1

) (
γ2c0 + cT b2

)
.



32 Formas normales para SLPPD

De esta manera

Σ = Σs si
(
γ1c0 + cT b1

)
> 0 y

(
γ2c0 + cT b2

)
< 0,

Σ = Σe si
(
γ1c0 + cT b1

)
< 0 y

(
γ2c0 + cT b2

)
> 0,

Σ = Σc si
(
γ1c0 + cT b1

) (
γ2c0 + cT b2

)
> 0.

Claramente ∂Σs ∪ ∂Σe ∪ ∂Σc = ∅, por tanto el sistema no presenta puntos de tangencia.

Observación 20. Consideremos
(
γ1c0 + cT b1

) (
γ2c0 + cT b2

)
< 0, mediante el método conve-

xo de Filippov se verifica que el campo deslizante es lineal,

fs(x) =
1

η1 − η2
((η1A2 − η2A1)x+ η1b2 − η2b1) ,

donde η1 = γ1c0 + cT b1 y γ2c0 + cT b2.

Observación 21. Observe que c es vector propio de las matrices AT1 y AT2 , es decir, ATi c =
γic.

Ahora que ya tenemos las formas normales para SLPPD en dos y tres dimensiones pode-
mos empezar la búsqueda de ciclos ĺımite. Primeramente la haremos mediante la bifurcación
pseudo-Hopf en el próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Bifurcación pseudo-Hopf

El presente caṕıtulo representa la parte más importante de esta tesis, ya que aqúı se desdobla
la bifurcación pseudo-Hopf para SLPPD en el plano y se exhiben familias en tres dimensiones
que hasta la fecha no se han reportado en la teoŕıa de bifurcaciones para SLPPD. El desdobla-
miento en dos dimensiones permite unificar todos los resultados hechos hasta ahora mediante
casos de estudio y más aún, la demostración que presentaremos es más sencilla y natural. En
tres dimensiones, en el caso rang(T ) = rang(T |b) = 3, veremos que no es necesario pedirle
al sistema la presencia de dos rectas de tangencia invisible para que ocurra la bifurcación
pseudo-Hopf.

3.1. Caso bidimensional

Considere el SLPPD

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0,

(3.1)

satisfaciendo la hipótesis (H0). Consideremos también la forma normal

ẏ = f(y) =



(
0 1
c1 c2

)
y +

(
0

γ2r1

)
, si y1 < 0,

(
0 1
d1 d2

)
y +

(
b

r2 + d2b

)
, si y1 > 0.

(3.2)

donde

c1 = −det(A1),

c2 = tr(A1),

d1 = −det(A2),

d2 = tr(A2), (3.3)

r1 = cTA1(A1q1 + b1),

r2 = cTA2(A2q2 + b2),

b = cT (A2q1 + b2).

33
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El siguiente teorema establece que la forma normal (3.2) presenta la bifurcación pseudo-
Hopf sólo en cuatro casos (r1 ≥ 0 y r2 ≤ 0).

Teorema 6 (Teorema de la bifurcación pseudo-Hopf). Suponga que el SLPPD (3.1)
satisface (H0) con γ2 > 0. Si r1 ≥ 0, y r2 ≤ 0, entonces para cada b suficientemente pequeña,
con bΛ0 < 0, el sistema (3.1) tiene un único ciclo ĺımite de cruce. Si Λ0 < 0, el ciclo ĺımite
es estable, mientras que si Λ0 > 0, es inestable, donde

Λ0 =


c2
γ2r1
− d2

r2
si r1 > 0, r2 < 0, (foco-fundido)

α2 si r1 > 0, r2 = 0, (tangencia-foco)
α1 si r1 = 0, r2 < 0, (tangencia-foco)

α1
β1

+ α2
β2

si r1 = 0, r2 = 0, (foco-foco)

Observación 22. No es necesario transformar el SLPPD original (3.1) en la forma normal
(3.2) para usar el Teorema 6, es suficiente con calcular las expresiones dadas en (3.3), las
cuales están escritas en términos del SLPPD original.

Observación 23. Debemos aclarar que al decir que el ciclo ĺımite es único, nos referimos a
que es el único creado mediante el mecanismo de la bifurcación pseudo-Hopf.

3.1.1. Demostración del Teorema 6

Llamemos φt y ψt al flujo para y1 < 0 y y1 > 0, respectivamente. Para probar la existencia de

un ciclo ĺımite de cruce encontraremos q̂1 =

(
0
u

)
y q̂2 =

(
0
v

)
, con u > 0, v < 0 y tiempos

t1, t2, tales que el sistema

S1 = φt1(q̂2)− q̂1 = 0, (3.4)

S2 = ψt2(q̂1)− q̂2 = 0, (3.5)

tenga solución única. Ver Figura 3.1.

Renombramos A1 =

(
0 1
c1 c2

)
, A2 =

(
0 1
d1 d2

)
y consideramos σ(A1) = {λ1, λ2 } y

σ(A2) = { δ1, δ2 }.

3.1.2. Singularidad foco-fundido: r1 > 0 y r2 < 0.

Caso: λ1λ2 6= 0, λ1 6= λ2, δ1δ2 6= 0, δ1 6= δ2.

Para este caso,

S1 = 0 ⇔


(eλ1t1−eλ2t1 )λ1λ2v+γ2r1((1−eλ2t1 )λ1+(eλ1t1−1)λ2)

λ1λ2(λ1−λ2) = 0
eλ1t1 (γ2r1+λ1v)−eλ2t1 (γ2r1+λ2v)+(λ2−λ1)u

λ1−λ2
= 0

⇔


eλ1t1 = γ2r1+λ1u

γ2r1+λ1v
= 1+λ̃1u

1+λ̃1v

eλ2t1 = γ2r1+λ2u
γ2r1+λ2v

= 1+λ̃2u
1+λ̃2v
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Figura 3.1: Ciclo ĺımite de cruce.

donde λ̃i = λi
γ2r1

.

Observe que, para u > 0, v < 0 y λ̃i ∈ R,

1 + λ̃iu

1 + λ̃iv
> 0 ⇔ 1 + λ̃iu > 0 y 1 + λ̃iv > 0, para i = 1, 2,

por tanto que, eλit1 = 1+λ̃iu

1+λ̃iv
⇔ et1 =

(
1+λ̃iu

1+λ̃iv

) 1
λi =

(1+λ̃iu)
1
λi

(1+λ̃iv)
1
λi

, entonces,

S1 = 0 ⇔ G1(u, v) =
(1 + λ̃1u)

1
λ1

(1 + λ̃2u)
1
λ2

− (1 + λ̃1v)
1
λ1

(1 + λ̃2v)
1
λ2

= 0.

Similarmente,

S2 = 0 ⇔


(eδ1t2−eδ2t2 )δ1δ2(u+b)+r2((1−eδ2t2 )δ1+(eδ1t2−1)δ2)

δ1δ2(δ1−δ2) = 0
eδ1t2 (r2+δ1(u+b))−eδ2t2 (r2+δ2(u+b))+(δ2−δ1)u

δ1−δ2 = 0

⇔


eδ1t2 = r2+δ1(v+b)

r2+δ1(u+b) = 1+δ̃1(−v−b)
1+δ̃1(−u−b)

eδ2t2 = r2+δ2(v+b)
r2+δ2(u+b) = 1+δ̃2(−v−b)

1+δ̃2(−u−b)

⇔ G2(u, v) =
(1 + δ̃1(−v − b))

1
δ1

(1 + δ̃2(−v − b))
1
δ2

− (1 + δ̃1(−u− b))
1
δ1

(1 + δ̃2(−u− b))
1
δ2

= 0,

donde δ̃i = − δi
r2

.
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Observación 24. Al considerar u y v suficientemente pequeñas se descarta que se cumpla
(1 + λ̃iv)(1 + δ̃i(−u− b)) = 0.

Observe que G1(0, 0) = 0 y para b = 0, G2(0, 0) = 0. Luego, si λi = δi y 1
γ2r1

= − 1
r2

,

entonces λ̃i = δ̃i, para i = 1, 2 y

G2(u, v) = G1(−(v + b),−(u+ b)), (3.6)

esto es, la curva G2(u, v) = 0 se puede obtener mediante la reflexión de la curva G1(u, v) = 0,
con respecto a la recta v = −u seguida de la traslación (−b,−b)T . Ver Figura 3.2. Entonces,
es suficiente con resolver G1(u, v) = 0.

v=u

v=-u

Figura 3.2: Curva de soluciones.

Lema 1. Existe una función suave h1 : (−ε1, 0]→ [0, ε2) tal que

G1(h1(v), v) = 0,

para cada v ∈ (−ε1, 0]. Luego, h1(0) = 0, h′1(0) = −1 y h′′1(0) = 4c2
3γ2r1

.

Demostración. Primero, observe que

G1(u, v) = 0 ⇔ H(u) = H(v),

donde H(z) = (1+λ̃1z)
1
λ1

(1+λ̃2z)
1
λ2

.

Distinguiremos dos casos.
Caso real: λ1, λ2 ∈ R. Para este caso, H : R → R, y después de algunos cálculos, H(0) = 1,
H ′(0) = 0 y H ′′(0) = λ2−λ1

(γ2r1)2 > 0, entonces H tiene un mı́nimo local en z = 0. Entonces,



3.1 Caso bidimensional 37

existen ε1, ε2 > 0 tales que, para cada v ∈ (−ε1, 0), existe una única u ∈ (0, ε2) tal que
H(u) = H(v), esto es, existe una función h1 : (−ε1, 0]→ [0, ε2), tal que h1(0) = 0, y

H(v) = H(h1(v)) ⇔ G1(h1(v), u) = 0,

para cada v ∈ (−ε1, 0]. Ver Figura 3.3.

Figura 3.3: u = h1(v)

De H ′(v) = H ′(h1(v))h′1(v) obtenemos

h′1(v) =
H ′(v)

H ′(h1(v))
< 0,

para cada v ∈ (−ε1, 0], ya que H ′(v) < 0 y H ′(h1(v)) > 0.
Si asumimos que existe h′1(0), entonces

h′1(0) = ĺım
v→0−

h′1(v) = ĺım
v→0−

H ′(v)

H ′(h1(v))
= ĺım

v→0−

H ′′(v)

H ′′(h1(v))h′1(v)
=

1

h′1(0)
⇔ h′1(0) = −1.

Ahora bien, de H ′′(v) = H ′′(h1(v)) (h′1(v))2 +H ′(h1(v))h′′1(v),

h′′1(v) =
H ′′(v)−H ′′(h1(v)) (h′1(v))2

H ′(h1(v))
,

y de nuevo, si asumimos que existe h′′1(0), entonces

h′′1(0) = ĺım
v→0−

h′′1(v) = ĺım
v→0−

H ′′(v)−H ′′(h1(v)) (h′1(v))2

H ′(h1(v))

= ĺım
v→0−

H ′′′(v)−H ′′′(h1(v)) (h′1(v))3 − 2H ′′(h1(v))h′1(v)h′′1(v)

H ′′(h1(v))h′1(v)

= −2H ′′′(0)

H ′′(0)
− 2h′′1(0),
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pero H ′′′(0) =
2(λ2

1−λ2
2)

(γ2r1)3 , entonces h′′1(0) = 4
3γ2r1

(λ1 + λ2).

Caso complejo: λ1 = λ = α+ βi ∈ C, con β > 0. Para este caso, H : R → C. Se sabe que,

para z1, z1 ∈ C, zz21 = z̄z̄21 . Por tanto, si w(z) =
(

1 + λ̃z
) 1
λ

= r(z)eiθ(z), entonces

H(z) =
w(z)

w̄(z)
= e2iθ(z),

esto es,

G1(u, v) = 0 ⇔ H(u) = H(v) ⇔ θ(u) = θ(v).

Encontraremos la función real θ(z). Si λ̃ = 1
γ2r1

(λ) = α̃+ β̃i, entonces

1 + λ̃z = (1 + α̃z) + i(β̃z) = r0(z)eiθ0(z).

Por tanto(
1 + λ̃z

) 1
λ

= r(z)eiθ(z) ⇔ Ln(r0e
iθ0) = λLn(reiθ)

⇔ Ln(r0) + iθ0 = λ(Ln(r) + iθ)

⇔ (αLn(r)− Ln(r0)− βθ) + i (αθ + βLn(r)− θ0) = 0

⇔
{
αLn(r)− Ln(r0)− βθ = 0

αθ + βLn(r)− θ0 = 0

⇔ θ(α2 + β2)− αθ0 + βLn(r0) = 0

entonces,

θ =
αθ0 − βLn(r0)

|λ|2
,

luego como tan θ0 = β̃
1+α̃z y r0 =

(
(1 + α̃z)2 + (β̃z)2

) 1
2
, se tiene que

θ(z) =
1

|λ|2

(
α arctan

(
β̃z

1 + α̃z

)
− β

2
Ln
(

(1 + α̃z)2 + (β̃z)2
))

.

Después de algunos cálculos, encontramos que θ(0) = θ′(0) = 0 y θ′′(0) = − β
γ2r1

< 0,
entonces θ tiene un máximo local en z = 0. Siguiendo los mismos argumentos que en el caso
real, probamos que existe una función real u = h1(v) tal que G1(h1(v), v) = 0, para cada
v ∈ (−ε, 0], donde h1(0) = 0, h′1(0) = −1, y h′′1(0) = 4

3γ2r1

(
λ+ λ

)
.

Existencia y estabilidad. Del lema 1 y ecuación (3.6) se sigue que las soluciones del sistema
(3.4-3.5), h1(v) y h2(u), están dadas por

u = h1(v) = −v + λ0v
2 − λ2

0v
3 + · · · ,

v = h2(u) = −2b− u− δ0(b+ u)2 − δ2
0(b+ u)3 + · · · ,
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donde λ0 = 2c2
3γ2r1

y δ0 = −2d2
3r2

, ver Figura 3.4. Para ε > 0, definamos el mapeo de Poincaré P :
(−ε, 0)→ (−ε, 0) dado por

P (v, b) = h2(h1(v)) = v − (λ0 + δ0)v2 +O(|v|3) + g0(b) +
∑
k=1

gk(b)v
k

= v − 2

3
Λ0v

2 + g0(b) +
∑
k=1

gk(b)v
k +O(|v|3),

donde g0(b) = −2b+O(|b|2), gk(b) = O(|b|) y Λ0 = c2
γ2r1
− d2

r2
.

h (v)

h (u)

Figura 3.4: Existencia del ciclo ĺımite.

Observe que la función

G(v, b) = P (v, b)− v = −2

3
Λ0v

2 + g0(b) +
∑
k=1

gk(b)v
k +O(|v|3),

satisface: 1) G(0, 0) = 0 y 2) ∂G
∂b (0, 0) = −2, entonces del Teorema de la Función Impĺıcita,

es posible encontrar una función b = g(v) tal que G(v, g(v)) = 0 para cada v ∈ (−ε, 0).
Encontremos tal función,

dG(v, g(v))

dv

∣∣∣∣
(0,0)

= 0 ⇔ ∂G

∂v

∣∣∣∣
(0,0)

+ g′(0)
∂G

∂b

∣∣∣∣
(0,0)

= 0,

entonces g′(0) = 0, luego

d

dv

(
∂G

∂v
+
∂G

∂b
g′(v)

)∣∣∣∣
(0,0)

= 0 ⇔
(
∂2G

∂v2
+
∂2G

∂b2
g′(v) +

∂G

∂b
g′′(v)

)∣∣∣∣
(0,0)

= 0

⇔ − 4

3
Λ0 − 2g′′(0) = 0,
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entonces g′′(0) = −2
3Λ0. Por tanto

b = g(v) = −1

3
Λ0v

2 +O(|v|3),

ver Figura 3.5. En otras palabras, para cada b suficientemente pequeña, con bΛ0 < 0, existe
v ∈ (−ε, 0), tal que P (v, g(v)) = v, esto es, el desdoblamiento (3.2) tiene un ciclo ĺımite de
cruce. Finalmente, para determinar la estabilidad del ciclo ĺımite, observe que

∂

∂v
P (v, b) = 1− 4

3
Λ0v +

∑
k=1

kgk(b)v
k−1 +O(|v|2),

y para cada b = g(v), con v ∈ (−ε, 0)

∂

∂v
P (v, g(v)) = 1− 4

3
Λ0v +O(|v|2) =

{
< 1 si Λ0 < 0
> 1 si Λ0 > 0

a) b > 0 y Λ0 < 0 b) b < 0 y Λ0 > 0

Figura 3.5: b = g(v) en el dominio de interés.

Nodos impropios: λ1 = λ2 y δ1 = δ2.

Para este caso,

S1 = 0 ⇔


eλ1t1 = u

v+t1(γ2r1+λ1v)

eλ1t1 = γ2r1
γ2r1−λ1t1(γ2r1+λ1v)

,

entonces t1 = γ2r1(u−v)
(γ2r1+λ1u)(γ2r1+λ1v) . Esto es,

S1 = 0 ⇔ G1(u, v) = (1 + λ̃1u)e
1

1+λ̃1u − (1 + λ̃1v)e
1

1+λ̃1v = 0,
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donde λ̃1 = λ1
γ2r1

.
Similarmente,

S2 = 0 ⇔


eδ1t2 = v+b

u+b+t2(r2+δ1(u+b))

eδ1t2 = r2
r2−δ1t2(r2+δ1(u+b))

,

entonces t2 = −r2(u−v)
(r2+δ1(u+b))(r2+δ1(v+b)) .

Esto es,

S2 = 0 ⇔ G2(u, v) = (1 + δ̃1(−v − b))e
1

1+δ̃1(−v−b) − (1 + δ̃1(−u− b))e
1

1+δ̃1(−u−b) = 0,

donde δ̃1 = δ1
γ2r1

.
Como en el caso anterior,

G2(u, v) = G1(−(v + b),−(u+ b)).

Definimos H(z) = (1+λ̃1z)e
1

1+λ̃1z , la cual cumple con H(0) = e, H ′(0) = 0 y H ′′(0) = λ̃2e > 0,
entonces H tiene un mı́nimo local en z = 0. Por tanto se satisface el lema 1.

Caso: λ1 6= 0, λ2 = 0, δ1 6= 0, δ2 = 0.

Aqúı

S1 = 0 ⇔


eλ1t1 = 1+λ̃1u

1+λ̃1v

eλ1t1 = 1+λ̃1v+λ1t1
1+λ̃1v

,

entonces t1 = u−v
γ2r1

.
Esto es

S1 = 0 ⇔ G1(u, v) = (1 + λ̃1u)e−λ̃1u − (1 + λ̃1v)e−λ̃1v = 0,

donde λ̃1 = λ1
γ2r1

.
De manera similar a los casos previos, S2 = 0 ⇔ G2(u, v) = 0, donde G2 satisface (3.6).

Definimos H(z) = (1+λ̃1z)e
−λ̃1z, la cual cumple con H(0) = 1, H ′(0) = 0 y H ′′(0) = −λ̃2 < 0,

entonces H tiene un máximo local en z = 0. Por tanto, nuevamente se satisface el lema 1.

Caso: λ1 = λ2 = 0, δ1 = δ2 = 0.

S1 = 0 ⇔ u = h1(v) = −v, con t1 = − 2v
γ2r1

y S2 = 0 ⇔ v = h2(u) = −2b − u, con

t2 = −2(u+b)
r2

.
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3.1.3. Singularidad foco-foco: r1 = 0 y r2 = 0.

Para este caso, λ1,2 = α1 ± iβ1, y δ1,2 = α2 ± iβ2. Entonces

S1 = 0 ⇔


eλ1t1 = eλ2t1 ,

u = eλ1t1v,

esto es, t1 = π
β1

y u = h1(v) = −e
α1π
β1 v. Luego

S2 = 0 ⇔


eδ1t2 = eδ2t2 ,

v = eδ1t2u+ b(eδ1t2 − 1).

Esto es, t2 = π
β2

y v = h2(u) = −e
α2π
β2 u− b(e

α2π
β2 + 1).

Para cada ε > 0, definimos el mapeo de Poincaré P : (−ε, 0)→ (−ε, 0) dado por

P (v) = h2(h1(v)) = eΛ0πv − b(e
α2π
β2 + 1),

el cual para cada b tal que bΛ0 < 0 tiene el punto fijo ṽ = b(e
α2π
β2 +1)

eΛ0π−1
< 0, el cual es estable si

Λ0 < 0 e inestable si Λ0 > 0.

3.1.4. Singularidad tangencia-foco

Caso: r1 > 0 y r2 = 0.

De los casos previos sabemos que,

S1 = 0 ⇔ h1(v) = −v + λ0v
2 − λ2

0v
3 + · · · , y S2 = 0 ⇔ h2(u) = −e

α2π
β2 u− b(e

α2π
β2 + 1).

Entonces el mapeo de Poincaré está dado por

P (v, b) = h2(h1(v)) = e
α2π
β2 (v − λ0v

2 +O(|v|3))− b(e
α2π
β2 + 1).

De nuevo, observe que la función

G(v, b) = P (v, b)− v = (e
α2π
β2 − 1)v +O(|v|2)− b(e

α2π
β2 + 1),

satisface G(0, 0) = 0 y
∂G

∂b
(0, 0) = −(e

α2π
β2 + 1) 6= 0, entonces del Teorema de la Función

Impĺıcita existe una función

b = g(v) = η1v +O(|v|2) donde η1 =
e
α2π
β2 − 1

e
α2π
β2 + 1

=

{
< 0 si α2 < 0,
> 0 si α2 > 0,

tal que G(v, g(v)) = 0 para cada v < 0 suficientemente pequeña. En otras palabras, para cada
b suficientemente pequeña con bΛ0 < 0, existe v < 0 tal que P (v, g(v)) = v. Esto es, la forma
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normal (3.2) tiene un ciclo ĺımite de cruce.
Finalmente, para determinar la estabilidad del ciclo ĺımite observe que

∂

∂v
P (v, b) = e

α2π
β2 (1− 2λ0v +O(|v|2)) =

{
< 1 si Λ0 < 0,
> 1 si Λ0 > 0.

En este caso, la estabilidad del ciclo ĺımite solo depende de la estabilidad del foco frontera.

Caso: r1 = 0 y r2 < 0.

Aqúı

S1 = 0 ⇔ h1(v) = −e
α1π
β1 v y S2 = 0 ⇔ h2(u) = −2b− u− δ0(b+ u)2 − δ2

0(b+ u)3 + · · · .
Entonces, el mapeo de Poincaré está dado por

P (v, b) = h2(h1(v)) = e
α1π
β1 (1 +O(|b|))v + e

2α1π
β1 (−δ0 +O(|b|))v2 +O(|v|3) + g0(b),

donde g0(b) = −2b+O(|b|2).
De nuevo, observe que la función

G(v, b) = P (v, b)− v = −v + e
α1π
β1 (1 +O(|b|))v +O(|v|2) + g0(b),

satisface G(0, 0) = 0 y
∂G

∂b
(0, 0) = −2, entonces del Teorema de la Función Impĺıcita existe

una función

b = g(v) = η1v +O(|v|2), donde η1 =
1

2
(e

α1π
β1 − 1) =

{
< 0 si α1 < 0,
> 0 si α1 > 0,

tal que G(v, g(v)) = 0 para cada v < 0 suficientemente pequeña. En otras palabras, para cada
b suficientemente pequeña con bΛ0 < 0, existe v < 0 tal que P (v, g(v)) = v. Esto es, la forma
normal (3.2) tiene un ciclo ĺımite de cruce.

Finalmente, para determinar la estabilidad del ciclo ĺımite observe que

∂

∂v
P (v, b) = e

α1π
β1 (1 +O(|b|)) +O(|v|)

= e
α1π
β1 (1 +O(|v|)) +O(|v|) =

{
< 1 si Λ0 < 0,
> 1 si Λ0 > 0.

Como en el caso previo, la estabilidad del foco frontera determina la estabilidad del ciclo
ĺımite. Esto completa la demostración del Teorema 6.

�
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3.1.5. Ejemplos

Ejemplo 1 (Escenario silla-silla). Considere el siguiente SLPPD

ẋ =


(

1 −1
−1 −3

)
x+

(
µ
−1

)
, si x1 + x2 − 1 < 0,(

1 1
1 −3

)
x+

(
−2
0

)
, si x1 + x2 − 1 > 0,

con µ > −3.

Los equilibrios del sistema son p1 =

( 3µ+1
−4
µ−1

4

)
y p2 =

(
3
2
1
2

)
, los cuales son sillas. Se satisface

la hipótesis (H0) ya que AT2 c = γ1c + γ2A
T
1 c , con γ1 = 2 y γ2 = 1. Luego, el sistema tiene

los puntos de tangencia invisibles q1 =

( 5−µ
4

µ−1
4

)
y q2 =

(
1
0

)
ya que r1 = 6 + 2µ y r2 = −4.

Aśı, para −3 < µ < 1 tenemos que b = 1− µ > 0 y Λ0 = −µ+5
r1

< 0, por lo tanto se satisface

el teorema 6. En la Figura 3.6(a) observamos el ciclo ĺımite de cruce estable para µ = 1
2 ,

tomando las condiciones iniciales q1, q2 y (1, 6
10)T . El segmento deslizante existente entre q1

y q2 cambia su estabilidad cuando el valor del parámetro vaŕıa cerca de µ = 1, esto es, el
segmento deslizante es inestable para µ < 1 siendo circundado por un ciclo ĺımite de cruce
estable y para µ > 1 el segmento deslizante es estable.

Ejemplo 2 (Escenario sin equilibrios). Considere el siguiente SLPPD

ẋ =


(
−1 −1
3 3

)
x+

(
µ
−1

)
, si x1 < 0,(

1 −1
1 −1

)
x+

(
−1

2
0

)
, si x1 > 0,

con µ < 1
3 .

Observe que cuando µ = 0 tenemos el sistema dado en [76]. Nuevamente se satisface la
hipótesis (H0) ya que AT2 c = 2c + AT1 c. Luego, el sistema tiene los puntos de tangencia

invivibles q1 =

(
0
µ

)
y q2 =

(
0
−1

2

)
ya que r1 = 1− 3µ y r2 = −1

2 . Aśı, para −1
2 < µ < 1

3

tenemos b = −µ − 1
2 < 0 y Λ0 = 2

1−3µ > 0, por lo tanto se satisface el teorema 6. En este
ejemplo el segmento deslizante cambia su estabilidad cuando el valor del parámetro vaŕıa de
µ = −1

2 , siendo inestable para µ < −1
2 y estable para µ > −1

2 pero acompañado por un ciclo
ĺımite de cruce inestable. En la Figura 3.6(f) observamos, tomando el tiempo en reversa, un
ciclo ĺımite de cruce estable para µ = 0, tomando las condiciones iniciales q1, q2 y (−1

4 ,
3
4)T .
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(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

Figura 3.6: (a)-(c) Destrucción del ciclo ĺımite de cruce estable en el Ejemplo 1: (a) Ciclo
ĺımite de cruce estable y segmento de escape para µ = 1

2 , (b) foco-fundido para µ = 1 y (c)
segmento deslizante estable para µ = 3

2 . (d)-(f) Creación del ciclo ĺımite de cruce estable en
el Ejemplo 2: (d) Segmento deslizante estable para µ = −1, (e) foco-fundido para µ = −1

2 y
(f) ciclo ĺımite de cruce estable y segmento de escape para µ = 0.
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3.2. Caso tridimensional

Teniendo en cuenta que el problema en tres dimensiones se vuelve mucho más complicado,
para demostrar la ocurrencia de la bifurcación pseudo-Hopf en SLPPD tridimensionales, cons-
truiremos familias en ambas formas normales conteniendo un plano invariante. Para demostrar
la existencia de un plano invariante hacemos uso del siguiente resultado

Lema 2. Considere el SLPPD en Rn (n ≥ 2) con dos zonas separadas por el hiperplano de
conmutación Σ =

{
x ∈ Rn |σ(x) = cTx− c0 = 0

}
,

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si σ(x) < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si σ(x) > 0,

(3.7)

donde A1, A2 ∈ Rn×n, b1, b2, c,∈ Rn y c0 ∈ R.
Supongamos que existen valores propios reales λ ∈ σ(A1) y γ ∈ σ(A2) tales que{

AT1 w = λw,
AT2 w = γw,

entonces π =
{
x ∈ Rn |wTx = k

}
es un plano invariante del sistema (3.7) si y sólo si

{
wT b1 + λk = 0,
wT b2 + γk = 0.

Demostración. Consideremos x ∈ π satisfaciendo σ(x) < 0, entonces

wT ẋ = 0 ⇔ wTA1x+ wT b1 = 0

⇔ λwTx+ wT b1 = 0

⇔ λk + wT b1 = 0

De manera similar wT ẋ = 0⇔ γk + wT b1 = 0 para x ∈ π satisfaciendo σ(x) > 0.

A diferencia de lo presentado en las citas [36, 76], en las familias tridimensionales que ex-
hibiremos aparecen parámetros similares a los involucrados en la bifurcación de Hopf estándar
para sistemas suaves. Esto es, un parámetro asociado con la velocidad de cruce y un paráme-
tro asociado con la estabilidad del ciclo ĺımite. Presentaremos dos familias de SLPPD, una
para el caso sin puntos de doble-tangencia y otra para el caso en que se tiene un único punto
de doble-tangencia. Para cada familia, daremos una demostración de la existencia, unicidad y
estabilidad del ciclo ĺımite asociado con la bifurcación. Sólo consideraremos el caso en el que
los sistemas no presenten equilibrios, tal como se propuso inicialmente en [62] y se demostró en
[76].
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3.3. Bifurcación pseudo-Hopf en sistemas en R3 sin puntos
de doble-tangencia.

Considere el SLPPD en forma normal (2.17)

ẏ = f(y) =

{
Ã1y + b̃1, si y1 < 0,

Ã2y + b̃2, si y1 > 0,
(3.8)

donde Ã1 =

 0 1 0
0 a 0
0 0 0

, Ã2 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 a

, b̃1 =

 0
1
0

, y b̃2 =

 dµ
−1

0

, con ad 6= 0.

Como ya sabemos de la forma normal (2.17), si dµ > 0 el sistema (3.8) tiene una región de
escape y si dµ < 0 el sistema tiene una región de deslizamiento, pero en ambos casos la región

está delimitada por las rectas l̃1 =
{
y ∈ Σ̃ : y2 = 0

}
y l̃2 =

{
y ∈ Σ̃ : y2 = −dµ

}
. Siguiendo

(1.2), el campo deslizante definido en Σ̃s ∪ Σ̃e está dado por

ż = fs(z) =
1

dµ

(
az2

1 + (2 + adµ)z1 + dµ
−az1z2

)
,

donde z = (y2, y3)T , el cual tiene como único equilibrio el punto

p0 =

(
1

2a

(
−2− adµ+

√
4 + (adµ)2

)
, 0

)T
,

ya que p01(p01 + dµ) =
2−
√

4+(adµ)2

a2 < 0. Note que éste equilibrio no puede ser equilibrio
frontera de (3.8). Luego, la matriz Jacobiana está dada por

Dfs(p0) =

 √4+(adµ)2

dµ 0

0
2+adµ−

√
4+(adµ)2

2dµ

 . (3.9)

Lema 3. (i) Si dµ < 0, entonces p0 ∈ Σ̃s.

(ii) Si dµ > 0, entonces p0 ∈ Σ̃e.

(iii) Si adµ < 0, entonces p0 es un punto silla.

La Tabla 3.1 nos muestra los cuatro diferentes escenarios para la bifurcación pseudo-Hopf.

Observe que la primer componente del campo deslizante no depende de z2, entonces la recta
z1 = p01 es una variedad invariante del punto de equilibrio p0. Cuando p0 es un punto silla, si
a < 0 (a > 0) la recta es la variedad estable (inestable) W s

p0
(W u

p0
).
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Cuadro 3.1: Diferentes escenarios para la bifurcación pseudo-Hopf.

µ < 0 µ = 0 µ > 0

a > 0, d > 0 Silla en p0 ∈ Σs Fuente en el origen Nodo inestable en p0 ∈ Σe

a < 0, d < 0 Silla en p0 ∈ Σe Sumidero en el origen Nodo estable en p0 ∈ Σs

a > 0, d < 0 Nodo inestable en p0 ∈ Σe Fuente en el origen Silla en p0 ∈ Σs

a < 0, d > 0 Nodo estable en p0 ∈ Σs Sumidero en el origen Silla en p0 ∈ Σe

Teorema 7. Considere el SLPPD

ẏ = f(y) =



 0 1 0
0 a 0
0 0 0

 y +

 0
1
0

 , si y1 < 0,

 0 1 0
0 0 0
0 0 a

 y +

 dµ
−1

0

 , si y1 > 0.

Si ad 6= 0, entonces el sistema presenta la bifurcación pseudo-Hopf cuando µ = 0.

(i) Si adµ < 0, entonces el sistema tiene un único ciclo ĺımite “circundando”la pseudo-silla
p0. Si a < 0, el ciclo ĺımite es estable de forma asintótica, mientras que si a > 0 es
inestable de forma asintótica.

(ii) Si adµ > 0, entonces el sistema tiene un pseudo-nodo en p0. Para a < 0, el pseudo-nodo
es estable de forma asintótica, mientras que si a > 0 es inestable de forma asintótica.

Demostración. (i). El flujo en la mitad del espacio {y1 < 0} está determinado por

ψt(y0) = etÃ1

(
y0 +

∫ t

0
e−sÃ1 b̃1ds

)
=

 1
a2

(
eat(1 + ay02)− a(y02 + t) + a2y01 − 1

)
1
a

(
eat(1 + ay02)− 1

)
y03

 ,

mientras que el flujo en la mitad del espacio {y1 > 0} está determinado por

φt(y0) = etÃ2

(
y0 +

∫ t

0
e−sÃ2 b̃2ds

)
=

 − t2

2 + t(dµ+ y02) + y01

y02 − t
y03e

at

 .

Es importante observar que el plano y3 = 0 es invariante bajo el flujo global. Para demostrar la

existencia del ciclo ĺımite es suficiente mostrar que existen puntos q̂1 =

 0
q12

q13

, con q12 > 0
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y q̂2 =

 0
q22

q23

, con q22 < 0, y tiempos t1 > 0 y t2 > 0, tales que el siguiente sistema tiene

solución {
φt1(q̂1) = q̂2

ψt2(q̂2) = q̂1
(3.10)

No es dif́ıcil ver que el sistema (3.10) tiene solución si y sólo si q13 = q23 = 0, t0 = t1 = t2 =
q12 − q22, y

f(q12, q22) = ea(q12−q22)(1 + aq22)− (1 + aq12) = 0, (3.11)

g(q12, q22) = q12 + q22 + 2dµ = 0.

De la Proposición 7 se sigue que el sistema (3.11) tiene una única solución si adµ < 0 .

Entonces, el ciclo ĺımite es la órbita por pedazos

γ(t) =

{
γ1(t) = φt(q̂1), si t ∈ [0, t0] ,
γ2(t) = ψt−t0(q̂2), si t ∈ [t0, 2t0] ,

Note que γ(0) = γ(2t0) = q̂1, y γ(t0) = q̂2. También note que γ(t) está sobre el plano invariante
y3 = 0.

(a) a < 0 (b) a > 0

Figura 3.7: (a) Para a < 0, pk2 → q12 para k → +∞. (b) Para a > 0, pk2 → q12 para k → −∞.

Ahora probaremos la estabilidad del ciclo ĺımite γ(t) para el caso a < 0. El caso a > 0 es
similar. Es claro que γ(t) no es globalmente estable debido a la variedad estable W s

p0
del punto

silla p0.
Definimos la sección de Poincaré D = { y ∈ Σ̃ | y2 > 0 } y el mapa de Poincaré P : D → D
dado por

pi+1 = P (pi) = ψsi (φτi(pi)) , (3.12)
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donde t = τi > 0 es tal que

φτi(pi) = zi =

 0
zi2
zi3

 ,

y t = si > 0 satisface

ψsi(zi) = pi+1 =

 0
pi+1,2

pi+1,3

 .

Para i = 1, τ1 = p12 − z12, s1 = p22 − z12, p23 = eaτ1p13, y

g(p12, z12) = 0,

f(p22, z12) = 0.

Para i = 2, τ2 = p22 − z22, s2 = p32 − z22, p33 = ea(τ1+τ2)p13, y

g(p22, z22) = 0,

f(p32, z22) = 0.

En general, para i = k, τk = pk2 − zk2, sk = pk+1,2 − zk2, pk+1,3 = eaΣki=1τip13, y

g(pk2, zk2) = 0,

f(pk+1,2, zk2) = 0.

Se sigue que, para k → +∞, pk2 → q12 (ver Figura 3.7(a)) y pk3 → 0, esto es, pk → q1. El
caso a > 0 se ilustra en la Figura 3.7(b).
(ii). Definimos el mismo mapeo de Poincaré (3.12); si a < 0, considere D− = { y ∈ Σ̃ | y2 >
−dµ }, mientras que si a > 0, considere D+ = { y ∈ Σ̃ | y2 > 0 }. La Figura 3.9 illustra el
caso a < 0: cualquier punto p1 ∈ D−, después de un número finito de iteraciones del mapeo
de Poincaré P , llega a Σs, esto es, existe k tal que 0 < pk2 < −dµ. concluimos que, si a < 0
(a > 0) entonces toda solución converge a p0 cuando t→∞(−∞).

Corolario 4. Para µ = 0, el sistema (3.8) tiene la recta l̃1 de puntos de doble-tangencia. Si
a < 0(a > 0), la solución que empieza en y ∈ R3 \ l̃1 converge al origen, cuando t→∞(−∞).
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µ < 0

y
1

y
2

y
3

µ = 0

y
1

y
2

y
3

µ > 0

^

^

Figura 3.8: Escenario de la bifurcación pseudo-Hopf supercŕıtica para a < 0 y d > 0. Para µ < 0 el pseudo-

nodo es estable de forma asintótica, para µ = 0 el origen (punto de doble-tangencia) es estable de forma

asintótica en R3 \ l̃1, y para µ > 0 el pseudo-equilibrio cambia su estabilidad y nace el ciclo ĺımite, el cual es

estable de forma asintótica en R3 \W s(p0).
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Demostración. Sólo considere el mismo mapeo de Poincaré (3.12).

La Figura 3.8 ilustra la bifurcación pseudo-Hopf supercŕıtica para a < 0 y d > 0.

f(x,y)=0

g(x,y)=0

z12

p12

z22

p22-2d-d

x

y

a

-2d

_-1

Figura 3.9: Iteraciones del mapeo de Poincaré para a < 0.

3.4. Bifurcación pseudo-Hopf en sistemas en R3 con un único
punto de doble-tangencia.

Considere el SLPPD en forma normal (2.11)

ẏ = f(y) =

{
Ã1y + b̃1, si y1 < 0,

Ã2y + b̃2, si y1 > 0,
(3.13)

donde Ã1 =

 0 1 0
0 a 0
0 a 0

, Ã2 =

 0 0 1
0 0 0
0 −a a

, b̃1 =

 0
1
1

, y b̃2 =

 0
−1

−adµ− 1

, con

ad 6= 0. Para cualquier valor del parámetro µ, el sistema tiene las regiones de deslizamiento y
escape Σ̃s y Σ̃e definidas por (2.12), respectivamente. El campo deslizante en Σ̃s∪Σ̃e está dado
por

ż = fs(z) =
1

z2 − z1

(
z1 + z2 + az1z2

(1 + adµ)z1 + z2 + az2
1

)
,
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Cuadro 3.2: Dinámica para el campo deslizante regularizado.
adµ < −1 −1 ≤ adµ < 0 0 < adµ

z = 0 Foco inestable Nodo inestable Silla

z = p0 Silla Silla Nodo

donde z = (y2, y3)T , el cual tiene el único punto de equilibrio

p0 =

(
1

2a

(
−2− adµ+

√
4 + (adµ)2

)
,

1

2a

(
−2 + adµ+

√
4 + (adµ)2

))T
,

ya que p01p02 =
2−
√

4+(adµ)2

a2 < 0. Note que este equilibrio no puede ser equilibrio frontera de
(3.13). La matriz Jacobiana está dada por,

Dfs(p0) =


adµ+
√

4+(adµ)2

2dµ

−adµ+
√

4+(adµ)2

2dµ

−1+
√

4+(adµ)2

dµ
1
dµ

 . (3.14)

No es dif́ıcil ver que las matrices Jacobianas (3.9) y (3.14) son similares.

Lema 4. (i) Si dµ < 0, entonces p0 ∈ Σ̃s.

(ii) Si dµ > 0, entonces p0 ∈ Σ̃e.

(iii) Si adµ < 0, entonces p0 es un punto silla.

De nuevo, la Tabla 3.1 nos muestra los cuatro diferentes escenarios para la bifurcación pseudo-
Hopf.
Para describir la dinámica alrededor de la singularidad de doble-tangencia, z = 0, analizare-
mos el campo deslizante regularizado en el plano freg(z) = (z2−z1)fs(z) ver [36, 98]. Observe
que éstos son topológicamente equivalentes en Σ̃e y en tiempo hacia atrás en Σ̃s. En general,
el campo deslizante regularizado tiene tres equilibrios: z = 0, z = p0, y un tercer equilibrio en
la región de cruce (es decir, el tercer equilibrio es un equilibrio virtual de fs(z) y por lo tanto
no será discutido). Luego, los espectros de la Jacobiana en los equilibrios son:
σ(Dfreg(0)) = {1∓

√
1 + adµ }, con vectores propios v1,2 = (1,∓

√
1 + adµ)T , y σ(Dfreg(p0)) =

{1
4

(
2 + adµ−

√
4 + (adµ)2 ∓

√
40 + 4adµ+ 10(adµ)2 +

√
4 + (adµ)2(12 + 6adµ)

)
} con vec-

tores propios vT1 = (1, 1) y vT2 =

(
−1,

2(
√

4+a2d2µ2−1)√
4+a2d2µ2−adµ

)
.

La Tabla 3.2 nos muestra la dinámica para el campo deslizante regularizado.

Si adµ > 0, z = 0 y z = p0 se conectan por la variedad estable (inestable) W
s(e)
z=0 ⊂ Σ̃s ∪ Σ̃e. Si

−1 ≤ adµ < 0, ahora z = 0 y z = p0 se conectan por la variedad estable W s
p0
⊂ Σ̃s ∪ Σ̃e. En

ambos casos, la curva invariante que pasa por el origen, z2 = H(z1), y conecta los equilibrios,
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es tangente al espacio propio Ev1 , esto es, H ′(0) = α
√

1 + adµ, para algún α. Finalmente, si
adµ < −1, la solución que conecta los equilibrios no está totalmente contenida en Σ̃s ∪ Σ̃e.
Ver Figuras 3.10 y 3.11(b).

Lema 5. (i) Si adµ > 0, entonces el origen es un punto regular del campo deslizante, esto
es, fs(0) = αv1, para algún α. Ver Figura 3.10(a).

(ii) Si −1 ≤ adµ < 0, entonces el origen es multivaluado. Ver Figura 3.10(b).

Demostración. Sólo observe que

ĺım
z1→0

fs(z1, H(z1)) = −λ1

λ2
v1.

Observación 25. Observe que si µ = 0 en el campo deslizante regularizado, el equilibrio p0

colapsa al origen, el cual es ahora un punto silla-nodo. La Figura 3.11(b) ilustra la dinámica
en Σ̃s ∪ Σ̃e para a < 0.

(a) (b)

Figura 3.10: (a): Para adµ > 0 el campo deslizante es regular en el origen. (b): Para −1 ≤ adµ < 0 el campo

deslizante es multivaluado en el origen. Las ĺıneas punteadas denotan la variedad estable W s
p0 . En ambos casos

el origen es una singularidad de doble-tangencia invisible.

Teorema 8. Considere el SLPPD

ẏ = f(y) =



 0 1 0
0 a 0
0 a 0

 y +

 0
1
1

 , si y1 < 0,

 0 0 1
0 0 0
0 −a a

 y +

 0
−1

−adµ− 1

 , si y1 > 0.

Si ad 6= 0, entonces el sistema presenta la bifurcación pseudo-Hopf cuando µ = 0.
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(a) (b)

Figura 3.11: (a): Para 1 + adµ < 0 el campo deslizante regularizado tiene un foco inestable en el origen, el

cual es una singularidad visible-invisible. (b): Para µ = 0 el campo deslizante regularizado tiene una silla-nodo

en el origen.

(i) Si adµ < 0, el sistema tiene un único ciclo ĺımite “circundando”la pseudo-silla p0. Si
a < 0 (a > 0), el ciclo ĺımite es estable (inestable ) de forma asintótica.

(ii) Si adµ > 0, el sistema tiene un pseudo-nodo en p0. Para a < 0 (a > 0), el pseudo-nodo
es estable (inestable) de forma asintótica.

Demostración. (i). Procedemos de manera similar al teorema anterior. Para y1 < 0, el flujo
está dado por

ψt(y0) = etÃ1

(
y0 +

∫ t

0
e−sÃ1 b̃1ds

)

=

 −2(eat−1)(y02−y03+dµ)+a(−t2+2y10+2ty02+2tdµ)
2a

−t+ y02

−t+ y02 − eat(y02 − y03 + dµ) + dµ

 ,

y para y1 > 0,

φt(y0) = etÃ2

(
y0 +

∫ t

0
e−sÃ2 b̃2ds

)

=


eat(1+ay02)−a(t+y02)−1+a2y01

a2

eat(1+ay02)−1
a

eat(1+ay02)−1+a(−y02+y03)
a

 .

Observe que el plano π(y2, y3) = y3 − y2 − dµ = 0 es invariante bajo el flujo global. Para
demostrar la existencia del ciclo ĺımite es suficiente con mostrar que existen puntos q̂1 = 0

q12

q13

, con q12 > 0 y q̂2 =

 0
q22

q23

, con q22 < 0, y tiempos t1 > 0 y t2 > 0, tales que el
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siguiente sistema tiene solución {
φt1(q̂1) = q̂2

ψt2(q̂2) = q̂1
(3.15)

De nuevo, no es dif́ıcil ver que el sistema (3.15) tiene solución si y sólo si , t0 = t1 = t2 =
q12 − q22, q13 = 1

2 t0, q23 = −1
2 t0, y

f(q12, q22) = ea(q12−q22)(1 + aq22)− (1 + aq12) = 0, (3.16)

g(q12, q22) = q12 + q22 + 2dµ = 0.

De la Proposición 7 se sigue que el sistema (3.16) tiene solución única si adµ < 0. El ciclo
ĺımite es la órbita por pedazos

γ(t) =

{
γ1(t) = φt(q1), si t ∈ [0, t0] ,
γ2(t) = ψt−t0(q2), si t ∈ [t0, 2t0] ,

el cual está sobre el plano invariante π(y2, y3) = 0.
Ahora vamos a probar la estabilidad para el caso a < 0. De nuevo, el ciclo ĺımite no es
globalmente estable debido a la variedad estable W s

p0
. Definamos la sección de Poincaré D =

{ y ∈ Σ̃ | y2 > 0, y3 > 0 } y el mapeo de Poincaré P : D → D dado por

pi+1 = P (pi) = ψsi (φτi(pi)) , (3.17)

donde t = τi > 0 es tal que

φτi(pi) = zi =

 0
zi2
zi3

 ,

y t = si > 0 satisface

ψsi(zi) = pi+1 =

 0
pi+1,2

pi+1,3

 .

Para i = 1, τ1 = p12 − z12, s1 = p22 − z12, y

eaτ1π(p12, p13)− π(z12, z13) = 0,

2(eaτ1 − 1)π(p12, p13) + a(p12 − z12)g(p12, z12) = 0,

f(p22, z12) = 0,

π(p22, p23)− π(z12, z13) = 0.

Para i = 2, τ2 = p22 − z22, s2 = p32 − z22, y

eaτ2π(p22, p23)− π(z22, z23) = 0,

2(eaτ2 − 1)π(p22, p23) + a(p22 − z22)g(p22, z22) = 0,

f(p32, z22) = 0,

π(p32, p33)− π(z22, z23) = 0.
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En general, para i = k, τk = pk2 − zk2, sk = pk+1,2 − zk2, y

eaτkπ(pk2, pk3)− π(zk2, zk3) = 0, (3.18)

2(eaτk − 1)π(pk2, pk3) + a(pk2 − zk2)g(pk2, zk2) = 0, (3.19)

f(pk+1,2, zk2) = 0, (3.20)

π(pk+1,2, pk+1,3)− π(zk2, zk3) = 0. (3.21)

De (3.21) y (3.18), se sigue que

π(pk+1,2, pk+1,3) = eaΣ̃ki=1τiπ(p12, p13)→ 0, for k → +∞.

De (3.19) concluimos que g(pk2, zk2) → 0 para k → +∞. Entonces, para k suficientemente
grande,

g(pk2, zk2) ≈ 0,

f(pk+1,2, zk2) = 0,

entonces, pk → q1 para k → +∞.
(ii). Definimos el mismo mapeo de Poincaré (3.17). Para a < 0 (a > 0) cualquier solución que
empiece en D converge a Σ̃s(Σ̃e) cuando t→∞(−∞).

Corolario 5. Para µ = 0, el sistema (3.13) tiene la singularidad de doble-tangencia x0 = 0
como un sumidero (fuente) global si a < 0 (a > 0).
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µ < 0

^

^

µ = 0

µ > 0

Figura 3.12: Escenario de la bifurcación pseudo-Hopf subcŕıtica para a > 0 y d > 0. Para µ < 0 el ciclo

ĺımite es inestable de forma asintótica, para µ = 0 el origen es inestable de forma asintótica, y para µ > 0 el

pseudo-nodo es inestable de forma asintótica.
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Demostración. Considere el mismo mapeo de Poincaré (3.17). Observe que el plano y3 = y2

es invariante bajo el flujo global. Entonces, cualquier solución que parte de la región de escape
nunca llega a la región de deslizamiento.

La Figura 3.12 ilustra la bifurcación pseudo-Hopf subcŕıtica para a > 0 y d > 0.

3.5. Unicidad del ciclo ĺımite para ambos casos en R3.

Considere la función

f(u, v) = ea(u−v)(1 + av)− (1 + au),

donde u > 0 y v < 0.

Lema 6. Supongamos que f(u, v) = 0. Entonces,

(i) Si a < 0 entonces 0 < u < − 1
a .

(ii) Si a > 0 entonces − 1
a < v < 0.

Observe que

f(u, v) = 0 ⇔ eav

1 + av
=

eau

1 + au
.

Definamos la función H(z) = eaz

1+az , entonces, para cada u > 0, existe un único v < 0 tal que
H(v) = H(u), esto es, existe una función real h, con h(0) = 0, tal que f(u, h(u)) = 0 para
cada u > 0. En otras palabras, H(h(u)) = H(u). Ver Figura 3.13.
Observe que

H ′(z) =
a2eazz

(1 + az)2
, H ′′(z) =

a2eaz(1 + a2z2)

(1 + az)3
> 0.

Vamos a suponer que a < 0 (el caso positivo es similar).

Lema 7. Para u ∈ (0,− 1
a), G(u) = H(u)−H(−u) > 0.

Demostración. Observe que G(0) = 0 y G′(u) = a2e−auu(1+au)2

(a2u2−1)2

(
R2(u)− 1

)
, donde R(u) =

eau(1−au)
1+au . Pero R(0) = 1 y R′(u) = −aeau(1+a2u2)

(1+au)2 > 0, entonces R(u) > 1, esto es R2(u) > 1,

se sigue entonces que G′(u) > 0.

Lema 8. Para u ∈ (0,− 1
a), u+ h(u) < 0.

Demostración. Para u ∈ (0,− 1
a) existe v = h(u) tal que H(h(u)) = H(u) > H(−u), (del lema

7). Pero H(z) es una función monótona decreciente para cada z < 0, entonces h(u) < −u.

Lema 9. h es una función monótona decreciente.
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v u v u

a < 0 a > 0

Figura 3.13: Definición de la función H(z).

Demostración. De la propiedad H(h(u)) = H(u), y la regla de la cadena, h′(u) = H′(u)
H′(h(u)) =

(1+ah(u))u
(1+au)h(u) < 0, y

h′′(u) =
H ′′(h(u))

H ′(h(u))

(
H ′′(u)

H ′′(h(u))
− (h′(u))2

)
=

H ′′(h(u))

H ′(h(u))

(
1 + ah(u)

1 + au

)2((u+ h(u))(h(u)− u)

h2(u)(1 + a2h2(u))

)
< 0,

ya que H ′(h(u)) < 0.

Lema 10. h′(0) = −1

Demostración. Sólo definamos h′(0) = ĺımu→0+ h′(u), y usamos la regla de L’Hopital.

Hemos probado la siguiente proposición, la cual se ilustra en la Figura 3.7.

Proposición 7. El sistema

f(u, v) = ea(u−v)(1 + av)− (1 + au) = 0,
g(u, v) = u+ v + 2dµ = 0,

tiene solución única si adµ < 0.



Caṕıtulo 4

Bifurcación de Hopf en los campos
deslizantes

Estamos interesados en el campo deslizante regularizado freg(z) = (z1 − z2)fs(z), ya que lo
que pase en él de alguna manera repercute en la dinámica espacial, especialmente si ocurre
una bifurcación, ver [23, 24, 53]. Esto es, si analizamos el campo freg(z) (aprovechando su
suavidad), entonces podemos usar toda la herramienta conocida, especialmente en el análisis
de bifurcaciones y en particular para ésta tesis, el Teorema de la bifurcación de Hopf. En
este caṕıtulo mostraremos la ocurrencia de la bifurcación de Hopf en los campos deslizantes
regularizados, esto aprovechando las formas normales obtenidas en el caṕıtulo anterior. Esta-
bleceremos un teorema para cada uno de los campos, en el cual se dan condiciones suficientes
para que presenten la bifurcación de Hopf en un equilibrio.

Conjetura 1. Considere un SLPPD en tres dimensiones y su respectivo campo deslizante
regularizado en dos dimensiones. Si ocurre la bifurcación de Hopf en un punto z0 ∈ ∂Σs ∪
∂Σe ∪ ∂Σc, esto es, en un punto de tangencia, entonces es posible que ocurra una bifurcación
tipo Hopf para el sistema en tres dimensiones.

4.1. Bifurcación de Hopf en el caso con un único punto de
doble-tangencia

Considere el SLPPD en forma normal (2.11)

ẋ = f(x) =



 0 1 0
c1 c2 c3

c4 c5 c6

x+

 0
r1

b13

 , si x1 < 0,

 0 0 1
d1 d2 d3

d4 d5 d6

x+

 0
b22

r2

 , si x1 > 0.

(4.1)

61
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El campo regularizado en Σ se expresa como

freg(z) =

(
d2z

2
1 + (d3 − c2)z1z2 − c3z

2
2 + b22z1 − r1z2

d5z
2
1 + (d6 − c5)z1z2 − c6z

2
2 + r2z1 − b13z2

)
.

Observe que lo podemos reescribir como sigue,

freg(z) = Lz +
1

2
zTBz, (4.2)

donde L =

(
b22 −r1

r2 −b13

)
, B =

(
B1

B2

)
, con

B1 =

(
2d2 d3 − c2

d3 − c2 −2c3

)
y B2 =

(
2d5 d6 − c5

d6 − c5 −2c6

)
.

Suponga que existe un punto z0 ∈ Σ̄a = Σa ∪ ∂Σa, para a ∈ {s, e} tal que:

(C1) freg(z0) = 0,

(C2) σ(Dfreg(z0)) = {±iω0}.

Estamos interesados en determinar cuál de los diez coeficientes en el sistema (4.2) es sensible
a la bifurcación de Hopf, es decir, cuál de los diez coeficientes se puede perturbar para que el
sistema presente la bifurcación de Hopf. Considere el sistema perturbado

fp(z, µ) = Lz +
1

2
zTBz + L1(µ)z +

1

2
zTB1(µ)z,

donde L1(µ) =

(
µ1 µ2

µ3 µ4

)
, B1(µ) =

(
D1

D2

)
, con

D1 =

(
2µ5 µ6

µ6 2µ7

)
, y D2 =

(
2µ8 µ9

µ9 2µ10

)
.

Siguiendo la fórmula (1.8) para calcular la velocidad de cruce, para el campo perturbado
fp(z, µ), en el equilibrio (z0, 0), obtenemos,

∂fp
∂µ

(z0, 0) =

(
zT0 0 0 rT0 0 0 0
0 0 zT0 0 0 0 rT0

)
,

Dfp(z0, 0) = L+ zT0 B,
D2fp(z0, 0) = B,
∂2fp
∂z∂µ

(z0, 0) =

(
L1

L2

)
,
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donde

zT0 = (z01, z02),

rT0 = (z2
01, z01z02, z

2
02),

LT1 =

(
1 0 0 0 2z01 z02 0 0 0 0
0 1 0 0 0 z01 2z02 0 0 0

)
,

LT2 =

(
0 0 1 0 0 0 0 2z01 z02 0
0 0 0 1 0 0 0 0 z01 2z02

)
.

Si Bi =
(
B1
i B2

i

)
, y

(
Df−1

p (z0, 0)
)T (

B1
1 +B2

2

)
=

(
∆1

∆2

)
,

entonces

d =
1

2



1−∆1z01

−∆1z02

−∆2z01

1−∆2z02

2z01 −∆1z
2
01

z02 −∆1z01z02

−∆1z
2
02

−∆2z
2
01

z01 −∆2z01z02

2z02 −∆2z
2
02


. (4.3)

Observación 26. Observe que el vector d siempre es diferente del vector cero para todo z0,
∆1, ∆2, es decir, siempre existe una dirección en la cuál ocurre la bifurcación de Hopf.

Hemos probado el siguiente teorema

Teorema 9. Considere el SLPPD en forma normal

ẋ = f(x) =



 0 1 0
c1 c2 c3

c4 c5 c6

x+

 0
r1

b13

 , si x1 < 0,

 0 0 1
d1 d2 d3

d4 d5 d6

x+

 0
b22

r2

 , si x1 > 0.

Sea freg(z) = Lz+ 1
2z
TBz el campo regularizado y z0 un equilibrio satisfaciendo las condiciones

(C1) y (C2). Entonces, existe una dirección en la cual el sistema perturbado

fp(z, µ) = Lz +
1

2
zTBz + L1(µ)z +

1

2
zTB1(µ)z

presenta la bifurcación de Hopf en z = z0 y µ ≈ 0.
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4.1.1. Bifurcación de Hopf fuera del origen

Considere el SLPPD en forma normal

ẋ = f(x) =



 0 1 0
c1 c2 0
c4 c5 0

x+

 0
−2

2

 , si x1 < 0,

 0 0 1
d1 0 c2

d4 0 c5 + ã

x+

 0√
2
−1

 , si x1 > 0,

con ã 6= 0.
Esta familia genera el siguiente campo regularizado no-lineal en el plano Σ

ż = freg(z) =

( √
2z1 + 2z2

−z1 − 2z2 + ãz1z2

)
, (4.4)

el cual tiene como equilibrios, al origen y al punto:

z0 =

 1
ã(2−

√
2)

1
ã(1−

√
2)

 ∈ Σs ∪ Σe.

Luego, la matriz Jacobiana en z0 está dada por,

Dfreg(z0) =

( √
2 2

−
√

2 −
√

2

)
,

con valores propios ±iω0, con ω2
0 = 2(

√
2 − 1), aśı las condiciones (C1) y (C2) se satisfacen

en el equilibrio z0. Además, la velocidad de cruce d está dada por (4.3), con ∆1 = ∆2 =
√

2ã
ω2

0
.

Entonces podemos perturbar el sistema original en la dirección en la cual la entrada del vector
d es diferente de cero. Por ejemplo, la tercera entrada de d,

d3 = −1

2
∆2z01 = −1

2
6= 0,

aśı, perturbaremos el coeficiente de z1 en la segunda ecuación del sistema (4.4),

ż =

( √
2z1 + 2z2

−z1 − 2z2 + ãz1z2

)
+

(
0

µ3z1

)
=

( √
2z1 + 2z2

(µ3 − 1)z1 − 2z2 + ãz1z2

)
.

La teoŕıa nos dice que el sistema perturbado presentará la bifurcación de Hopf cuando el
parámetro de bifurcación µ3 difiere ligeramente de su valor nominal µ3 = 0. Para deter-
minar cuando es no-degenerada la bifurcación, debemos determinar el primer coeficiente de
Lyapunov. Siguiendo la fórmula (1.6), el primer coeficiente de Lyapunov está dado por

a = − ã
2

8
(1 +

√
2).
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Figura 4.1: Ciclo ĺımite estable en la región de deslizamiento para µ3 = 0.05 y ã = 1.

Este coeficiente siempre es negativo, aśı que concluimos que cuando ocurre la bifurcación
de Hopf, aparece un ciclo ĺımite estable cuando µ3 > 0. Para que el ciclo ĺımite estable
esté localizado en la región de deslizamiento se requiere que ã > 0, y para que esté localizado
en la región de escape se requiere que ã < 0. Para observar el ciclo ĺımite estable en la
región de deslizamiento, tomamos las condiciones iniciales (0, 0.5, -0.22)T y (0, 0.7, -0.5)T ,
con µ3 = 0.05, ã = 1. Ver Figura 4.1.

Observación 27. Observe que en Σs ∪ Σe las oscilaciones aparecen sin importar que ellas
existan ó no en cada lado de Σ, considerando la familia perturbada. De hecho, a ambos lados
de Σ tendremos sólo dos opciones: No hay puntos de equilibrio ó hay un continuo de puntos
de equilibrio. En la mitad del espacio {x1 < 0} existirá un continuo de equilibrios si se cumple
que c1 + c4 = 0 con c1 < 0 y en la mitad del espacio {x1 > 0} existirá un continuo de puntos

de equilibrio si µ3 = 1 +
√

2d4
d1

.

Para un ejemplo de aplicación se puede revisar la cita [27].

4.1.2. Bifurcación de Hopf en el origen

Considere el siguiente SLPPD

ẋ =

{
f−(x) = A1x+ b1, si x1 < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si x1 > 0,

(4.5)

donde

A1 =

 0 1 0
0 0 0
0 µ 0

, A2 =

 0 0 1
1 −1 1
−1 0 µ

, b1 =

 0
1
−µ

, b2 =

 0
0
1

.

En este caso, el punto de doble-tangencia es del tipo invisible-visible ya que r1 = r2 = 1.
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El campo f+ tiene como único equilibrio al punto p0 = (1, 1, 0)T y el campo f− no tiene
equilibrios. Los espectros de las matrices A1 y A2 son

σ(A1) = {0, 0, 0}, σ(A2) = {−1,
1

2
(µ± i

√
4− µ2)}.

Esta familia genera el siguiente campo regularizado no-lineal en el plano Σ

ż = freg(z, µ) =

(
−z2

1 − z2 + z1z2

z1 + µz2

)
,

luego, su matriz Jacobiana está dada por

Dfreg(z0, µ) =

(
0 −1
1 µ

)
con valores propios λ = {1

2(µ± i
√

4− µ2)}. La condición de transversalidad se verifica clara-
mente, esto es, la velocidad con la cual los valores propios cruzan el eje imaginario,

d =
d

dµ
(Re(λ(µ)))|µ=0 =

1

2
.

Ahora podemos proceder a calcular el primer coeficiente de Lyapunov, cuyo signo determina
la estabilidad del ciclo ĺımite. Para esto, utilizamos la fórmula para sistemas en el plano y
obtenemos

a = −1

8
Por lo tanto, el ciclo ĺımite es estable y concluimos que el sistema freg(z, µ) presenta una
bifurcación de Hopf supercŕıtica. Ver Figura 4.2.

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4

-1.0

-0.5

Figura 4.2: Ciclo ĺımite estable en freg para µ = 0.1, tomando las condiciones iniciales (0.1,-
0.1)T y (0.454,0)T .
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Analicemos ahora lo que pasa con el foco en {x1 > 0} cuando el parámetro µ pasa a través
del valor cŕıtico cero, esto es, cuando el foco pasa de estable a inestable o viceversa.

Proposición 8. El SLPPD (4.5) tiene un foco estable para µ < 0, un centro con una órbita
tangente a la singularidad de doble-tangencia para µ = 0, y un ciclo ĺımite deslizante estable
para µ > 0. Ver Figura 4.3.

El segmento deslizante del ciclo ĺımite deslizante estable es parte del ciclo ĺımite que aparece
para freg cuando µ > 0. Eso es, ambos ciclos ĺımite son creados cuando µ > 0, implicando
que la bifurcación de Hopf estándar en el campo freg provoca la creación de un ciclo ĺımite
deslizante en el sistema en tres dimensiones (4.5). Esta es una situación diferente a la que se
muestra en la cita [88], donde los autores caracterizan bajo ciertas hipótesis la bifurcación de
un ciclo ĺımite de cruce para un SLPPD en el plano.

Observación 28. Note que no es necesaria la ocurrencia de la bifurcación de Hopf en freg
para que emerga en ciclo ĺımite deslizante en (4.5). Más aún, podemos construir una familia de
SLPPD en tres dimensiones con un plano invariante cuya dinámica esté dada por un SLPPD
como en la cita [62].

Figura 4.3: Ciclo ĺımite deslizante estable para µ = 0.1. El segmento deslizante (mostrado en
azul) pertenece a Σs y el segmento estándar (mostrado en rojo) pertenece a f+.
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4.2. Bifurcación de Hopf en el caso sin puntos de doble-tangencia

Considere el SLPPD en forma normal (2.17)

ẋ = f(x) =



 0 1 0
c1 c2 c3

c4 c5 c6

x+

 0
b12

b13

 , si x1 < 0,

 γ1 γ2 0
d1 d2 d3

d4 d5 d6

x+

 δ
b22

b23

 , si x1 > 0.

(4.6)

El campo regularizado en Σ se expresa como

freg(z) =

(
(d2 − c2γ2)z2

1 + (d3 − c3γ2)z1z2 + ω1z1 − c3δz2 − b12δ
(d5 − c5γ2)z2

1 + (d6 − c6γ2)z1z2 + ω2z1 − c6δz2 − b13δ

)
.

Observe que lo podemos reescribir como sigue,

freg(z) = C + Lz +
1

2
zTBz, (4.7)

donde C =

(
−b12δ
−b13δ

)
, L =

(
b22 − b12γ2 − c2δ −c3δ
b23 − b13γ2 − c5δ −c6δ

)
, B =

(
B1

B2

)
, con

B1 =

(
2(d2 − c2γ2) d3 − c3γ2

d3 − c3γ2 0

)
, y B2 =

(
2(d5 − c5γ2) d6 − c6γ2

d6 − c6γ2 0

)
.

Suponga que existe un punto z0 ∈ Σ̄a = Σa ∪ ∂Σa, para a ∈ {s, e} tal que:

(C1) freg(z0) = 0,

(C2) σ(Dfreg(z0)) = {±iω0}.

Nuevamente estamos interesados en determinar cuál de los diez coeficientes en el sistema (4.7)
es sensible a la bifurcación de Hopf. Considere el sistema perturbado

fp(z, µ) = C + Lz +
1

2
zTBz + C1(µ) + L1(µ)z +

1

2
zTB1(µ)z,

donde C1(µ) =

(
µ1

µ2

)
, L1(µ) =

(
µ3 µ4

µ5 µ6

)
, B1(µ) =

(
D1

D2

)
, con

D1 =

(
2µ7 µ8

µ8 0

)
y D2 =

(
2µ9 µ10

µ10 0

)
.
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Siguiendo la fórmula (1.8), para el campo perturbado fp(z, µ), en el equilibrio (z0, 0), obtene-
mos,

∂fp
∂µ

(z0, 0) =

(
1 0 zT0 0 0 rT0 0 0
0 1 0 0 zT0 0 0 rT0

)
,

Dfp(z0, 0) = L+ zT0 B,
D2fp(z0, 0) = B,
∂2fp
∂z∂µ

(z0, 0) =

(
L1

L2

)
,

donde

zT0 = (z01, z02),

rT0 = (z2
01, z01z02),

LT1 =

(
0 0 1 0 0 0 2z01 z02 0 0
0 0 0 1 0 0 0 z01 0 0

)
,

LT2 =

(
0 0 0 0 1 0 0 0 2z01 z02

0 0 0 0 0 1 0 0 0 z01

)
.

Si Bi =
(
B1
i B2

i

)
, y

(
Df−1

p (z0, 0)
)T (

B1
1 +B2

2

)
=

(
∆1

∆2

)
,

entonces

d =
1

2



−∆1

−∆2

1−∆1z01

−∆1z02

−∆2z01

1−∆2z02

2z01 −∆1z
2
01

z02 −∆1z01z02

−∆2z
2
01

z01 − z01z02


. (4.8)

Observación 29. Observe nuevamente que el vector d siempre es diferente del vector cero
para todo z0, ∆1, y ∆2.

Hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 10. Considere el SLPPD en forma normal

ẋ = f(x) =



 0 1 0
c1 c2 c3

c4 c5 c6

x+

 0
b12

b13

 , si x1 < 0,

 γ1 γ2 0
d1 d2 d3

d4 d5 d6

x+

 δ
b22

b23

 , si x1 > 0.

Sea freg(z) = C + Lz + 1
2z
TBz el campo regularizado y z0 un equilibrio satisfaciendo las

condiciones (C1) y (C2). Entonces, existe una dirección en la cual el sistema perturbado

fp(z, µ) = C + Lz +
1

2
zTBz + C1(µ) + L1(µ)z +

1

2
zTB1(µ)z

presenta la bifurcación de Hopf en z = z0 y µ ≈ 0.

4.2.1. Bifurcación de Hopf fuera del origen

Considere el SLPPD en forma normal

ẋ = f(x) =



 0 1 0
c1 2 2
c4 2 −2

x+

 0
0
0

 , si x1 < 0,

 0 1 0
d1 2 2
d4 2 ã− 2

x+

 −1√
2− 2
µ− 3

 , si x1 > 0,

con ã 6= 0.
Esta familia genera el campo deslizante no-lineal (4.4)

ż = freg(z) =

( √
2z1 + 2z2

(µ− 1)z1 − 2z2 + ãz1z2

)
, (4.9)

donde µ es el parámetro de bifurcación.

4.2.2. Bifurcación de Hopf en el origen

Considere la siguiente familia de SLPPD,

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b1, si x1 < 0,
f+(x) = A2x+ b2, si x1 > 0,

(4.10)

donde

A1 =

 0 1 0
−1 µ −1

1 1 µ

, A2 =

 0 1 0
0 µ− 1 0
0 1 µ

, b1 =

 0
0
0

, b2 =

 −1
−µ

0

.
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El campo f− tiene como único equilibrio al punto p0 = (0, 0, 0)T , el cual es un foco y el
campo f+ no tiene equilibrios. Esta familia genera el campo deslizante regularizado (4.1.2)

ż = freg(z, µ) =

(
−z2

1 − z2 + z1z2

z1 + µz2

)
.

Figura 4.4: Ciclo ĺımite deslizante estable para µ = 0.05. El segmento deslizante (mostrado en
azul) pertenece a Σs y el segmento estándar (mostrado en rojo) pertenece a f−.

Hasta aqúı hemos presentado dos mecanismos para la creación de ciclos ĺımite: la bi-
furcación pseudo-Hopf y la bifurcación de Hopf usual. Ambas bifurcaciones son locales, nos
faltaŕıa considerar bifurcaciones globales como las presentadas en el Caṕıtulo 1. En el siguiente
caṕıtulo se considerarán tales bifurcaciones.
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Caṕıtulo 5

Bifurcaciones globales

Una órbita heterocĺınica es una órbita que une dos puntos de equilibrio en el espacio fase,
es decir, una variedad que forma un lazo cerrado conectando dos puntos de equilibrio. En
este tipo de conexión, la variedad inestable de un punto de equilibrio p1 se une a la variedad
estable de otro punto de equilibrio p2. Si también sucede que la variedad estable de p1 se une
a la variedad inestable de p2, entonces se tiene un ciclo heterocĺınico.

Por otro lado, una órbita homocĺınica ocurre cuando las variedades estable e inestable
del mismo punto de equilibrio se unen. Esas variedades tienen las siguientes propiedades:
las trayectorias que parten de condiciones iniciales sobre la variedad estable se aproximan al
punto de equilibrio cuando t → ∞; las trayectorias que parten de condiciones iniciales sobre
la variedad inestable se aproximan al punto de equilibrio cuando t→ −∞.

5.1. Conexiones globales

El procedimiento para obtener familias de órbitas heterocĺınicas y homocĺınicas que presen-
tamos en este trabajo es puramente geométrico, aprovechando la forma normal (2.11) para
lograrlo. Para el caso de las órbitas heterocĺınicas, consideramos por simplicidad puntos silla
tales que sus espectros sean dos valores propios reales negativos y uno real positivo. De esta
manera, el espacio propio estable será un plano y el espacio propio inestable será una recta y
el mecanismo para construir una órbita heterocĺınica es colocar el espacio propio inestable de
un equilibrio y el espacio propio estable del otro equilibrio de tal manera que se intersecten
en un punto de Σc.

Considere el SLPPD en forma normal (2.11)

ẏ = f(y) =



 0 1 0
c1 c2 c3

c4 c5 c6

 y +

 0
r1

b13

 , si y1 < 0,

 0 0 1
d1 d2 d3

d4 d5 d6

 y +

 0
b22

r2

 , si y1 > 0.

(5.1)
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Enseguida, para simplificar los cálculos haremos otro cambio de coordenadas, esta vez uno
por pedazos.

Lema 11. El cambio de coordenadas{
x = P1y, si y1 < 0,
x = P2y, si y1 > 0,

(5.2)

donde P1 =

 1 0 0
0 1 0
δ1 0 1

, y P2 =

 1 0 0
δ2 1 0
0 0 1


transforma el sistema (5.1) en

ẋ = f(x) =

{
Ã1x+ b1, si x1 < 0,

Ã2x+ b2, si x1 > 0,
(5.3)

donde

Ã1 =



 0 1 0
c̃1 c̃2 c̃3

c̃4 0 c̃6

 , si δ1 = −c5, 0 1 0
0 c̃2 c̃3

c̃4 c̃5 c̃6

 , si δ1 = c1
c3
, con c3 6= 0, 0 1 0

c̃1 c̃2 c̃3

0 c̃5 c̃6

 , si δ1 = c4
c6
, con c6 6= 0.

Ã2 =



 0 0 1

d̃1 d̃2 0

d̃4 d̃5 d̃6

 , si δ2 = −d3, 0 0 1

0 d̃2 d̃3

d̃4 d̃5 d̃6

 , si δ2 = d1
d2
, con d2 6= 0, 0 0 1

d̃1 d̃2 d̃3

0 d̃5 d̃6

 , si δ2 = d4
d5

con d5 6= 0,

b1 =

 0
r1

b13

 y

 0
b22

r2

 .

Aśı, tenemos nueve posibles combinaciones para el sistema en forma normal (5.3).

Evidentemente con éste nuevo cambio de coordenadas no se preserva la dinámica deslizan-
te, esto es, uno no puede garantizar la equivalencia topológica entre los campos deslizantes.
Sin embargo ésta pérdida de equivalencia no es relevante si uno está interesado en conexiones
globales de cruce.
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5.1.1. Conexiones heterocĺınicas

Considere la siguiente familia de SLPPD,

ẋ = f(x) =

{
A1x+ b1, si x1 < 0,
A2x+ b2, si x1 > 0,

(5.4)

donde

A1 =

 0 1 0
ω1 0 −ω2

b213 0 0

, A2 =

 0 0 1
b222 0 0
ω1 −ω3 0

, b1 =

 0
ω1
b13

b13

, b2 =

 0
b22
ω1
b22


con b13 > 0, b22 < 0, b13 + b22 > 0, y

ω1 = b213 + b13b22 + b222 > 0

ω2 =
b22

b13
(b13 + b22) < 0

ω3 =
b13

b22
(b13 + b22) < 0.

Esta familia tiene un ciclo heterocĺınico alrededor del origen, el cual es una singularidad de
doble-tangencia invisible ya que b13b22 < 0.
Los espectros de las matrices A1 y A2 son

σ(A1) = {b13, b22,−(b13 + b22)} = σ(A2)

Los puntos de equilibrio de los campos vectoriales en los semiespacios {x1 < 0} y {x1 > 0}
son respectivamente

p1 =

 − 1
b13

0
0

 y p2 =

 − 1
b22

0
0

.

El espacio propio inestable de p1 intersecta al espacio propio estable de p2 en el punto

q̂1 =

 0
1
1

 ∈ Σc,

y el espacio propio inestable de p2 intersecta al espacio propio estable de p1 en el punto

q̂2 =

 0
b22
b13
b13
b22

 ∈ Σc, ver Figura 5.1.

Observación 30. Es importante notar que el campo deslizante en esta familia siempre tiene
un único equilibrio, aunque esto no es fundamental para la creación de el ciclo heterocĺınico.

5.1.2. Conexiones homocĺınicas

Considere la siguiente familia de SLPPD,

ẋ = f(x) =

{
A1x+ b1, si x1 < 0,
A2x+ b2, si x1 > 0,

(5.5)
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^

^

Figura 5.1: Esquema del ciclo heterocĺınico para la familia (5.4).

donde A1 =

 0 1 0
1 0 c3

0 0 −1

, A2 =

 0 0 1
−1 0 0
−1 0 0

, b1 =

 0
r1

1

, b2 =

 0
0
0

,

con r1 + c3 > 0.
La manera de proceder en este caso fué similar al caso del ciclo heterocĺınico, solo que

aqúı buscamos un flujo en la mitad del espacio {x1 > 0} tal que conectara directamente los
puntos de intersección de los espacios propios asociados al punto de equilibrio en la mitad del
espacio {x1 < 0}.

Los espectros de las matrices A1 y A2 son respectivamente

σ(A1) = {−1,−1, 1} y σ(A2) = {0, i,−i}

En la mitad del espacio {x1 < 0} ya que A1 es invertible, el sistema tiene un único punto

de equilibrio el cual es un punto silla, esto es p1 =

 −(r1 + c3)
0
1

, y en la mitad del espacio

{x1 > 0} el sistema tiene el continuo de puntos de equilibrio ∆ = {x ∈ Σ : x3 = 0}. De hecho,
el conjunto ∆ es un conjunto de equilibrios frontera de (5.5).

El espacio propio inestable de p1 intersecta a Σ en q̂1 =

 0
1
1

 ∈ Σc y una solución sobre

el espacio propio estable de p1 intersecta a Σ en q̂2 =

 0
−1
−1

 ∈ Σc.

El flujo en la mitad del espacio {x1 > 0} está determinado por

φt(x) = etA2x =

 cos t 0 sin t
− sin t 1 −1 + cos t
− sin t 0 cos t

x,
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Figura 5.2: Órbita homocĺınica para r1 = 1 y c3 = 0.

aśı, φt(q̂1) = q̂2 en t = π. De esta manera, hemos completado la órbita homocĺınica, es decir,
si tomamos una condición inicial p0 ≈ p1 sobre el espacio propio inestable de p1, entonces
ψt1(p0) = q̂1, φπ(q̂1) = q̂2 y ψt(p2)→ p1, cuando t→∞. Para observar la órbita homocĺınica,
hacemos r1 = 1 y c3 = 0. Ver Figura 5.2.

Como podemos ver, es fácil construir conexiones globales mediante SLPPD, algo que no
sucede en sistemas suaves. Ahora bien, una vez construida una conexión global ¿podemos
perturbarla y provocar una bifurcación?, por ejemplo ¿podrá aparecer un ciclo ĺımite?. El
problema es complicado, ya que se debe ubicar el lugar apropiado para la perturbación y son
muchos los parámetros que tenemos a nuestra disposición. En la siguiente sección mostrare-
mos que el problema se vuelve más fácil si consideramos una familia conteniendo un plano
invariante que capture la dinámica de un SLPPD planar.

5.2. Bifurcaciones globales: Un caso de estudio

En esta sección se estudian bifurcaciones globales para una familia de SLPPD en tres di-
mensiones presentando un único punto de doble-tangencia. Las bifurcaciones a tratar son las
bifurcaciones homocĺınicas de cruce (ver [66, 67, 75, 104]), bifurcaciones de ciclos deslizantes
(bucle y cŕıtico), y la bifurcación tipo ciclo-centro (ver [37, 39, 88]). El análisis de bifurcaciones
se hace aprovechando la existencia de un plano invariante.

Considere la siguiente familia tridimensional de SLPPD con dos parámetros

ẋ = f(x) =

{
f−(x) = A1x+ b, si x1 < 0,
f+(x) = A2x+ b, si x1 > 0,

(5.6)
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donde A1 =

 0 1 0
1 0 0
1 1 −1

, A2 =

 0 0 1
−1 µ 0
−1 1 + µ −1

, b =

 0
1

1 + δ

,

con |δ| < 1 y |µ| < 1.
El punto de doble-tangencia (invisible-visible en este caso) no es una singularidad para

ésta familia, ya que se cumple que f−(0) = f+(0) = b, esto es, el sistema es continuo en el
punto de doble-tangencia.

Lema 12. La familia (5.6) posee el plano invariante π = {x ∈ R3 : x3 = x2 +δ} y la dinámica
sobre el está dada por el SLPP

ẏ = f(y) =


(

0 1
1 0

)
+

(
0
1

)
, si y1 < 0,(

0 1
−1 µ

)
+

(
δ
1

)
, si y1 > 0.

(5.7)

Luego, este plano es un atractor.

Observación 31. Todas las bifurcaciones que presenta la familia (5.6) suceden sobre el plano
invariante π. Observe también que el sistema planar (5.7) está escrito en la forma normal
(2.5).

Los equilibrios de los campos f−(x) y f+(x) son respectivamente p1 = (−1, 0, δ)T y p2 =
(1− δµ,−δ, 0)T , los cuales están sobre el plano invariante π, y los espectros de las matrices
A1 y A2 son σ(A1) = {−1,−1, 1}, σ(A2) = {−1, 1

2(µ± i
√

4− µ2)}.
Sean v1 = (1, 1, 1)T y v2 = (1,−1,−1)T los vectores propios asociados a los valores propios

1 y -1 de A1, respectivamente, entonces < v1, v2 >= π. Sea w = w1 + iw2 el vector propio
asociado al valor propio complejo de A2, entonces < w1, w2 >= π. Ver Figura 5.3.

p

Figura 5.3: Dinámica sobre el plano invariante para el caso cuando < w1, w2 >= Es(p2).

El campo deslizante definido en Σs ∪ Σe está dado por

ż = fs(z) =
1

x2 − x3

(
µx2

2 + x2 − x3

(1 + µ)x2
2 − 2x2x3 + (1 + δ)(x2 − x3) + x2

3

)
, (5.8)
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donde z = (x2, x3)T . Estamos interesados en el caso cuando fs(z) no tiene equilibrios, es decir,
cuando δµ ≤ 0. Independientemente de si existen los equilibrios, si tomamos una condición
inicial de la forma z0 = (x20, x20 + δ)T , es decir, si tomamos z0 ∈ (Σs ∪ Σe) ∩ π, entonces

fs(z0) =

(
1− µ

δ x
2
20

1− µ
δ x

2
20

)
.

5.2.1. Bifurcación homocĺınica de cruce: El caso silla-centro

Si hacemos µ = 0 y tomamos δ como nuestro parámetro de bifurcación en el SLPPD (5.6),
éste presenta una bifurcación que solo es posible en sistemas no-suaves y sucede cuando δ
vaŕıa de su valor nominal δ = 0.

Proposición 9. Asumiendo µ = 0 en el SLPPD (5.6), se cumplen la siguientes afirmaciones.

(i) Si δ < 0, existe un ciclo-centro estable, es decir, una órbita periódica semiestable γ(t)
tangente al punto (0,−δ, 0)T .

(ii) Si δ = 0, existe una órbita homocĺınica de cruce conectando al punto silla p1 consigo
mismo.

(iii) Si δ > 0, existe un ciclo-centro inestable, es decir, una órbita periódica semiestable γ(t)
tangente al punto (0,−δ, 0)T .

Observación 32. Es importante notar que en este caso el campo deslizante es lineal, esto es

fs(z) = (1, x2 − x3 + 1 + δ)T

Esto es debido a que la singularidad en el origen es removida y más aún, cuando δ = 0 se
cumple que

f−(x) = f+(x) = (x2, 1, 1)T ∀ x ∈ Σ ∩ π.

Esto es, el SLPPD (5.6) es continuo en π.
Las siguientes bifurcaciones se obtienen fijando δ y tomando µ como nuestro parámetro de
bifurcación.

5.2.2. La bifurcación foco-centro-ciclo deslizante

Proposición 10. Para el SLPPD (5.6) se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) Si −1 < δ < 0, entonces existe un foco estable para µ < 0, un ciclo-centro estable para
µ = 0, y un ciclo ĺımite deslizante estable para µ > 0.

(ii) Si 0 < δ < 1, entonces existe un ciclo ĺımite deslizante inestable para µ < 0, un ciclo-
centro inestable para µ = 0, y un foco inestable para µ > 0.
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5.2.3. Continuación del ciclo ĺımite deslizante: Bifurcaciones deslizantes

5.2.4. Bifurcación bucle

Proposición 11. Para el SLPPD (5.6) se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) Si −1 < δ < 0, entonces existe µ1 > 0 tal que el segmento estándar del ciclo ĺımite
deslizante estable regresa al segmento deslizante en el punto de tangencia invisible.

(ii) Si 0 < δ < 1, entonces existe µ̃1 < 0 tal que el segmento estándar del ciclo ĺımite
deslizante inestable regresa al segmento deslizante en el punto de tangencia invisible.

5.2.5. Bifurcación ciclo ĺımite cŕıtico

Proposición 12. Para el SLPPD (5.6) se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) Si −1 < δ < 0, entonces existe µ2 > µ1 tal que el ciclo ĺımite deslizante estable se vuelve
un ciclo ĺımite de cruce estable.

(ii) Si 0 < δ < 1, entonces existe µ̃2 < µ̃1 tal que el ciclo ĺımite deslizante inestable se vuelve
un ciclo ĺımite de cruce inestable.

5.2.6. Bifurcación homocĺınica de cruce: El caso silla-foco

Proposición 13. Para el SLPPD (5.6) se cumplen las siguientes afirmaciones.

(i) Si −1 < δ < 0, entonces existe un ciclo ĺımite de cruce estable para µ2 ≤ µ < µ3, una
órbita homocĺınica de cruce para µ = µ3, y un foco inestable para µ > µ3.

(ii) Si 0 < δ < 1, entonces existe un ciclo ĺımite de cruce inestable para µ̃3 < µ ≤ µ̃2, una
órbita homocĺınica de cruce para µ = µ̃3, y un foco estable para µ < µ̃3 .

La Figura 5.4 muestra el diagrama de bifurcación de la familia (5.6) para el caso µ ≥ 0 y
δ < 0.
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d

m

Figura 5.4: Diagrama de bifurcación de la familia (5.6) para el caso µ ≥ 0 y δ < 0.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Dado un sistema lineal por pedazos discontinuo (SLPPD) en n dimensiones, dimos una
clasificación de acuerdo a la existencia de los puntos de doble-tangencia, la cual nos
permite establecer condiciones para desdoblar conjuntos deslizantes o de cruce, según
el fenómeno deseado. Con dicha clasificación pudimos construir formas normales en dos
y tres dimensiones, mediante cambios de coordenadas los cuales tienen la virtud de
preservar los segmentos en la conmutación, algo que no se toma mucho en cuenta si se
busca dinámica de cruce. Sin embargo, si deseamos analizar bifurcaciones que involucren
deslizamiento, esto se vuelve fundamental.

Establecimos bajo que condiciones una familia de SLPPD con una recta de conmutación,
la cual satisface la condición genérica de tener un punto de tangencia en cada zona,
presenta la bifurcación pseudo-Hopf. Es importante mencionar que el desdoblamiento
de ésta bifurcación tiene siete parámetros, pero al momento de que se establece la
dinámica en cada zona, el número de parámetros se reduce a cinco. Sin embargo, en
nuestro resultado no es necesario establecer a priori la dinámica en cada zona. Aunque el
fenómeno de la bifurcación pseudo-Hopf ha sido estudiado en muchos art́ıculos, siempre
ha sido en el contexto de la búsqueda de múltiples ciclos ĺımite de cruce y a nuestro
conocimiento nunca se hab́ıa establecido un resultado similar al que presentamos aqúı.

Mostramos la ocurrencia de la bifurcación pseudo-Hopf para dos familias de SLPPD
en tres dimensiones. En ambas familias mostramos que no es necesario tener puntos
de equilibrio reales ni virtuales en cada zona para que ocurra la bifurcación pseudo-
Hopf. Para el caso de SLPPD con un único punto de doble-tangencia, mostramos que
la bifurcación pseudo-Hopf ocurre sin pedir dos tangencias invisibles. Aunque solo se
consideró el caso sin equilibrios en ambos semiespacios, es posible abordar todos los
casos si consideramos familias conteniendo un plano invariante.

Observamos que para SLPPD en tres dimensiones siempre hay una dirección en el espacio
de parámetros en la cual es posible provocar la bifurcación de Hopf usual. Esto fué posible
gracias a que las formas normales en tres dimensiones generan expresiones canónicas
para los campos deslizantes. Aśı, podemos buscar ciclos ĺımite en tres dimensiones que
sean generados de alguna manera por la Bifurcación de Hopf en los campos deslizantes
definidos en el plano de conmutación.
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Aprovechando que la presencia de planos invariantes permite reducir el análisis de bi-
furcaciones de ciclos ĺımite en tres dimensiones, construimos un caso de estudio que
presenta ciclos ĺımite mediante mecanismos distintos a la bifurcación pseudo-Hopf. Esto
es, observamos que si consideramos una familia con un punto de doble-tangencia con
una de las tangencias visible, entonces es necesaria la presencia de un foco en una zona
para poder generar un ciclo ĺımite de cruce.

6.1. Problemas abiertos

Demostrar la ocurrencia de la bifurcación pseudo-Hopf en SLPPD genéricos en el espacio.

Establecer condiciones para que los SLPPD tengan variedades invariantes.

Formalizar el estudio de generar ciclos ĺımite deslizantes mediante la bifurcación de Hopf
usual.

Estudiar la generación de atractores caóticos mediante bifurcaciones de pseudo-equilibrios.

Desdoblar la bifurcación silla-nodo para ciclos ĺımite en SLPPD en el plano.

6.2. Eventos

Los eventos y/o congresos, en los cuales se presentaron los diferentes resultados en esta tesis,
son:

Julio 2016-4th Colloquium on Dynamical Systems, Control and Applications (DySCA-
IV), México, DF. Poster: On the birth of sliding limit cycles by the usual Hopf bifurca-
tion.

Marzo 2016-VII Taller de Sistemas Dinámicos y Control, dentro del marco de la XXVI
Semana Nacional de Investigación y Docencia en Matemáticas. T́ıtulo de la plática:
Bifurcaciones globales en una familia de sistemas Filippov.

Febrero 2016-International conference on Open problems in Nonsmooth Dynamics among
of the Intensive Research Programme on Advances in Nonsmooth Dynamics in Bar-
celona, Spain. Poster: Global bifurcations in a class of discontinuous piecewise linear
systems.

Octubre 2015-XLVIII Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana, Hermo-
sillo, Sonora. T́ıtulo de la plática: Conexiones Globales en Sistemas Suaves por Pedazos.

Marzo 2015-VI Taller de Sistemas Dinámicos y Control, dentro del marco de la XXV
Semana Nacional de Investigación y Docencia en Matemáticas. T́ıtulo de la plática:
Campos deslizantes y singularidades doble-tangencia en un sistema tipo Filippov.
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Octubre 2014-XVI Congreso Latinoamericano de Control Automático, Cancún, Quinta-
na Roo. T́ıtulo de la plática: La Bifurcación de Hopf en una Clase de Sistemas Lineales
por Pedazos.

Marzo 2014-V Taller de Sistemas Dinámicos y Control, dentro del marco de la XXIV
Semana de Investigación y Docencia en Matemáticas. T́ıtulo de la plática: Bifurcaciones
en campos deslizantes.

6.3. Art́ıculos de Investigación

Los art́ıculos de investigación que dieron lugar a esta tesis son:

Juan Castillo, Jaume Llibre and Fernando Verduzco. The pseudo-Hopf bifurcation for
planar discontinuous piecewise linear differential systems. Submitted for publication,
2016.

Juan Castillo and Fernando Verduzco. Global bifurcations in a class of discontinuous
piecewise linear systems. Research Perspectives CRM Barcelona of the Birkhäuser’s
series Trends in Mathematics, 8 (2017).

Juan Castillo, Fernando Verduzco y Ricardo Femat. Conexiones Globales en una Clase
de Sistemas Lineales por pedazos. Memorias Congreso Nacional de Control Automático,
AMCA 2015, Cuernavaca, Morelos, México. Octubre del 2015.

Juan Castillo, Fernando Verduzco, Enrique Comer y Ricardo Femat. La Bifurcación
de Hopf en una Clase de Sistemas Lineales por Pedazos. Memorias del XVI Congreso
Latinoamericano de Control Automático, CLCA 2014, Cancún, Quintana Roo. Octubre
del 2014.
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Apéndice A

Teoremas básicos

El siguiente teorema es un resultado muy conocido del Álgebra lineal, en el cual se establece
cuando tiene solución un sistema de ecuaciones lineales. Ver [90].

Teorema 11 (Teorema de Rouché-Frobenius). Sea el sistema Ax = b, con A ∈ Mm×n(R),
x ∈ Rn y b ∈ Rm. Se verifica que el sistema es

Compatible determinado si rang(A) = rang(A|b) = n,

Compatible indeterminado si rang(A) = rang(A|b) < n,

Incompatible si rang(A) 6= rang(A|b),

donde A|b representa la matriz ampliada del sistema.

El siguiente teorema enuncia uno de los resultados básicos del Cálculo.

Teorema 12 (Teorema de la Función Impĺıcita). Sea f : Rn × Rm → Rm una función
continuamente diferenciable. Suponga que existe (x0, y0) tal que
H1) f(x0, y0) = 0,
H2) ∂f

∂y (x0, y0) es invertible,
entonces existe un conjunto abierto U que contiene a x0, un conjunto abierto V que contiene
a y0, y una única función continuamente diferenciable h : U → V , tal que h(x0) = y0, y
f(x, h(x)) = 0 para cada x ∈ U .
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[46] Gouzé J.L. and Sari T. A class of piecewise linear differential equations arising in biolo-
gical models. Dynamical Systems, 17 (2002), pp. 299-316.

[47] Guardia M., Seara T.M. and Teixeira M.A. Generic bifurcations of low codimension of
planar Filippov Systems. Journal of Differential Equations, 250 (2011), pp. 1967-2023.

[48] Guckenheimer J. and Holmes P. Nonlinear oscillations, Dynamical systems, and bifurca-
tions of vector fields. Applied Mathematical Sciences, (1993).

[49] Han M. and Zhang W. On Hopf bifurcation in non-smooth planar systems. Journal of
Differential Equations, 248 (2010), pp. 2399-2416.

[50] Huan S.M. and Yang X.S. The number of limit cycles in general planar piecewise linear
systems. Discr. Contin. Dyn. Syst.-A, 32 (2012), pp. 2147-2164.

[51] Huan S.M. and Yang X.S. Existence of limit cycles in general planar piecewise linear
systems of saddle-saddle dynamics. Nonlinear Analysis, 92 (2013), pp. 82-95.

[52] Huan, S.M. and Yang X.S. On the number of limit cycles in general planar piecewise
linear systems of node-node types. J. Math. Anal. Appl., 411 (2014), pp. 340-353.

[53] Jeffrey M.R. and Colombo A. The two-fold singularity of discontinuous vector fields.
SIAM J. Applied Dynamical Systems, 8 (2009), pp. 624-640.

[54] Jeffrey M.R. and Hogan S.J. The Geometry of Generic Sliding Bifurcations. SIAM Re-
view, 53 (2011), pp. 505-525.

[55] Jeffrey M.R. Nondeterminism in the Limit of Nonsmooth Dynamics. Physical Review
Letters, 254103 (2011).

[56] Jeffrey M.R. Hidden dynamics in models of discontinuity and switching. Physica D,
273-274 (2014), pp. 34-45.



BIBLIOGRAF́IA 93
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