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Introduccion

Consideremos el sistema lineal
z=Azx+bu, ze€R" (1)

donde A € M, «n(R), con entrada admisible v € U C R. En particular consideraremos los
casos de conjunto admisible U = [0,7] y U = [0,c), para estos dos casos disenamos una
funcién de retroalimentacién positiva y acotada (FRPA).

En el capitulo 1, abordamos el problema de Estabilizacién Asintética Global (FAG) del siste-
ma (1), partiendo de la hipétesis de controlabilidad sc presenta un disefio sencillo de funcién
Lipschitz-continua FRPA u = u (z) de retroalimentacion para la estabilizacién asintética glo-
bal de sistemas lineales estables a lazo abierto. mediante un control positivo v acotado. En
[15] se desarrolla un algoritmo para encontrar una funcién de retroalimentacién positiva que
estabiliza globalmente al sistema (1).

Una funcién f(x) es Lipchitz si satisface la condicién de Lipchitz

1f(z) = F)Il < Lz -yl Vaz,y € R™

donde L es una constante positiva y ||-|| denota la norma Euclidiana.

Sin perder generalidad, suponemos que la matriz real A estd en la forma candnica de
Jordan. El punto de equilibrio = 0 de & = f(z) es estable (Lyapunov-estable) si, para cada
€ > 0, existe § = d(e) > 0, tal que ||z (0)|| < ¢ implica que ||z (¢)|| < € para todo ¢t > 0. El
punto de equilibrio x = 0, es asintéticamente estable si, es estable y 4 puede ser elegida de
tal manera que ||z (0)|| < d implique que z(t) — 0 cuando ¢t — oc. Cuando en el sistema el
origen es asintéticamente estable, el conjunto

R= {xo € R™ | lim z(t, xp) = D}
l—o0
se denomina region de atraccidn.
Existen numerosos sistemas fisicos descritos dindmicamente por ecuaciones diferenciales
que dependen en forma discontinua del estado actual del sistema, es decir, ecuaciones con
lado derecho discontinuo. A estos sistemas se los denomina sistemas de estructura variable

(SEV). Un SEV puede pensarse como un conjunto de (dos o mds) estructuras o subsistemas

v



Y . Introduccion

continuos v alguna légica asociada que, en funcién de los estados del sistema, efectiia la
conmutacién entre ambos. Cada una de tales estructuras tendra sus propias caracteristicas
v, al conmutar entre ellas, el SEV puede combinar las mismas o, incluso, poscer propicdades
nuevas no asociadas a ninguno de los subsistemas.

Como cjemplos de SEV pueden mencionarse sistemas mecénicos donde existe rozamiento,
donde la fuerza de roce toma el signo opuesto a la direccién de movimiento, o también sistemas
eléctricos con fuentes conmutadas o convertidores electrénicos, entre otros.

Tanto cn los SE'V como en algunos sistemas continuos, el control tiene también la posibilidad
de cambiar de estructura. El Control por Estructura Variable (CEV') consiste en disefiar los
parametros de cada una de tales estructuras para lograr determinado comportamiento de un
SEV. Generalmente, las leves de CEV son funciones discontinuas de los estados del sistema.
Una de las maneras més efectivas de realizar un CEV consiste en plasmar el objetivo de
control como una funcién de los estados. Lucgo, mediante conmutaciones a frecuencia muy
elevada, idealmente infinita, se fuerza a las trayectorias del sistema a evolucionar sobre una
variedad predeterminada por la restricciéon planteada, en el espacio de estados. A este modo de
funcionamiento, ilustrado en la Figura 2.2, sc le denomina operacién por modos deslizantes. Se
caracteriza por ser altamente robusto o invariante ante cierto tipo de perturbaciones externas
v variaciones en los pardmetros del sistema. Ademaés, la operacién llamada dindmica deslizante
ideal en modo deslizante es de orden reducido, fijando la dindmica en la superficie de cambio.
Cuando la frecuencia de conmutacién no es infinita, como sucede en cualquier implementacion
practica, o en cl caso de que existan dindmicas no modecladas, las conmutaciones generan
oscilaciones de amplitud finita y alta frecuencia en las trayectorias al evolucionar sobre la
variedad de deslizamiento. A este fendmeno se lo denomina efecto chatiering v constituye
el principal defecto de los modos deslizantes. Una manera de reducir el efecto chattering ecs
usar un control continuo, el cual puede definirse al menos en una vecindad de la superficie de
cambio (ver [16]). Una idea esquemética de esta situacion puede obscrvarse en la Figura 2.2.

En el capitulo 2 se desarrolla un trabajo donde se hace uso de algunos resultados relevan-
tes de los sistemas lineales positivos, dado que en los sistemas de este capitulo no se tiene
la hipétesis de controlabilidad entonces hacemos uso de la teoria de modos deslizantes para
estabilizar. Con base en la teorfa de modos deslizantes descritos en [1] ¥ [3], en este capitulo
describimos un nuevo método de estabilizacién rapida y robusta para una familia de sistemas
positivos, se presentan las ideas bésicas v fundamentos del control por estructura variable,
especificamente por modos deslizantes. En primer lugar se aborda el control por modo des-
lizante para sistemas afines sentando las bases para presentar estos resultados para sistemas
lincales. La idea bésica del control por modo deslizante consiste en llevar las trayectorias del
sistema sobre una variedad o superficie de deslizamiento y forzarlas a evolucionar sobre ella.
Asi. el comportamiento dindmico del sistema en estas condiciones queda determinado por las
ecuaciones que definen dicha superficie en el espacio de estados. De este modo, plasmando
los objetivos de control en tales ecuaciones mediante un disefio adecuado de las mismas, es
posible lograr la estabilizacién del sistema.

Consideremos ahora algunos resultados de los sistemas lineales positivos que se usaran
para llevar a cabo el desarrollo de este trabajo.



Los sistemas lineales positivos son aquellos sistemas en los cuales todas las variables invo-
lucradas (entradas, estados y salidas) son de valor positivo, o al menos no-negativas. Estos
sistemas, algunas veces llamados sistemas con restricciones, son muy frecuentes en la realidad,
debido principalmente a que en una gran variedad de procesos las variables representan can-
tidades que tiene significado fisico sélo cuando son no-negativas. Una propicdad inherente de
los sistemas positivos es la de preservar autométicamente la no-negatividad de las variables
de estado. Por ejemplo variables como temperatura (absoluta), presiéon (absoluta), volumen,
masa, densidad, habitantes de un poblacién, ete. son cantidades muy frecuentes en diversos
modelos fisicos. Es por esta razén que los sistemas positivos se encuentran en una gran varie-
dad de aplicaciones en dreas como la quimica, fisica, medicina, cconomia y muchas otras (ver
5] v [7])-

Los célculos desarrollados en el capitulo 2 parten de sistemas del tipo (1), donde suponemos
que la matriz A es Metzler, ie., A = (ai;) € Mpxn(R) tal que a;; > 0 Vi # j. A este tipo
de matrices se le conoce cominmente como matrices Metzler. Consideremos el sistema lineal
homogeneo en tiempo continuo

= Azx

donde z € R™ y A € Mpyn(R). Si z(to) = xo € R, ¢ > 0, entonces la solucién z(t, to, o) es
no-negativa, es decir, z(t,to, zg) € R} V¢ > 1o, si y sélo si la matriz A es Metzler. A cste
tipo de sistemas se les denomina positivo porque el cono positive R’} es un conjunto invariante
(ver [5] y [7]).

En el sistema positivo (descrito anteriormente) la condicién de que la matriz A sea Metzler
implica que el sistema debe preservar la no-negatividad del vector de estado. Para verificar
esto, primero sc hace notar que

n
ii = aix; + E Qi Ty 3 = 1’ suwy The
i#j

Entonces, para asegurar que la solucién z(t, Lo, zo) es no-negativa es necesario que #;(t) > 0
cuando z;(t,to, xo) = 0, ¢ = 1,...,n. Esto es, si z(t,ty, zo) esté sobre la frontera de la region
positiva, entonces su direccién de movimiento no puede ser tal que se salga de dicha region
(i.c., z(t,to, zo) no puede decrecer alin més). Asi, el requerimiento de que a;; > 0 Vi # j
es una condicién necesaria para que todas las soluciones sean no-negativas. In los sistemas
lineales estudiados en este trabajo el requerimiento de que la matriz A sea Metzler representa
la extensién natural de positividad para los sistemas lineales en tiempo continuo.

Ahora es posible definir apropiadamente un sistema lineal positivo en tiempo continuo. Con-
sideremos el sistema lineal no-homogéneo en tiempo continuo

= Az + bu

donde z € R™. Este sistema se denomina positivo si, y sélo si, la matriz A es Metzler, la matriz
b es positiva v la entrada u € R (i.e., bu > 0 V t). Asi, la solucién z(t, tp, zo) serd siempre
no-negativa para cualquier condicién inicial z(tg) = zo € R}V tp > 0, con lo que el cono
positivo R’} es un conjunto invariante para el sistema.

En particular, mostramos el método de estabilizacién para la familia de sistemas lineales
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positivos que representan un sistema compartimental. Para ilustrar el método, en el capitulo
3 abordamos el problema de estabilizacién de los sistemas que representan una mezcla en dos
y tres tanques (con volumen constante). En estas aplicaciones, mostramos que la rapidez de
convergencia en el deslizamiento estd en funcién del hiperplano deslizante seleccionado, de
forma que podemos clegir una rapidez de convergencia en ¢l deslizamiento. Esto es posible
porque los valores propios de la matriz de estado correspondiente estdn en funcién del gradiente
del hiperplano deslizante.

Una aplicacién que motiva este método de estabilizacién, consiste en el problema llamado
Hiperinsulinemia. que consiste en estabilizar la glucosa sin estabilizar la insulina. En este
problema es 1itil las principales caracteristicas del método deslizante; que consisten en lograr
estabilizacién répida y robusta mediante controles positivos y acotados.



Capitulo 1

Controlabilidad para estabilizar

1.1. Teoremas de controlabilidad para sistemas lineales

Consideremos el sistema de control
&= Az By {1.1)

donde A € Mpxn(R), z € R*, u € R™ y B € Mpum(R)

Definicién 1.1.1. Decimos que el estado x1 del sistema (1.1) es controlable en t = to, si toda
condicidn inicial xo puede ser transferida a x1 en un intervalo de tiempo finito to <t < by,
para alguna ley de control u(t, xy). Si todos los estados de un sistema son controlables, diremos
que el sistema es completamente controlable, o simplemente, controlable.

Definicién 1.1.2. Fl sistema (1.1) se dice que es nulo-controlable si existe un conjunto abierto
V € R™ que contenga al origen y para el cual, cualquier xg € V' puede ser conirolado a x1 =0
en un intervalo de tiempo finito. Diremos que (1.1) es globalmente nulo-controlable si V' puede
ser tomado como R™.

Veamos ahora como deducir una expresién matematica que nos garantice cudndo un sis-
tema cs controlable. Sin pérdida de generalidad supongamos que el estado final 21 =0y que
el tiempo inicial to = 0. Analizaremos el caso de un control escalar u (m = 1). El caso general
cs similar.

Consideremos el sistema de control
&= Az + bu (1.2)
donde A € M, xn(R), z € R, b€ M1 (R) y u e R.
La solucién del sistema (1.2) es

t

z(t) = eMay + fde"l(‘_")bu(s}ds

0

1



2 Controlabilidad para estabilizar

Alhora bien, si el sistema es controlable y como hemos supuesto que xz; = 0, obtenemos
entonces

L1
z(t) =z = 0 = ez +/ eAt1=9)py(s)ds
0

[51
0 =ett (ﬂ?u +/ e’Asbu(s)ds)
0

4
To = — / e bu(s)ds (1.3)
40

lo que equivale a

o bien

Ahora bien, sabemos que la exponencial de una matriz cuadrada puede expresarse como
una suma finita de potencias de cllas mismas, es decir

n—1

e =) ay(t)AF

k=0
lucgo, (1.3) puede reescribirse como

t
Zg = —/ e~ 5bu(s)ds

t, /mn—1
_ [ ( ak(s)Ak) bu(s)ds
J0

k=0

o

Sea

tenemos entonces que

n—1

Tro = —ZAkb,Bk
k=0
= — (bBo + AbBy + A%bBy + -+ + AV 0B, 1)
Bo
B
= —(b Ab A% -.. A™)| B2

1811.—1



1.1 Teoremas de controlabilidad para sistemas lineales ; 3

Si el sistema (1.2) es completamente controlable, entonces para cualquier estado inicial zg,
la ecuacién anterior deberd satisfacerse, ver [17]. Esto puede garantizarse si la matriz

C=(b Ab A% - A"1p)

nxn

es de rango n, o lo que es lo mismo, que los vectores b. Ab, A%b, --- , A" b sean linealmente
independientes. La matriz C' es llamada matriz de controlabilidad. Esto nos sugiere el siguiente
resultado

Proposicién 1.1.1. Considere el sistema de control
= Az +bu (1.4)

donde A € My wn(R), z € R™, b € M, 11 (R) yu € R. Diremos que el sistema es completamente
controlable si y solo si la malriz

C=(b Ab A% ... A™1p)

nxn

liene rango n.

Una forma comtn de decir que un sistema cs controlable es diciendo que la pareja (A, b)
es controlable.

Dependiendo de las dimensiones de las matrices A v b, el cédlculo del rango de la matriz
de controlabilidad €' puede ser complicado, ain usando algin paquete computacional.

Ejemplo 1.1.1. Para ilustrar el resultado anterior, consideremos el siguiente sistema

- (g (1)) B4 @ . (1.5)

para este sistema tenemos que la matriz de controlabilidad es

C:(bAb):(? (1))

lo cual es, evidentemente de rango 2. Luego el sistema es controlable.

En el seguimiento a la teorfa de controlabilidad con control restringido, consideremos
también cl Teorema de Brammer. El desarrollo de este teorema se basard sobre el sistema de
control

i = Az + Bu (1.6)

donde A € Myxn(R), z € R, y el pardmetro u estd restringido a tomar valores en el cono
U=Rt.
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Definicién 1.1.3. Decimos que el estado x1 del sistema (1.6) es CCP (controlable con control
positivo) en t = to, si toda condicidn inicial xo puede ser transferida a x1 en un intervalo
de tiempo finilo, para algin control u(t;xg) positivo. Si todos los estados de un sistema son
controlables, diremos que el sistema es completamente CCP, o simplemente CCP.

En el seguimiento de la teoria, el desarrollo en este capitulo se basa sobre el sistema de
control (1.1) el cual se sigue de las siguientes condiciones. El presente resultado, demostrado
en [2], d4 una caracterizacién de los sistemas CCP.

Teorema 1.1.1. FEl sistema (1.2) es CCP si y sdlo si se satisfacen las siguientes condiciones
i) La matriz de controlabilidad C = (b, Ab, ..., A"~1b) tiene rango n.

it) No existe vector propio real v de AT que satisfaga que el producto escalar vThu < 0 para
todo u € RT.

i) v i) serdn llamadas la primera y segunda condicién de Brammer, respectivamente.
Claramente el sistema del ejemplo (1.1.1) no cumple con la condicién ii) de Brammer, pues
vT = (0 1) es vector propio de AT se sigue que

0
vTbu = (0 1) (1) u=u
si u € R claramente vThu > 0, por tal motivo dicho sistema no es CCP. Consideremos el

siguiente lema;

Lema 1.1.1. Si A tiene al menos un valor propio real, entonces el sistema no es completa-
mente controlable con control positivo. ’

Demostracidn. Supongamos que A € o(A), tal que A € RN o(A). entonces existe v que es
vector propio de AT, tal que

ATv=xv = AT(—v)=A(-v)

dado que bu < 0, se sigue que el término vTbu < 0 no cambia de signo. No se cumple la
condicién i) del teorema de Brammer, por lo tanto el sistema no es CCP. O

1.2. El problema de Estabilizacion Global

Consideremos el sistema de control lineal (1). El problema de estabilizacién global consiste
en diseniar una funcién u : R* — U C R que satisfaga las siguientes condiciones:

1. El punto de equilibrio z = 0 de la ecuacion diferencial & = Ax + bu(x) es globalmente
asintéticamente estable.

2. u:R" — U es una funcién Lipchitz.
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3. u = 0 pertenece a la frontera de U (0 € 9U).

Si el problema tiene solucién, el sistema (1) es llamado globalmente estabilizable. El proble-
ma clésico de estabilizacién global estd compuesto por las condiciones (1) y (2). La condicion
(3) esta poco estudiada y representa una dificultad mayor para resolver ¢l problema de esta-
bilizacion.

En cste capitulo se resuelve el problema de estabilizaciéon para el sistema (1) con controles
restringidos en signo y magnitud.

Para resolver el problema de estabilizacién, supondremos que el sistema es controlable con
controles positivos. Es decir, si (1) es nulo-controlable con u € [0,r], entonces damos cl es-
tabilizador. Ademas, si la ecuacién & = Ax es Lyapunov-estable, mediante la saturacién en
[0,1] del control previo, obtenemos un FRPA (de hecho el control puede ser arbitrariamente
pequeiio) que estabiliza globalmente a las soluciones del sistema realimentado.

Trabajarenios con los sistemas lineales controlables con control positivo. Denotamos con
C (A, b) ala matriz de controlabilidad [b, Ab, ..., A"~ 'b]. Brammer, presenta en [2] la siguiente
caracterizacién de los sistemas lineales controlables con U = [0,1].

El sistema (1) con U = [0,1] es nulo-controlable si y sélo si C (A, b) tiene rango ny A no
tiene valores propios reales.

Supondremos que la matriz C (A,b) es no singular y A no tiene valores propios reales.
También restringimos a la entrada w en signo.

1.3. Estabilizacién Global de Sistemas Lineales con Realimen-
taciéon Positiva no Acotada

1.3.1. Subespacio invariante

Supongamos que la matriz real A € Myyy2x(R) estd dada en la forma canénica. Entonces,
si todos los valores propios de la matriz A son imaginarios y simples se cumple que AT = —A.
Mostraremos que el hiperplano definido por 87z(t) = 0 (de dimensién n — 1) no tiene subes-
pacios A-invariantes.

Proposicién 1.3.1. Si AT = —A y rango C (A,b) = n enlonces, no existe una solucidn
z(t) # 0 del sistema & = Az, tal que bT2(t) =0 parat> 0.

Demostracién. Probaremos esta proposicién por contradiccién. Supongamos que existe z(t)
tal que la igualdad previa es verdadera, entonces, derivando sucesivamente respecto a t obte-
nemos que

aplicando la condicién AT = — A, obtenemos que

2()TA™b=0parat>0 y m=1,2,...,n— 1.
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lo cual implica que rango (b, Ab,..., A" 'b) < n, lo cual contradice la hipétesis de que el
rango C (A, b) = n. O

Observacién 1.3.1. Dada una matriz A € Mopwor(R) en la forma con valores propios tma-
ginarios diferentes, entonces la solucidn del sistema lineal & = Ax liene la forma

EAlt 0 10
z(t)=eMzo=| o . 0
0 et Tko

Esta funcién vectorial esta compuesta por k funciones vectoriales de dimensién dos:

z;(t) = eMtzjo = (—CS(SBI(I%%?t) izzggjg) zjo pare j=1,2,....k. (L

De (1.7) es claro que

T (t + %) ==t

para cada 7, asi que ¢l medio-espacio {a: eR™ | b7z > 0} no puede ser A-invariante. Exis-
ten k hiperplanos A-invariantes de dimensién dos en el espacio de estado R2*: de acuer-
do a la proposicién (1.2.1.), ninguno de estos hiperplanos estd contenido en el hiperplano
{z e R™| Wz = 0}. Mostraremos la estabilizacién global de los sistemas lineales inestables
de tipo (1) mediante el control positivo y no acotado

u(z) = % (|KTz| + KTz) = max {0, K"z} (1.8)

donde KT cs un vector apropiado y u(z) € U = [0, ¢).
Dada una matriz A € M2 (R) con valores propios

o(A) = {a1 61,51 > 0},
por controlabilidad, existe KT € R? tal que
o(A+bKT) = {ag £1ifs. B2 > 0},

donde este tltimo conjunto lo elegimos a conveniencia. Para determinar /& T s6lo igualamos
el polinomio caracteristico det [A 4 bET — A ] con el polinomio cuyas raices son

o(A+bKT) = {ag £ iBs, B2 > 0}.

Proposicién 1.3.2. Dado un sistema controlable del tipo (1) con U = [0,00), entonces el
sistema relroalimentado (1)-(1.8) es tal que

i. St % - %;l < 0, entonces el origen x = 0 es globalmente asintdticamente estable;



1.3 Estabilizacidn Global de Sistemas Lineales con Realimentacidn Positiva no Acotada T

. §i %L 4+ 22 = () entonces el origen x =0 es inestable;
B Ba

iti. Si G-+ G2 =0 entonces el origen es estable (es un centro).

Demostracién. Tomamos una condicién inicial z(0) = zp # 0 tal que KTzg = 0. Deno-
tamos por z(t,xo) a la solucién correspondiente, los tiempos de interseccién al hiperplano
{z | KTa = 0} son definidos como

ty = inf{t|t>0 y KTa(t xo) =0}
ta = inf{t|t>t y K z(t zo) =0}

Considerando el sistema a lazo cerrado, obtenemos que z(l2, 29) = z(ts — t1, x(t1. x0)).
Considerando el par de sistemas

Z; = A;x, donde A; = ( ;. BI) para 1 =1,2.
—Bi o

Entonces la solucién del sistema 27 = Az que inicia en zp # 0 s

ot [ cos(Bit)  sen(Bit)
z1(t) = e (_ 3011(23115) Cos(ﬁlt)) *

Esta solucién vuelve a intersectar al hiperplano {9: | KTz = 0} en el tiempo ¢ = %, ya que
z1(t + z-) = —x1(t), de modo que

21

o
z1(t1,20) = —€" Mz

tomando esta tltima como condicién inicial del sistema 25 = Asx, tenemos que la solucion
esta dada por

zo(t) = e*** (_C:;(ffg?t) ii)l:ggziD z1(t1, o).

Considerando que to = é‘; + 57;- es el tiempo en que tarda la solucién x(t, z) en dar una vuelta,
se tiene que

ag a1
xo(tg — t1, (t1,20)) = (CWBZ) (ewﬁl ) xq

o bicn

equivalentemente
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Ilustrando el desarrollo anterior consideremos la siguiente figura.

sl452)
(_eﬂ(”ﬁﬁz l|oll -

1“'||I—f‘l ‘“

de manera que el mapeo, que resulta del sistema a lazo cerrado, es una contraccioén si y
sélo si G + 32 < 0. De otra forma, si 3+ 5 =0, entonces |z (t2, zo)|| = ||zo|| para cualquier
condicién 1mc1al zg, de manera que el orwen es un centro. O
Observacion 1.3.2. El resultado previo se extiende fdcilmente al caso donde la matriz A
liene valores propios simples

_ aj B _ n
_{dzag(_ﬁj aj)} con B; #0, para j= 12....,2.

de tal forma que el vector KT es tal que
o (A+bKT) = {a‘;iié}; para j = 12%}

entonces las soluciones del sistema a lazo cerrado (1)-(1.8) tienen el siguiente comportamiento
cualitativo:

i. Si 95—71 + 2; < O porg §="1, % v .5, entonces es atractor global;
v i

ii. Si %l + %% > 0 para algun j, entonces el origen es un repulsor.
2 3

11, St 34 + 2L = 0 para un valor de j, entonces, en el hiperplano j-ésimo las soluciones
B; B
describen orbitas cerradas.
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Ahora consideremos la multiplicidad de los valores propios de la matriz A. En la siguiente
proposicién suponemos la forma de Jordan

A= {dz‘ag (33 C’i)} + N € Mpxn(R)

donde 3 # 0 y la matriz N nilpotente es tal que N™ #£ 0y N™+1 = ( para un entero positivo
m. También consideraremos la norma Euclideana:

1Ml = = (,m)
definida para una matriz M = (my;) € Muxn(R), tal que
) cos 3t sen [t
H{dmg (m sen 3t cos 6t> }
Proposicién 1.3.3. Si el sistema (1) es controlable con U = [0,00), entonces la funcion de
retroalimentacion (1.8) es un estabilizador global.

(&1

=1, [I|=1y 0<[N| <1

Demostracidn. Generalizamos los célculos para sistemas definidos en un espacio de estado de
dimensién n, consideremos el sistema lincal de tipo (1) con

A= {diag (fz fl)} + N € Myxn(R)

donde N es una matriz triangular superior nilpotente. Consideraremos también los vectores
b, KT € R™ tal que el rango (C(A,b)) =ny o (A+bKT) = {as +i8} con la multiplicidad
apropiada.

Entonces existe una matriz invertible P tal que

Pl (A+bK") P = {diag (fz, b )} +N.

2]

donde N es de nuevo una matriz nilpotente.
De la condicién de controlabilidad tenemos que x = 0 es el tnico conjunto A-invariante
contenido en {:L | KTz = 0}. La funcién

_ b
k) cos At sen Gt Nt
el =5 {dm'g (— sen [t Cosﬂt)} I+Z T

L =1

es solucién de & = Az, con condicién inicial 2(0) = xg, asi que

k . 4
: t t N ¢
(i (2228, 020} 52 L0

k : a

5 |N|" ¢

o1t {”ZT llzol|
i=1

eajt

ll(@)ll

IN

IA
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tal que
lz(@)l < e*1 el flao|| = el IV |z (1.9)
donde hemos usado las conocidas desigualdades

1) IN|F > || VY]

valida para cualquicr entero positivo 4;

o ||vE|E . -
2) elNlit > {1 + Zif___l I i!“t }, para t > 0 y cualquier entero positivo k.

Similarmente la funcién

k=i
e cos Bt sen St Nt
y=e {dmg (ﬁ sen 8t cos Bt I+ Z | ¥

es solucién de § = P71 (A + bKT) Py con y(0) = yo; asi que

. cosfAt  senft t
{dmg ( sen St cos Bt) }” 711+ Z 7! ol

ly@Il < e

tai que
(@) < el T g (1.10)

Dada una condicién inicial arbitraria 2(0) = xzp # 0 donde K7zg = 0. Denotemos por
x (t,x0) a la solucién correspondiente y mediante los tiempos de interseccion

t1 = nf{t|t>0 y KT z(t zq) =0};
to = inf{t|t>t1 y KTyt xz(t))=0}.
tal que yo = x(t1), de las desigualdades (1.9) y (1.10) obtenemos que
(el < elozt IV gles NN ) < elartars2llVe 4
de donde suponemos que ||N|| > ||N||. De la desigualdad
i tall| £ gletreattiltlin o]
deducimos que hay una contraccién de la composicién de medios mapeos y(ta, Ty, ) si

elaatas+2[|[N|)iz -

o equivalentemente, si
o1 +ag +2||N| <0 (1.11)

donde 0 < | N|| < 1.

En particular, si el sistema es inestable a lazo abierto con a; > 0y N € M, »,(R), podemos
escoger as < 0 para tener (1.11). Concluimos que esta condicién es suficiente para tener
estabilizacién asintética global en el sistema a lazo cerrado (1)-(1.8). O
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Observemos que la desigualdad (1.11) implica la desigualdad (1) de la proposicién (1.3.1.)
que fue obtenida para asegurar la estabilidad asintética en el caso de dos dimensiones. Para
el caso 31 = ffo < 0y N =0, las desigualdades coinciden. Hasta aqui, el control considerado
(1.8) es no acotado. Sin embargo, podemos usar la saturacién para obtener un estabilizador
global para la clase de sistemas lineales Lyapunov-estables.

1.4. Estabilizacién Global de Sistemas con Retroalimentacion
Positiva Acotada.

En lo que sigue suponemos que la matriz A estd en la forma candnica y el sistema a lazo
abierto © = Ax es Lyapunov-estable. Es decir,

A = J = blockdiag [J1, Ja. ..., Js]

En esta seccién damos un control positivo globalmente estabilizante para la clase de sistemas
(1) donde la matriz A y el vector b satisfacen las siguientes dos condiciones:

a) rango (C(A,b)) = n.

b) AT=—Acon0 ¢o(A).
Es bien conocido que las condiciones a) y b) implican controlabilidad local del sistema (1)
con U = [0,7], ver [2]. La restriccién u € [0,7], implica que la condicién a) no sea suficiente
para resolver el problema de estabilizacién de (1). Para tener el disefio del estabilizador global

FRPA, necesitamos que cl sistema a lazo abicrto sea Lyapunov-cstable, esto implica que A es
simple, lo que a la vez implica la condicién b).’

La siguiente funcion FRPA

_ 3 [|o7z| —b0Tz] si—bTz<r 215
u(z) {T i faey (112)

corresponde a la saturacion del control

u(z) = = (|p72| +672)

| =

en el intervalo U = [0,7] C R.

Proposicién 1.4.1. Si el sistema (1) es controlable con U = [0,r] y A es Lyapunov-estable,
entonces la retroalimentacidn (1.12) resuelve el problema de estabilizacion global.

Demostracion. Consideremos la funcién de Lyapunov V = 27z, tal que

14

Il

[Az + bu (J:)]T z+ 2! [Az + bu (2)]
2 [AT + A] z+ulblz+albu
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es decir,

vV = 2Tux
B bl []bT.I'| — bTm] si—blz<r
- 26T ua: si—blz>r
<0

de manera que al considerar los casos

e Caso —bTz > 0. Tenemos que V < 0.

e Caso —b'z < 0. En este caso tenemos que V' = 0. De la proposicién (1.2.1) y observacién
(1.2.1), concluimos que el origen es el Unico conjunto A-invariante en {:L | -7z < 0}. De
acuerdo al principio de invariancia de LaSalle, concluimos que cl origen es globalmente

asintéticamente estable bajo el sistema a lazo cerrado (1)-(1.12).

Hemos dividido el espacio de estado en dos regiones:

R? ={z|-b"z>0} y R* ={z|-blz <0}

En el medio espacio R’} las soluciones corresponden al sistema a lazo cerrado, y en R”
al sistema a lazo abierto. De manera que la proposicién (1.4.1) implica que el sistema a lazo
cerrado, obtenido al aplicar la realimentacién (1.12), estabiliza globalmente al sistema.

Aplicacion: estabilizacién de el péndulo doble.

Como una aplicacién a un sistema mecanico estabilizable con controles positivos acotados,
consideremos las ecuaciones de movimiento linealizadas de dos osciladores con el fin estabi-
lizarlos mediante la utilizacién de una fuerza continua aplicada en una sola dircccién. Cada
masa m; (ambas masas son no nulas) estan fijas en los extremos de una varilla ingravida rigida
de longitud {;, ¢ = 1, 2. El sistema gira sin friccién sobre los puntos del pivote pg y p1, donde
po estd sujeto a una estructura rigida. Una fuerza w, 0 < u < 1, es aplicada simultdneamente
a las masas my y mo como se indica en la siguiente figura.
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I 1
L
|
L ) T &7
19
| .
e
42
}_.f-"é; \_\_‘\
[ Y
14 ' ) R
—’ A

Siaz =01, 29 = 01. 23 = 02, x4 = 09, es bien conocido que podemos escribir cl sistema
de ecuaciones que describen la dindmica de un péndulo doble en la forma @ = Az + bu, con
matrices

0 B/ 0 0 by
-8 0 0 0 b
4=l 0 5 0o Bl ¥ "=ls
0 0 —By 0 by

con constante gravitacional g =1, y

1
e \/21112 {0+ bk + V(0 + LR = 4Tk };
Ba = \/ 1 {(l1+lz Yk — \/51+l2)2k2 41.1!2,6}.
21 |
=l L0 g (1-hbj) (mz‘%) i=1,2
= m 0T maih h1>5? . =8

Observamos que 1 # (9. Es facil mostrar que el determinante A de la matriz de controlabi-
lidad es

= 46363618 (B2 - B2)”.

En general, A # 0 excepto para cierto valores criticos de los pardmetros {1, Iy y k. Observamos
que la matriz A y el vector b satisfacen las condiciones a) y b), bajo la suposiciéon A # 0.
Concluimos que ¢l estado z(t) del pendulo doble puede ser llevado al estado x = 0 con el
control positivo arbitrariamente pequeno;

L [|bTm| - bT:c] si—bTz<vr
_J2 =
i) = {T si—ble>r

El origen z = 0 es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable para el sistema
a lazo cerrado.
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Capitulo 2

Estabilizacion rapida de una familia
de sistemas lineales positivos
mediante modos deslizantes

2.1. Sistemas Lineales Positivos

Considerando el Teorema de Frobenius-Perron para matrices Metzler en sistemas positivos
v los resultados conocidos de modos deslizantes, en particular la dindmica deslizante sobre
hiperplanos s(z) = Lz — k = 0 de codimensién uno, es posible obtener nuevas soluciones al
problema de estabilizacién de sistemas lineales positivos mediante controles positivos. Deno-
tamos Ct = {z € C | Re(z) > 0} y C~ = {z € C | Re(z) < 0}.
Considere el sistema lineal homogénco cn tiempo continuo

&= Az ' (2.1)

donde A € M, xn(R) y € R™. Si z(to) = xo € R}, ¢ > 0, entonces la solucién z(t, to, z0)
serd simpre no-negativa, es decir, z(t, to, zo) € R V¢ > {g, si y sélo si la matriz A es Metzler,
ver 7], [9] ¥ [13]. A este tipo de sistemas sc les denomina positivos porque el cono positivo
R™ es un conjunto invariante.

2.1.1. Matrices Metzler

Una clase de matrices cuadradas vinculadas estrechamente con las matrices no-negativas
consta de todas aquellas matrices cuyos elementos fuera de la diagonal principal son todos
no-negativos (cualquicra que sca el signo de los elementos sobre la diagonal principal), i.c.
A € Muxn(R) tal que a;; > 0 Vi # j. A esta clase de matrices se les conoce comunmente
como matrices Metzler o simplemente Metzler.

Definicién 2.1.1. La matriz A = (aij) € Maxn(R) se dice que es una matriz Metzler si se
verifica que

aij > 0 Vi # .

15
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Diremos que la matriz A = (a;j) € Mpxn(R) es matriz Hurwitz si tiene todos sus valores
propios con parte real negativa.

Definicién 2.1.2. La matriz A = (a;j) es compartamental si se cumplen las dos condiciones:

a) A es Metzler.

b) >, aij <0 para cada columna j =1,..,n.

Esta observacién es valida para A o bien AT.

2.1.2. El Teorema de Frobenius-Perron para matrices Metzler.

Diremos que una matriz A es no-negativa si todos los elementos a;; son no-negativos, i.c,
aijEOV:é.jzl.Q,...,n.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Frobenius-Perron para matrices no-negativas). Sea A una matriz
no-negativa. Entonces, existe un nimero real Ao = 0 y un vector xg = 0 tal que

i) Azo = Mowo; ¥
ii) si A # Ao es cualquier otro valor propio de la matriz A, entonces |A| < Ao.

Ver [5] v [7].
Para la matrices del tipo Metzler se pueden obtener conclusiones completamente analogas a las
del Teorema de Frobenius-Perron para matrices no-negativas. Simplemente usando el hecho de
que cualquier matriz Metzler A € M, %, (R) puede transformarse en una matriz no-negativa
(o positiva) mediante A = 61 + A, donde & es una constante positiva apropiada. Ademas,
puesto que A es una matriz no-negativa, entonces posee un valor propio de Frobeniu-Perron
Ao = 0 y un vector propio xg > 0, i.c., Azy = Aozo.

Se puede verificar que el valor propio de la matriz metzler A es g = Ay — 9 y o su vector
propio asociado (i.c., Azg = poxo). Por las caracteristicas de Ag se tiene que el valor propio
o cs real, y ademads, es el valor con médulo méximo (valor propio dominante) de la matriz
A, tal como se muestra en la figura.
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Im im

A : :

’;.:_a__, f,(_"‘,u_T
e )

\-h—/f/ et

(a) (b)

Figura 2.1: Tlustracién de que po cs el valor propio con parte real méxima de A. (a) Valores
propios de A = &I + A. (b) Valores Propios de A.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Frobenius-Perron para matrices Metzler). Sea A € D sen (R)
una matriz Metzler. Entonces, existe un nimero real po y un vector xo > 0 tal que se cumple
lo siguiente:

a) po es un valor propio de A y xo > 0 su respectivo valor propio, i.e, Axo = poZo-

b) Sip+# po es cualquier otro valor propio de A, enionces Re(u) < po-

2.1.3. Propiedad de la inversa de las matrices Metzler.

Existen resultados para las matrices Metzler que establece que para cualquier matriz Metz-
ler A su inversa —A ™! existe v es positiva, si y sélo si, todos sus valores propios estan dentro
del semiplano complejo izquierdo (valores propios con parte real estrictamente negativa), i.e,
matrices Metzler que son a su vez Hurwitz.

Teorema 2.1.3. Sea A € M, xn(R) una matriz Metzler. La inversa —A™! existe y es positiva
si, y solo si, A es Hurwitz (i.e, p < 0).

La prucba de los teoremas (2.1.2) y (2.1.3) pueden verse en [5], [7], [9] y [13].
2.2. Estabilizaciéon de Sistemas Positivos Mediante Modos Des-
lizantes

Consideremos el sistema lineal
= Az +bu (2.2)
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con A € Muxn(R) matriz Metzler y Hurwitz, b € R} y u € [r1, 2], 2 > r1 > 0. Consideremos
el punto de equilibrio
i=-A"'bu eR",

donde @ € [rq,ra].

2.2.1. Problema de Estabilizacién

Si A es Metzler v Hurwitz en el sistema (2.2) tenemos que el tnico punto de equilibrio
positivo Z = —A~1bu (con @ constante) es global asintéticamente estable. Nos planteamos la
pregunta:
1Es posible estabilizar méds rapidamente en Z al considerar u € [r;,r2] en lugar de u = @?.

Para responder la pregunta anterior debemos considerar que el sistema (2.1) no es con-
trolable: de acuerdo al teorema de controlabilidad de Brammer, ver el trabajo [2|. Ya que al
ser A Metzler, tiene al menos un valor propio real, entonces el sistema no es completamente
controlable con control positivo.

Corolario 2.2.1. Si A es Metzler, el sistema (2.2) no es controlable con control positivo.

Demostracion. De acuerdo al teorema de Frobenius-Perron para matrices Mectzler, ya que
AT es Metzler, existen un nimero real po y un vector xo > 0 tal que a:gbu > 0 para todo
u > 0. O

A continuacién presentamos un método deslizante para responder al problema de estabi-
lizacidn rapida.

2.3. Modos deslizantes para sistemas afines

Consideremos el sistema no-lineal
& = f(2) + g(z)u, 2(0) = a0 (2.3)

donde x € X (subconjunto abierto de R™); la funcién de control uw: R™ — R es discontinua;
f v g son campos vectoriales de clase C! definidos sobre X, con g(z) # 0, para toda z en X.
Sea una funcién s : X — R de clase C!, con gradiente no cero en X.

El conjunto
S:={zeR"|s(z) =0}

representa una sub-variedad n — 1 dimensional en X (por el teorema de la funcién implicita),
llamada en adelante la variedad deslizante o superficie de cambio. La funcién escalar s sera re-
ferida a veces como “funcién coordenada” de la superficie. Los resultados descritos aqui son
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de naturaleza local, restringida a una vecindad abierta de X y su interseccién con la variedad
deslizante S, se considera xg en tal interseccion.

Una ley de control de estructura variable se obtiene al permitir a la funcién de control uno
de los valores de retroalimentacién, de acuerdo a signo de s(x), definido por

"y {u+(m) para s(z) > 0 (2.4)

u”(z) para s(z) <0, ut #u~

Con esta retroalimentaciéon perseguimos hacer al conjunto S un atractor. A las funciones
de control wt(z) vy u~(x) los llamaremos valores de control extremo. Sobre ellas suponemos
que son funciones de clase C! de z, y sin pérdida de generalidad, suponemos también que
satisfacen vt (z) > u~(x) para cada = en X. Denotemos por LG la derivada direccional de
la funcién escalar G con respecto al campo vectorial h.

Supongamos que, como resultado de aplicar la politica de control (2.4) a las trayectorias de
estado (2.3), se alcanza la superficie S. de tal forma que podemos definir al sistema (2.3) en
el conjunto de discontinuidad S.

Considerando a la funcién s = s(z) como variable, le aplicamos el operador derivada
direccional Lj.g, para dar la siguiente definicion.
Decimos que existe un régimen deslizante sobre S siempre que

lfm (Lyigyss) <0 y lm (Lpygu-s) >0 (2.5)

s—0*t s—0—

Es decir, la tasa de cambio de la funcién coordenada de la superficie s(x) medida en
la direccién del campo controlado, es tal que se asegura la convergencia de las drbitas a la
superficic S por la aplicacién del control (2.4). Denotamos por ds al gradiente de s(z), vy sea,
(.) el producto escalar conocido de vectores y co-vectores. Viendo al gradiente ds(z) como
vector en ¢l campo ortogonal al plano tangente de S en z, se tiene que las condiciones (2.5)
son equivalentes a

lim (ds,f+gu") <0 y lim (ds,f+gu™)>0 (2.6)
s—+0+ 50~

De tal forma que, sobre S, las proyecciones de los campos f + gu™ y f + gu™ sobre el
vector gradiente de s(z) son opuestos en signo.
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5<0

a’
S(xI=0
IJ
|
|
|

]
|
|

f

|

|

i

f

Figura 2.2: Régimen de deslizamicento sobre la variedad de cambio.

2.3.1. Condiciones de Variedad Invariante

En lo que sigue, identificamos el operador de derivada direccional aplicada a 8, Ljiqus
con el producto interior (ds, f + gu). Mediante este operador es posible definir un control g4
que mantiene a la variable de estado z(t) en la superficie de cambio: s(z(t)) = 0 para t € I. A
este movimiento se le denomina como movimiento deslizante ideal, este movimiento deslizante
ideal se escribe usando las siguientes condiciones de variedad invariante.

s(z) =0 , Lf+_quc,’.(a:)3 = (ds, f +gucq) ={ (2.7)

donde ueq(z) es una ley de control de retroalimentacion de clase C.

La funcién de control de retroalimentacién ue,(z) es llamada la funcién de control equi-
valente. De la definicién de derivada direccional y de (2.7), el control equivalente es dado
explicitamente y se obtiene de la siguiente manera

(ds, f + gueg) =0 & (ds, f) + ueq(®) (ds, g) = 0
{ds, f)
(ds,9)

En esta igualdad denotaremos al gradiente ds también como % y el producto interior (ds, g)
como (-g—f:) g. tal que

& Pegllt) =~

s\ o
val®) = = (29) gl (dn) £0 (29)
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Aqui debe mencionarse la unicidad de ueq que establece, implicitamente, este método.
Sea A4(z) el subespacio del espacio tangente T, X, definido para cada x por

(ds, As()) =0
os decir. considerando como operador al gradiente ds(z) : T X — R, tenemos que
Ag(x):=kernel(ds(x)).

Aqui, A,(x) es llamada la distribucién deslizante asociada a S. Las condiciones (2.7) son
reescritas como

[+ GUeq |s—0€ kernel(ds) = Ay(x)

con Ay(z) de dimensién n — 1.

2.3.2. Condiciones de Existencia

Diremos que el control equivalente esta bien definido siempre que este exista y esté deter-
minado univocamente de las condiciones de invariancia (2.7).

Lema 2.3.1. Una condicion necesaria y suficiente para que el control equivalente este bien
definido es que la condicidn de transversalidad

(ds, ) # 0 (2.9)

se satisfaga sobre S.

Demostracién. (=) Supéngamos que cl control cquivalente esta bien definido de (2.8). En-
tonces necesariamente (ds, g) # 0 sobre S, de otra forma, (ds, f) también serfa cero para cl
control equivalente a existir. Sin embargo, en este caso, Ueq DO serad definido de manera tnica
ya que (2.7) serfa trivialmente satisfecho por cualquier control.

(<) Por otro lado, si {ds, g) # 0 en S, entonces evidentemente teq existe de (2.8). Supdéngase,
para probar la unicidad, que la condicién de invariancia es satisfecha por dos controles equi-
valentes Uleq ¥ U2eq diferentes. si la condicién de transversatilidad se mantiene, entonces de
(2.7) se sigue que

(ds, f + guieq) = (ds, f + JU2eq)

por bilincalidad

(ds, f) + ureq (ds,g) = ({ds, f) + uneq (ds. g)
= (Ureq — Uzeq) (ds, ) = O
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por lo que se concluye

Uleqg = UReq

sc tiene la unicidad. O

El lema anterior establece que el campo vectorial g no pertenece a la distribucién A;. En
otras palabras, g no puede ser tangencial a la variedad deslizante S, y de aqui, g cs transversal
a kernel(ds). La condicién de transversalidad representa sélo una condicién necesaria para la
existencia de un régimen deslizante, como lo prueba el siguiente lema.

Lema 2.3.2. Si existe un movimiento deslizante sobre S entonces
{ds,g) <0 (2.10)

sobre S.

Demostracién. De la definicién de un movimiento deslizante, dado por (2.5) 6 (2.6), tenemos
sobre S

(ds,f+gut) <0y (ds,f+gu™)>0
v de aqui;
(ds. (u* —u7)g) = (u* —u") (ds.g) <0
por hipétesis u™ > u . se concluye que (ds, g) < 0. O

Lema 2.3.3. Una condicidon necesaria para la existencia de un movimiento deslizante sobre
S es que el control equivalente esté bien definido sobre S.

Teorema 2.3.1. Una condicidn necesaria y suficiente para la existencia local de un régimen
deslizante sobre S es que, en X, para x en S

4™ (2) < ue(2) < wT(E) (2.11)

Demostracion. (=) Supéngase que existe un movimiento deslizante sobre S, entonces de (2.6)
se sigue que, sobre S,

(ds, f +utg) =(ds,f) +ut (ds.g) <0

en virtud de (2.8) y ya que, de lema 2.3.2, la condicién de transversalidad (2.10) se mantiene
necesariamente

(ds, f) +
(ds,g) ' "

= —tug(z) +u" >0
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por otro lado, sobre S, se tiene que (ds, f +u"g) > 0: usando el mismo argumento se sigue
que

—ug(z) + u~ < 0.

(<) Para probar la implicacién del teorema, sea ueq(z) funcién de retroalimentacién de
clase C! que satisface (2.8) y (2.11). De esto se sigue que

0 < ueg(z) — u™(2) < ut(z) —u (z)

v de aqui

_ Ueg(E) —u”(x)
0 < Weyla) = T <1
de donde se tiene la desigualdad
0<1—wg(z) <1

y de aqui

(ds, f + teqg) = Weq {ds, f +ugt) + (1 — weq) (ds, f +u"g) =0

se sigue que necesariamente las cantidades (ds, f + u™g) v (ds, f + u™g) tienen signo opuesto.
Como vimos antes, podemos siempre redefinir S para tener sobre esta superficie

(ds,f+u"g)y>0

y entonces {ds, f + u*g) < 0. Sin embargo, esto nos lleva a tener la ley de control

- {u;(x} para s(z) > 0
u~(z) para s(z) <0

que actuando sobre el sistema (2.3) satisface

(ds, f +utg) |s=0= lim (ds,f+uTg) = Hrél‘ Ljpgurs <0
S S—UT

i
—0+

(ds, f +u”g) |s=0= h’rél (ds,f +u"g) = 111(1)1 Litgu-s>0
s—U— 8—u—

Es decir, existe un régimen deslizante sobre S. a
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2.4. Modos deslizantes para sistemas lineales

Consideremos en esta seccién un caso particular de los sistemas afines, el cambio de variable
que sc considera en este caso es f(z) = Az y g(z) = b, de modo que tenemos el sistema lincal

&= Az + bu (2.12)

A cs Metzler y Hurwitz , b € R} v w € [r1,72], r1 > r2 = 0. Denotemos las componentes
aij = 0, para i # j, donde A es de la forma

—a;y a2 aiy e Qin
a1 —ag2 23 - a2n
A= ) .
Gnl Ap2  Qp3 ' —0pp

Como referencia en el espacio de estado, consideremos los puntos de equilibrio positivos
Ti=—-A"Yry vy To=—-A"lbry
tal que ||Z1]| < ||Z2]| ya que
[l = -AYora ]| = A7l ry < [|-A710] 72 = -4 ora| = I

La hipétesis de que A es Hurwitz, implica que cada punto de equilibrio Z; es globalmente
atractor para las soluciones del sistema retroalimentado

& = Az + br; 1=1,2.

Con el objetivo de describir el deslizamiento. consideramos un vector constante L € R? y
un cscalar constante k& > 0. de manera que el segmento de hiperplano contenido en R,
representado por la igualdad

L=k

con valores numéricos de L v k por clegir de forma que se satisface la condicién de desliza-
miento, expresadas con el par de desigualdades:

lim L{(Az+br) <0 y lim L(Ax +brs) >0
s—0+ s—0~

o bien

L(Az +br) <0 paraz € R} tales que Lz — k > 0
+

(2.13)
L(Az + bry) >0 para z € RY talesque Lx — k<0

Para determinar la magnitud de k, consideremos el segmento de recta que une a los puntos
de equilibrio

x = AT1 + (1 — X)Ty, para A€ (0,1)
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elegimos k de forma que el hiperplano, representado por Lx — k = 0, pase por un punto de
equilibrio predeterminado T obtenido con A = %;es decir,
T - + -
==T1+ =
o
por consiguiente
k=ID%

Con las desigualdades (2.13) v, los valores de los pardmetros ry, rp. T, k y L, es conocido que
mediante la aplicacién del control discontinuo

rp si Le—k>0
w(x) = (2.14)
rg si Lr—k<0

tendremos que cualquier solucién z(t) que inicia fuera del hiperplano Lz = k, alcanza al
hiperplano en tiempo finito, ya que al considerar la funcién de Lyapunov V = %(L:c - k)2,
tenemos que el control (2.14) es la solucién al siguiente problema de optimizacién

dv
min — = min Lx — k) L(Azx + bu
u€(ry,ra) dt U.E['F'l,TQJ{( ) ( )}
Una vez cumplidas las desigualdades (2.13), se origina una dindmica invariante sobre el hi-
perplano Lz = k, podemos decir que esta dinamica corresponde a la aplicacién del llamado
control equivalente, denotado por u.q y definido para z tales que Lz = k, de manera que lo
podemos calcular de la igualdad Lz = 0. Es decir,

L(Az + bueg) = 0,

por consiguiente

LAz

Upgg = ————.
- Lb

Con este resultado tenemos definido el control globalmente estabilizante para toda x € R’}:

rn si Le—k>0
=% teg 81 Li— k=0 (2.15)
ro si Le—k<0

Buscamos valores para los pardmetros involucrados en el sistema realimentado (2.12)-(2.15)
de manera que la estabilizacién sea rapida.

2.4.1. Como elegir el plano Lz =k

Es claro que para tener positividad de la funcién u., = HI‘EL‘”. es necesario y suficiente

que LAz < 0.
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Consideremos la matriz Metzler A dada en (2.12) con entradas a;; > 0 para i # j. Tal que el
término LAz nos queda

—ay; a2 aa - U1n x7
as; —aGza agziz - a2n Hip)
LAz = ([1 lg Zn)
Gnl an2 QAp3 -+ —Qpn In
= —I1pP1 — X2pP2 — T3Py — TnPn

= —(p,x) para p € int (R7})

es decir, p = (p1,pa, -+ - .,pn)T € R establece la igualdad
—lia1 + lasy + l3az1 + lyaqr + -+ lpann = —m
liays — laaga + lzase + lyage + -+ + lnana = —po2
lia1z + lpags — l3azz + lyasz + - +lnans = —p3
liain + lpaon + l3as, + laagn + -+ lpan, = —Pn

que escribimos matricialmente como
ATLT = —p

por consiguiente LT = (=A"1)Tp € R?; va que A es Metzler y Hurwitz.
Es decir, para cada p € R7} tenemos un vector L = — o el R™, tal que weq = — 2 s .
De este modo tenemos que :

. LAx
B Lb
(-pTA™Y) Az

Lb
FE g

pT(=A=1)b

ya que ¢ € R%.

Veamos ahora como se ve el sistema a lazo cerrado con ug,. para obtener asi la matriz Aeq.

A
Az = Az +bug(z) =Ax+b (%f)

.
e
(Ax b "pT(—A-l)b)

de modo que

.
Aeg = (A +bFﬁ) . (2.16)
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Observamos que la matriz (2.16) es Metzler, ya que es la suma de una matriz Metzler y una
matriz con entradas no negativas.
Consideremos el sistema de control positivo y el plano s = {:c eR} | Lz = k} :

Lema 2.4.1. p € int(]R’i) st y sdlo si existe un deslizamiento sobre s.

Demostracidn. (<) La condicién p € int (Rf_) implica que uey > 0 para z € R}, De acucrdo
al teorema 1 (pag. 1363) en [8] al considerar r > 0 suficientemente grande (||Z1| < ||Z2]|)
tenemos que existe un deslizamiento sobre el hiperplano s.

(=) Sin perder generalidad supongamos que p; < 0, entonces existe una vecindad Q C S del
punto (21,0, ...,0) tal que LAz = —pix; > 0 implicando que ueq(z) < 0. por consiguiente no
existe deslizamiento en Q. |

Proposicién 2.4.1. A =0 € g (Ae)-

Lb

L L
(I—bﬁ>b—b—bﬁb—0.

L
Demostracidn. b € kernel (I — b——), ya que

entonces det Aeq = 0. O

La proposicién anterior prucba que la matriz A., tiene como valor propio al cero, es decir,
el hiperplano donde actia el control ue, es de dimensién n — 1. En particular, por ser A
Hurwitz tenemos que T = —A~1b% es punto de equilibrio de & = Az + bueq, ya que al sustituir
en la tltima igualdad obtenemos que

& = Ag
- Af+b*i‘:m |
—LA(—A""bu
= A(Albﬁ)erf—(Lb—)
= —b“ﬁ—l—b(—%)
=0

Hemos probado que A = 0 cs ¢l valor propio de la matriz A,y = A+ b (—?(—_p_—zj)fb);
ademés es Metzler por ser la suma de una matriz Metzler v una matriz con entradas no
negativas.

Por otro lado, tenemos que si z* € Ker (I — bﬁ). entonces r* = %‘%az*. Por lo tanto, z* €
Im (b), implicando que A = 0 es el valor propio correspondiente al vector propio z*. En cada
una de las aplicaciones expuestas mas adelante, mostramos que A = 0 es el valor propio
dominante de A., (de acuerdo al teorema de Frobenius-Perron para matrices Metzler); esto
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implica que la dindmica del sistema & = Aga tiene al estado T = —A~!bu como tnico punto
de equilibrio.
Ademas, de las desigualdades (2.13), es facil ver que para x tal que s(z) = 0 se cumple que

L(Az + br;) <0< L(Az + bry)

como Lb > 0, tenemos que

LAz
Lori < —LAz < Lbre < 1 <-— Lba < ry
concluimos que ueq € [r1,72). En particular, se cumple que
(®) = s Bl = —LLA(—A_lb*) S L(~-bu) =7
Yeal ) = """ T T Ib YT -

Mads aun, denotemos al conjunto de valores propios de A como:
o(A)={N}parai=1,--- ,n—1 y 0(Aeq)={Aai} parai=1---,n—-1

Sea L = (l1,ls,...,l,), una consideracién mas que podriamos hacer es ver si podemos dar
condiciones para las {; > 0 de forma que los valores propios de o (A¢,) cumplan con la condicién
siguiente

mftx{?Re()\di)} < m?x {Re (\i)} (2.17)

En general resulta complicado encontrar condiciones para las [; para tener (2.17), en el si-
guiente capitulo sc aborda este problema.



Capitulo 3

Aplicacion de un caso particular de
Sistemas Compartimentales

En este capitulo consideramos casos particulares de sistemas compartimentales, de forma

que las matrices A y A, son compartamentales, con A matriz Hurwitz. En el caso de Agq, si
es matriz compartamental, entonces g(Aqq) N C* = @, implicando que el valor propio A = 0
es dominante. segiin el teorema de Frobenius-Perron para matrices Metzler. Ademds implica
que cl punto T = —A~1b4 es el tnico equilibrio, y es atractor, en la dindmica deslizante.
Al mezelar dos soluciones salinas de distintas concentraciones esta mezcla se puede modelar
matematicamente con una ecuacién diferencial de primer orden, que define la cantidad de sal
que contiene la mezcla. En el presente capitulo se estudian 3 modelos de sistemas dindmicos
lineales positivos, en ellos damos elementos para mejorar la estabilizacién mediante la teorfa
de modos deslizantes. '

3.1. El caso de mezcla con dos tanques

En esta seccién estudiamos un sistema en dos dimensiones (dos tanques), la descripcion
del problema es el siguiente:
Dos tanques, A y B, contienen Vi y Vs litros de salmuera respectivamente. IEn los tanques
A v B se disolvieron inicialmente a y b libras de sal respectivamente. Ambos tanques estan
conectados, habiendo un flujo fo de salmuera del tanque A al tanque B, v un flujo f; del
tanque B al tanque A. Ademsés, del exterior hay un flujo de f1, con ¢ libras de sal por litro,
hacia el tanque A, v del tanque B hay un flujo f; hacia el exterior. Deseamos determinar la
cantidad de sal presente en cada tanque en el momento ¢.

29
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Figura 3.1: Confuguracién de dos tanques interconectados.

Para formar cl modelo matematico, denotamos por z1(t) y z2(t) la cantidad de libras de

sal presente en el tanque A y en el tanque B, respectivamente. La dindmica del sistema es
representada por el par de ecuaciones:

dﬂ?l T Ty

g 2V1 +f&V2 + fiar
d.’L‘Q T Zo €2
@ ~ Ty iy iy

con condiciones iniciales z1(0) = a y 22(0) = b.

Matricialmente. tenemos que cl sistema anterior es

(- (& ) (%)
o) = ()

Si queremos que los volumenes V) y V5 scan constantes, entonces deben cumplirse las
igualdades

con

fo=fit+tfa v h=h (3.2)

donde la matriz A es matriz Metzler. Este sistema podemos verlo como un caso particular del
sistema de control
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z & L\ (m h
($:> = ( %/ _V%> (xz) + (0) u (3.3)

o equivalentemente

60_ ufy - 42 + 42
Zo f%% _ f%}zz

donde el parametro de control toma el valor particular u = ¢;. Calculando los valores propios
de la matriz A, llegamos a que estos son

1

M2 = 5,

(—J’z(Vz F V) B - )+ avlvzfgfg) (3.4)
Veamos ahora que estos valores propios son reales negativos. De las desigualdades tenemos
que fa = f3 + fi, de lo cual se concluye que f3 < fa. De modo que de la expresion
[3(Va = Vi)’ + 4ViVafsf
se tiene que
AViVafafo < 4ViVaf3
es decir
(Vo =)+ aViVafsfo < f5(Va = Vi)? +AViVaff = f3(Va + V1)?

por consiguiente

—fa(Va+ W) + \/IE(VQ —V1)2+ 4N Vafsfa <0

concluimos entonces que A es Hurwitz.

De acuerdo al teorema de Frobenius-Perron para matrices metzler, tenemos que el punto
de equilibrio Z es positivo y asintéticamente estable; i.e.

T=-A"'bu
L
o —% & fial
h B 0
Wi Va
f
clV]‘fQ—f:i -
(Cl%fzjjf:s (3.3)
B f (V1>
fa— fa \Va

Vi
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Se concluve que la concentracién de entrada c; es la que determina la cantidad de sal en cada

tanque.
La dindmica es sencilla, al aplicar un control constante %, cualquier solucién que inicie en R2
tiende asintéticamente al punto de equilibrio Z = —A~1bu.

A continuacién. probaremos (para este sistema estudiado) que se puede estabilizar mds
rapido al considerar un control de la forma u € [r1.72] en lugar de u = %. Con

1
0ST1<U=§(T‘1+T‘2)<T'Z

Sea
L= (11,12). conl; >0

Denotemos a s(z) = Lz — k, entonces s(z) = liz1 + laxg — k = 0 tal que para Lz = k se
cumple que Lz =0y

1
k= 3 (r1 +r2) (V1 + 12V3)

de forma que la recta s(z) = 0 pasa por el punto medio del par de puntos

% _ Wi ;
f]_ =T (Vé) Yy T2 =12 (V;) (3(‘))

Si consideramos el control discontinuo

_Jr1 sis(z) >0
i) = ry sis(z) <0 (3.1

Veremos ahora que para el sistema
T = Az + bu
con u de la forma (3.7) existe un modo deslizante sobre la recta s(z) = 0. Dado que

LAz

e =y

sc sigue que para tener deslizamiento con control positivo sobre la recta s(z) = 0 es necesario
que LAz < 0. Ademads, cabe recalcar que por el punto fijo Z (punto fijo sobre la recta de des-
lizamiento ) pasan muchas rectas (ver figura 3.2) en las cuales se define el dominio deslizante,
es importante entonces encontrar la recta 6ptima del dominio deslizante. Més atin, asi como
es relevante encontrar dicha recta, también necesitamos minimizar Ag.
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Figura 3.2: En csta figura se presentan dos segmentos de deslizamiento, el ab y cd, la parte

punteada representa el dominio deslizante en cada uno de ellos. Queda claro que el dominio
deslizante en cl segmento ed cs mayor.

Veamos ahora que es posible minimizar Ay cambiando la pendiente de la recta deslizante.

£ £\ (n
(11’32) ':(1 P ()

_ g (fa_fb)_(hlb fh
"\ W '\ v v

Para tener que LAz < 0. deben cumplirse el par de desigualdades

LAz

B b
1%} i -
N
Va Vo T
las cuales se resumen en
ol
fo T I

Ya que Lb = (I1 ) (J;I) = f1l1, tenemos que

B LAz
Lb

Ueg =

1 v

fily
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asi que la dindmica deslizante, dada por

& = Az + bty
nos queda
_fala fobo T
T = J‘l'/.:,:lh "2'!2 (:E ) (38)
wo T 2
donde la matriz
Aeq — 1ty 2
tiene como valores propios Ag, =0y Ag, = 71—/1—%[—1 (Vil; + Vala) de forma que el valor propio
Ag del modo deslizante es
fa
Ad = — Vily + Val
d V1V2h(11+ 2ls)
Si suponemos que 1 = Iy v V] = V5 de (2.13) se tiene que
&
rn<—<r
LS 3 2
con
LAz
b R
Jil
_ 1z f)
Vi N
= = (Vin—o)
= 7 172 — &1
= 1y 7
ademas
2f2
A= ——=
d 7

es decir, en todo cl segmento de recta {(z1,2) € R% | s(z1,22) = 0} existe un deslizamiento.
Si aceptamos la asignacién
Lo me o5
k = §L (T1 + T2)

= %L (=A™ Ybry — A7bry)
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entonces

k= Vlflﬁ(""l +73)

= Vili(ri +72).

Observamos que si r; = 0, entonces todo el segmento de recta a1 + 22 = Virz en R?,_ es
deslizante.
Considerando V; = V5 y I1 = lp en (3.8), tenemos que la dindmica deslizante es dada por

£ = *{721(331 —dlfy )
fa K
== —Fl (2.’,1’,‘1 ll) (39)
fa

= ——'F (2371 -W (?‘1 + T‘Q))

tenemos el punto de equilibrio 7; = %Vl (rq +72), es decir, limy_o 21 (t) = %Vl (r1 + 72): este
punto de equilibrio es el punto medio del segmento de deslizamiento.

3.1.1. Rapidez de convergencia
Consideremos el sistema (3.3), con [} =l y V1 = V5, tenemos que

1 si z1 +x0 > Vil (?"1 +72)
u(r) = S ueq si x1+a9 = Vili(r1 +72) (3.10)
T9 si z +m2 < Vily (T‘1 +Tg)

Observacién 3.1.1. La desigualdad (2.17), implica que cualguier solucidon x(t,xq) que inicie
en la superficie deslizante (zo talque 10+ 220 = Vi(r1 +72)), tiende mds rdpido al punto
de equilibrio T = bajo la accidn de ueq que bajo la accidn del control constante u. Mds precisa-
mente, existe una vecindad S, de la superficie de cambio S, tal que cualguier solucion x(t, zq)
que inicie en la vecindad S, tiende mds rdpido al punto de equilibrio T = mediante la accidn
de ueq que bajo la accidn del control constante u.

Dada una condicién inicial z(0) = zy = (Iw) € B2, tal que z19 + 220 > Vily (r1 +72),
20
consideremos los tiempos tg, t; y t., donde

a) ty es el tiempo en que la solucién de & = Az + bu (con u de la forma (3.7)) que inicia
en zo llega a la recta de cambio 21 (tq) + 22(ty) = Vili(r1 + r2) (0 s(z1,22) = 0).

b) t; > tq > 0 es el tiempo en que la solucién (que llega a la recta de cambio y que inicia
en zg) entra a la e-vecindad Q. = {z € R | ||z — || < ¢}, es decir, ||z (tf) — 7] = ¢,
donde T = —Abu.
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¢) t. es el tiempo tal que la solucién del sistema & = Az + bu satisface ||z(tc) — Z|| = €.

El siguiente diagrama resume lo anterior.

Figura 3.3: Aunque lo ideal en este trabajo seria lograr que tg+t; < {., desafortunadamente no
existe un resultado que nos garantice esto. Para el caso n = 2 se lo logra esta de desigualdad.

3.1.2. Ejemplo numérico.

Consideremos el sistema (3.1) con los valores numéricos

i = V=10

fi = fa=1

fa = 3

fa = 2 y uel0,4]

tenemos el sistema
%Y\ _ (03 02) (= u
(.i’fg) N ( 0_.3 —073 X9 w 0 (3'11)
Claramente se ticne volumen constante, ya que fo = f3 + f4. De (3.6), sc tiene

- 0 - 40
2= (1) v m-(8)

Como U = 2 se tiene que T = 20 (es el punto fijo sobre el deslizamiento). con Iy =ly =1y
k= Vily (r1 +r2) = 40, la recta de cambio es x1 + xo = 40.
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Ya que
I
ueq:'r'g—ﬁzél—o,lml
de (3.10) se sigue que
0 sl xyp + a9 > 40
u(z)=4¢4-0,1z; si z;+x3 =140 (3.12)
4 si w1 + a0 < 40

luego entonces. tenemos que existe deslizamiento en todo el intervalo 0 < z1 < 40, ya que

0<4—-01ry <4< 0<40— 27 < 40.

De igual forma, se tiene
_fala fals
A },_'lgl V“)j’l _ (—0,3 0.3 )
2 2 L
G -~ 0.3 0,3
esto no lleva a que Ay = —0,6. Comparemos ahora ¢l valor

de modo que o (Aeq) = {0, —0,6},
de Ay con los valores propios de o (A) para verificar que Ay < {A1. A2}. Ahora bien

03 0.2
= ( 0,3 0,3)

sc sigue que o (A) = {—5,5051 % 10-2, —0,54495}, Congluimos finalmente que

Ad = —0,6 < {~5,5051 x 1072, —0,54495} .

Tomemos ahora las consideraciones que se hicieron anteriormente para los tiempos de

convergencia tq, Ly y te.

Para obtener t,.

2 SR H T 20 -
Consideremos la condicién incial zg = ( 10) = ( 40), entonces la solucion para esta xg
Z20

cs

-0,3 02

ml(t,u)) _ e( 0,3 —0,3)t (20)

) = (xz(t,u) 40
26,33¢~3:5051x107% _ g 3900,—0,54495¢
T\ 7,7526e-054495¢ | 39 947-55051x107%
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el tiempo de llegada de esta solucién a la recta de cambio s(z;,z2) = 0 se da con la ecuacién
x1(ty, u) + xo(ty, u) =40
es decir

96.33¢~»9051x107%a _ g 3999054495t

3.13
7,75266_0’54495td i 32.2476_5’5051XI0—2td — 40 ( )

eligiendo el cambio de variable z = e, (3.13) es equivalente a
1,4227,054495 | 58 577,55051x1072 _ 4 - (3.14)

resolviendo se tiene que z = 9,6445 x 1074, luego
et =9,6445 x 107* & 1y = —In (9,6445 x 107*)

por lo tanto tg = 6,9440.
. Para obtener ¢;.

Una vez conocido el tiempo de llegada (de la solucién con la misma condicién inicial)
consideramos la condicién inicial z(e?*z) sobre la recta de cambio, es decir

(—0'3 0,2 )(6 9440)
B3 03" 20
z(tg) = e\’ ' (4(])
(17,821
N 22,179

tenemos entonces la condicién inicial, ahora consideramos la solucién deslizante. De (3.9) se
tiene que

S'fl =12 0,6.’1’,‘1
luego entonces
z1(t) = e (C+ 20@0’&)

con x(0) = C + 20 = 17,821 se tiene que C' = —2,179. Ahora bien, la solucién particular es
x1(t) = 20 — exp(—0,6t). La condicién para t; es representada mediante la igualdad

lz(t;) — 20| = ¢ = 0,001 = 2,179¢~*5% = 0,001

cntonces

= L (2179 _ 19811
F =06 "\0o001)
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finalmente el tiempo de llegada a la e-vecindad es ¢4 + ¢y = 6,9440 + 12,811 = 19,755.
Para obtener t..

Consideremos el sistema
&= Az + b4 (3.15)

mediante la aplicacién T = 2 se tiene que (3.15) es
. -0,3 0.2 5 2
V03 -03 0/

z(t) = e (zo + A™'0w) — A™'b7)

cuyva solucién esta dada por

numéricamente se tiene

om0 B () )

la condicién para t. > 0 es ||z(f.) — Z|| = €, en este caso

- (3)
0

42

S R (GRE) R

40 20

H‘T(tc) - E’:”

va que la expresién

-03 02, ) ]
03 -03)°((20 20 8,1650¢5:5051x107%%: _ g 1650~ 0:544%5¢e
& 40) " \a0)) T 10e—0:54495t: | 1(—5,5051x 1021,

entonces

166,676_1'0899tc = 166.678_0'1101tc s 66,666_0’54495£C€_5’5051Xlo_glr - 62

1x1078

despejando tenemos que ¢, = 171,95. Resumiendo tenemos que

t 6,9440
ts 12,811
t. = 171,95
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facilmente se tiene tq+t; = 19,755 < ¢, = 171,95. A continuacién se presenta una simulacién
donde se da la grafica d(¢) vs t con d(t) = |z — Z|, de modo que podamos ver que se cumplen
los resultados numéricos. En todos las simulaciones mostradas en este trabajo se considero la
norma 1, es decir, si T = (%1, ...,T,) entonces d(t) = |1 — ZT1| + -+ + |2 — Tn| .

i

Figura 3.4: En esta simulacién se tomé la condicién inicial zo = (20,40)7, la curva roja
representa la solucién del sistema (3.11) con @ = 2, mientras que la otra curva representa la
solucién con u de la forma (3.12).

3.2. Un caso de mezcla con tres tanques

En esta seccién estudiamos un sistema en tres dimenisiones (tres tanques), la descripcién
del problema es el siguiente:
Tres tanques. A.B y C contienen Vi, Vo y Vi litros de salmuera respectivamente. En dichos
tanques se disolvieron inicialmente a, b v ¢ libras de sal respectivamente.. Ambos tanques
estdn conectados, habiendo un flujo f5 de salmuera del tanque B al tanque A, un flujo f3
del tanque A al tanque B. un flujo f4 del tanque C al tanque B, un flujo f5 del tanque B
al tanque C'. Ademads, del exterior hay un flujo de f;, con ¢ libras de sal por litro, hacia el
tanque A, y del tanque C hay un flujo fg hacia el exterior. Descamos determinar la cantidad
de sal presente en cada tanque cn ¢l momento ¢.
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Figura 3.5: El pardmetro u = ¢; representa la concentracion de entrada con el flujo fi.

Para que cada tanque tenga volumen constante debe cumplirse que

fi=1Ffe

h=h+th (3.16)
f3t+fa=fat+fs

fs=fe+ fa

Por simplicidad consideremos V; = V' para i = 1,2, 3. De modo que la configuracién de los
tanques nos lleva al sistema
dx; I3

B fa
= =y + T + fiu

dxo f3 fo+ 15 fa
b BTN L 3.17
i Vﬂﬂl | v Ty + Vﬁl?s ( )
drs _ E:c _fa +f6w
dt v v 3
matricialmente
T = Az + bu

Observacién 3.2.1. Los pasos algebraicos que se siguen para determinar lo solucién del
sistema (3.17) son similares a los de la seccidn anterior.

Con
=g $ 0 fi
A= f -k p | w0
0 TR £ 1 0
equivalentemente
- ¢ 0 h
A= _{75 _f:;;fa % y b=1|0
0 Hh+fs  _Jfath 0
1% vV



42 Aplicacion de un caso particular de Sistemas Compartimentales

con inversa

1 24 2.4
e 174 ) fa f?%jfx
s 4
fo ~0a i g &
1 L2 Lfa
V fa s fs
= ==l 7 Ja
fi Is
1 1 1

de modo que el punto de equilibrio correspondiente es

Lo fo_Ja I
. s faff)rfl 1
a1y )
T=—A""bu For I3 L e 8 L
b (3.18)
1
= (1] Vu.
1

Nétese que el punto de equilibrio (3.18) es andlogo al punto (3.3). Veamos ahora que existe
un deslizamiento para este sistema.

Supongamos que existe un plano (11 + loxs + l3z3 = k con ; > 0, tenemos de (2.16) la forma
explicita de A,

lafa  la(fst+fa) _ Ls(hi+fa) lfsfft‘l-fq) _bfs
1

bL 1 b A [ [
Aeq = (1 - E) A=5| £ —(fs+ fa) ' Ja (3.19)
0 (f1+ fa) —(fi+ fa)

ahora podemos obtener los valores propios de A, y verificar que o (A¢q) € R™. En general para
valores arbitrario de {; > 0; tenemos que la matriz A., tiene valores propios reales negativos,
ya que

1 0
Ag (1] =0
0
entonces 0 (Aeq) = {Aagy = 0, Ady, Aay }, donde
1 , ly 1 L\? 4,
Ady 3 = 57 fi+ fa+2fs+ .faz = - v h+fat+2fa+t faa - H.fa(fl + fa)N

donde

N=l+l+1l
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v de aqui tenemos que %fg(fl + f4)N > 0, por lo tanto Ay, , € C™.

4

2
A, €ERT si (.fl + fa+2fs + fsi—i) = Hfs(fl + fa)N >0

concluimos entonces que o (Aqy) € R™.
Al existir una dindmica deslizante sobre el plano {yx + laxe + 323 = k, tenemos que

_f L2 0 s
1% % 1
LAz=(Lh b L) & -5 § z) 2,90
0 1; 4 _f-l‘tfl 3 (3.20)
= 1981 — 119 — 2353
donde
8 = 1t(f +f)*il (f3+ fa) + llf
1 = i+l = gells+ )+ hl
Sy = llf 1lf
2 = phls- gl
Si = oh(h+ ) - whf
3 = yelitji) =il
se sigue que Uey = —%. de modo que existe un deslizamiento con control positivo si LAz < 0.

Es importante tomar en cuenta que podemos tener varios planos con deslizamiento, por tal
motivo consideramos también el objetivo de convertir la superficie en atractora con la cuenta
de atraccién la mayor posible. En adelante, veamos que podemos tener definidos cuatro planos
con deslizamiento.

3.2.1. Plano 1
Para simplificar (3.20) supongamos que Sy = 0y S3 = 0, lo cual implica
1 1
—lifs—=lbfs = 0
Fafs— lfs

i+ ) - plsfs = O

lo cual implica que I} =l y I3 = TT&TIQ‘ Por lo tanto

LAz = x9 (%fa(fl + f4) — %'52(f3 + f4) + }I}'llﬁ)
= %12332(]% —f3) <0 Va2>0;

va que f3 = f1+ f2, ie f3 > fo.
Debido a la equivalencia ueq > 0 & LAz < 0, con estos valores de [y, I3 y {3, concluimos que
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el deslizamiento esta asegurado en todo el plano Lz = k. Veamos ahora cuales son los valores
propios correspondientes a A, con el valor asignado a cada [;. De (3.19) se sigue que

¢ o 48 fa 0
Agg = v fa —(fs+fa) - Jfa.
0 (fi+f1) —(fi+fa)

le corresponden los valores propios
Agy = 0

Mys = —217 (fi+2fs+2fs) % QLV\/fi2 —Afifs +4f1fs + A3 — Afsfa+4ff

4

2
G = (fl +f3+2fs+ fz%) - Hf;a(fl + fa)(li + 1o + 13)

entonces. para iy =l y I3 = ﬁ%lg, los valores propios son reales negativos. Pues

G = (fi+fs+2fa+ o) —Afs(h+ o) (2 i hf} h)
= (fi1+2fs+2f1)* — (8fifs +12f3fa)
= (fi+2f)—4fs(fi+ fa) +4f5>0
3.2.2. plano 2

Consideremos ahora que en (3.20) se tiene S; =0y S3 =0,

B(fi+ fi)—bL(fs+f)thfe = 0 (3.21)
B(fi+fa)—lbfs = 0

entonces
LAz = —x il fs— il f: (3.23)
=T | yhals T el ¥
de (3.21) y (3.22) se tienc que
1
b = — (fifals + f3fals)
Jafa

sustituyendo /; en (3.23)

LAz = =m (%zlfg . Tl;lgfs)
= - (“11; (ff: (fifals +f3f4l3)> J3— % (M%i“) fﬁ)
f.'itli

= Vhh (f2 — f3)(fr + fa)z1
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de modo que

1 —2&fy R(fs+ f)-B(h+f) Bh+f)- 21

Aeg = v f3 —(f3 + fa) f1
0 (fi+fa) . —(f1 + fa)
al sustituir los valore Iy = M%TL“) vyl = fglﬂl (f1f3ls + f3falz) en Aeq tenemos
1 —f2 Ja 0
Agg = v fs —=(fs+ fa) fa

0 (fi+f) —(fit+fa)

la cual. tiene valores propios

Il

X 0
1 1
)‘dz.s - *2_1/ (fl + fo + f3+ 2f4) = = —Q—T/:V Dy
con

Dy = fI = 2fifa— 2fifs +Afifs+ 3 +2fafs — Afafa + f3 +ASF.

Haciendo unos pasos algebraicos se puede verificar que Ay € R™.
3.2.3. Plano 3

Supongamos ahora que S; =0y Sy = 0. es decir

B3(f1+ fa) —b(fs + fa) + lufe
Isfs —lafs =

entonces

1
LAz = v (3(f1 + fa) — lafa) -
Implicando que {; = [y y sustituyendo en la primer igualdad tenemos que

b(f3s + f1) = lLfo
fi+ fa
b(fs+ f1) = bfs
fi+ fa
lo(f1 + f1)
fi+ Ja
= I

I3

va que f3 = f1 + fo. Esta asignacién implica elegir el plano z; + z2 + 23 = ﬁ; tal que

LAx = —%flﬂfg <0
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implicando que existe deslizamiento en todo el plano, de forma que la dindmica deslizante es
representada por

1 —?'!°f3 ﬁ(f3+f1 (f1+f4) %(f1+f4)—f—ff4
7 f3 (f3+f4) ) ‘ Ja
0 (fr + fa) —(f1 + f4)

(3.24)
1 ( fs Ji=h f1

fa —=(fs+ fa) fa
0 (fi+fs) —=(fr+fa)

Los valores propios de (3.24) son
A, = 0
My = e (1425 +20a) £ o[ 8Ny + Afufa+ AT~ Afsfa+ 4T}

de manera que /\2 ceR™.

V

3.2.4. Plano 4

Ahora supongamos que en (3.20) I, l2 v I3 son tales que

L3(fi+ fa) = L(fs + fa) + L f2 0
L > b
Bfi+fa)—bfs =2 0
en particular, consideremos la asignacién [ = f3 v ls = fo. Esta asignacién implica que

la(f3 + fa) = lifo
f1fy
fa(fs + fa) — f3f2
fi+fa
fafa
fi+ fa

l3

implicando que

L(fy + 1) — lafi = (_fﬁf‘fﬁl) (fo + fa) = lafa = 0.

Esdecir l; = f3,lo = foy f3 = f1+f de manera que en la expresion general de A., tenemos
que

—28fs R(fs+fa)—Rh+f) BlA+F)—§fa
f3 —(f3 + fa) fa
0 (f1 + fa) =Lt T4
—fa fa 0
fa —(fa+fa) Ja -
0  (fit+fa) —(fr+f1)

Ay =

<|~

<l =
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teniendo como valores propios

Agy, = 0

1 1
Adpsy = ~ov (fi+ fo+ fa+2fy) x 7V Dy

con

Dy = ff —2fifo—2f1fs +Afifa+ f2 +2fafs — dfafa + [} + A2,

Lo que hemos obtenido hasta este punto son cuatro planos donde se tiene deslizamiento, lo
que sigue ahora es verificar que plano presenta mayor cuenta de atraccién, o bien, veamos en
cudl de los planos la matriz A, tienc los valores propios més a la izquierda del semiplano
izquierdo, para lograr tal objetivo consideremos el siguiente problema de optimizacién:

3.2.5. Problema de Optimizacién

A continuacién nos proponemos elegir un plano, es decir pardmetros l1. lo v I3 positivos,
tal que el conjunto {o(Ae,)\0} este lo més a la izquierda de C~, con el objetivo de aumentar
la rapidez de convergencia de las soluciones.

Considerando LAz dada por (3.20) v la condicién LAz < 0 para tener deslizamiento, implica
que deben cumplirse las desigualdades

L(fi+fa)=bL(fs+f1)+ufe <
hifs—1lafs >
Li(fi+ fa) —lafs >
no todas iguales a cero. Equivalentemente
L(fi+f1) £ b(fs+fu)—lfe (3.25)
la3(fi+ fa) = lafy (3.27)

de (3.25) v (3.27) deducimos que

la fa e lo(fz+ fa) =l fa

lofs <ls(fi+ fa) <lb(fs+f1)—lfe = i, SBs it

ésta ltima desigualdad representa una cota para l3. Podemos resumir las desigualdades (3.26).
(3.27) v (3.28) al par de desigualdades
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equivalentemente

(3.28)

< fa (5_2) Sl_'sgf3+f4 (1_2)_ f2. < f5 1
fit+ fa\h h = h+fi\k fitfa™ fit+ fa
la tltima desigualdad se deduce de la condicién fs + f1 = fo + f5. En la segunda desigualdad
de (3.28) debe cumplirse que

fa+ fa <5_2) __f i fa <l_2
fi+ fa fa+fa— b

implicando que las restricciones (3.28) pueden reescribirse como

0<
T A+ fa

SR SR e
3 4 1 (3.29)
0< I <5_2)<_<f3+f4(f_2)* ' NP .
T ht+fa\h) T LT itfa\h fitfs™ h+fa
Es decir, hemos encontrado una cota para j :il y f—i’ Por lo tanto podemos resolver en general

cl pr obloma

2
min —(f1+f3+2f4+f3§—?) :t\/(f1+f3 +2f4+f3§?) —4f3(f1+ fo)N p (3.30)

in _~i
o

sujeta a las restricciones (3.29) donde

N=fgpdyd
lfl l I
Sea

2
= (f+pvenen) —antoes (142 + )

consideremos las cota encontrada para f—i’, tal que

sz(fl+f3+2f4+f3§?) —4f3(f1+f4)(1+ '|‘flj_c:f4ii)

donde D > D,,. Tomemos ahora el cambio de variable z = %12 de modo que podemos ver la
expresion D, como

Di(x) = (f1 + f3 +2fa + f32)? — 4f3(f1 + f4) (1+x+ Jy )
i+ fa
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calculando el minimo de la funcién D, (z)

dD,,(x ;
4;,( ) _ —2f3(fi— fa+2fy—afs)
X
teniendo como punto critico x = f_@;f:—;f:;} se siguc que
dsz(.’L') 2
———==2f{>0
I 3

4+2f,— P . s s -
entonces T = '&f;@ representa un minimo para la funcién Dm(x), ademds se verifica que

D, (fl +2fs— f3
fa

Concluimos entonces que el minimo de la funcién D,,(x) es positivo, v por la desigualdad
D > D, se sigue que D > 0, es decir, los valores propios son reales. Finalmente, el problema
de optimizar (3.30) nos lleva a que

)=4f4(f1+f2)>0.

L fi_ b
ly h+fi1~ 4
l3
.

b

tales condiciones implican que Iy = lp = [3. como estas son las condiciones para [; > 0 en el
plano 3, concluimos que en dicho plano sc presenta mayor rapidez de convergencia.
Probemos ahora que para cada par %]2 v % la matriz A.q es Metzler. Para

L [~hE s+ - (At Mg (h+f)§ - B
Aeqg = v S —(fs+ fa) fa
0 (f1+ f1) —(f1 + fa)

con las restricciones (3.29). Para que A, sea matriz Metzler solo debemos probar que dos
entradas del primer renglon tiene valores minimos no negativos para planos admisibles. de
forma que

v
o

(fs+ fa) ﬁ—f = (A + fa) i—“j (3.31)

v
o

(f1+ f1) 2— - fqﬁf (3.32)

Con (3.32);

e {(fs ) ﬁ—j — (4 f) j—j}

f o \ B+ h a |
(f3 +f4> el = ((fa +f4) A+fi A +f,,1) (fr+ fa)
fa>0

Il
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Con (3.33);

sl {(ﬁ 5 }1‘ - hj—j}

) % Ko, wil .
() -

Concluimos que A, es Metzler.
En el siguiente ejemplo damos un sistema de control en el cual se tomarén los valores {1 =
fs, b=byly= 2ls

h+fa”
Ejemplo 3.2.1. Consideremos el sistema (3.17) con valores numéricos
fo = 2 fa=3
fa = 4 fs=5
fi = fe=1
V = 100
maltricialmente se liene
3 2
100 100 0
1
o 3 T. 4
T=1| 190 ~f0 o0 |TH|{0]u 0&
0 9

equivalentemente & "'}

—0,03 0,02 0
A= 003 -007 0,04
0 0,05 —0,05

con valores propios

A\ = —3.8033x 1073
Ay = —3.5690 x 1072
A3 = —0.11051.

Ahora con el plano lizy + loxg + l3x3 = k, donde [y =3, lo =3 y l3 = £ se tiene que

—0.02 0.02 0
Agg=| 0.03 —0.07 0.04
0  0.05 —0.05

con valores propios
Agy = 0
Ay, = —0.03
Agy = —0.11.
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Tenemos el punto de equilibrio

T = —Albu
fo fo_J4
v (1 n mrEa) (4
= — |1 1 .
fl+f4
A\ 1
1 100
= 1| Vu= 1100 | w.
1 100
Aceptando la asignacion con ry =0 y ry > 0, por asignar.
1
E = EL(Tl + Ta)
1
= 5L(—A*brl——A-lzrrg)
50
= L[50])re
50

con control
0 st iz +laxs + 13 > k

u(x) = ueq st hiz +bay + 13 =k (3.33)
) stlyzy + loxy + I3 < k

donde
0< Ueq <1y
con
LAz
N
1 —0.02 0.02 0

=~ (1 & )| 003 —0.07 0.04 |2
1f1 0 0.06 —0.05

Il

0.03 — 0.031—2 zi -+ 0.071—2 — 0.(}5?—"5 —0.02 ) &2 + O.DBlj - 0.04'5—2 3.
L’l 11 J] l’:1 £1

Agui conviene determinar el valor de ro. Se sigue de los valores para las variables I; > 0 que
Ueg = 0.01z; — 1.3333 x 1072y — 7.8886 x 107313
o bien
Ueg = 0.01z; — 1.3333 x 107225,

I
Para z = | 29 | € [0,200]® tenemos que
T3
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MAaX Ueq < 0.01(200) =2 =

concluimos que

A continuacién presentamos

1 d(e)
B
50
40

304

0 T

To = 2.

una simulacién para ilustrar los resultados anteriores.

0 50 100 150 200

250 t 300

Figura 3.6: En esta simulacién se tomé la condicién inicial 2g = (40, 50,60)7. La curva roja
representa la solucién al sistema (3.17) con %, mientras que la otra curva representa la solucién

con deslizamiento.

3.3. El caso de mezclas con n tanques

Como motivacién al problema de estabilizacién répida y aspectos que completen el trabajo
presentado en esta tesis, se analizard cn forma general el caso de mezcla con n tanques,
puesto que se trata de un grado de complejidad bastante mayor. Consideremos la siguiente

configuracién de tanques;
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i,
0]
.

e

|
h
—t
o}
-,
b
|

c1f1

Figura 3.7: En esta configuracién de tanques se considera el volumen V constante.

Tal configuracién nos lleva al sistema lineal
t=Azxz+bu u=>0

con A € M, xn(R) matriz Metzler y Hurwitz, b € R’t. Donde

—Js f2 0 0 0 0
fa —(fatfs) fa 0 0 0 1
0 0 0 0
=10 0 faicr —(fai—2 + faiy1)  fau 0 v b= :
0 0 0 g fon 0
0 0 0 0 fon-1 —(fan-2 + fon)

parad =1, .., 1.
Como el volumen se considera constante, debe cumplirse la ecuacién

faic1 + fai = fai—2 + faiya para i=1,.,n
en el i-ésimo tanque.

Observacién 3.3.1. Dado que la matriz A es compartamental, se sigue del teorema de
Gerschgorin (ver [{] v [5]) que si A es matriz compartamental, entonces o(A) NC*T = (.
Aqui, o(A) representa el conjunto de valores propios de A y CT := {z € C|Re(z) > 0}.

De acucerdo a la teoria de modos deslizantes para sistema lineales (visto en el capitulo 2),

existe un deslizamiento sobre el plano S = {:.: eERY | Lz = k} para el sistema anterior.

3.4. Estabilizaciéon de la insulina en el modelo de Sorensen

De acuerdo al modelo de la dindmica de la insulina y glucosa en el cuerpo humano pre-
sentado por Sorensen en [11], en esta seccién presentamos la estabilizacion de la parte lineal
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del modelo

T = Az + bu

. (3.34)
7= g(z,y)

conz!l = (z9, z10, Z11, T12. X13, T14, T15) € Ri representando los niveles de insulina. El pardme-
tro de control positivo u representa niveles de insulina, de mancra que lo consideramos acotado;
u € [r1,7r2]. con r3 > r; = 0. Observamos que la matriz A de este modelo es Metzler y Hur-
witz. de manera que se cumplen las condiciones de positividad y de deslizamiento presentadas
en la seccién 1. En este problema de estabilizacién suponemos que o = (0,0,0,0,0,1,0) ¥
determinaremos los valores numéricos de los parametros que definien el hiperplano Lz —k = 0,
donde L = ({3, lo, I3, f_;. s, lg, [7).

Observacién 3.4.1. Este sistema de control lineal no es controlable con control positivo, de
acuerdo a las condiciones de controlabilidad de Brammer, ver [6], y de acuerdo al corolario
2.2.1. Por lo que no podemos estabilizar las soluciones en cualquier punto.

Una vez cumplidas las desigualdades (2.13), definimos el control deslizante ue, en el seg-
mento de hiperplano Lz = k. De L& = 0 tenemos que

Bog = —% € [r1,72].
Dado que k = LT, donde T = % (71 + T9). tenemos que
k= (rq +72)(0,45781l; + 0,45781l5 + 0,45781l3 + 0,27387l4 + 0,35202l5 + 0,6885l6 + 0,31014l7).
Probaremos que existe L tal que se presenta un deslizamiento estable sobre el hiperplano

H = {ZL IS RZ_ | Lz = k}. Para fijar los valores de ; > 0 para ¢ = 1,2,...,7 y k > 0, de forma
que se cumplan las desigualdades (2.13). De manera que

-1,73 1,73 0 0 0 0 0 Zg

0,454 —3,151 0 0,909 0,727 1,06 0 Z10

0 0,765 —0,765 0 0 0 0 11

LAz =L 0 0,094 0,378 0,789 0 0 0 12

0 1411 0 0 _1,835 0 0 13

0 1,418 0 0 0 —1,874 0,455 T4

0 0 0 0 0 0,05 -0,111 T15

es decir

LAz = .1314(1.06£g = 1,874£6 + 0,0557) - 33‘11(0,765£3 - 0.37814) - $g(1,73[1 — 0:45452)

+ l‘]{)(l,??)ll — 3,151 + 0,76513 + 0,094y + 1,411{5 + 1,418[6) = 3315(0,11Z7 = 0,4555)
—1x12(0,7891y — 0,90905) — x13(1,83505 — 0,727l3),
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para simplificar la expresién anterior asignamos valores para algunas [;, en particular para
eliminar los terminos g, £11, T12. T13 ¥ T1s5. lo que lleva a considerar el sistema lineal

1,73 —0454 0 0 0 il 0
0 0 0765 —0378 0 f K
0 -0909 0 078 0 13 ~lo
0 -0727 0 0 1,835 li 0
a la cual le corresponde la solucién no trivial

L 0,66239\

ly 2,5241

ly | = | 1,4369

Ly 2,9080

ls 1

Ademas, consideremos que 0,11117 — 0,455l = 0, de forma que lg = 0,24396(7; tenemos
que

L= (0,66239 2,5241 1,4369 2,9080 1 0,24396l; I7)
tal que
LAz = (0,345941; — 4,0239)x10 + (2,6755 — 0,4071817)x14.

Ya que bfu = (0 0 0 0 0 u O)T tenemos que Lbr; = lgry = 0,24396(;r;. Para de-
terminar valores para los pardmetros positivos tal que se cumplan las desigualdades (2.13),
consideramos los calculos
Li = L (Az + bu)
=LAz + Lbu
= ((0,3459417 — 4,0239)x10 + (2,6755 — 0,40718!7)z14 + lu)
= ((0,345941; — 4,0239)z10 + (2,6755 — 0,407181;) 214 + 0,24396171)

(3.35)

también debemos considerar que

Lz — k = 0,6623929 + 2,5241x)9 + 1,4369211 + 2,908x19 + 213 + 0,24396l7214 + lr215 — k=0

es decir
& L k . (U 66239 11,4369 - 2.908 a +0,243961 1 )
=  — + 1,436¢ + 2, - - 0,243961; + 7z
10 2.5241 95241 oy ; T11 : Z12 1 X3 ; 714 7215
1
= ﬁmk — (0.26243239 + 0,56927x11 + 1,1521x19 + 0,39618.’1}13 + 9,6652 x 10_2173:14
+0.39618l7:r15)
1
= sk~ Ln®m

2,5241
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de forma que

1
Lx—%k > 0 < 10 > mib - mem e u=n

1

Lz—k 0
r—k < = w10<2=5241

k= LpZm & u=rm9

si suponemos que en (3.35), 0,34594l7 — 41,0239 = 0 entonces I7 = 11,632; tal que
L = (0.66239 25241 1.4369 2,9080 1 28377 11,632)
de forma que
Li = (2.6755 — 0,40718(11,632))z14 + 0,24396(11,632)u
es decir
Lt =2,8377Tu — 2,0608214 (3.36)
las desigualdades (2.13) nos quedan

lim Lz = Hl{lJlJr L(Ax + bry) = 2.8377r; — 2,0608z14 < 0 < 214 > 1.37701r;
S

s—0+F
lim Lz = lim L(Az + brg) =2,8377ry —2,0608z14 > 0 & x4 < 1,3770r
s—0- 5—=0—

que resumimos en las condiciones para ry y ro:

r1 < 0,72622214 < 19

si aceptamos que 13.770 = minzyy < x4 = méxxyy = 34,425, entonces elegimos 7 < 10 v
ro > 25. Podemos considerar k& = 300. El control equivalente nos queda

LAz
Ueqg = —*—fb— = 0.726223714,

que confirmamos con el siguiente célculo

LAz

Lb

= —2,3012 x 1073210 — 2,3611 x 10~ %29 + 1,5858 x 107 %211 + 1,7972 x 10 %z
—7,2946 x 10" 5214 4+ 0,72619z14 — 5,2860 x 10~ 7215

~ 0,72622214

Uy =

que coincide con el valor obtenido directamente de (3.36), va que L& = 0 implica que

Ueq = 0,72622214.
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Redefinimos el control

el si Lz — 300 > 0
u =< 0,72622zy4 si Lz —300=0
ro st Lz -300< 0

con
0 <ry <min0,72622x14 = 0.72622x14 = max 0,72622214 < Ta.

donde elegimos & = 300, el cual es un valor aproximado al obtenido de la ecuacién k = Lz:

1 ‘ /10 + 30
k=L (%1 +%2) = 17,653 (” ;”) =17,653 ( ; ) = 308,93.

Calculando el punto de equilibrio  del sistema deslizante & = Az + bueq(z); es decir
Az +bugy(Z) =0

de manera que
-1

-1,73 1,73 0 0 0 0 0 0
0,454 —3.151 0 0,909 0,727 1,06 0 0
0 0,765 —0,765 0 0 0 0 0
T = 0 0,094 0,378 -0,789 0 0 0 0
0 1,411 0 0 ~1,835 0 0 0
0 1,418 0 0 0 —1.874 0,455 0,72622214
0 0 0 0 0 0,05 -0,111 0
0,66493.’131.—; "
0,66493x14
0,664933214
= 0,39778x14
0,51129z14
T1q

0,45046x14

Observacién 3.4.2. Con el vector de entrada bT = (0.0,0.0,0,1,0), los wnicos puntos de
equilibrio son los dados por

0,66493z14
0,664932314
0,66493214
T = |0,39778x14
0,51129x1,

T14
0,45046214

es decir , la proporcién entre las entradas del punto de equilibrio no cambia, independiente-
mente del hiperplano elegido. En cambio, podemos considerar vectores de entrada
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bT = (0,0,0, 14,5, 0. I7),

de forma que el punto de equilibrio es T = (20,20, 20, 20, 20, 20, 20).

Ahora consideremos la estabilizacién al hiperplano Lz — 140 = 0, con

Lz = zy + x10 + T11 + T12 + T13 + T1a + T15.

De manera que los puntos de equilibrio nos quedan

-1.73
0.454
0

&
1]

o0 O

0,91561
0,91561
0,91561
= | 054774
0,70404

1,377
0,62028

173

—3,151

0,765
0,094
1,411
1,418

0 0 0 0 0 0

0 0,909 0,727 ° 1,06 0 0

—0,765 0 0 0 0 0
0,378 —0,789 0 0 0 0w

0 0 -1835 0 0 0

0 0 0 —1,874 0,455 1

0 0 0 0,05 —0,111 0

donde % es tal que Lz — 140 = 0: de manera que obtenemos

z! = (21,379 21,379 21,379 12,789 16,439 32,152 14,483)

va que
=41 1T 11 1 1 1}

tal que
_ 140
~ 5,9959

0,91561
0,91561
0,91561
0,54774 | @ = 5,9959% = 140
0,70404
1,357
0,62028

= 93,349.

Consideremos la siguiente grafica que representa la distancia con respecto al tiempo de una
trayvectoria que inicia desde una condicidn inicial zg al punto de cquilibrio Z, bajo el control
constante U y el control ue,.



3.4 Estabilizacién de la insulina en el modelo de Sorensen

Figura 3.8: Trayectorias de la funcién distancia desde la condicién ini-
cial xg

= (30, 30,30,20,20,20,20), hasta el punto de equilibrioc T =
(21.379, 21.379, 21.379, 12.789, 16.439, 32.152, 14:483)
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Capitulo 4

Conclusiones

Durante el desarrollo de trabajo en la presente tesis se logra resaltar los siguiente resulta-
dos:
En el capitulo 1 se establece que si el sistema lineal & = Ax + bu es controlable con contro-
les positivos, entonces puede ser globalmente estabilizado mediante una sencilla funcién de
realimentacion no-negativa y Lipchitz en la siguiente forma:

a) Si & = Az es inestable, entonces, la realimentacién u(z) € U = [0,00) (descrita en el
capitulo 1) resuelve el problema de estabilizacién global.

b) Si & = Ax es Lyapunov-estable, entonces la realimentacién u(z) € U = [0, r] resuelve cl
problema de estabilizacién global.

En cl capitulo 2 se estudia el sistema lineal & = Ax + bu, dado que tal sistema no cuenta con
la hipdtesis de controlabilidad hacemos uso de la teoria de modos deslizantes para estabilizar.
Se introdujeron las ideas y los conceptos mateméticos bésicos para entender el control por
modos deslizantes, destacandose sus atractivas caracteristicas de robustez y la posibilidad de
ser aplicados en forma relativamente sencilla a sistemas lineales.

Tras una breve introduccién se estudian las ideas de funcionamiento y los inconvenicntes
al buscar soluciones empleando métodos tradicionales de andlisis de sistemas, Para ello se
describe el método del control equivalente, relacionado con el movimiento deslizante ideal.
Luego, se establecieron condiciones necesarias y suficientes para la existencia de régimen
deslizante sobre la superficie Lz — s = 0.

Motivando el estudio de la teoria desarrollada en el capitulo 2, en el capitulo 3 sc presentan
algunas aplicaciones, en cada una de ellas se logra la estabilizacién por modos deslizantes.
En la primera seccidén se presenta el caso de mezclas con dos tanques, en esta aplicacion
sc obtuvicron resultados interesantes como el de la figura (3.3). aunque desafortunadamente
no existe un resultade que nos garantice esto, se presenta al final de cada aplicacion una
simulacién (en simnon) mostrando la ganancia de aplicar el método del control equivalente
Ueq- En la seccion 2 se desarrolla el problema de una caso de mezclas con tres tanques, se hace
un estudio minucioso sobre las entradas del vector L de tal forma que los valores propios de la
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matriz A., se mas negativos que los de A, una vez definida L tenemos el control discontinuo

0 si Lz >k
u(x) =Que, siLz=k
rg silz<k

Este control nos garantiza deslizamiento sobre el hiperplano Lz — k = 0, es decir, al aplicar
este al flujo de entrada f; se asegura una mayor rapidez para llegar al punto de equilibrio,
de modo que. para condiciones iniciales dadas para las soluciones, se puede estabilizar las
concentraciones en los tanques en menor tiempo a diferencia de utilizar una constante en el
flujo, es decir, logramos una convergencia mas rapida al punto dé equilibrio 7. Generalizando
el estudio del problema de mezclas, en la seccidn 3 se presenta un caso general a esta aplicacon.
Dado que en cada seccion se hizo un estudio amplio para elegir L, se podria considerar como
hipdtesis que la mejor eleccién es tomar L = (1....,1), al menos para el problema de los
tanques.

En la seccidn 4 se presenta la estabilizacién de la insulina en el modelo de Sorensen.
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