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INTRODUCCION

Es bien sabido que los operadores promedio juegan un papel muy importante en
Analisis Armoénico. Por ejemplo, el operador maximal de Hardy-Littlewood controla
algunos tipos de operadores en Andlisis, tal es el caso de las integrales singulares de
Calderén-Zygmund.

En 1920, Hardy inspirado en la desigualdad discreta

© [ P N
> (a z) () S

donde a,, > 0, p > 1, demostré la siguiente desigualdad

[ (22 s ) o

P
donde 1 < p < o0, F(z) = foac f(t)dt, f > 0y la constante <]ﬁ> es la mejor posible

(esta desigualdad la probaremos en el Capitulo 2).
En 1984, Carton-Lebrun y Fosset introdujeron en [3] el operador de Hardy con

peso
1
Uof(@) = [ty
0
x € R" donde 9 : [0,1] — [0, 00) es una funcién medible.

En 2001, Xiao prob¢ en [27] que el operador U, es acotado en LP(R™) si y sélo si

/1t2¢(t)dt < 0.
0

\Y
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Fu, Liu y Lu en 2009 estudiaron el acotamiento del conmutador formado por U,

y b€ BMO (R"), a saber
Upf = bUy — Uy(bf),

demostrando en [9] que Uf; es acotado en LP(R™) si y s6lo si

1
n 2
/ t~7(t) log Zdt < 00.
0

En 2010, Fu y Lu obtuvieron en [10] que si 1 < ¢ < oo, =2 < A <0y b €

LS

BMO(R"), entonces U, es acotado en los espacios de Morrey L#*(R") si y sélo si

/1 "M (t)dt < 0.
0

Posteriormente, otros autores han obtenido también resultados de continuidad
para algunas generalizaciones del operador de Hardy en espacios de Morrey-Campanato,
a saber, en los llamados espacios de funciones de A-oscilacién central media acotada.
En esta direccién, podemos mencionar el trabajo de Fu, Lu y Yuan en [11].

El objetivo de esta tesis es presentar algunos de los resultados mencionados an-
teriormente, asi como también generalizaciones de éstos imponiendo ciertos pesos
adecuados a los espacios funcionales en consideracién.

Los prerrequisistos para este trabajo son que el lector esté familiarizado con los
elementos bésicos de Teorfa de la Medida, el Andlisis Funcional y algunas nociones
bésicas del Anadlisis de Fourier.

La notacién que emplearemos en este trabajo es estdndar. Con frecuencia uti-
lizaremos la misma letra C' para denotar a una constante que podria estar variando
renglén tras renglén.

En el Capitulo 1 estudiaremos el espacio de funciones con oscilacién media aco-

tada en R" denotado por BMO(R"), veremos que este espacio es un buen sustituto
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de L*°(R™) en lo relativo al acotamiento de algunas integrales singulares. Usando la
descomposicién de Calderén-Zygmund probaremos algunas propiedades notables del
espacio BMO (R™) como la Desigualdad de John-Nirenberg que establece que la fun-
cién de distribucién en cada cubo de R™ de los elementos en este espacio tiene un
decaimiento exponencial.

En el Capitulo 2 estudiaremos el operador promedio de Hardy-Littlewood y
demostraremos que bajo ciertas condiciones sobre el peso tendremos que este ope-
rador es acotado en LP(R") y en BMO(R™) 1 < p < oo; asimismo, determinaremos
la norma del operador en dichos espacios.

En el Capitulo 3 consideraremos conmutadores de operadores promedio de Hardy-
Littlewood con peso con elementos de BMO (R™) y demostraremos que estos conmu-
tadores son acotados en LP(R"), para 1 < p < oc.

En el Capitulo 4 estudiaremos los espacios de Morrey L%*(R™) los cuales cons-
tituyen una generalizacion natural de los espacios LI(R™), demostraremos que estos
espacios son de Banach y probaremos que el operador promedio de Hardy-Littlewood
con peso actia continuamente en éstos . Ademas, encontraremos condiciones nece-
sarias y suficientes en el peso para asegurar el acotamiento del conmutador en los
espacios L4 (IR™).

En el Capitulo 5 abordaremos una generalizacién del operador de Hardy con peso
y caracterizaremos aquellas funciones 1) para las cuales dicho operador es acotado en
LP(w) y en BMO(w), donde w(x) denotard una funcién medible definida en R™.

En la dltima parte de este trabajo presentamos nuestras conclusiones y un par de

apéndices.
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CAPITULO 1

EL ESPACIO BMO

En este capitulo estudiaremos el espacio de funciones con oscilacién media acotada
en R", denotado por BMO (R"), o simplemente por BMO si el contexto no causa
confusién. Los elementos de este espacio son aquellas funciones cuya desviacion de sus
promedios sobre cubos es acotada. Las funciones en L> (R™) tienen esta propiedad,
sin embargo existen funciones no acotadas cuya oscilaciéon promedio es acotada. Tales
funciones son lentamente crecientes y tipicamente tienen un crecimiento logaritmico
en infinito. El espacio de funciones BM O comparte propiedades similares con el
espacio L, y de hecho, sirve como sustituto del mismo. Sélo por mencionar un
ejemplo, las integrales singulares cldsicas no transforman L*> en L*°, sino L*° en
BMO.

El desarrollo que presentaremos en este capitulo estd basado en material que

puede ser consultado en [6], [12], [14], [19] v [25].

1.1. Funciones con oscilacion media acotada

Sea f € Lj,.(R™) y Q un cubo. Denotemos por fq el promedio de f en @, esto es:

loc
1
fQ—@/Qf-

La funcién maximal sharp de f se define del modo siguiente

1
“f(z) == sup — — .
M*f(x) xeg|Q|/Q|f(y) fol dy (1.1)

1
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donde el supremo se toma sobre todos los cubos () que contienen a x. Notemos que
la integral que aparece en (1.1) mide la oscilacién promedio de f en el cubo Q.

Diremos que f tiene oscilacién media acotada si la funcién M*f € L.

Definimos

BMO (R") :={f € Lj,,(R") : M*f € L*}.

Para f € BMO introducimos la siguiente cantidad

1
= || st — — _

Podemos ver facilmente que ||-||, es una seminorma en BMO, pero ademds te-
nemos que || f||, =0 siy sélo si f es constante c.t.p. en R™.

En efecto, si || f]|, = 0 entonces fQ |f(z) — fo| dx = 0 para cada cubo @ de R™.

Tomemos una sucesién de cubos centrados en 0 y cuyos didmetros R, — o0,
digamos que {Q},-, es tal sucesién. Asi, suponiendo ademds que Q) C Qy11 para

todo k tendremos en particular que

lim |f(z) = fo.l xq.(x)dx = 0.

k—so00 Rn

Por consiguiente, existe una subsucesion {’ f—fo.
J

(e.)
XQx, } que converge a cero
j=1
casi en todas partes si j — 00, y como Xij — 1 puntualmente, se sigue que
f(x) - ka. — 0 casi en todas partes para j — 00. De esto concluimos que f es
J

constante casi en todas partes.

Es claro que si f es constante casi en todas partes entonces || f||, = 0.
Debido a lo anterior, es costumbre pensar en BM O como el espacio definido arriba
modulo las funciones constantes.

Asi, dos funciones que difieren por una constante coinciden como funciones en

BMO.
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De este modo (BMO, ||-||,) resulta ser un espacio normado y més aun es completo,

lo cual probaremos en el siguiente Teorema.

Teorema 1.1 El espacio (BMO, ||-||,) es de Banach.

Prueba. Sea (f,)2°; una sucesién de Cauchy en BMO.

Sea () un cubo en R", si m,n — oo entonces

ﬁ/Q ‘ [fn(llf) B (fn)Q} B [fm(x) B (fm)Q] ‘ dr < || fo — fmll, — 0. (1.2)

o0

De este modo, ( fn—( fn)Q) es una sucesiéon de Cauchy en L'(Q) y por tanto
1

fo = (fa)g — ¢% (1.3)

si n — 0o en L'(Q) para alguna g9 € L'(Q).

De la misma manera, para cualquier otro cubo )1 D () tenemos

Jn — (fn)Q1 - ng (14)

si n — oo en L'(Q) por tanto también en L'(Q).

Se sigue de (1.3) y (1.4) que ((fn - (fn)Q> - (fn - (fn)Ql))oo converge en

L'(Q), esto es, la sucesién de constantes <(fn)Q1 - (fn)Q>C>o converge en L'(Q) a
n=1

@Q,Ql = gQ — ng
Sean Sp = (fn)g, = (fn)g» ¥ = Q.. entonces

el =l [

5/
< — Sp—p|l —0
Q1,15 ¥l
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si n — 00, asf concluimos que

o)

((£)o, = (F)g) _ — C=C(Q.Q) (15)

n=

_ 1
donde C' = Jo e

Para cada k£ € N, sea ()i el cubo con centro en el origen y longitud de lado k.
Puesto que cualquier x € R" se encuentra en algin (), definamos nuestra funcién

limite f mediante la expresion
fla) = g% (z) — C(Q1, Qx) si z € Q. (1.6)

Necesitamos ver que f estd bien definida por (1.6). Asf bastard demostrar que si

T € Qr C Q) entonces
g% (x) — C(Q1, Q) = g% () — C(Q1, Qw) (1.7)
Pero (1.7) es equivalente a ver que si 1 < k < k&’

C(Q1, Q) — C(Q1,Qx) = g% (z) — g% ()
= lim (fu—(fado.) — Mm (fu = (fa)ao)

n—-auoOo

= lim ((fn)Qk - (fn)Qk/)

n—-—auoo

donde el limite se tomé en la norma de L'(Qy), y puesto que ((fn)o, — (fa)o,) ¥

C(Q1, Q) — C(Q1, Q) son funciones contantes, se sigue que si n — 0o entonces

(fa)aw — (fn)Qk/ — C(Q1, Qu) — C(Q1, Q).

De aqui obtenemos

C(Qr, Qu) = C(Q1,Qr) — C(Q1, Qk)
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o equivalentemente

C(Q1,Qr) + C(Qr, Qw) = C(Q1,Qw) (1.8)

Asi, probar (1.7) es equivalente a demostrar (1.8). Pero (1.5) implica que

(fa)aw — (fu)or — C(Q1, Q)
(fr)aw — (fn)or — C(Q1, Q)
(fn)Qk/ - (fn)Qk - C(an Qk’)

Entonces

(fn)Qk _(fn)Ql _(fn)Qk/+(fn)Q1 ""(fn)Qk/ _(fn)Qk - C(Qh Qk)_C(Qh Qk')+C(Qk; Qk’):

por lo que

C(Qla Qk) - C(Qla Qk’) + C(Qka Qk’) = 07

es decir, C(Q1,Qx) + C(Qk, Qr) = C(Q1, Qr) que es exactamente (1.8).

Esto muestra que nuestra funcién f definida mediante (1.6) efectivamente tiene
sentido.

Ahora, regresamos a nuestro cubo fijo (). Podemos encontrar k suficientemente

grande tal que () C Q. Entonces, usando nuestra definicién (1.6) tendremos que

/|(fn—f)(~”0)—(fn—f)@|d$=/{fn(ﬂc)—ng(fEHC(Ql,Qk)—(fn)Q+fQ!dw
Q Q

+ {9%() — g% (@) + C(Qu Qi) + fo} | da

Enseguida notemos que g%(z) — g9*(z) + C(Q1, Qx) + fo es idénticamente cero

en () ya que:
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Para x € Q) C @y, se tiene

— i — L Qk _

luego

g% (x) — g% (z) + C(Q1, Q) + fo
= g%(x) — g% (x) + C(Q1,Qr) + (%) — C(Q1, Qx)
= g%(x) — g% (z) + (9%)q

= lim [f(z) = (fu)o] — lm [fu(2) = ()] + (9%%)q

- Jim (e, = el + Jim_ | [ 160 = ()

= lm _[(fa)or = (fa)e + (fa)e = (fa)ai

n—-

=0,

donde el limite se tomé6 en la norma de L'(Q) normalizado.

Asi tenemos que si n — 00

/|(fn_f>( Q|dfﬂ—/|fn — (fu)o — g ‘dx—>0.
Q

Luego, para todo cubo @), si n — o0

T

Por tanto, si n — oo

I fn = fll, —0

lo cual muestra que f € BMO'y f, — fen BMO. m

Proposicién 1.2 Para f € BMO se tienen las siguientes estimaciones:



1.1. FUNCIONES CON OSCILACION MEDIA ACOTADA 7
(@) 31, < suplnf a fQ |f(z) —a|dx < ||f]], -
(b) M(|fI)(y) < 2MFf(y).

Prueba. La segunda desigualdad en (a) es inmediata ya que

1
# - _

Ahora, para cualquier a € C

/Qlf(x)—lede/Qlf(x)—aldw+/Q|a—fQ|d$

:/Q|f(g:)—a]dx—|— a—@/f(@dx
:/Q|f(a:)—a|dx+‘ﬁ Q[a—f(x)]dx

<2 /Q F(z) - al da,

por lo que dividiendo ambos extremos de la desigualdad por 2|@|, tomando infimo

1o

QI

sobre todas las a € C y luego supremo sobre todos los cubos (), obtenemos la primera
desigualdad en (a).
Para demostrar (b) observemos que para cada y € @, usando la desigualdad

previa y tomando a = | fg| obtenemos
1
2|Q\ "f ‘f’cz(dﬁﬂé @/ 1S (@) = [foll da

,Q‘/u — foldz
< M (y)

y tomando supremo sobre todos los cubos @) tal que y € ) obtenemos

MA(|f)(y) < 2MFf(y).
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Esto concluye la demostracién de la Proposicién. m

Observaciones.

(1) La desigualdad mostrada en la Proposicién 1.2 (a) nos permite obtener una norma
equivalente a ||-||, la cual nos proporciona una manera de mostrar que f € BMO
sin usar su promedio en el cubo @Q): sélo es suficiente encontrar una constante a

(que puede depender de Q) tal que
1
1] Q\f(x)—a]d:vSC’
con C' independiente de ().
(2) Usando Proposicién (1.2) (b) vemos que si f € BMO entonces |f| € BMO.

(3) Sin embargo, el reciproco de (2) no es valido.

En efecto, primero notemos que L> C BMO y que de hecho || f||, < 2| f], . Pero

existen funciones no acotadas en BMO. El ejemplo tipico en R es el siguiente:

log(L) lz] <1

f@y=q "

0 lz] > 1
Mostremos que para una elecciéon apropiada de Cf

1
m[vw—mmsz

donde I = [a, b].

Consideraremos dos casos:

(i) 0<a<b.
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Para este caso tomemos C; = In ﬁ y notemos que

J

1 1 b
In— —In— dt—/ Inb — Int|dt
b

i ol

:/me—moﬁ

a

= (Inb)(b—a) — [tInt —t]:="

= (Inb)(b—a) —blnb+b+alna—a

=(b—a)—a(lnb—1Ina)

Asi, para algin p € (a,b) tenemos

i),
11|

a(lnb —Ina)
b—a

1
zl—a(—><1.
p

lni—lni'dt—l—
t] 0]

(ii) —b<a<hb.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que —b < a < 0 < b.

1
] *

lni—lni dt:/
|t 10| a

=J+ K

De nuevo, sea C; = In

J

1 1 b
In— —1In— dt+/
t] ] _

a

Por el caso (i) K = (b+ a) + a(lnb — In(—a)).
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Para J, puesto que el integrando es par tendremos

—a

J =2 lim (Inb — Int)dt

e—07t

=2 lim [(Inb)(—a—¢) — [tint —#]/=]

e—07t

= —2alnb—2 lim [—aln(—a)+a—clne + ¢

e—0

= —2alnb+ 2aln(—a) — 2a

=2[—-alnb+aln(—a) —al.

Asi J+ K =(b—a)—a[lnb—1In(—a)], por lo que para algin —a < p < b

’_}’/I 1n|_1’ —1n’1ﬂ'dt <1- = [lnb—In(~a)]
S =] e (O
- 14 0 (1)
<1 S0 (o)
:1+2j2<2

ya que como —b < a <0 < —a < bentoncesb+a < b <b—a.

Los casos restantes pueden reducirse a (i) o (ii) ya que la funcién es par.

Por tanto f € BMO, sin embargo g(z) =sgn(z)f(x) ¢ BMO, aun cuando
l9(x)] = f(z) € BMO.

En efecto,

log% O0<z<l
glz) =49 —logLt —1<a2<0
0 zr=00 |z]>1
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Asi g(z) es una funcién impar, y para cualquier intervalo de la forma [—a, a] con

a > 0 tenemos

1 [ 1 [
50 | 190 —gsalde =5 [ lo(@)lda

1/ 1
= —/ log —dx
a Jo x

— _ 1 t=a
" [z — 2 logz],_,
= —la —alogal
a

=1—-loga — o0

si a — 0 (ndtese que gj_qq = 5= [, g(t)dt = 0).
A continuacién exhibiremos la conexién existente entre el espacio BMO vy las

integrales singulares. Requerimos primero introducir la siguiente definicién.

Definicién 1.3 Diremos que T es un operador integral singular, si'lT" es un operador
acotado en L*(R™) para el cual existe una funcion medible K definida en (R" x R™)\ A
(A ={(z,y) : x =y}) tal que si f € L*(R") tiene soporte compacto entonces T tiene

la representacion

Tf(x)= [ K(x,y)f(y)dy

RTL

para x ¢sop f.

La funcién K se llama el nicleo del operador. Cuando el niicleo satisface ciertas
estimaciones, la teorfa cldsica establece que T' es acotado en LP (R") para 1 < p < 0o
y de tipo débil (1,1). Se puede mostrar que 7' no transforma L en L*°, pero como

lo deja entrever el resultado que probaremos a continuacién, 7' de hecho transforma

L>® en BMO.
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Teorema 1.4 Sea T' un operador integral singular como se describe en la definicion

(1.3) donde el nicleo ademds satisface la siguiente condicion de Hormander, esto es,

/ Ky~ Ky < C. (1.9)

Entonces si f es una funcién acotada de soporte compacto, Tf € BMO y || Tf], <
Cllifll

Prueba. Sea () un cubo fijo de R" con centro en cq y sea Q* el cubo centrado

en cg y con longitud de lado 44/nl (@), donde [ (Q)) denota la longitud del lado de Q.
Sea f = fi + f2, donde fi = fxq+, fo = fxrmq+ ¥y sea a =T fa(cq).
Observemos que para x € Q y y ¢ Q*
7~ cql < (diam Q) /2 < Vil (@) /2
y ademds
1 *
[z =yl > 5 (@) = 1(Q) > Vnl(Q) > 2|z — cql.

Como se cumple (1.9) y T es acotado en L? tendremos
1 1 1
o [178@ ~dlde < o [ (Th)ldo 4 [ [Tae) - Thaleo)l ds
Q1 Jo QI Jq QI Jo

[@/‘T“ WF

oL Ky - Ko fw)dy| do
R™\Q*

"l

<< (jg o @r d“)%

[ [ - K (cqnl dude| 1]

SO fllo + M f 1l

lo cual implica que T'f € BMO y que [|[Tf]|, < C|f|l4
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1.2.  Desigualdad de John-Nirenberg

En esta seccién, examinaremos la tasa de crecimiento de las funciones en el espacio
BMO.

Con el objeto de motivar el teorema que probaremos a continuacién, consideremos
primero la funcién log (ﬁ) que como hemos mostrado previamente, nos proporciona
un ejemplo de funcién no acotada en BMO. En el intervalo I = (—a, a) su promedio

es 1 —loga; dado A\ > 1,

1
{xEI: log (m) — (1 —loga) >)\H: {xEI: log§—|—10ge >/\}‘
—1
= {xé]: log& >/\}‘
|z

= |{a: el |z < ae_A_1}|

= 2ae™ "t = (2a) (e M)e™ = [T|e7te ™.

El siguiente resultado muestra que en cierto sentido, el crecimiento logaritmico es
el mdximo posible para funciones en BMO. La demostracién utiliza una técnica
muy conocida en Analisis de Fourier: la descomposicién de Calderén-Zygmund (ver

Teorema 5.8).

Teorema 1.5 Sea f € BMO. Entonces existen constantes Cy y Cs, que dependen

solo de la dimension, tal que para cualquier cubo Q@ en R™ y cualquier A > 0,
{z € Q:1f(2) = fol > A} < Crem @MW Q). (1.10)
Prueba. Puesto que (1.10) es homogénea, podemos suponer sin pérdida de ge-

neralidad que || f||, = 1. Asi para todo cubo @ se tiene:

0] 15~ faldz <1 (111)



14 CAPITULO 1. EL ESPACIO BMO

Ahora, formamos la descomposicién de Calderén-Zygmund de f — fo en @ a
altura 2 (esto se hace como en el Teorema de Descomposicién de Calderén Zygmund,
pero en vez de los cubos diddicos en R", empezamos bisectando los lados de () hasta
formar 2" cubos iguales y repitiendo este proceso para todos los cubos formados.
La desigualdad (1.11) reemplaza la hipétesis de que f € L'). Esto nos produce una
familia de cubos {Q1;} tal que

i) 2< gt [y, (@) — foldr < 20!
ii) | £(x) — fol <2512 €Q—U;Qu

i) 30Qul < 5 Jo /(@) — foldr < 51Q)
J

iV) |fQ1,j - fQ| = ’m le)j (f(aj) — fQ) dr| < gn+1

En cada cubo ()1 ; formamos la descomposicién de Calderén-Zygmund de f— fq, .
a altura 2 (de nuevo, por hipétesis, el promedio de f — f, ; en Q1; es a lo sumo 1).

Obtenemos asi una familia de cubos {Q1;x} que satisface lo siguiente:

. ‘le,j,k - le,j‘ < 2l
u ‘f(:)?) — le,J‘| <2sizx€ Ql,j — Uk;Ql,j,k

n > Quikl < 51Quyl

Reunamos los cubos Q1 j;, correspondientes a todos los ()1 ; y llamémoslos {Q2; }.

Entonces

1
Z Q25| < 1 Q|

y six Q_ﬁ UjQQJ‘
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’f(%) - fQ‘ < ’f(l’) - le,j‘ + ’le,j - fQ‘
S 9 _|_2n+1 S 2(2n+1>

15

Repitamos este proceso indefinidamente. Entonces para cada N, obtenemos una

familia de cubos ajenos {Qn ;} tal que
f(z) = fol < N2"H

SifoUjQN,jy .
> 1@wal < 5510
J

Fijemos A > 2" y elfjase N de tal modo que N2"™! < \ < (N+1)2""!. Entonces

{z e Q:|f(z)— fol > M < |[{z € Q:|f(z)— fo| > N2""'}]|
1
< Z |Qn,;| < oN Q|
J
= ViR Q] < O Q)

ya que si Cy = ;ﬁ’ﬁ% entonces

log 2 log 2
g2, _log

Nlog2 log?2
on+2 on+2 -

02)\ - 2 2

[N2mHh 4 27 = < Nlog2.

Si ahora X < 2"*! entonces Cy)\ < 1°§ 2 — log /2 y por lo tanto

{z e Q:[f(z) — fol > A} < Q]
< 6log;\/i—(}g/\ |Q|

= V2 Q

y asf podemos tomar C; = v/2. De (1.12) y (1.13) concluimos la prueba. m

(1.12)

(1.13)
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Observaciéon. La desigualdad de John-Niremberg es una condicién necesaria y

suficiente para la pertenencia a BMO.

En efecto: Si f € L} (R") y satisface que para cada cubo @ y para cada a > 0

loc

{z € Q:1f(2) - fol > a}| < Be™™|Q)

donde B, C' son constantes que sélo dependen de la dimensién n, entonces para cada

cubo Q)
/|f<x>—fQ|dx=/ (e € Q: 1f(x) — fol > a}| da
Q 0
B —Cag
< |Q|/0 e o]

B
-2l

por lo que f € BMO.

Corolario 1.6 Para toda 1 < p < 00,
1 b \7
111 = su0 (77 [ 160) = fol e
es una norma en BMO equivalente a ||-||,

Prueba. Serd suficiente probar que

1F1lp < Coll £l

ya que la desigualdad opuesta es inmediata.

Por el Teorema 1.5 tenemos para cada cubo @)

/Q|f<x> —fQ|pdx=/°°pAp-1|{a: € Q:|f(x) — fol > A} dA

0

<0 |Q|/ p)\p_le_CQ)‘/”fH*d)\
0
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Cg)\
KN

ﬁ/@ﬁ( |pdx<0p(||f|| ) /o sPle 5ds

= CipCy "L (p) /1%

Hacemos el cambio de variable s = y obtenemos

lo cual finaliza la demostracién. =

Como consecuencia de este corolario obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.7 Dada f € BMO, existe A > 0 tal que para cualquier cubo )

L/ e’\|f(x)_f’°?|d:c < 0.
Q[ Jg

Prueba. Observemos que para A > 0 tenemos

1 / A f@)— o AL / k
— [ e dx— |f(x) = fol dx
QI Jq k' |@\ ¢

Z o ke ) 11

k

donde Cy =10 v2y Cy = 252,

k
Luego, la serie Y -, )\ka” converge si Hf”* < 1, es decir, si A < IIfH
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CAPITULO 2

PROMEDIO DE HARDY-LITTLEWOOD CON PESO

En este capitulo estudiaremos una generalizacién con peso del operador promedio
de Hardy-Littlewood y mostraremos que bajo ciertas condiciones en el peso estos
operadores resultan ser acotados en los espacios LP(R"), 1 < p < oo, asi como también
en BMO(R™). En este proceso, determinaremos de manera precisa la norma del
operador en dichos espacios.

Nuestra exposicién estd basada en las referencias [15] y [27].

2.1.  Acotamiento del operador en LP(R") y en BMO(R")

Definicién 2.1 Dadas ¢ : [0,1] — (0,00] y f : R* — C funciones medibles, el

promedio de Hardy-Littlewood de f con peso i) se define asi:
1
Uuf@) = [ S(eputere. (2.1
0

Nuestra intencién es clasificar aquellas funciones 1 para las cuales el operador U,
es acotado en I”, 1 < p < ocoyen BMO.

El operador Uy, tiene una cercana relacién con el operador maximal M de Hardy-
Littlewood, a saber, cuando ¢» = 1 y n = 1 pues en tal caso Uy se reduce al cldsico

promedio de Hardy-Littlewood

para x # 0, lo cual se obtiene haciendo el cambio de variable y = tx en (2.1).

19
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Hardy probé en [15] que se cumple la siguiente desigualdad:

[ Cwsr dx]; <2 ([Tirwr dxf 22)

para p € (1,00), donde la constante z% es la mejor posible. Ilustraremos a conti-
nuacién la demostracién de Hardy de la desigualdad (2.2). Que la constante es la
mejor posible serd una consecuencia de lo que probaremos posteriormente en este

capitulo.

Proposicion 2.2 Dada f : Rt — R wuna funcién medible, se cumple:

[ |Uf<a:)|pdxr <2 ([ |f<x>|pdx)’l’

paral < p < oo, donde U f(z) = %fow f(y)dy, x # 0. Ademdas la constante z% es la

mejor posible.

Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer f(y) > 0 para toda y € R".
A fin de evitar casos triviales supongamos que f es no nula.
Sea n € N, definase f, = min{f,n} y F,(z) = [ fu(t)dt.

Eljjase X, suficientemente grande tal que f, f,,, F,, no sean nulas en (0,X) si

X > X,.
Asi
X n P X _
/ <F (x)) dx:/ Fﬁf(m)i {—lxl_p} dx
0 x 0 dr |p—1
-1 [* d
- P() (1P
— | Bt
_l-ppp X X p-1
[P e (R
p_1 0 p_l 0 X

< i (FT(“")) fule)dz,
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donde en la pentiltima igualdad hemos usado el hecho de que F}, es continua por lo cual
la integral es de Riemann y podemos integrar por partes, y en la tltima desigualdad

usalimnos que
Fo(7) o

Xz

1 x

L[ i — g0 =0

T Jo

cuando # — 0 por el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue.

Por consiguiente, si p’ denota el exponente conjugado de p, estoes, 1/p+1/p' =1,

G (E) o] [ ]
(2 (L (22 ) () o)

p
dx es positivo y finito, entonces

tenemos

[ )

IN

Dado que fOX (an(x)

1

UOX (F"f))pdx} E < (]%) [/OX fﬁ(x)dxr.

Como f, /" f, F, /' F, f, > 0y F, > 0 se sigue del Teorema de Convergencia

Monétona que

[ stwyis— [

[ER) e [ (5]

cuando n — oo por lo que

[ () ] < ) [ o]

Haciendo que X —— 00, una nueva aplicacién del Teorema de Convergencia

Mondétona nos permite obtener

() o] <G [ o]
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como desedbamos mostrar. m

Cuando p = oo es claro que [|Uf|| 1o (9.00) < 1/ [l 150 (0,00) ¥ Que esta desigualdad es
la mejor posible (basta tomar f =1).

Enseguida abordaremos el problema del acotamiento de U, en el contexto de R".

Teorema 2.3 Sea v : [0,1] — [0,00) una funcion medible y sea p € [1,00]. En-

tonces

(i) Uy : LP(R™) — LP(R™) existe como operador acotado si y sélo si

/1 trp(t)dt < oo, (2.3)

0

Ademds, cuando (2.3) se satisface, la norma del operador Uy en LP(R™) estd dada

por

1
Ul sy = | P01 (2.4
0
(ii) Uy : BMO(R") — BMO(R") eziste como operador acotado si y solo si
1
/ B()dt < oo. (2.5)
0
Ademds, cuando (2.5) se verifica, la norma de Uy en BMO(R™) estd dada por
1
||U¢HBMO(Rn)—>BMO(Rn) = /0 w(t)dt. (2.6)

Prueba. (i) Bastara considerar el caso en el que p € [1,00) ya que cuando p = oo
claramente se cumple el resultado.

Supongamos que se verifica (2.3).
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Usando la Desigualdad Integral de Minkowski tenemos que

10 s = | | (et

LP(R?)
1 !
< [ e ] v
0 LJRrn
1 n
ey [ Futt) (27)
De este modo, vemos que U, transforma continuamente LP(R™), en s{ mismo.

Ahora supongamos que U, es un operador acotado en LP(R"), entonces existe

una constante C' > 0 tal que

10 £l Lo @ny < C Nl o gny (2.8)

para toda f € LP(R™).

Enseguida, definamos para ¢ > 0 la funcién

0, lz| <1

fe(z) =

)

o] 0, ] > L

Entonces

(o]
||f8||Lp(Rn :/ |$|np6d;p:/ / dUT—N—parn—ldT
z|>1 1 Sn—1

(o, ] —pe =00
o o ]
! _p€ r=1

B |Sn—1| B %
N pe N pe

3

|

donde C,, 2“

/\
me
—
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También

1 1
Upfe(x) :/ fe(tf)w(t)dt:/ Itz ™77 X el s 1y (2)dt
|3:|7_8f £ p(t)dt si x| > 1
O si|z| < 1.

Puesto que la desigualdad (2.8) se aplica a f., escribiendo § = % > 1 tendremos:

(O ”fEHLp R7) > HUwfa”Lp R™)

p

:/%|>1 _\x|P /1 tZw(t)dt] dx

[z

- . )
2/ \:c|‘?‘€/ tr S p(t)dt| dw
lz|>8 L 1

8

- Vw«s || TP d:c] [[ t—Z—w(t)dtr. (2.9)

B

Ahora, hacemos el cambio de variable u = % en la primera integral y obtenemos

que

/ || " de = / TP Ju| T 6 du
|z[>6 Ju|>1

_ / 6 [u| " du
Ju|>1
=0 erHLp(Rn ;

también observamos que en la segunda integral dado que L <+ <1 entonces t—° > 1

[ e S (t)dt > [1 trap(t)dt

5

y asi

Con esta informacién vemos que

CP | fell oy 2 1 f o any [ _5ﬁ t_zi/}(t)dt] (2.10)

5
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y (2.10) implica que
1
/ trp(t)dt < CF°,
1

5
esto es,

para toda € > 0.

Tomando limite cuando ¢ — 0 obtenemos

/lt‘ﬁw(t)dt <C.
0

Mostraremos ahora que la norma del operador Uy, estd dada por (2.4).
En efecto, si se verifica (2.3), esto es fol trip(t)dt < co entonces como vimos en

(2.7) se tiene que
1
o P— St/htp¢(ﬂdt (2.11)
0

lo cual nos proporciona una de las desigualdades requeridas.
Para demostrar la igualdad en (2.11) supongamos que se tiene una desigualdad

estricta. Asi, existe un nimero positivo k tal que

1
0ol sy < < [ #5001 (212)

Usando la funcién f. definida previamente tendremos por (2.9) y (2.10) que

1 " p
K\ fellpony 2 MU fellpogny 2 Ifellzomn [55/0 t_W(t)dt}

lo cual implica
1
k> 58/ trap(t)dt

y haciendo que ¢ — 0 obtenemos

k> /1t2¢(t)dt. (2.13)
0
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Pero (2.13) contradice (2.12), asi

1
||Uw||LP(R")_>Lp(Rn):/O tigw(t)dt

Hemos demostrado completamente la parte (i) del Teorema.

(ii) Como es usual, si Q C R™ es un cubo, para t > 0 el conjunto t@) denotara el
cubo con el mismo centro que @ y con longitud de lado t/(Q) donde (@) denota la
longitud de lado de Q.

Supongamos que se cumple la condicién (2.5), esto es, fo t)dt < oo. Sea f €

BMO(R"™) y sea ) un cubo cualquiera en R", entonces por el Teorema de Fubini

elde |@|/ Upfla |@|/ / Fltm)yE)dtd
:/0 [@/Qf(m)dx] ¢(t)dt=/0 {W /tQ f(y)dy} Y(t)dt
-/ (b

y por consiguiente

tenemos

a1 L 1040 = Ua)al e = /fta: dt—/ fig(t)dt| da
< /Q [ 17660 - ol viont] as
- [ g7 1w el wioyr
- [ i [ 16~ s ] vt
< o | viont (2.1)

lo cual implica que U, es acotado en BAMO(R™).
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Reciprocamente, supongamos que Uy, es acotado en BMO(R"). Definamos fy :
R" — R tal que fo(z) = 1 para = € R}, fo(x) = —1, z € R?, donde R} y R”
denotan las porciones izquierda y derecha de R", respectivamente, separadas por el

hiperplano x; = 0 (z; es la primera coordenada de z € R"™).

Asi
1
Wel) (@) = [ foltayo
0
[ywt)dt  sizeRy
— [l(t)dt siz e R
esto es,

Wﬁzﬁlwwﬁ (2.15)

Siendo fy un elemento de L>*(R"), claramente pertenece a BMO(R™) y como no

es una funcién constante entonces || fo|| 5pr0(rn) > 0, luego de (2.15) vemos que

1 1Ty foll n
/ W(t)dt = ¥ JOll BMO(R™) < ||Uw||BMO(R")HBMO(R") < 00.
0 | foll Baro@n)

Finalmente, (2.14) nos dice que

1
||Uw||BMO(R”)—>BMO(R”) S/O w(t)dt
Por tanto,
1
uwmmmFﬂmmzl¢@@

concluyendo asf la demostracién de nuestro teorema. m

2 . D
Recordemos que en (2.2) quedé pendiente demostrar que la constante S5 es la

mejor posible. Para completar este punto, observemos que cuandon =1y ¢ = 1 por
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(2.3) la norma del operador U es

1
_1
N0 2o ey — oy = / hat —
0

lo que muestra que la constante ﬁ es la mejor posible en la Desigualdad de Hardy.



CAPITULO 3

CONMUTADOR DEL OPERADOR DE
HARDY-LITTLEWOOD CON PESO

El estudio de conmutadores de operadores ha sido un tema de mucha atencién en
el Analisis de Fourier. Existe un resultado muy famoso demostrado por R. Coifman,

R. Rochberg y G. Weiss que establece que el conmutador
Tof: = bTf —T(bf)

es acotado en LP(R"), 1 < p < oo, si y sélo si b € BMO(R").
Aqui T es un operador integral singular de Calderén-Zygmund, esto es, T' es un

operador integral singular donde el nicleo K ademads satisface:

@ K (z.y) < 557

lz—yl|™”

—2’6 .
(1) |K(z,y) — K(z,2)| < C ly n|+5 si e —y|l>2y— 2z,

|z—y|

z—w|’ .
(1) |K(x,y) = K(w,y)| < O si o —y| > 2]z —w],

para alguna o > 0.

A partir de lo anterior, se han generalizado muchos resultados a otras clases de
operadores, no sélo los de Calderén-Zygmund. Por esta razén, en este capitulo conside-
raremos conmutadores de operadores de Hardy-Littlewood con peso y demostraremos
que son acotados en LP(R™), 1 < p < oc.

En este capitulo nos hemos basado en la referencia [9].

29
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3.1.  Definicién y estimaciones previas

Definicién 3.1 Sean b € L} (R™) y v : [0,1] — [0,00) una funcion medible. Defi-

loc

nimos el conmutador del operador de Hardy con peso, UZ como

U f = bUyf — Uy(bf),

donde, como es usual X
Ut 0) = [ ity

x € R™. La funcion b se llama el simbolo del conmutador.

En general, se sabe que cuando el simbolo del conmutador estd en BMO(R™), las
propiedades del conmutador empeoran en relacién a las del operador mismo (en el

sentido de las singularidades del niicleo). Por ello, es razonable pensar que la condicién

A= /01 tr(t)dt < oo

que sabemos necesaria y suficiente para el acotamiento de U, en LP(R"), no podra
asegurar el acotamiento de U}, en LP(R") (cuando b € BMO(R")).

Asi, nuestra intencién serd encontrar condiciones necesarias y suficientes en el
peso ¥ que aseguren que el operador Ufz sea acotado en LP(R") para 1 < p < oo.

La idea central para obtener nuestro resultado serd controlar los conmutadores
de los operadores de Hardy con peso por medio del operador maximal de Hardy-
Littlewood en vez de usar (como es usual al estudiar integrales singulares) la funcién
maximal sharp.

Antes de enunciar el teorema principal de este capitulo que probaremos en la

siguiente seccién, definiremos las siguientes constantes

L, 1
B :—/0 t~7)(t) log <¥> dt
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b oa 2
C::/O t~»(t)log (;) dt.

Observacion. Para C definida como antes, dado que C = Alog2 + B, es claro
que C < oo implica que A < oco. Sin embargo, si A < oo entonces no necesariamente

C < o0.
Para ejemplificar esto, sea 0 < o < 1.

Definase

0 <t<1, donde

Entonces
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tose) (1) = [ st ()
[ )] BT,

t=0

Sin embargo,

C:Alog()—f—B——log( )+ B
= z10g(2) t P¢ ) log <1>
«

0 t

_ 2log ) + (log ( )) Y e < ) dt + ; % (log G))Ha log (%) dt
- §1og<2) <log< )) ar+ | (log (1))&

y un célculo sencillo muestra que la primera integral es infinita, mientras que la
segunda es finita, por lo cual C = oo.
Para la prueba de nuestro resultado de acotamiento requeriremos del siguiente

lema.

Lema 3.2 Sea C' una constante positiva, y 1, QQ2 dos bolas de R™ tales que si () es

la bola mds pequena que contiene a (1 y a Q2 entonces

i=1,2.

Entonces, para cada funcion b € BMO(R") se tiene que

bg, — bq,| < 2C||b]],



3.1. DEFINICION Y ESTIMACIONES PREVIAS 33

(donde bl], = sup & [, ) — bol da).
Q CR”
Q bola

Prueba. Es inmediato que

bg, — bg.| < |bg, — bl + [bg — b, | -

Ahora
os ~ bl =iy [ oo = o] = |5 [ to) ~ bolas
|Q1| 1 |Q1| Q1
< X |b<x>—bQ|dxs£/ Ib(z) — bo|dz < C [,
Q] Jo, /s ‘

El sumando que falta se estima de modo similar, por tanto
ba, — bo,| < 2C[|b],

y de este modo concluimos la demostracion. m

Otro resultado que necesitaremos es el Corolario 1.6, a saber:

X :
sup (@ /Q |b<x>—bQ|pdx) ~ o],
Q CR”

Q bola
parab € BMO(R") y 1 <p < 0.

Recordamos que en virtud de que las medidas de Lebesgue de las bolas y los cubos
en R” son comparables, el operador maximal de Hardy-Littlewood M puede definirse
también como

Mf(z) = sup ﬁ/Qlf(y)ldy
re@ CR”
Q bola

y se sabe que M es un operador acotado en LP(R") para 1 < p < oc.
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3.2. Acotamiento del conmutador

Ahora ya tenemos todas las herramientas necesarias para enunciar y demostrar

el acotamiento en LP(R"), 1 < p < oo, del conmutador Uf;.

Teorema 3.3 Sea ¢ : [0,1] — [0,00) una funcion medible y 1 < p < oo. Los

siguientes enunciados son equivalentes:
1. U}, es acotado en LP(R") para cada b € BMO(R").

2. C < 0.

Prueba. (1)= (2) Supongamos que ||Uf/’}|| 1r_» = € <00 para alguna cons-
tante C' (que puede depender de b).

Para mostrar que C < oo como deseamos, probaremos que A < oo y B < 0.

Elijase b(z) = log |x| € BMO(R™). Por hipétesis HUfZHp_)p < 0.

Para cualquier 0 < € < 1 tomemos

0 si|z] <1
fo(z) =

)7 i x> 1

Entonces

n p
= [ (el 3 ) o= [ el
P g1 ( ) lz|>1
—/ / T"EPdarnldr—/ [/ da] roP~tdr
1 Jgn 1 gn—1

=S| /°° rm iy = ¢
1

pe

donde C,, = |S" 1| = 12?%), la medida superficial de la esfera.

N3
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Por otra parte

(W31 ) =0to) [ st — [ ez eptoyi
0 si|z| <1
= og(al) JI7 fo(e) o)t + logle] [ f(r)u(t)
— i gt F(r)(e)de — [ logta fulex) b 0y

0 si|z] <1

—flll log ] [tz| " » S y(t)dt si |z| > 1

sifz| >1

0 si|z] <1
R le’%’ef%t*%*w(t)log% si|z] > 1

Sea 6 = %, entonces 0 > 1y

P —n¢ P 11"
el [ [l stos ) o

L Tal

- . Y
2/ ]m\s/ tr () log =dt| dx
l2l>8 | 1 t

B

np 1 n 1 p
= / |z|”» dx] [/ t~» (t) log —dt}
L/ |a| > e t

_ _/|$>6|:c]_”_e”d:c] Mlt——w( Jlog — dt]p

n 11"
— / 6fnf€p+n ’y|—n—€p dy‘| |:/ t—;—ew(t> log _dt:|
L |y[>1 € t

1 p
= P ”f€||§ [/ t:_EdJ( ) log — dt} ,

donde en el pemiltimo renglén se hizo el cambio de variable y = %

Esto implica que

1
. 1
O3], 2 Al [ 5w tog .

35



36 CAPITULO 3. CONMUTADOR DEL OPERADOR DE HARDY CON PESO

Por consiguiente

085l o s
L A LT

€

y haciendo que ¢ — 0" vemos que

1
00 > HUw}}Lp%Lp_/ t w()log;dt:zs.

Ahora nos falta mostrar que A < co.

Para ello, consideremos la familia de funciones b, dadas por

br(2) = Xq.(z)sgn(sen(rk [x])),

k € N, donde (0, 1) es la bola unitaria.

<

LP—[IP

Dado que by, es acotada entonces pertenece a BMO(RR™) y por hip6tesis

b
v

Témese f = xg(o,1)- Entonces

mm{l }
Ub (2 / w(t)dt — /O P (6)sen(sen(xkt 2] )dt

Ahora, podemos encontrar k = k(7)) suficientemente grande tal que

v )| 2 5 /0 Cu(d

para § < |z < 1.
Asi

wen|> [} [ v ae

, size A
donde fi(z) = fle), stz yA={z:3<|z| <1}
0, siz¢gA
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De aqui
Joen] = [3 [ e i,

lo que implica que

b
H%ﬁp>§éﬁww

T
Yl = AL

Ademis,

[W)dt < /01¢(t)dt < .

Puesto que t» es localmente integrable en ¢t = 1 tenemos que

/1 tr(t)dt < co.

1
2

< 00, tenemos
LP—LP

Dado que B < HUfZ’“

3 . 7w 1
/ trp(t)dt < C/ tr(t) log; < (CB < o0.
0 0

(Aqui C' =

1022 pues como 0 < t < % entonces logt < log% o log2 < log %)

Por tanto A < 0o y asf tenemos que C < oo, como queriamos demostrar.

(2)==-(1) Suponemos C < o0, esto es,

1 9
/ trap(t) log(z)dt<oo.
0
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Fijemos una bola ) C R"” y sea x € (). Entonces usando el Teorema de Fubini

tenemos

ﬁ /Q \Uf;f(y)]dy:ﬁ / ‘by /  Flye(dr — / 1 b(ty)f(ty)w(t)dt‘dy

Fty) - bity) f(t wu)dt\ dy

|@|/ / b(y) — b(t)| |/ (ty) | ()
|Q|/ / ® £ty o(t)dydt
|@|/ /' F ()] dy (1)t
|Q|/ /“’Q bi) f(ty) | dyu(t)dt

|Q|//| (ty) — bu) £ (b)) dyab(t)dt
=1+ I, + Is.

Ahora estimaremos cada uno de estos sumandos. Elfjase algiin 1 < r < p y sea 7’

su exponente conjugado, asi usando la desigualdad de Holder

= |Q|/ /| £ (t)| dy (1)t

S@/o [/Qlf(ty)\rdy] [/ b(y) —bQ|T'dy}bw(t)dt

-/ i e } LQ‘/M ) bol dy} w0yt
<, / [|Q|/|f (ty)I dy} (t)de

_cp, / o /tQ|f(U)|rdu} (0)d
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< c ol / (M f7(tx)} (b,

con lo cual hemos obtenido una estimacién para I.

Aclaramos que en la desigualdad anterior convenimos que si () es la bola con

centro xg y radio rg entonces t() es la bola con centro txg y radio trg.

Anédlogamente, tenemos que

1 1
b= / /Q (b(ty) — big) F(ty)| dy(t)dt

<[ (L [ (ty)I" dy (L blty) — bl dy ) w(t)dt

/0 (|Q\ Q @l /g 1

(L ) (= [ o) — bl du) ()t
/0 <|tQ| /tQ ) (|tQ| /tQ )

<Clbl, [ (F ) vty

U=

y de nueva cuenta, obtenemos una estimacién para I3.
Enseguida estimaremos /5.
Para esta estimacion utilizaremos una técnica diferente.

Observemos primero que es posible encontrar a € (1,2] tal que para cada i =

0,1,2,... podemos asegurar

a”'QNa Q£ 2. (3.1)

En efecto, sea z¢ el centro de la bola () y ¢ su radio.

Analizaremos los siguientes casos.
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Caso 1. Si ||zg|| = rq basta tomar a = 2 pues en este caso tendremos facilmente

la condicién (3.1) ya que las bolas estdn anidadas como se muestra en la Figura 1.

X

Figura 1

Caso 2. rg > |lzg||. En este caso también podemos tomar ¢ = 2 ya que la
condicién (3.1) se verifica facilmente pues de nuevo las bolas estdn anidadas como se

muestra en la Figura 2.

Figura 2

Caso 3. rg < ||zg|| - En este caso tomemos p =1 — ﬁ €(0,1) yseaa=p "
Q

La familia de bolas a~'Q) tiene centros p'zq y radio p'rg, para cada i =0,1,2, ...
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La eleccién de p fue asf porque estamos buscando un nimero 0 < p < 1 tal que

|prg — xg|| = rg lo cual implica que p =1 — H;—ZH.

Para elegir el siguiente centro requerimos hallar 0 < p’ < ptal que ||p'zg — prg|| =

prg lo cual implica que p [1 — HT_QH = o/, entonces p' = p?. Las bolas correspon-
zQ

dientes se muestran en la Figura 3.

El anélisis de estos tres casos muestra que la condicion (3.1) se verifica claramente

en todos ellos.
Ahora continuamos con nuestro objetivo de estimar el sumando I5.

Tomemos 1 < r < p, luego tenemos

1 1
b= / /Q (bo — bro) f(ty)| dyeb(t)dt

- /01 <ﬁ/@f(ty)dy) b — big| ¥ (t)dt

</ 1 (& / |f<ty>|rdy)’l” lbg — bl (1)t
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! 1
. / (M7 (tz))" [bg — big| ¥ (t)dt
0
N Z / (M () b — bigl ()t

<Z/ak1 M7 (tz) 1{[2“’ —ig = ba-i1g]

1=0

1

+‘b —k— IQ—th‘} t

Enseguida notamos que debido a que a'Q Na "'Q # @ Vi=0,1,2,... y que
a7 Q| = Cra ™13 y |[a77'Q| = Cha™"™ra™™ entonces se cumplen las condiciones

del Lema 3.2 por lo que
|bu-iq — bg-i-10| < CIBll,,  i=0,1,2,...
También, de nuevo por el Lema 3.2 tenemos que para t € [a™*7! o]
[bar-10 = brg| < CIBl, -

Por consiguiente,

BOllY [ G+ ) (a7 ) v

w3 [ [

< b, {Z/ (Mf7(tz)) ¢(t)1ogakdt+/o (Mfr(t;c))w(t)dt}

! a) kloga + 1} (M7 (t2))* (t)dt

<, / (01" 00) (14 dog )

k+1

puesto que para a *71 <t < a~" se tiene a* < t7! < a**! y asf loga® < logt1.

Ahora, usando las estimaciones que hemos obtenido previamente tendremos que

S =

|7;|/Q\U1‘Zf(y>\dy < Cllbll*/0 (M f7(tz)) [1+10g ﬂ b(t)dt.



3.2. ACOTAMIENTO DEL CONMUTADOR 43

Tomando el supremo sobre todas las bolas () tales que z € () obtenemos

3=

M (UL) @) < ol [ Orr ) 1+ tog ] vitya (32)

y tomando ahora norma en LP(R") llegamos a

[ Usf) O, < Clivll, (3.3)

[ e [+ os 7 vy

p

Ahora aplicamos la Desigualdad Integral de Minkowski y obtenemos
! i g 1
3 @) Ol < ctol. [ | [ rrat as] [1iong | v
0 R'Il

el [ | [ orrenfa] o 1] v
<clolirl, [ o [rogg | v

en donde hemos usado el hecho de que el operador maximal de Hardy-Littlewood M es

acotado en L7 (R™) para p > r > 1. Como consecuencia del Teorema de Diferenciacién

de Lebesgue es bien sabido que

Usf (@) < M (Usf) ()

casi en todas partes, lo que implica que

Lo 1
\wesl, < Il 11, / () (1 +1og¥> i
Entonces
L 1
(Lo [P scubu*/o R (lﬂogg) i

Hemos visto antes de la demostracién del Teorema que suponer C < oo, es decir,

I 9
/ t~r(t)log (—) dt < oo
0 t



44 CAPITULO 3. CONMUTADOR DEL OPERADOR DE HARDY CON PESO
implica que
1
/ trap(t)dt < oo,
0
por lo que
1 N 1 1 n 1 " 1
/ trap(t) (1 + log ;) dt = / t—rap(t)dt +/ t~r(t)log ;dt
0 0 - 0 - 1
<C [/ t~»(t) log 2dt +/ t~r(t)log zdt}
D ,
= C’/ t~71)(t) log ;dt
0

y esto muestra que ||UfZ|| < 00 como querfamos probar. m

LpP—LP



CAPITULO 4

ESPACIOS DE MORREY

Con el objeto de estudiar el comportamiento local de soluciones de ecuaciones
diferenciales parciales elipticas de segundo orden, C. Morrey introdujo en [18] al-
gunos espacios de funciones que posteriormente fueron generalizados y denominados
espacios de Morrey L%*(R™), los cuales constituyen una generalizacién natural de los
espacios LI(R™). En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de estos espacios
y probaremos que el operador promedio de Hardy con peso actia continuamente en
éstos. Asimismo, encontraremos condiciones necesarias y suficientes en el peso para
asegurar el acotamiento del conmutador en los espacios L4 (R™).

El desarrollo de este capitulo estd basado en las referencias [10], [1] y [5].

4.1. Definicién de L**(R") y acotamiento de Uy en L%*(IR™)

Definicién 4.1 Denotemos por Q(z, R) la bola con centro en el punto x € R™ y radio

R. Seal<qg<ooy —% < \. El espacio de Morrey L¥*(R") se define asi:

LR o= { € LRl posgany < o0}
donde

[l Loy 3= sup
eR”

R>0

1 q %
Q(a, R)[" /Q<a,m )l dx] ' -y

45
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Notemos que en la definicién anterior pudimos haber considerado también cubos
en vez de bolas ya que las medidas de Lebesgue de ambos son comparables. Es-

ta observacion es también aplicable al espacio BMO (R"), como lo comentamos en
capitulos previos.

Otra observacién importante es la siguiente:

» Si\= —% tenemos que Lq’ﬁ(R”) = L%(R"); cuando A = 0 se tiene L9°(R") =

L*®(R"™), y cuando A > 0 tenemos L4*(R") = {0} .

En efecto, cuando A = —% la condicién que define a L%*(R") se convierte en

s [ [ @] < Wl <0
Q(a,R)
a € R"

R>0

por lo que es claro que todo elemento de L(R") estd en L%*(R") y reciprocamente.

Cuando A = 0 la condicién (4.1) se convierte en

1 / ‘
sup | |f<x>\qu} < o < 0.
|:‘Q(a7 R)’ Q(a,R) Lo (R")
a €R?

R>0

as{, por el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue tenemos
[f @) < o @y

casi en todas partes, luego f € L>®(R").

Reciprocamente, toda f € L*(R") verifica la condicién correspondiente a A = 0

y entonces f € L (R™).
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Finalmente, si A > 0 la condicién (4.1) se reduce a

R
1Q(a, R)|M

para toda a € R™ y para toda R > 0, lo cual es imposible si f # 0 ya que po-

1
U |f<x>|qczx] < 1 fllporgany < o0

driamos tomar R > 0 arbitrariamente pequeno y usar el Teorema de Diferenciacién
de Lebesgue para concluir que en tal caso f deberfa ser cero, lo cual es imposible.

Asi, f=0.

En virtud de la observacién anterior , sélo consideraremos el caso en el que —é <
A< 0.

Enseguida mostraremos que los espacios de Morrey son completos.
Proposicién 4.2 L?*(R™) es un espacio de Banach.

Prueba. Sea ( fj);.’il una sucesién de Cauchy en L9*(R"). Asf, dado ¢ > 0 existe

N € N tal que para todo 5,k > N

1f5 = Fell por <e

esto es, para toda a € R", para toda R > 0 y para todo j,k > N

< ||fj - kaLq,A(Rn) <e€ (4'2)

1
[W /Q(a R) i) = ful)|" do

De manera particular, para a = 0 tenemos que para toda R > 0

1 q
10(0. R (@) — fe(z)|" dx
LQ(O?RWH‘] /Q(O,R) Hier = ai) ] o

sij, k> N.
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Entonces para toda R > 0

{/ |fi(x) = fi(x)|" da " < 0 eRMGHY
Q(0,R)

si j,k > N.

Asi, para cada R > 0 (f;|q(,r) )32 es una sucesion de Cauchy en L(Q(0, R))
y como este tltimo es completo, existe una funcién que denotaremos por fROf) en
L(Q(0, R)) tal que f; |qo.r) — f9O en LU(Q(0, R)), si j — oo.

Ahora consideramos una sucesién creciente en (0, 00), digamos (R;)32, tal que

R; /" o0, y definamos f : R" — R asf

flz) = [0 ()

six € Q(O, Rj)
Veamos que f estd bien definida.

Sea z € R" y supéngase que k > j donde = € Q(0, R;) C Q(0, Ry). Ya que

fn loo,ryy — fOOT)
en L9(Q(0, R;)) cuando m — oo y también

fm |Q(0,Rj) — fOOR)

en LY(Q(0, R;)) cuando m — oo puesto que f, |Q(07Rj) = (fm ‘Q(O,Rk)) ‘Q(O,R].), se

sigue por unicidad de limite en L9(Q(0, R;)) que

fQ(O:Rk ) = fQ(O,Rj)

) |Q(0aRy‘

casi en todas partes.

Resta demostrar que f; — f en L?*(R") si j — oo.
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Sea a € R" y R > 0. Supongamos R < R, para algin [ € N, tal que Q(a, R) C
Q(0, R;). Puesto que f; }Q(%R) — fsij — ooen LY(Q(0, R)) existe una subsucesion

(fnj);il de (f; ‘Q(G,R) );’il tal que f,, — fsij — oo casi en todas partes en Q(a, R).
Asi, tenemos que para j € N fija

q

1
—_——— i\r) — qul‘
Lm@mWMAWJ“) o ]

1 / '
=|— lim inf|f;(z) — fo, (2)|? dx
[\Q(G,R)!HM Q(a,R) ko0 B = due)

S

Q=

1 )
< lim inf —/ Fi(2) = fo (2)]? da
—o0 [|Q(a7R)I1“q QR '

<e

siempre que para el término en el corchete hayamos elegido j y k suficientemente
grandes tal que se cumpla la desigualdad (4.2).

Por tanto
||f] - f||Lq,/\(Rn) <e

si j es suficientemente grande. Asf f; — f € L?*(R"), y puesto que f; € L4*(R")
tendremos que f € L?R") y ademds f; — f € L¥(R") si j — 00, como
desedbamos probar. m

Ahora, examinaremos la continuidad del operador de Hardy con peso

Wﬂ@zlfmwwﬁ

en los espacios de Morrey.

Teorema 4.3 Sea ¢ : [0,1] — [0,00) una funcion medible. Sea 1 < q < 00 y
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—% < X\ < 0. Entonces Uy, es un operador acotado en L¥(R") si y sdlo si
1
B:= / " p(t)dt < oo. (4.3)
0

Ademdas

1
Tl o ey — £ ey = /0 £ (8t (4.4)

Prueba. Supongamos que se cumple la condicién (4.3). Entonces usando la de-

sigualdad integral de Minkowski tenemos

[W /Q . IU¢f<:c)1de]

/ ftz)yp(t)dt dx] '
W /%,R) [/ 1fte) w(t)dt} q dx] %
: m [/Q(a,R) [/o1 |£(t)] @/)(t)dt} dx] '

1 ! .
L — te)|9da| W(t)dt
_]Q(a,R)\q“/o [/Q(aﬂ)w ) de] it

! 1
= S — d d
/o | [Q(a, R)[ /Q(aﬂ) 7] x] v

T ] e
o | 1Q(ta, tR)[""™ Joqarm) e

1
< ”fHLq,A(Rn)/(; tn/\lﬂ(t)dt.

Q=

1
~ 1Q(a, R) WQ/

IA

Q|

Asi, Uy, transforma L9*(R") en sf mismo y ademds tenemos de lo anterior que

1
||Uw||Lq,)\(Rn)_>Lq,)\(]Rn) S/ tnAT,U(t)dt. (4.5)
0
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La prueba de la reciproca la realizaremos mediante un cédlculo estandar.

Supongamos que Uy, es un operador acotado en L%*(R™). Consideremos la funcién

folx) = |2

r € R"™. Entonces fy € L¥*(R™) puesto que:

(i) Si |a| > 2R entonces cuando |z — a| < R tendremos que 2R — R < |a|] — R < |z

esto es, |x| > R. Asi, para —% < A < 0 tenemos que

1 n. 1 .
1+)\q/ 2| do < 1+)\q/ R"™dxy
|Q(a, R)| Q(a.R) |Q(a, R)| Q(a,R)

_ 1 nAq n __
= et Gl =1
(ii) Si |a| < 2R entonces Q(a,R) C Q(0,3R) (pues si |r —a| < R entonces |z| <

R+ |a| < 3R) y por consiguiente

1 / n 1 n
_ 2" dx < / |z dw
Q(a, R)["™ o) Q(a, R)W Q(0.3R)

3R
dor™ "1 dr
C Rn 1+)\q / /
0 Sn— 1

|Sn1| 3nrAg R
T C,R"R™ (1 + Aq)
|Sn—1‘ 3n(1+)\q) N
T Co(n(14 Aq)) — MM

También, tenemos que

Uy fol / foltz) / ta]™ () dt

s / ()t = folx) / 17 () dt
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es decir,
1
Uyfo = fo/ £ p(t)dt.
0
Esto implica que

1
s Sallas oy = Wollzasceny | €2 0(0)cE
0

y por consiguiente

HUwaHLq,A(Rn) 1 A\
||U1/1||Lq,>\(Rn)*>Lq,)\(Rn) > W = / " (t)dt
0 LaA(R?) 0

De (4.5) y (4.6) se infiere que

1
/0 tn)\w(t)dt = HUw”Lq,A(Rn)—»anA(R") )

Esto concluye la prueba de nuestro teorema. m

4.2.  Acotamiento del conmutador Uf; en L4 (R™)

(4.6)

Al igual que en el capitulo anterior, deseamos también estudiar las propiedades

de continuidad del conmutador

ULf = bUy f — Uy(bf)

en los espacios de Morrey cuando b € BMO (R").

La técnica que utilizaremos es muy similar a la empleada en el capitulo previo,

pero ahora requeriremos del uso del acotamiento de la funcién maximal de Hardy-

Littlewood en los espacios de Morrey. Este resultado fue demostrado por F. Chiarenza

y M. Frasca en [5] y lo desarrollamos a continuacion.

Lema 4.4 Sean —% <A<0y1l<qg<oo. Entonces M es acotado en L (R™).
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Prueba. Usaremos la siguiente desigualdad probada por C. Fefferman y E. Stein
en [7] (ver Teorema 5.9). Si f y ¢ son funciones medibles, ¢ > 0, ambas con valores

reales entonces existe C' > 0 tal que

| @y < ¢ [ 1@l M)ds (@.7)

Sea f € LYR") y ¢ = Xo(a,r) donde Q(a, R) representa una bola de centro a y
radio R. Usando (4.7) tenemos

/ (M ()] di = / MF@) p(@)de < C [ 1f@)]? M()da
Q(a,R) " R

=C |f ()" Mp(x)dx
Q(a,2R)

o0

+C

k=1

/ (@) M(a)de. (4.8)
Q(a,2*1R)\Q(a,2*R)

Ahora usando la variante de la funcién maximal de Hardy-Littlewood que usa

bolas centradas en el punto, notamos que

Mo(x) = sup / o(a,r)(Y)dy
P>0 ’ Q(z,p)
< sup IQ R)NQ(z,p)| <1
p>0 |Q(1’,,0)|

para toda x € R", en particular, cuando = € Q(a,2R).
Asimismo, notemos que para que Q(a, R) y Q(z, p) se intersecten cuando 2¥R <
|z — a| < 281 R necesitamos que p > (281 — 1) R, por lo cual para estas = tendremos

que

|Q(a, R) N Q(z, p)|
Mop(x) < sup
#le) p>(2F+1—1)R 1Q(, p)|
< L < i
— <2k+1 _ 1)an — (|ZE _ (Z| _ R)n
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Substituyendo ambas estimaciones en (4.8) tendremos lo siguiente:

/ g <c { / s

o0

R’VL
>y @) s
i1 J Qa2 R\Qa2 R) (lz —al = R)
Ahora, puesto que ‘x_i‘_R < (2k_11)R < 2k}1R para k = 1,2, ... tendremos que

)T dx + / f(x)|? da
/Q(a,QR) z) Z (2*1R)" 1R Q(a,2k+1R)| (@)

<C [\Q(a 2R)|'HM Hf”LqA (R™)

/ M ()] de < C
Q(a,R)

oo
1 1+A
2 ey [Q 2T R I Rn)]
k=1
n — 1 . .
= O argny | B9 + 3 piprtnti <mq>]
Kf

<C Hf||qu,A(Rn) RMIHA) 11 4 Z 2_1‘7"2]‘3”(1+/\Q)2n2n(1+)\q)]
k=1

< 1 ey BOPD |14 5 2]

< O NI oy 1Qa, R)

ya que la serie > | 2" converge porque A\qg < 0y donde C = C(n, A, q).

Por lo tanto, hemos mostrado que para toda a € R" y para toda R > 0

1
1Q(a, R)[" /Q(a oy @ o < Oy

esto es, M es acotado en L4*(R"), 1 < g < ooy —% < A <0, lo cual concluye nuestra

demostracién. m
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Para poder establecer nuestro resultado de acotamiento del conmutador, reque-

rimos introducir la siguiente notacién
! 2
F = / t" () log —dt.
0

Teorema 4.5 Sea 1 < ¢ < o0y —% < A < 0. Los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) U} es acotado en L**(R") para toda b € BMO(R").

(2) F < .

Prueba. (2)=(1) Supongamos que F = fol ") (t) log 2dt < 0.

En el Teorema 3.3 mostramos la estimacién (3.2) por lo cual tenemos

MWL) < C bl [ (e (1os ) vt

Sea 1 < ¢ < oo y supongamos que 1 < r < q.

Tomemos ahora norma en L% y usando la Desigualdad de Minkowski obtenemos

Q=

e [ [ o, (mm)wﬂ(m»?dx]
X " (log t) Y(t)dt
1 2
A/ A (log¥> Y(t)dt.
< 0

Uy f()| < MU, £)(x)

< Ol |[azsy?

Dado que

1

|MWLH @0 < CIBL [W / . [ / (1))} (1og§) w<t>dt]qu]q
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casi en todas partes, usando el Lema 4.4 obtenemos que

1 2
t" (log = t)dt
Lq’A(Rn)/O <og t) »(t)

! 2
< IOl iy [ (1087 ) it

HUTZfHLQ«\(Rn) — * (Mfr)%

(El Lema 4.4 fue usado del modo siguiente: si Q) = Q)(a, R) entonces
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Por lo tanto,

! 2
b ni
02 sy s < 0L [ (1083 ) withar < oo

con lo cual concluimos la prueba de esta implicacién.

(1)=>(2) Supongamos que el operador U} es acotado en L#*(R") para todo
b e BMO(R").

Consideremos la funcién fo(z) = |z[™, 2 € R™. Hemos visto en el Teorema 4.3

que fo € L¥*(R™). Tomemos by(r) = log |x| € BMO(R™).
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Asi, tenemos que

(U2 fo) (&) = bo ) Uy folx) — Uplbo fo) ()
~ log 1] / folte)()di — / bo(t) fo(t) (1)t
~ log 1] / ™ (1)t — / " log ] + log €1 Ja ™ (1)
0 0
=log |z 1")‘30")‘ — 1"/\mm dt| — |z|™ Cm log td
log | |[/0t o wloyit = [ ¢<t>t} o [0 og ar

0

1
1
= |z™ / t" ) (t) log Zdt’
0

esto es,
b ! 1
Uy fo = fo {/ ") (t) log ;dt} ,
0
luego
| ol : |
bo P LaAR") A 1
”Uw HL‘“(R")—WI'A(R") - ||f0||Lq,A(Rn) _/0 () log tdt
lo cual implica que
' 1
/ t"1(t) log ;dt < 00. (4.9)
0

Por otra parte, consideremos ahora
A
filz) = 2] xqo.1)(2),
xr € R", y también la familia de funciones

br(x) = Xa.(z)sgn(sen(rk |x])),
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k € N. Claramente b, € BMO(R™), ademas

U fi(x) / fult)yo(t)dt — /0 ()bt tyr

min{l,%}
= by,(z) |x|”)‘/ t"Mh(t)dt — |x|n’\/0 . t"sgn(sen(mkt |z|))(t)dt

’ 1 min{l,%}
o™ [bk(x)tlg t”*¢(t)dt——.}£ " sen(sen(mkt o)) (8)dt |

Procediendo del mismo modo que lo hicimos en el Capitulo anterior (Teorema 3.3)

podemos escoger k suficientemente grande, k = k(¢) tal que

ot 2 [5 [ vion]

para 1 < |z <1, es decir

1 1
o] 2 [3 [ voa] s
0
para 1 < |z < 1.
Dado que f; |4 € L2*(R") para cualquier medible A C Q(0, 1), se sigue que para

A={yeR":1 <[yl <1} tendremos

U
lonia) . /w
[filallporgny =3

entonces
H LOARY)— LA (R?) / vit)
y por tanto
1
/ WY(t)dt < oo.
Finalmente, como f t)dt < fo t)dt < oo y t"* es integrable en [%, 1] obtenemos

que f . t"M)(t)dt < oo; ademds

/2 t"Mp(t)dt < 0/2 t" () log %dt < o0

0 0
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lo que implica
1
/ t"Mp(t)dt < oo.
0
De (4.9) y (4.10) concluimos que

1
2
F= / t"1(t) log —dt < o0
0

como desedbamos mostrar. m
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CAPITULO 5

OPERADOR GENERALIZADO DE HARDY CON PESO

En este capitulo estudiaremos un nuevo operador de Hardy con peso definido por

Uy (1) = / F(s(t)zyb(t)dt

donde f : R" — R, ¢ : [0,1] — [0,00) y s : [0,1] — R son funciones medibles
y ' es una curva paramétrica en R" dada por (t,z) — s(t)z, t € [0,1], x € R™.
Bajo condiciones apropiadas para s(t) y para el peso w, caracterizaremos aquellas
funciones de peso 1 tales que el operador Uy s es acotado en LP(w) y en BMO(w).
También, calcularemos la norma del operador en los respectivos espacios.

El contenido que abordamos aqui estd basado en los articulos [4] y [26].

5.1. Definicién y estimaciones previas

Definicién 5.1 Sean v : [0,1] — [0,00), s : [0,1] — R funciones medibles. Defini-
mos el operador generalizado de Hardy con peso Uy, ; asociado con la curva paramétri-

ca s(x,t) := s(t)x como
1
Usaf(a) = [ Fsimyuieyi
0
para f: R" — R una funcion medible.

Claramente, el operador Uy, estudiado en los capitulos previos es un caso especial

del operador Uy g, a saber, cuando s(t) = t.
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En todo este capitulo w(x) denotard una funcién medible no negativa definida en
R™.

Recordamos que una funcién medible f pertenece a LP(w) si

Wl = [ [ epetn] <

El espacio BMO con peso, que denotaremos por BMO(w), esté constituido por
el conjunto de todas las funciones medibles f que tienen oscilaciéon promedio acotada

respecto al peso w, esto es,

1
1 Baroq) = S%P M/B |f(x) = fpwlw(z)de < oo

donde el supremo se toma sobre todas las bolas n-dimensionales B.

Aqui,

1
JBw= @/Bf(x)w(a:)dx.

Claramente, cuando w = 1 obtenemos el espacio clasico BMO(R"). Notemos

también que L>*°(R") C BMO(w).

Definicién 5.2 Sea o € R. Denotaremos por W, el conjunto de todas las funciones w
definidas en R™, medibles, w(x) > 0 casi en todas partes en R", 0 < [, w(y)do(y) <
00 y w es absolutamente homogénea de grado «, esto es, w(tx) = [t|* w(z) para toda

t e R\{0}, x € R".

En la definicién anterior S"~! = {x € R": |x| = 1}. La medida o es la unica

medida de Borel en S"~! tal que m(¢~'(E)) = (p ® 0)(F), donde ¢ : R*"\{0} —
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(0,00) x S™ 1 ¢(x) = (|z|, %), p es la medida definida en (0,00) como p(B) =

? al

r"~Ydr y m es la medida de Lebesgue en R" (cf. [8], Teorema 2.49).
B

Observaciones.

1

Le(R™). Observemos que si

(1) Un peso w € W, no necesariamente pertenece a L

w € W, entonces para x # (

cos{a ) (3)

Dado que 0 < [¢,_, w(y)do(y) < oo, vemos que w € L}, .(R") & a > —n.
Cuando n =1 se tiene que w(z) = |z|"w (%) = |z|" w(£l) = w(1) |z|*.
(2) Paran > 1 la funcién w(x) = |z|* € W,, lo cual es evidente (aqui @ # 0).
(3) Siwi, ws €W, entonces fw; + A\ws € W, para todo par 6, A > 0.

(4) Sin > 1y a+#0 entonces w(xy,...,x,) = |z;|” estd en W,, para j € {1,...,n}.

(5) Sin>1,a=0y¢:S5"1 — Restal que ¢ € L'(S"!), ¢(y) > 0 para toda
y € S" 'y ¢(y) = ¢(—y) para toda y € S"! entonces claramente la funcién
0] (é_\> six#0
0 siz =20

w(zr) =

pertenece a W,.

A continuacién, estableceremos y probaremos un par de lemas técnicos que nos
auxiliardn en la demostracién de los resultados importantes de este capitulo que serdn

presentados en la siguiente seccion.
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Lema 5.3 Para cualquier o« € R, siw € W,, y e > 0 entonces

251 |x|n+o¢+5 |x|n+o¢—5 - 2w_(1)

3

w(z) dp — w(z) iy — I [gawl(z)do(z) sin>1,
/ .

sin—=1.

Prueba. Ya que las pruebas de ambas igualdades son similares, daremos sélo la
demostracién del caso |z| > 1.

Consideremos primero el caso n > 1. Entonces

/|x>1,;‘i(%dx— /1 ) /S n_lw(?“y)da(y)r‘"‘a‘””‘ldr
- /1 i { /S . lw(y)da(y)} rér= e dr

{ )} /1 iy

(2) ([ o]

=2 [ wlninty).

Ahora consideremos el caso n = 1. Como vimos en el apartado (1) de la ob-

servacién previa, en este caso w(z) = C|z|*, C una constante positiva (de hecho

C = w(1)). Asi

w(z) 1
——dr = w(l)/ ——dx
/|z>1 T el [
* dx
=20 [

— 20(1) [ii} °1°

e af

2w(1)

)

€
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y con esto concluimos. m
Para establecer el siguiente lema, necesitamos de la siguiente definicién que ge-

neraliza una propiedad de la medida de Lebesgue en R".

Definicién 5.4 Siw es una funcion de peso, esto es, w es una funcion medible defini-
da en R™ tal que w(z) > 0 casi en todas partes sobre R", diremos que w tiene la

propiedad duplicante si existe una constante C' > 0 tal que
w(B(x,2r)) < Cw(B(z,r))

para toda x € R"™ y para toda r > 0. Aqui B(x,r) denota la bola en R™ de centro x y

radio r.

Observemos que si w tiene la propiedad duplicante y @ > 0 entonces existe una

constante C, > 0 que sélo depende de « tal que
w(aB) < Cyw (B)

para cada bola B (aqui aB denota la bola con el mismo centro que B y radio igual
a a veces el radio de B).

En efecto, dado que w es duplicante entonces es claro que para cada m € N
tenemos que w (2™ B) < C™w (B). Asi, dado a@ > 0 existe m = m («a) € N tal que
a < 2™ y por consiguiente B C 2™ B por lo que w (aB) < w (2" B) < C"w (B).

Lema 5.5 Siw € W, y tiene la propiedad duplicante, entonces log|x| € BMO(w).

Prueba. Para ver que log |x| € BMO(w) bastard demostrar que para cada zg €

R™ y cada r > 0 existe una constante C,, , tal que

i
_ log |x| = Cyyr| w(z)dx
W(B(lbv T)) B(zo,r) | ‘ | ’ | ( )
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es uniformemente acotada (la prueba de esta condicién equivalente de pertenencia a
BMO(w) es andloga a la prueba dada para el caso w = 1 en el Capitulo 1 de esta
tesis).

Notemos que

i
_ log |z| — Cyy | w(z)dx
W(B(Io,T)) B(zo,r) | | | ’ | ( )

1 /
= w(B(zg.7) log |z| — Cyyr| w(x)d
B0, Sy agjy 811 T Crorl ()
/r-n
~ w(B(zo,1)) log 2| + logr — Cyy | w(rz)dz
W(B($0’T)) \/ZT1x0|§1| | | 0 | ( )
/ log |2 |(2)
= w(B(z.7) log |z| 4+ logr — Cyp | w(z)dz
W(B($0ar)) |z—r—lao|<1 0
1

= log |z| +logr — C | w(2z)dz
BT /| o Bl BT a2

ya que |z — x| <r < |rtx — r~lzg| < 1 por lo que haciendo el cambio de variable
x = ry obtenemos

w(B(wo, 7)) = / w(z)de

B(zo,r)

17 s
B(r—1zo,1)

=t / w(y)dy
B(r—lzp,1)

= T”+aw(B(r_1x0, 1)),

es decir,
rnta 1

w(B(zg,7))  w(B(r-lz, 1))

Esta observacién sugiere que podemos tomar C,,, = C,-1,,1 — logr y asf todos

los casos se reducen al caso r = 1 y xg arbitrario.
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Llamemos

1
— lo Coy| w(2)dz.
w(B(wo,1)) /|HO|<1| lel = Canalwt2)

Si |z < 2 tomemos Cy, 1 = 0 y notemos que como |z| < 3 tendremos

1
—( o 1) Lg(log?u)w(z)dz

w(B(0,3))
= (1083) B w0, 1))
u)(B(IEo,ﬁ))
Blao. 1)) =

AZL’O =

Axg <

S

< (log3)———=%

E

ya que B(0,3) C B(xg,6) y puesto que w es duplicante entonces

Bn9) _
w(B(xo,1))
Si |xo| > 2, tomemos C,, 1 = log |xo| . En este caso tenemos que

|f170|

w(z)dz

1
Axg = —/ log —
" w(B(z0,1)) B(zo,1)

1 / ) { 1+ | ol |0 }
< —— méx 4 log ,log w(z)dz
w(B(20,1)) Jp(zo,1) | ol || =1

|€L“0|

(ya que log L Tno] < log 5 H'xol —log Tno] = l0g 7 < log - | 1 puesto que |z — xo| < 1).
Ahora como 1T':‘°| <3y |x‘ B ol < 2 tenemos que

1
Axg < méax {log Txl\xo, , log ’xlf(ﬂ 1} < log?2.

Asi, log |x| € BMO(w) y esto concluye la demostracién. m

5.2.  Acotamiento en L*(w) y en BMO(w)

Teorema 5.6 Sean p € [1,0], « € R yw € W,. Sea s : [0,1] — R una funcion

medible tal que |s(t)| > t° para casi toda t € [0,1] y alguna constante 3 > 0. Entonces

Ups: LP(w) — LP(w)
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existe como operador acotado si y solo st

[ 1st0

Ademds, cuando (5.1) se cumple, la norma del operador Uy s en LP(w) estd dada por

(n+f1)
1Us,s | 1o () — (o \ P(t)dt. (5.2)

()t < . (5.1)

Prueba. Como el caso p = co es muy sencillo, s6lo consideramos p € [1,00).
Supongamos que se cumple la condicién (5.1). Sea f € LP(w). Puesto que s(t) # 0
casi en todas partes y w es homogénea de orden o podemos aplicar la Desigualdad

Integral de Minkowski y hacer un cambio de variable para obtener

Vst = | [ | [ s6tmvioa

<[ {an ()P <>dxfw<t>dt

1
P

w(x)dm]

- [ [Liswrsor. (y)dyrqp(t)dt

= Il [ 151"

Asi, Uy s estéd definido como un operador acotado en LP(w) y la norma del operador

Y(t)dt < oo.

Uy, en LP(w) satisface

(n+a)

Uil < [ 15O 5 (53)

Reciprocamente, supongamos que Uy s estd definido como un operador acotado
en LP(w).
Sea 0 < € < 1 y deffnase
0 si |z <1

f&'(‘r) = 7(n+a) e .
lz|” si|z| > 1.
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Por el Lema 5.3 tenemos que f. € LP(w) y || /|| () > 0. Ademds, tenemos

Upofola / fi(s

nto)

e _(n+a)
= o / ()] g,
S(x)

donde S(z) = {t € [0,1] : |s(t)z| > 1} . Por tanto

p
e N /Q()r SO S ()t w(e)de.

Observemos que si t € [0,1] y t > —+ entonces |z|t® > 1 por tanto |s(t)z| > 1
E

T

siempre que t ¢ E, E C [0, 1] un subconjunto medible de medida cero donde |s(6)| <
68. Asi,

{te[o,l]:tz | 1|1}\ECS(:U).

Escribiendo § = é tendremos haciendo el cambio de variable y = 6 %«

I Cn—o— 1 _ (nta)
Wostiliner > [ i) | [ s
LJ |x|>6P %

= / §—Bn—Pa—LBpe ’y‘—n—a—mw(éﬂy)(gﬁndy}
y|>1

x/| (M)e()dtr

=/5WW@WWM%”MW4
ly[>1
P
X /| ()dt]
e _(nte)
= || fellZrw) [56 / ls()] 7
3

Asi, tenemos que

- w(t)dt]

- w(t)dt]

(n+a)

1Upsll o)) 2 0 BS/ |s(t Y (t)dt.
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Haciendo que ¢ — 0™ obtenemos

1 _ (nta)
/ s(8)
0

De (5.3) y (5.4) obtenemos la igualdad (5.2). m

¢(t>dt < HU1/1,8||LP ) < Q. (54)

(w)—LP(w

El siguiente resultado que abordaremos se refiere al acotamiento del operador Uy,

en el espacio BMO(w).

Teorema 5.7 Supongamos quew € W= |J W, yseas:[0,1] — R una funcion
a>—n

medible tal que s(t) # 0 para casi toda t € [0, 1].

(i) Si 1
/ B()dt < 0o (5.5)

entonces Uy s : BMO(w) — BMO(w) existe como operador acotado y

1
||U¢78||BMO(W)—>BM0(M) S/o W(t)dt

(ii) Sin=1yUys: BMO(w) — BMO(w) eziste como operador acotado, entonces

[ omstinuio] < oo (56)

Ademds, si s(t) no cambia de signo en [0, 1], entonces la norma del operador

Uyps en BMO(w) estd dada por
||U¢ SHBMo(w — . BMO(w / ¢ (5.7)

(iii) Sin > 1, entonces Uy s : BMO(w) — BMO(w) existe como operador acotado
si y solo si se satisface (5.5). Ademds, la norma de Uy s en BMO(w) estd dada

también por

1
1Us,5 | 5r10w)— BrMOW) :/0 P (t)dt.
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Prueba. (i) Supongamos que se verifica (5.5) y sea w € W, para algin a > —n.
Sea f € BMO(w) y B cualquier bola de R™. Usando el Teorema de Fubini y

haciendo un cambio de variable obtenemos

(Uy,sf)g /[/f ] w(z)dz
/ { / Fly) ls@ (y)dy} W»(t)dt
:/0 fswyB b (t)dt

ya que
w(s0)B) = | O |ttt 501" dy
=15 [ wldy = 5O ()
As,
/’Uwsf — (Ul )| )
ey ot (0)it| o)
gw(lB/U F(50)2) — a0 dt] wlw)do
-z 1 57 . 116(02) = faom of ]w(wdt
- [ (13) [ 170 = fae 01wt sty
-[ :w<s<1t>3> [ = fand w(y)dy] (e

1
< Wllswors | o)t
0
Por consiguiente

1
1Uss o < 1 lsrow) / (e)dt
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luego Uy s es acotado en BMO(w) y en tal caso

1
”UZZJ,SHBMo(M)*)BMO(w) S/O @Z)(t)dt

(ii) Supongamos que n =1y que Uy ¢ es un operador acotado en BMO(w).
Sea fo(z1) =sgn(z1), entonces si B es el intervalo B = (z¢g—7, zo+7) donde r > 0

tenemos que

1
(fo)pw = m/BSgn(Il)dw(xl)
! 1
R m A$1€B:x120} dW(xl) - @ \/{Z1€B:ml<0} _dW(xl)
_ w(By) —w(B)
w(B) ’

donde By ={r€B:2>0},B_.={ze€B:x<0}.

Por consiguiente, tenemos

57 [ le) = (ol ot
1 _ [w(By) —w(B-)] wl ) dr b _ w(By) ~w(B-)] w(z)dz
~ w(B) /B+ ! w(B) ) +W<B>/ : w(B) o
_ w(lB) w(B) _wféi+w(3‘)iw<3+>+w<lg> w(B)+w£f;; — w(B-) w(B.)
= GBI B) + BB

1

= P BB <1,

donde hemos usado la desigualdad
a=w(By),b=w(B.).
Ast, hemos probado que fo € BMO(w) y 0 < || foll garoqy < 1-

4ab
(a+b)?

< 1 para a > 0, b > 0 aplicdndola con

Puesto que fy(tz) = [sgn(t)] fo(x) para toda t # 0 tenemos que

Usfola) = fla) [ sems(o (o
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De este modo

9

jg [sgn s(6)] Y (t)dt

HUTb,SfOHBMO(w) = ||f0||BMO(w)

y esto implica que

1
[ sl o] < 100 ovio o < 69

(iii) Consideremos el caso n > 1.
En (i) hemos probado que la condicién (5.5) implica el acotamiento de Uy .
Reciprocamente, supongamos que Uy,  es acotado en LP(w).
Tomemos cualquier funcién ¢ : S"! — R que sea esencialmente acotada, no
constante y tal que ¢(y) = ¢(—y) para toda y € S !. Definamos
o(&) =+0
0 r=0

fi(z) =

Dado que f; € L*(R") entonces fi € BMO(w) y || fill pproq) 7# 0 Pues fi no es
constante.

Notemos que fi(tx) = fi(x) para toda t # 0 pues ¢(y) = ¢(—y) para toda
y € S"L asf

Upofi(2) = filx) /0 B(t)dt.

Tomando norma en BMO(w) en ambos lados de la igualdad obtenemos

1
HfIHBMO(w)/O P(t)dt = ||Uw,sf1||BM0(w)

< HfIHBMO(w) HUw,s”BMO(w)—>BMO(w) :

Asi, (5.5) se verifica y ademés

1
HUTZJ,SHBMO(w)—>BMO(w) _/0 W(t)dt.

Esto concluye la prueba. m
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CONCLUSIONES

Los principales resultados obtenidos en este trabajo fueron dar condiciones nece-

sarias y/o suficientes para que el operador de Hardy-Littlewood con peso

Uf(z) = / Flt)(t)dr,

sea acotado en LP(R") 1 < p < oo, en BMO(R") y en L¥*(R"), (donde 1 < ¢ < o0
y —% <A <0).
Anslogamente, caracterizamos las funciones medibles 1) que garantizan que el
conmutador
Uy f(a) = (WU f)(x) = Uy(bf) ()
sea acotado en LP(R") y en L9*(R"), cuando b € BMO(R").

Asimismo, obtuvimos condiciones en la funcién w para que el operador generali-

zado de Hardy )
Usad @) = [ Fls(Oa)uie)i
sea acotado en LP(w) y en BMO(w).

Ademads, en todos los casos mencionados arriba, calculamos las normas de los

operadores en los respectivos espacios.

5
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APENDICE A

Teorema 5.8 (Descomposicion de Calderon-Zygmund) Sea f € LY(R™), f > 0 y
A > 0 fija. Entonces, existe una familia a lo mds numerable de cubos {Q;} que no se

traslapan tal que:

(1) A< @ fQj f(x)dz < 2"\ para todo Q.
(2) f < X casi en todas partes en R™ \ UQ);.

(3) L@l =2 1Q5 < 3 IIflly -

Prueba. (1) Para cada k € Z consideremos la red Ay = 27%Z" formada por
aquellos puntos de R™ cuyas coordenadas son miltiplos enteros de 27*.

Sea Dy la coleccién de cubos determinados por Ay, es decir, cubos con longitud
de lado 2% y vértices en Ay.

Los cubos en D = Ej D, se llaman cubos diddicos. Notemos que si Q,Q’" € D
y |Q'| < |Q| entonces 65’: &OOQ o bien,  y @' no se traslapan.

Cada @) € Dy, es la unién de 2" cubos que no se traslapan que pertenecen a Dy .

Sea C\ = {Q eED:I< ﬁ fQ f (a:)d:z:}; notemos que siempre es posible encontrar
algin A > 0 para el cual (| # @, ya que en caso contrario tendriamos que f = 0 casi

en todas partes.
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Sea C), = {Q € C} : @ es maximal}, donde la maximalidad se entiende en el
sentido de contencién. Asi, cada () € D que satisface la condicién que define a C
estd contenido en algin Q' € C).

Notemos también que la condicién que define a C% impone una cota superior al
tamafio de @, a saber, |Q| < 1 || f]|; -

Los cubos de C'\ por definicién no se traslapan, ademads, si () € Dy estd en C y

Q' es el unico cubo en D;_; que contiene a () tendremos

1
Q' o

flz)dz < A

y puesto que |Q'| = 2" |Q| tenemos

A< — d .
<|Q|/f IQ’I IV

Asi, hemos obtenido una familia C, = {@,} a lo mds numerable de cubos que no

se traslapan y tal que

< L f(x)dx <27
Q5] Jg,
estos cubos se llaman cubos de Calderén-Zygmund para f correspondiente a .
(2) Ahora, sea x ¢ U Q;. Entonces, el promedio de f sobre cualquier cubo diddico
que no pertenezca a {Q;} serd menor o igual que A. Sea { Ry}, una sucesién de cubos

diddicos de tamano decreciente tal que (| R = {z} . Para cada uno de ellos tendremos
k

1

R ka( y)dy < A

Si ademds, = es un punto de Lebesgue de f tendremos pasando al limite que

flz) <A
Asf f(z) < A para casi toda = ¢ (J Q.
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(3) Notemos que

entonces

o,

1
jS_ dv
@25 | fads

1 1 1
< XzfQ fr<y [ g s 3
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APENDICE B

Teorema 5.9 Para cada 1 < p < 00, existe una constante C,, tal que para cualquier

par de funciones medibles en R", ¢ > 0 y f, tenemos la desigualdad
/ (M f(z))Po(x)dx < C, |f(2)]P (M¢)(x)dx. (5.9a)
n R

Prueba. Cuando M¢(x) = oo c.t.p., (5.9a) se cumple trivialmente. En caso
contrario, M¢ es la densidad de la medida positiva du(x) = M@(x)dr y ¢ es la
densidad de otra medida positiva dv(z)) = ¢(x)dx. Vistas las cosas de este modo,
(5.9a) significa que M es un operador acotado de LP(u) a LP(v), lo cual es claro para
p = 0.

Si M¢(x) = 0 para algin x, entonces ¢(x) = 0 c.t.p. y L>®(v) = 0, por lo que la
desigualdad requerida se concluye facilmente.

Si M¢(x) > 0 para cada z y a > || f|[ () , tenemos que f{lf\>a} Meo(z)dr =0y
consecuentemente |[{x : |f(z)| > a}| =0, o lo que es lo mismo, |f(z)| < «a c.t.p. y asi
Mf(x) < ac.t.p.

Por consiguiente

HMfHLOO(v) <a

y finalmente
IM fll ooy < 1l ooy -
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Si demostramos que M es de tipo débil (1,1) con respecto al par de medidas (v, ),
el Teorema de interpolaciéon de Marcinkiewicz nos permitirfa concluir lo requerido, a
saber, (5.9a).
Entonces todo se reduce a demostrar
C
$w)dz < — [ |f(2)] (M¢)(z)dz.
{x:M f(z)>t} R

Sin pérdida de generalidad supongamos que f > 0. Existe una sucesién { fj};il de
funciones integrables tales que, 0 < f; < fy < ..., f; — f casi en todas partes.

Primero veremos que

{z eR": Mf(z) >t}:U{xER” - M f;(z) >t}

como f; < f casi en todas partes, entonces M f;(z) < M f(x) para x € R", por lo que
si M f;(x) > t entonces M f(z) > t. Por otra parte, si v € R" satisface que M f(z) > t,
existe un cubo @ tal que fg > t; dado que f; — f casi en todas partes y de manera
creciente, se sigue que (f;)g — fo; por lo cual existe k tal que (fy)o > t, de aquf
que M fi.(x) > t.
De esta forma, si cada f; satisface
C
o(z)dr < N |fj(x)| Mo(z)dx,
{zeR™:M f;(x)>t} R

esto nos lleva a

/ ¢(z)dr = lim o(z)dz

{zeR™:M f(xz)>t}

J==0 J{zeRm:M f;(z)>t}

C
< im /R fi() M)

=S [ @)oo

Asi podemos asumir que f € L'(R").
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Sea t > 0, por la descomposicién de Calderén-Zygmund obtenemos una coleccién

de cubos que no se traslapan {Q),} tales que

t 1 t
|QJ’ Q]

y{z e R": M f(z) >t} C U3Q;.

Por consiguiente

d d d
[ /U o i< T [ ot

1
= 3Q.|d
2 5] g, O PN

1 34"
SZBQA/ Gk /ij<y>dyda:

3n4n
dzdy.
Z |3QJ| <b(f€) xdy

Siy € Qj, se sigue que y € 3();, en consecuencia

1
M - d
¢(y) = 301 3Qj(¢<x) 2
Por lo tanto
3n4n
dr < Mg (y)d
/{meRn;MﬂMq“”f) T< = Z [ SMoy
= C [ pw)nroayn
Rn
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