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Introduccion

La Teoria de la Relatividad ha llevado a la descripcion y prediccion de fenémenos que no
se puede lograr con una teoria clasica, asi ésta forma parte de la Fisica Moderna. Sin embargo,
aun continua siendo cuestionada y probada en un alto rango de precision.

Existen diversas soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein, la primera solucion
fué presentada por Karl Schwarzschild en 1915 considerando la geometria del espaciotiempo
fuera de una distribucién de masa esférica sin carga ni rotaciéon. Esta solucién permitié explicar
la precesion del perihelio en la ofbita de Mercurio[9, 10]. También permiti6é en los treintas a
Oppenheimer y Snyder dar las ideas béasicas sobre el final de una estrella segin su cantidad
de masa. Estas ideas fueron recalculadas con mas detalle veinticinco anos después por Stirling
Colgate, Richard White y Michael May concluyendo resultados similares|8|. Uno de los posibles
finales es que cuando la masa de la estrella es varias veces la masa solar, ésta colapsa y entonces
crea un agujero negro.

En la actualidad existen varios candidatos a ser agujeros negros en nuestra galaxia, pues
estos sistemas cuentan con una masa estimada de mas de tres masas solares (Limite Oppenhei-
mer Volkoff.)|3, 9, 10], y si bien, la deformacion del espaciotiempo es descrita con precision al
considerarlos como agujeros negros, se espera que futuras pruebas puedan medir otras caracteris-
ticas de los sistemas que derminaran si son agujeros negros, por ejemplo la observacion de discos
de acresion|18].

A pesar de que la solucién de Schwarzschild ha tenido éxito en el desarrollo de predicciones
tedricas y mejora de la tecnologia, en 1963 Roy Kerr di6 un paso més hacia la descripcion real de
objetos astrofisicos al encontrar una solucién mas general a las ecuaciones de campo de Einstein,
en ésta obtiene la geometria del espaciotiempo fuera de una distribucién de masa sin carga y
con rotacion sobre alguno de sus ejes. Uno de los puntos principales de esta solucién es que
en el limite de cero rotaciéon corresponde a la solucion de Schwarzschild. A la mayoria de los
objetos astrofisicos encontrados se les atribuye una rotaciéon sobre alguno de sus ejes y aunque

sea minima ésta puede ser descrita por la solucion de Kerr.
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En el ano 2011 se concluy6 el proyecto Gravity Probe B en el cual se midi6 el arrastre de
marcos de referencia inerciales en una 6rbita alrededor de la Tierra, éste es uno de los fené6menos
predichos por la solucién de Kerr y los resultados estan dentro del rango de precision esperada se-
gun la relativdad[15]. Por estas razones, la difusion y estudio de la solucion de Kerr es importante
para un mayor grado en la comprensién de fenémenos que ocurren dentro del universo.

A través del trabajo se encuentra la lagrangiana y las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange, también se prueba que estas ecuaciones corresponden a la ecuaciéon geodésica y que
la ausencia de una coordenada implica la conservacién de su componente asociada del cuadri-
momento. Por medio de la dindmica en el espaciotiempo se intenta mostrar la importancia de la
métrica como solucién a las ecuaciones de Einstein en el vacio, entonces calculamos dos ejemplos
en la métrica de Schwarzschild y emigramos a la solucion de Roy Kerr. Aunque la tesis esta diri-
gida a la métrica de Kerr, no se desarrollan los célculos para obtenerla, pues si bien podrian caber
dentro de nuestro interés, también podrian ser un trabajo por si solo, tal como es el caso de[17],
sin embargo en la introduccién al capitulo dos se describe el método clasico para encontrarla.

En el Capitulo 2. Hacemos una descripciéon de las caracteristicas relevantes en la métrica
de Kerr; singularidad, horizontes de eventos y la produccién de una regién en el espacio tiempo
llamada ergorregion debida al elemento fuera de la diagonal en la métrica. Entonces nos limitamos
al movimiento en el plano ecuatorial y encontramos las ecuaciones de movimiento de ¢, r y ¢.
De la ecuacién para r definimos un potencial efectivo y resaltamos que a diferencia del que se
encuentra en la métrica de Schwarzchild éste depende de la energia de la particula en estudio y
es sensible al sentido de su momento angular.

Finalmente en el Capitulo 3. Encontramos la solucién numérica a las ecuaciones de movi-
miento para r y ¢. Primero en una sola ecuacién, la ecuaciéon de orbita g—; = f(t,r,¢;h, k,a),
y después como un sistema de ecuaciones para valores negativos del momento angular de una
particula material. Estas soluciones son comparadas con las presentes en la bibliografia con la

intencién de corroborar el desarrollo tedrico realizado en el trabajo.
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Conceptos preliminares

de Relatividad 1y

CONVENCLONES

“Desde Francis Bacon, se crefa que las leyes de la naturaleza estaban ahi a ser ‘descubiertas’,
solamente hacia falta el experimento correcto. Einstein nos ensené diferente. Hizo hincapié
en el papel fundamental en el proceso de invencién humana. Newton ‘inventd’ la fuerza de
gravedad para explicar el movimiento de los planetas. Einstein ‘inventé’ el espaciotiempo
curvo y la ley geodésica; en su teoria no hay fuerza de gravedad. Si dos modelos mateméticos
completamente diferentes pueden describir las mismas observaciones, seguramente se debe
admitir que las teorias fisicas no nos dicen lo que la naturaleza es, solamente como es. Lo
maravilloso es que la naturaleza parece estar de acuerdo con algunos de los modelos méas

‘simples’ que pueden ser construidos...”

Wolgang Rindler

La Teoria de la Relatividad descansa en que la rapidez de la luz en el vacio es la misma en todos los
marcos de referencia inerciales. Esto llevo a Einstein a plantear la estructura del espaciotiempo,
la tnwariancia del intervalo y el principio de mdzimo envejecimiento.

La manera de medir un intervalo espaciotemporal ds estd dada por la definicién del tensor

métrico g, que en algin marco de referencia tiene componentes g,z
ds* = dz®daP gap (0)

éste representa la geometria del espaciotiempo y facilita la descripcién de la dindmica en él sin
necesidad de especificar ningin conjunto de coordenadas. En (0) se usa una de las siguientes

convenciones; mismas que se emplean a lo largo del trabajo

3
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= Suma sobre indices repetidos. La notacién de suma es reemplazada por una suma sobre
el indice a cuando éste se repite en pares, una vez arriba y otra abajo

3
Z A“B, = A°B, = A°By+ A'B; + A?By + A®Bs
a=0
con indices griegos y latinos en el rango de 0 a 3 y 1 a 3 respectivamente. En esta notacion le

asociamos a la coordenada temporal el indice 0. En esta notacion, el indice cero es reservado

para la coordenada temporal.

= Unidades geometrizadas. Unidades donde la velocidad de la luz ¢, constante de gra-
vitacion universal G y constante de Boltzman k tienen el valor de la unidad. Una de las
ventajas de usar esta convencién es que se puede ir de una unidad a otra por factores de

conversion|[3], por ejemplo de masa y energia a distancia

28 CTN 49 CT

g = 1.0 = 0.7425 x 10~

G
d y o =10=0826x10"
C

g C eryg

La métrica g es un tensor tipo ((2)) En general, un tensor tipo (](3,) es un objeto matematico

que acepta linealmente N cuadrivectores como argumento resultando un namero real|3|
g V1, Va2, V3, .., VN) = Garag...ay VEAEV2.L VN = Egcalar real.
Entonces de (0) se sigue que
ds® = dxad:vﬂgag = g(dz,dz)

donde dx = dz7e, es el cuadrivector de desplazamiento, y e, el cuadirvector que apunta en la

direccién de la componente z7. Asi se tiene

€1-€eyp €1-€e1 €e1-€ex €1-e€3
gaﬁ = g(eOHe,B) = (1)
€2-€p €2-€1 €2-€2 €9-€3

donde notamos que g es un tensor simétrico.
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En Relatividad Especial g es la métrica de Minkowski, ésta es

1 0 0 0
0 -1 0 0
Jap = Nuv = (2)
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

algunos autores usan la firma Diag (—1,1,1,1) pero en este trabajo se usara (2).

La invariancia del intervalo ds significa que esta cantidad tiene el mismo valor numérico
independientemente del marco de referencia que se use para comparar pares de eventos. Una
manera de usar el intervalo para describir fenémenos fisicos es que un observador esté en reposo
respecto a otros, entonces sus desplazamientos espaciales valen cero mientras que el temporal es
continuo y corresponde al intervalo de espaciotiempo. El tiempo medido en el marco de referencia
del propio observador se le nombra tiempo propio y se denota comtnmente con 7, en este trabajo

asi se usard. Lo anterior puede ser escrito en ecuaciones con ayuda de la métrica como sigue
ds* = daz®daPgnps = dr® (3)

ya que no existen cambios espaciales.
El principio de maximo envejecimiento (PME) expresa que la trayectoria en el espaciotiem-
po entre dos eventos que recorre un sistema sin la necesidad de proporcionar energia corresponde

a aquella que extremiza el tiempo propio entre dichos eventos[5]

ds? = Nudrtdz” = dt? — dz?

7.t
@ ,
6 Rayo de luz , Entre los eventos {0,4}
d
5 P
49 ® ,,’, Cl5204 = dt2 = dT2
d
3+@ @ ,1,
/, 2
210, © ¢ ds'“ g1 > ds’o1
/, 2
1 ,/’ ds’ 23 > d5223
4
© 1 2 * 2 2
3 4 5 6 ds' “34 > ds“sy

Figura 0: Comparacion del tiempo propio entre dos eventos medido por observadores distintos.
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En la Figura 0, para ilustrar el PME, calculamos el tiempo propio entre los eventos {0}
y {4} que toman dos observadores distintos: uno pasa por los eventos {1’,2’, 3}, mientras que
el otro por {1,2,3}. Como vemos del calculo, cualquier trayectoria que se desvie de la linea mas
recta, implica un tiempo propio menor entre los eventos.

A pesar de invariancia del intervalo, la magnitud de éste puede ser positiva, nula o negativa;
por ejemplo una particula con velocidad @' respecto a un observador, en Relatividad Especial se

describe como
ds® = nudatde’ = dt* —da® — dy* — d2* = dt* (1 -7 0)

donde ¥ = %. Entonces si [#] = 1 = ds? = 0 y el intervalo de espaciotiempo es llamado nulo o
lightlike, sin embargo para una particula material || < 1y ds? > 0. Debido a que siempre existe
una transformacion tal que nos lleve a un marco de referencia donde la particula permanezca
en reposo|2], y el movimiento sea solo en la direccion del tiempo, ds es llamado temporaloide o
timelike. Cuando ds? < 0 implica que la velocidad entre esos dos eventos es mayor a 1 y uno de
ellos est4 fuera del cono de luz del otro. Intervalos ds?> < 0 son llamados espacialoides o spacelike.

En la figura 1 se muestra el cono de luz y un cuadrivector x con la componente x3 = 0.
Si la magnitud de y*x*? Jap €8 mayor a cero se encuentran dentro del cono y si es menor a cero

fuera
Temporaloide si y*x? 9gas >0

X €8s Nulo si X*XPgap =0 (4)
Espacialoide  si x®x” g <0
Un ejemplo de (4) es la cuadrivelocidad w con su p-ésima componente definida como

dz*
o 2
Y dr

entonces de (5), (0) y (3) la magnitud de u es invariante

dx® dzP ds\ 2
2
p— — — pr— — pr— 1

Y dr dr Gop <d7’> (6)

asi u es un cuadrivector timelike. El cuadrimomento p se define a partir de u, para particulas
materiales la u-ésima componente es el producto de la masa de la particula y su cuadrivelocidad,

la magnitud de p también es invariante
P = mut, p? =m? (7)

la segunda ecuacion se sigue de (6). Debido a que la masa de la particula es positiva p es timelike.
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€y
Temporaloide

Nulo

/

Espacialoide

€,

>

=¥

Figura 1: Clasificacién de  segtin su magnitud. La componente x> es elegida a cero para la visualizacién.

Aunque la métrica permita desarrollar la teoria sin especificar un sistema coordenado, al
elegir uno para la “mejor” representaciéon de un fenémeno fisico las coordenadas seleccionadas
pueden tener mal comportamiento en ciertas regiones del espaciotiempo. Por ejemplo en la mé-
trica de Schwarzschild al usar las coordenadas de observador lejano (t,r,0, ¢) t tiende a infinito
cuando un observador se acerca al radio de Schwarzschild r; (dos veces la masa del atractor).
Entonces para una particula que cae hacia el atractor le toma un intervalo de tiempo infinito
cruzar la superficie r (6, ¢). Esta superficie es una singularidad de las coordenadas y se remueve
mediante un cambio de ellas|9, 2, 3], asi la particula logra cruzar la superficie 75 (0, ¢).

Sin embargo existe un tipo de singularidad intrinseca en el espaciotiempo donde sin impor-
tar el sistema coordenado que se elija no se puede obtener informacion de los eventos ocurridos
ahi. Tal singularidad se encuentra donde las coordenadas hacen que el escalar invariante de cur-
vatura (R, RM°P) se indetermine|9|. R0, es el tensor de Riemann, éste expresa la curvatura
del espaciotiempo y esta relacionado con derivadas de la métrica hasta segundo orden|2, 9, 3|.

Uno de los fenémenos que predice la Relatividad es el horizonte de eventos, éste es una
superficie en el espaciotiempo alrededor del atractor donde incluso a un rayo de luz le toma
infinito tiempo salir. Las simetrias de la métrica de Kerr permiten caracterizar a los horizontes
de eventos en regiones donde[9]

g"T =0 0 gy — © (8)

En los siguientes capitulos usaremos el contenido de este capitulo para desarrollar el tema

del trabajo.



Capitulo 1
Dindamaica en el

espaclotiempo

No one is free, even the birds are chained to the sky.

Bob Dylan

1.1. Dinamica en el espaciotiempo a partir de la métrica

Si consideramos la parametrizaciéon de una curva en el espaciotiempo por un pardmetro A

real, de manera que el tiempo propio es reescrito como

2 _ dx® daP 9

dr Kﬁgaﬂd}\

entonces el intervalo de espaciotiempo entre dos eventos a y b seria

T = /b (gaﬁiaggﬂ)é )\ (1.1)

donde ¢ = %.

Podemos usar el principio de maximo envejecimiento, el cual nos asegura que el tiempo
propio es un extremal[5] y de manera similar a lo que ocurre en Mecénica Cléasica, como la la-
grangiana extremiza la accion, el integrando de la ecuacion anterior debe extremizar el tiempo
propio. A las curvas que cumplen con éste requerimiento se les nombra geodésicas. El procedi-

miento es similar al de minimizar la accién para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange. El

desarrollo de lo anterior se encuentra en el apéndice A, el resultado es la lagrangiana
1
L (5% 2%) = (gaﬂ:b%ﬁ) 2 (1.2)

y con ello las ecuaciones de movimiento debido a la métrica son

d (0L oL
7Y <axw> "o (13)

8



1.1. Dinadmica en el espaciotiempo a partir de la métrica 9

donde el subindice v indica la cantidad de ecuaciones de movimiento, en el caso del espaciotiempo
son cuatro. Introduciendo la forma explicita de la lagrangiana (1.2) en (1.3) y calculamos para

el primer término
1
0(9a52*#")> _ gas O (i03) = fo”
oz 2L 0z L
oz

donde se ha usado ﬁ = §7, sumado y cambiado los indices mudos. De (1.1) tenemos

- ( :‘c%ﬁ)%
ax 7T \Jes
de aqui se sigue que
— = L— (1.4)
y con ello
A 1dz® B dz®
L  Ldx  dr

por lo que el primer término de (1.3) es

1
d [0 (gapi®i®)? 7. dx®
dA XAl dr

mientras que el segundo término
OL  &%iP Dgap
oz 2L Oz

sustituyendo las ultimas expresiones y desarrollando la derivada con respecto a 7, (1.3) queda

0gary daz? dx® d?z®  109gas daz? dx®

ozh QZT?—’_QCw dr2 2 0z dr dr =0

donde podemos reescribir

Oar da? dz® 1 (0gay | Ogsy )\ do” da®
OB dr dr 2\ 028 oz« ) dr dr

factorizando %‘%}, multiplicando por ¢ y usando el resultado gwgCw = 53 tenemos final-

mente la ecuacion geodésica

dr2 29 0zh Oxe ox7 ) dr dr

si renombramos la cantidad

1 dg dg dg.
it oy By _ Y9aB\ _ o 1.6
2 <8x5 T o T o of (16)
queda la ecuacién geodésica de la forma cominmente expresada
d?a? g dr® dz’
— —— =0 1.7
dr? tlas dr dr (1.7)
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donde T’ Zﬁ son los simbolos de Christoffel o coeficientes de conexiéon[2]. De (1.6) se observa
que son sumétricos ante el intercambio de indices covariantes ap = Lo s éstos representan
la variaciéon de los vectores base usados para describir el espaciotiempo y expresan, de forma
general, una medida de su curvatura por lo que localmente valen cero ya que siempre existe un
sistema de referencia inercial local; la manera de calcularlos es mediante la expresion (1.6). Asi

en (1.7) se ve explicitamente la importancia de la métrica en las ecuaciones de movimiento.

1.2. Simetria y dindmica en el espaciotiempo

De manera similar a que las ecuaciones de Newton describen el movimiento de los cuerpos
en un sistema de referencia inercial (mediante un andlisis de fuerzas) en la Relatividad se usan
geodésicas para describir el movimiento en el espaciotiempo.

Clasicamente la trayectoria de un cuerpo sobre el cual no acttan fuerzas es representado
por una linea recta. El anélisis mediante geodésicas implica que las trayectorias, ahora en el
espaciotiempo, conservan la misma direccién que la cuadrivelocidad del movimiento y tienen
la méxima longitud del intervalo de espaciotiempo. Similar a las cantidades conservadas en
la Mecanica Clasica, existen las cantidades conservadas en la trayectoria de la geodésica y se

observan de la métrica: cuando g,g no depende de alguna coordenada z° tenemos que

1
oL 0 rexf)z B,
950 = (gagzaff ) = 5%@ (iaicﬂ> = Constante

i o
usando que gﬁn se comporta como ¢, sumando con la Delta y renombrando uno de los indices

en la expresion resultante tenemos

1 . 1,
Zgwa;a = Zxa = Constante
y de (1.4) tenemos que
d
% x p, = Constante (1.8)
-

por lo tanto, df—;’ se mantiene constante en la geodésica y nos sirve para simplificar la descripcion
del fendémeno como una constante de movimiento.

Por ejemplo la métrica de Schwarzschild|9]

— 2 0 0 0
0 —(a-207" 0

GaB = (1.9)
0 0 —? 0

0 0 0 —r?sin%6
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describe la geometria alrededor de un objeto masivo y de simetria esférica. Las coordenadas son
las esféricas excepto por r, aqui es la circunferencia del circulo respecto al origen dividida entre
27, o radio reducido. M es la masa del objeto. Debido a la simetria esférica esperamos que se

conserve el momento angular; de (1.8) tenemos
py = Constante

pero,
da? . dz®
by = gqﬁﬂpﬁ = 9¢¢P¢ = mg(j)(j)? = —mr?sin® HW

con w = % y para el plano ecuatorial (f = 7) la componente angular del cuadrimomento queda

Py = —mwr? (1.10)

cual es la definicién en mecanica clésica para el momento angular alrededor de un eje de rotacion,

el signo es debido a la eleccion de la métrica. Ademés la métrica no depende de ¢, entonces %

es constante, de (1.2) y (1.3) tenemos que

SIS

L= [goo ()% + g ()% + 922 (#°)” + 933 (fES)Q]

d(oLy _
dx \ 9% )

o bien
oL 1
930 = ngooch = Constante = k
d= LMY dt
90077 = Po = o =
cuando 7 —> 0o se recupera la métrica del espaciotiempo plano (k = %) y entonces se identifica
dt E
— = — = Constante
dr m
y asi
E 2M\ dt
— = <1 - ) — (1.11)
m r dr

donde se observa que la ausencia de la coordenada temporal en la métrica conlleva a la conser-
vacién de la energia en la métrica de Schwarzchild.
Como vimos en los resultados anteriores, las cantidades conservadas son por unidad de

masa, y esto es debido a que 6855, corresponde a la v-ésima componente del cuadrimomento. Es

por ello que de aqui en adelante usaremos los cuadrimomentos por unidad de masa, eso nos

facilitara el calculo y la manipulacién algebréica.



1.3. La métrica es la solucion a las ecuaciones de Einstein. 12

1.3. La métrica es la solucion a las ecuaciones de Einstein.

Las secciones anteriores estan centradas en la dindmica desde la métrica con el fin de notar
su importancia, sin embargo no se ha dicho nada acerca de cémo se conoce. La métrica se obtiene

al resolver las ecuaciones de Einstein

1
G" = R~ 2g"R = —87T" (1.12)

[e7

donde G* es el tensor de Einstein. R*” y R son contracciones del tensor de Riemann R Ao

éste expresa la curvatura del espaciotiempo y esta relacionado con derivadas de la métrica hasta
segundo orden[9]. El tensor de Riemann posee simetrias en la contraccion sobre ciertos pares de
indices que conllevan a la simetria de G*”. Ademas el tensor de Einstein tiene divergencia por
construccion|2, 9, 10|

V,.G" =0

donde V, es la derivada covariante, ésta lleva no sélo informacién del cambio en las componentes
en los cuadrivectores sino también en sus vectores base[2, 9, 3|.

Ellado derecho de (1.12) es el tensor de esfuerzo energia, expresa la generalizacion del tensor
de esfuerzo de mecénica clasica y es simétrico. Las componentes T contienen informacion de
la relacion entre los vectores de momento y flujo el de energia en algin marco de referencia.
Ademas, de forma local, las leyes de conservacion llevan a la conclusion de que el tensor TH

tiene divergencia nula|2]
T 0
oxh

(1.13)

donde p = 0 implica la conservaciéon de la energia y u = 1,2,3 refiere a la conservaciéon del
momento. La constante 87 en (1.12) es elegida para que las ecuaciones de Einstein concuerden
con la ley de gravitacion de Newton en una aproximaciéon de campo débil y el signo es debido a

la firma de la métrica[2][9][3].

o)

7. €n (1.13) es generalizada a espacios curvos mediante la cuadridivergencia

La divergencia
V., pero ahi no hay una conservacién de cuadrimomentos en general, sino que V, T"” = 0 implica
como la materia se debiese mover. Asi la propuesta de Einstein (1.12) es que camulos de masa
o fuentes de energia deforman el espaciotiempo y a la vez éste les dicta como moverse en él.
Es por ello que tales ecuaciones son acopladas, para resolverlas y encontrar las componentes

de la métrica, uno debe hacer suposiciones del tensor T#” en el lado derecho, es decir, intuir

caracteristicas de la materia o energia contenida en esa regién del espaciotiempo.



Capitulo 2
La métrica en la vecindad

de cuerpos masivos

Dos soluciones a las ecuaciones de Einstein son las métricas obtenidas por Karl Schwarzs-
child y Roy Kerr, ambas, aunque difieren en los fenémenos fisicos que describen, implementan
simetrias en el espaciotiempo.

Por ejemplo, la solucién de Schwarzschild considera una simetria esférica en un régimen
permanente (dos simetrias espaciales y una temporal) del espaciotiempo fuera de un cuerpo
masivo con masa M sin carga y que no rota sobre alguno de sus ejes. Entonces esperamos que
Jap N0 dependan de ¢, de manera que

g9 = 9(2) (2.1)
con ¥ = (z', 22, 23).
Si utilizamos cooredenadas esféricas, (¢,r,0, ¢), el intervalo de espaciotiempo més general

que se puede tener es|9|
ds® = A(r)dt? — B(r)dr? — r*(d6* + sin® 0d¢?)

con A(r) y B(r), dos funciones arbitrarias de la coordenada radial. Asi, la métrica es diagonal.
Después de considerar a (2.1) como una soluciéon en el vacio (T" = 0) y que debe tender al
espaciotiempo plano en un punto lejano, g — 7, es posible encontrar el escalar y tensor de
Ricci para conseguir un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de los elementos g.g que

al resolver dejan la solucion de Schwarzschild|2, 9]

— 2 0 0 0
0 (1-2M)7" g 0
g =
0 0 —r? 0
0 0 0 —r2sin0

Con todo lo anterior, el elemento de linea correspondiente a la soluciéon de Swcharzschild

(que fue usada en los ejemplos de la seccion 1.2) es

oM oM\ !
ds? = <1 — > de? — <1 — > dr? — r? (d9* + sin®0dg¢?) . (2.2)

r r

13
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2.1. La métrica de Kerr

Esta métrica describe el espaciotiempo que rodea un objeto con distribucién de materia
constante, eléctricamente neutro y con rotacion en régimen permanente. Aqui las simetrias que
emergen son debido a la ausencia tanto de la coordenada asociada al eje de giro (¢) como
al tiempo (t). Estas nos llevan a la conservaciéon de la componente ¢ del momento angular y
la energfa, respectivamente. El desarrollo para encontrar la solucion en el vacio (T, = 0) de
(1.12) con tales caracteristicas es andlogo al planteado en la seccion previa, pero la condicion
de régimen permanente implica que tras invertir la coordenada t por —t, la rotacién del objeto
también cambia de direcciéon. Para los propositos de este trabajo s6lo plantearemos el elemento

de linea de la métrica de Kerr (¢,7,6, ¢)

2M 4Mar sin® 0 2 2Ma?r sin? 0
ds? = <1 = 2T> a2+ drdg P dr® — p*ae? — <r2 +a + “T;‘m> sin 0dg?
p p A p
(2.3)
donde
p? =1’ +a’cos’ 0 Y A = a*+7r? —2Mr (2.4)

el pardmetro a estad relacionado al momento angular del cuerpo a lo largo de su eje de rotaciéon

mediante

a = — (2.5)

con J el momento angular y M la masa del objeto atractor. El desarrollo explicito para encontrar
(2.3) se encuentra en|17]. Por razones de conveniencia en esta seccién usaremos indistintamente

nimeros o letras en los indices, por ejemplo g4+ = goo. La correspondencia es

(t’ r’ H? ¢) % (07 ]‘72’ 3) °

Notamos que (2.3) tiende a la expresion de Schwarzschild cuando a tiende a cero. Ademés
es necesario que cuando la masa del cuerpo tienda a cero la solucién cumpla con ser la del

espaciotiempo plano. Tomando el limite cuando M tiende a cero tenemos

2
ds* = dt* — 2 i - dr? — p?de* — (7’2 + a2) sin? 0dg¢?
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donde se identifica el espaciotiempo plano mediante el cambio de las coordenadas espaciales

(r,0,9) = (x,y,2)

x = \/r?2+ a?sinfcos ¢
y = Vr2+a?sinfsing

z = rcosb
con el dominio de las variables
r>0, 0<0<7m y 0<¢<2m,

la variable z esta orientada a lo largo del eje de rotaciéon, x e y pertenecen al plano ecuatorial. El
cambio anterior corresponde a las coordenadas elipsoidales oblatas, ésto se ve de las ecuaciones
de transformaciéon ya que pueden reescribirse como una ecuacién explicita de las coordenadas

espaciales
2 2 2
x° + . z
5 y2 = sin?0 = 1 —cos’f = 1——
a®—+r r
2

2, .2
ﬂ_Fi -1
a2 +r?2 2

donde a? > 0 concluyendo con superficies elipsoidales oblatas. Cuando el parametro a tiende a
cero se recuperan las superficies esféricas tal como en la métrica de Schwarzchild.

Por lo anterior, podemos interpretar a estas coordenadas como aquellas que mide un ob-
servador lejano, en las que ¢, corresponde al tiempo, r al radio reducido, y 6, ¢ corresponden a
los angulos cenital y acimutal. Se denominan coordenadas Boyer-Lindquist para diferenciarlas

de las coordenadas esféricas ordinarias que tendrian un elemento de linea mucho maés simple.

2.2. Caracteristicas de la métrica

2.2.1. Horizontes y singularidad

Debido a la simetria de la métrica (2.3), observamos que los horizontes se encuentran

cuando A = 0. Entonces de (2.4) existen dos horizontes de eventos localizados en

N

re = M+ (M?—a?) (2.6)

asi cuando el momento angular del atractor es nulo, se tienen los horizontes de eventos en

r— =0y ry = rg recuperando el resultado de Schwarzschild. De (2.6) observamos que si a > M
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Horizonte de eventos rg
Horizonte de eventos r,

~ - Caso extremo

Figura 2.1: Los horizontes de eventos en la métrica de Kerr ry varian en un rango acotado por los de la
métrica de Schwarzschild (e = 0) y se reducen a uno solo cuando se presenta a = M (Métrica extrema

de Kerr).

entonces no existirian horizontes de eventos, pero como 7 es una variable con sentido fisico, debe
ser real, por lo que a < M. Cuando a = M los horizontes se reducen a uno solo en r = M, este
caso es llamado métrica extrema de Kerr (Figura 2.1).

Con el escalar de curvatura se conoce la existencia de una singularidad intrinseca en la
métrica de Kerr|14]
48 M2 [72 — a?cos®0 (p4 — 161242 cos? 9)]

Buv _
RO = P12

(2.7)

Raﬁuu
asi con p =0 en (2.4) vemos que la singularidad se encuentra en

0
2
pero de la seccion anterior concluimos que la singularidad no es un punto, a diferencia de la

métrica de Schwarzschild ésta es un disco de radio a centrado en r = 0 dentro del plano ecuatorial.

2.2.2. Arrastre de marcos inerciales

Debido a que la métrica es independiente de ¢, la componente del momento angular aso-
ciada a la coordenada, py se conserva a lo largo de una geodésica. Entonces cuando una particula

tiene momento angular nulo se sigue que las componentes p® y pt son

= ¢%p, = g% + 9%y = 9%'pi

= g%, = g"'pi + 9"py = 9''m:
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usando las componentes contravariantes de la métrica gis = —Det (g) ¢'® y gss = Det (g) g"

vemos que ain hay velocidad angular de arrastre

d ¢t 2aM
wirg) =30 297 _ 9w _ e (2.9)
dt gt 9o 2a2Mrsin® 6 + (r2 + a?) p?
donde usamos . .
P S Spdr_ daf (2.10)
A |

entonces una velocidad angular aparece por el elemento g;4 # 0 creando un arrastre en los marcos

inerciales. En el capitulo 3 se calcula una 6rbita para una particula con momento angular nulo,

ahi se aprecia el arrastre debido a (2.9). Notamos que este resultado es general para métricas

con simetria axial que contengan el elemento mixto g, sin embargo para (2.9) con un campo
1

gravitacional débil o un radio suficientemente grande w ~ = y es posible medir el arrastre de

marcos inerciales[15].

2.2.3. Limite de superficies estacionarias

El arrastre debido al espaciotiempo es inevitable en ciertas regiones, y las superficies que
dividen a tales regiones son llamadas superficies de limite estacionario. Para asentar lo anterior
consideremos un observador estacionario (en su marco de referencia solo dt # 0), éste tiene el
elemento de linea

d82 = 0t dt2

implicando que los observadores estacionarios sélo existen en regiones donde g > 0, o bien

20
<1— 27") >0
p

r? + a%cos?0 — 2Mr > 0

donde se us6 (2.4). Entonces las superficies de estos observadores estan en
r = M+ M?— a?cos?0 (2.11)

coincidiendo con el horizonte de eventos 4 en 6 = 0. La figura 2.2 muestra las diferentes regiones
que rodean un agujero negro de Kerr. Las superficies (2.11) también son llamadas superficies de
corrimiento al rojo infinito (ST y S7). Las frecuencias de un emisor E y receptor R estén

relacionadas por ([9], ec. (9.55))

VE

o)
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Singularidad

Superficie S ©

Horizonte de eventos r. Superficie st

Ergorregion

Horizonte de eventos ry

Eje de simetria en g

Figura 2.2: Estructura del espaciotiempo en la métrica de Kerr.

cuando la métrica es independiente del tiempo y los observadores £y R estén fijos. Donde A es
el evento de emision y B el de recepcion. Asi cuando r tiende a (2.11) entonces g4 (A) — 0, en
el limite vp — 0 obteniendo un corrimiento al rojo infinito.
Aun podemos puntualizar més este resultado, consideremos el elemento de linea de un
do

foton y de (2.3) podemos calcular la velocidad angular © = %2 con la que un observador en

infinito ve rotar al fotéon
gudt® + grrdr® + 2g;¢dodt + goedd* + 9¢¢d¢2 =0

usando (2.10) se tiene una ecuacion de segundo grado en € (r,6) que al resolver nos queda

dr\? o\ ?
it (5 ) + oo (%) ] (212)

asi observamos que para r cercanas a (2.11) la velocidad angular Q puede variar segun el discri-

1
Qr =w(rd)+ ,|w?(r) — —
Yoo

minante de (2.12). La forma general de Q4 no es facil de analizar, pero si se toma el caso de un

foton que solo tiene velocidad angular (7 = 0 = 0) tenemos

O (r,0) = w(r,0) £ Jw?(r,0) — ;«Zp (2.13)

debido a que en las coordenadas Boyer-Lindquist g4 siempre es negativo existen resultados

relevantes dependiendo de la regiéon donde se encuentre el fotén. Cuando
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| | gtt g O
2w (r,0)  Foton corrotante
Q (r,0) = (2.14)
0 Foton contrarrotante
= g > 0. (Por lo tanto — ggﬁ siempre es positivo)
w(r,0)+ /w?(r,0) — 2 >2w(r,0)  Foton corrotante
Q* (r,0) = o (2.15)
w(r,0)— /w2 (r,0) — g‘({ﬁ <0 Foton contrarrotante
= g <O0. (Por lo tanto — ;ﬁ siempre es negativo)
w(r,0)+ /w?(r,0) — 2 <2w(r,d)  Foton corrotante
Q* (r,0) = o (2.16)

w(r,0)— /w2 (r,0) — ;ﬁ >0 Foton contrarrotante

asi gy = 0 implica que para particulas materiales (ds® # 0) el movimiento es obligatorio sin
importar la cantidad de movimiento angular que éstas posean.

En la region entre ST y r,, el elemento gy toma valores menores a cero y el movimiento
en direcciéon de la rotacion en ¢ es obligatorio incluso para fotones contrarrotantes. De manera

particular, si 2% = w? entonces una particula ahi estd constrenida a rotar con una velocidad

9o
angular w. El hecho de que el limite de rotacién en sentido opuesto al del cuerpo sea cero
en ST es precisamente la definiciéon de las superficies de limite estacionario, puesto que en el
interior de ellas cualquier observador debe rotar en la misma direccién del cuerpo que deforma

el espaciotiempo.

2.3. Proceso de Penrose

La region donde gy < 0 es llamada ergorregion (ergo significa trabajo en griego), y es
debido a que el arrastre de marcos inerciales puede considerarse como trabajo realizado por el
agujero negro sobre las particulas o cuerpos en tal regién.

Un proceso por el cual puede extraerse energia en la ergorregion es el de Penrose, en éste
se considera un observador que envia una particula A hacia la region, la energia de la particula

medida por el observador en infinito es

EA) Z @A)y,
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Horizonte de eventos r, . S laridad
ingularida

Horizonte de eventos r_
Ergorregién

Momento angular
del atractor

Superficie de limite
estacionario S*

Figura 2.3: Conos de luz en la ergorregion del plano ecuatorial vistos desde el eje de simetria, e; ya no
apunta en la direccién temporal sino que debido al arrastre de los marcos inerciales este vector ahora es

espacialoide.

con u = (1,0,0,0). Si una vez en la ergorregion A decae en dos particulas B y C en un evento D
pW (D) = pP (D) +p© (D)
y la particula C escapa de la ergorregion, la energia de esta ultima puede ser expresada como

E© = W —pP) (D)

EO) = EW _ ¢, (B (D) (2.17)

pues cada una de estas cantidades se conserva en las geodésicas porque la métrica es estacionaria.

Si B saliera fuera de la ergorregion se cumple g > 0 y entonces de (1) e; es temporaloide

(et)2 =e-e =gy >0

implicando que pEB) (D) es la energia. Como pEB) (D) = EB) debe ser positiva concluimos

E©) « g4

por lo que la energia de la particula que entra es mayor a la energia de la que sale. En el caso
que B permanezca en la ergorregion o caiga al horizonte de eventos gy es menor que cero y ey

es espacialoide. Entonces e; ya no apunta en la direccién temporal, sino en alguna espacial y
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e; - pB) no corresponde a la energia sino a alguna componente espacial del momento pB) | ésta
puede ser positiva o negativa. Cuando pr) (D) es negativa, entonces la energia de la particula

que sali6 es mayor a la energia de la que entrd, extrayendo asi energia de la ergorregion
E©) s g

concluyendo asi el proceso de Penrose.
Mediante la extraccion de energia en el proceso de Penrose, un agujero negro de Kerr puede
ser reducido a uno de Schwarzschild pues la masa y momento angular del agujero negro cambian

como|9]

M — M+ mk

J — J+mh

y en consecuencia 6M = mky dJ = mh.
Por ejemplo, un observador en la ergorregiéon con r y 6 fijos que ve a B caer al horizonte

de eventos mide la energia de B como

donde u = (ut, 0,0, u¢) es la velocidad del observador porque en la ergorregion éste debe rotar

en direccion de a (Seccion 2.2.3). Usando

o do  dodt
o= 9 _

t
= 222020
dr  dtdr "
E®B) queda

EB) — .t (pr) +p§)B)Q)

aqui u! estd dada por (6) y (2.3)
. 1 1

V00 + 2003 + Q2g33 0 (r,0)

U

y debe ser positiva ya que en infinito se debe recuperar que u® sea cero y (ut) = 1. En la segunda

igualdad se uso (2.13) pero la energia de B debe ser positiva, con ello se sigue la condicion

p? 4 pP0 > 0
(B)
B P
Py = < 9)
(B)
h < IL

Q
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en el tercer rengléon se usé que en general la componente espacial del momento asociada al eje de
rotacion es menos el momento angular, justo como en (B.2). Debido a que pEB) es negativo para el
proceso de Penrose y 2 es positiva en la ergorregion entonces la componente del momento angular
h debe ser negativa y de ahi el cambio en J también. Asi, el proceso de Penrose puede llevarse

a cabo para extraer energia rotacional del agujero negro y reducirlo a uno de Schwarzschild.

2.4. Movimiento en el plano ecuatorial

La caracteristica principal de la métrica de Kerr es que el atractor posee momento angular,
asi ésta no tiene simetria esférica sino axial y el movimiento de una particula en el espaciotiempo
s6lo conserva la componente del momento angular asociada a la coordenada ¢ (en coordenadas
Boyer-Lindquist). Por ello una 6rbita en general no permanece fija en algin plano 6 de movi-
miento. Sin embargo debido a la simetria de la métrica, una particula en el plano ecuatorial
(0 = 5) es atraida en la misma cantidad por ambos hemisferios y el movimiento permanece
en el plano ecuatorial[4]. Ademés de la razon anterior, describir el movimiento fuera del caso
particular 6 = 7, implica célculos més extensos y se recomienda usar un formalismo distinto al
que se presenta en este trabajo[13|[12]; por ello nos quedaremos con el movimiento en el plano
ecuatorial.

Para encontrar la ecuaciones de movimiento podemos recurrir a la conservaciéon de las

componentes 0y 3 en p

. 2MY\ . 2Ma .
ptzgat$a:<1—r>f+ . o=k

2Ma . 2Ma?\ -
Pp = Japt® = at—<r2+a2+ a>¢:—h

T T

si resolvemos el sistema de ecuaciones anterior para t y ¢ obtenemos

. 1 [2Ma 2M
= L[ (1)) o1
2
i 1 [<r2—|—a2—|—2Ma >k‘— 2Mah} (2.19)
A r T

notemos que las coordenadas t y ¢ son “malas coordenadas” ya que {t, ¢} — oo cuando r —
r4, como veremos en el capitulo 3 esto implica que un observador en infinito ve caer a una
particula hacia el atractor por tiempo indefinido mientras rota en direcciéon del momento angular

en una region cerca de r.
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La ecuacion de movimiento para r requiere de un calculo méas extenso ya que no se conserva

p1, pero podemos usar la invariancia de la magnitud del cuadrimomento (7)

9% (00)? + 20" pipy + %% (pg)* + g'" (pr)? = € (2.20)

donde € es un parametro a elegir dependiendo si se trata de una particula material o un fotén,
1 6 0 respectivamente. Introduciendo las cantidades conservadas h y k podemos resolver (2.20)
para 7 como

P2 = g (62 — K2g™ + 2hkg!® — h29¢¢)

y con las compontentes contravariantes de la métrica la ecuaciéon de movimiento para 7 queda

r

3 (2.21)

r
Esta ecuacion coincide con la misma forma funcional en r que 7 en la métrica de Schwarzschild y
de hecho las ecuaciones de movimiento (2.16), (2.17) y (2.21) coinciden con las de una particula
en tal métrica cuando a — 0, donde ¢ es una “buena coordenada”. Las ecuaciones (2.16),
(2.17), (2.21) y las componentes contravariantes de la métrica son desarrolladas explicitamente

en el apéndice B.

De (2.21) suele definirse un potencial efectivo de una particula (e = 1) como

M h2—a®(k—-1) M(h-ak)’
Ver (rih,k) = ——+ 252 - 3 (2.22)

que, a diferencia del potencial efectivo en la métrica de Schwarzschild, ahora depende de la
energia k y orientacion del momento angular h. La primera diferencia implica que el método de
graficar V,; para un momento angular dado y trazar diferentes niveles de energfa como se hace
en Schwarzschild no funciona. La segunda diferencia implica que el potencial efectivo para una
particula tiene diferente forma dependiendo si esta rota en direccién de a o en su contra. A pesar
de lo anterior, la definicion de V. permite reescribir (2.21) de manera similar a la ec. radial para
Schwarzschild

1 1
e 3 (k* —1) = Vey (r; by k) (2.23)

de aqui se pueden encontrar los valores caracteristicos de h y k por medio de un tratamiento

clasico, por ejemplo para Orbitas circulares estables se requiere que la aceleracién en r sea nula

(7 = 0) y las desviaciones en r sean pequenas oscilaciones alrededor del radio orbital[9]

dVey d?Ves

dr dr? >0

En el capitulo 3, usaremos (2.23) para clasificar orbitas, visualizar la velocidad radial en ellas y

conocer sus puntos de retorno.
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2.5. Singularidad desnuda en la métrica de Kerr

En la seccién 2.2.1 se comenté que para un atractor con momento angular a > M los
horizontes de eventos serian removidos y lo mismo ocurre para las superficies de limite estacio-
nario, entonces el disco de singularidad quedaria accesible para un observador en infinito. Una
singularidad visible para cualquier observador es llamada desnuda. Esto significa que existe un
punto accesible donde las leyes de la fisica no son validas.

Cuando una particula de masa m cae al atractor los pardmetros M y J de éste pueden ser

modificados como (Secciéon 2.3)

M = M'+km (2.24)

J = J +mh (2.25)

donde el primado indica el valor original de los pardmetros. Debido a (2.5) se sigue que a varia

de manera
Sa — 0J —adM
R Vi
pero 0J = mh y §M = km, entonces
Sa = % (h — ak) (2.26)

Asi, para remover el horizonte r, y la superficie ST la condicién a > M debe cumplirse, pero

ésta delimita los valores de h y k ya que da > dM y por lo tanto

%(h—ak) >km 6 h>(M+a)k

y para un atractor con la métrica de Kerr extrema es
h > 2Mk (2.27)

pero si en (2.22) usamos a = M y h = 2Mk tenemos

. M M M3,
Vf=—7+ﬁ(3k +1) — —-k (2.28)

e r3
para ver cual es el valor maximo del potencial calculamos los puntos de inflexion, resulta ser que

éste tiene un maximo en r = M y un minimo en r = 3ME?. Asi el valor maximo del potencial es

* * 1
ef,max — Vvef(r:Mak) = _1+§(3k‘2+1)—k‘2
11,
=5 + §k
. 1
efmas = 5 (K —=1) (2.29)
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*

ofmag ti€ne justo el valor necesario para evitar que la particula

y de (2.23) observamos que

caiga al agujero negro de Kerr extremo y se produzca una singularidad desnuda(Figura 2.4).

Figura 2.4: La curva sélida es Vg mq, mientras la punteada es % (k2 - 1). El valor de V. es el valor

justo para que la particula quede orbitando inestablemente. En esta gréfica el valor de k es arbitrario.

La orbita correspondiente a (2.29) es circular e inestable en el horizonte de eventos. Aunque
se probo para el caso particular de § = § y a = M este resultado es general para la métrica de
Kerr[9, 10]. Entonces (2.3) describe un espaciotiempo sin singularidades alrededor de cualquier
atractor masivo y con rotacion sobre alguno de sus ejes, por lo que funciona como un buen modelo
para el espaciotiempo alrededor de objetos astrofisicos reales. En el siguiente capitulo se calculan

Orbitas similares a (2.29) y con distintos valores de h y k por medio de integracion numeérica.



Capitulo 3
Calculo de orbitas en la

métrica de Kerr

De 1974 a 1981 J.H. Taylor y M. Weisberg comprobaron la existencia del sistema PSR
1913416, un pulsar binario, al cual midieron la frecuencia de sus pulsos electromagnéticos emi-
tidos. Tal frecuencia no es constante y cambia segun el estado del sistema dentro de las posibles
orbitas de éste predichas por la Relatividad General[16]. Desde entonces, sistemas como PSR
1913+16 son una eleccién regular para intentar medir el cambio en la frecuencia de los pulsos
debido a la pérdida de energia del sistema por radiacion gravitacional[12, 16]. Por ello el calculo
de las orbitas no es sélo un problema académico sino una parte necesaria para la verificacién de
la Relatividad.

Durante el desarrollo de este trabajo usamos unidades geometrizadas, a partir de este

capitulo es conveniente tomar como referencia el valor de la masa del atractor
/ ~ I ~ 1 7 ! ~
r=7rM a = aM h=hM v 7 =7TM

donde 7, a, h y 7 son numeros reales. La tilde se usa para denotar una variable adimensional.
Para facilitar la vizualizacién en este capitulo tomaremos todas las variables adimensionales y

dejaremos la notacion sin tilde. A estas unidades les llamaremos unidades del sistema.

3.1. Ecuaciones para una solucién numérica en el plano ecuatorial

El potencial efectivo (2.22) proporciona un método para encontrar el movimiento de una
particula en la métrica de Kerr que no se puede explotar de manera plena como en la métrica
de Schwarzschild debido a su dependencia en la energia. Sin embargo atn es posible calcular el
comportamiento de algunas 6rbitas.

De (2.21) y (B.3) podemos encontrar una ecuacion diferencial de la forma ‘é—’; =[5k N, d)

para resolver y encontrar las érbitas de una particula en el espaciotiempo

1
oM a? (k2 —1)—n? oM (W —dk)?|? [2Md oM -1
dr' = £ k2—1+w+a( ) | M — k) [ ak+<1— )h’} dg

7“’2 7“’3 ! r!

26
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donde A’ = a’> + ' — 2Ma'. Reescribiendo lo anterior en las unidades del sistema tenemos la

ecuacion diferencial que usaremos en este trabajo para encontrar las orbitas

1
2 a®>(K®—1)—-h* 2(h—ak)*|? 2ak 2\ 17"
PR PRSI S ) = I 2(h—ak) (r2+a2—2r){a+<1—>h] d¢
T

r2 r3 r r

(3.1)
y debido a su no linealidad usaremos el método Runge Kutta de cuarto orden (RK4) para
resolverla numéricamente. El signo + en (3.1) es importante en trabajos donde se usa un potencial
efectivo para calcular d6rbitas, pues representa el cambio de signo de la velocidad en los puntos

de retorno (1, ¢) tales que V. = 3 (k% — 1), pero de (2.21) y (2.23) esta condicién implica

2 a2 (k2=1)—h% 2(h— ak)?
k2—1+;+ ( 2) 4 2(h—ak)” _

5 0 (3.2)

r
esta ecuacién puede ser resuelta analiticamente ya que es un polinomio de tercer grado, sin
embargo, por el método computacional que usaremos para resolver (3.1) resulta més préctico

usar un método numérico para encontrar las raices de (3.2).

3.2. Solucién numeérica

En el apéndice C se muestra el codigo del programa en FORTRAN 90 usado para resolver
(3.2), éste contiene un método de biseccion para encontrar las raices dados los valores de los
parametros (h, k,a) hasta quince cifras de precision. Entonces las raices se usan en el RK4 para
evaluar los cambios de signo en la velocidad, dar la condicion inicial del problema (debido a
que RK4 es un método de condicién inicial es importante conocer con precision el valor de la
coordenada radial inicial, r¢) y encontrar r dada una diferencia en ¢ como sugiere (3.1).

Ahora bien, las soluciones numéricas dependen de dos fuentes de error en su exactitud, trun-
camiento y redondeo (e y €, respectivamente). La segunda fuente de error se minimiza usando
un tamano de paso mayor que las cifras de precision|6], para nosotros es suficiente un paso de
0.0001 ya que la precisién usada en las variables del programa es de 107!, La primera depende,
para el RK4, de las soluciones a la ecuacion diferencial y tiene la formal6]

16

&= 1z (Tn+1,2 = Tnt+1,1) (3.3)

donde 7,411 ¥ Tny1,2 son las soluciones con un tamano de paso 1 y 2. Con tamanos de paso

0.001 y 0.0001 las soluciones tienen un error maximo de truncamiento local

e ~ 107° (3.4)
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si bien, el error puede ser disminuido usando un tamano de paso menor, la cantidad de iteraciones

de RK4 vuelve los resultados imprécticos para el trabajo presentado.

3.3. Algunas 6rbitas en el plano ecuatorial

En esta seccién mostraremos las graficas de (2.23) y las érbitas obtenidas de (3.1). La curva
en todas las gréficas del potencial son solidas para V,; y punteadas para % (k:2 — 1).

Como un primer caso de las soluciones a (3.1). Una particula que cae desde reposo en
infinito, aqui es suficiente ro = 8, a un agujero negro de Kerr extremo en el origen[4]; entonces
los valores de los parametros son h =0, k = 1 y a = 1. En la figura de la izquierda no se observan
puntos de retorno, la tnica solucién esté en infinito, y la diferencia % (k2 — 1) — Ve siempre es
positiva, por ello la particula se observa caer y rotar infinitamente en r,. = 1. De (2.9) vemos
que la velocidad angular con que esta particula es arrastrada mientras cae es

1

YO e

teniendo un valor limite de w (r) = 0.5 en el horizonte r. Con distintos valores de los parametros

05 L L I L B 4 T T T T T T T T
L i = n
0 J— J— —— = I N
>% : > 0 _
05 2 F -
Lo b v b v Ly g | 4 e b b by
0 2 4 6 8 10 -4 -2 0 2 4
r X

Figura 3.1: Una particula cae hacia un agujero negro de Kerr extremo mientras es arrastrada

alrededor de éste en direccién de a por el espaciotiempo, incluso estando afuera de la ergorregion.
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es posible obtener gran cantidad de oOrbitas exéticas, ya que ahora son tres parametros para
clasificarlas, a diferencia del problema de campo central donde son dos. Por ejemplo una particula
cona = 0.64, k = 1.13 y h = 4.87 no cae al atractor sino que es arrastrada hasta un radio minimo
Tmin =~ 4.94126 donde tiene la velocidad radial minima como se ve a la izquierda de la Figura

3.2 y después escapa en una érbita parabolica.

04 [Tt T 1 T T 1 T T 1 T T 1] ]_O i L L L L ]

03 [ . - -

B ] 5[ 2

0.2 :— —: i i

>7’ C_ . . ] > 0 _— . —_

0.1 [ ] i i

C ] 5 —

0 g I ]

_0.1 _I L1 1 I L1 1 I L1 1 I L1 1 I L1 1 I_ _10 L1 11 L1 11 I L1 11 I L1 11
0 2 4 6 8 10 -10 -5 0 5 10
r X

Figura 3.2: Una particula con radio inicial 7o = 20 y momento angular diferente de cero no cae al atractor
sino que se desacelera (velocidad radial) hasta llegar a un radio minimo y después va a infinito (6rbita

parabélica). El disco negro representa la region acotada por el horizonte de eventos 7.

Hasta el momento hemos presentado orbitas parabolicas (Figura 3.2), particulas que caen
sin orbitar (Figura 3.1), u orbitas inestables como el caso discutido en la seccion 2.5; de hecho
todas estas ultimas, con valores de h y k tales que se cumple (2.27), tendrian 6rbitas inestables
similares a la Figura 3.3, ahi, atn con el parecido geométrico a la Figura 3.1 difieren en que
al inicio éstas no caen radialmente y después empiezan a rotar en direccién de a sino que ya
poseen momento angular y la direccién inicial de la 6rbita es distinta de ¢ = 7. A pesar de que
en la Figura 3.3 la particula no cae, la érbita inestable se encuentra justo fuera del horizonte en
r+ = 1 lo cual no permite distinguir la geometria de las Figuras 3.1 y 3.3 en la regién cercana al

horizonte 7.
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Figura 3.3: Una particula con k£ > 1 es lanzada con h # 0. La particula orbita inestablemente

justo en el horizonte. En esta figura usamos los valoresde k=1, h=2, a=1y ro = 8.

En la Figura 3.4 se muestra, mediante distintos potenciales efectivos, como una oérbita
inestable alrededor de un atractor de Schwarzschild pasa a ser parabélica alrededor de uno de

Kerr. De manera andloga, podemos concluir que al disminuir a; las 6rbitas paraboélicas de una

——
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— — a=075
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03 a=0.25 |
,,,,, a=0.00
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>‘a
01 [ _
H
’8
o
s
e
P ]
o
0‘#“? |
o %
loii N ]
L oi ! T 4
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Figura 3.4: Las orbitas circulares estables e inestables varian dependiendo del valor de a desde un atractor

de Schwarzschild a uno de Kerr extremo cada 0.25 con h =4y k = 1.

particula se vuelven inestables y, después ésta cae al horizonte de eventos sin orbitar. Asi, una
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particula con energia y momento angular dados, cae al atractor dependiendo de la magnitud del
momento angular que éste posea.

Para las orbitas en las Figuras 3.5 y 3.6 usamos los valores de los pardmetros a = 0.995 y
h = 2. Los valores de la energia varian para cada subfigura con la intencién de obtener resultados
similares a los mostrados en[12|. El potencial efectivo es negativo para cada una de estas orbitas
pero la diferencia (2.23) es positiva. Sin embargo, al llegar a los puntos de retorno (minimo
Tmin Y MAXIMO 7yq,) €l cambio de signo no esté explicito en (3.1) y por ello para calcular
r (h, k,a) introdujimos la condicion (3.2) en el programa (Apéndice C). Ademas, el movimiento
estd acotado entre Orbitas externas e internas, ambas regiones por fuera de los horizontes, lo
cual, para el caso de objetos astrofisicos podria dar lugar a concentracién de materia alrededor
del atractor, dichas concentraciones son observadas como discos de acrecion|18].

De manera analoga al problema de campo central, se puede asignar una excentricidad a

las orbitas[12]

_ Tmaz — Tmin

Tmaz T Tmin

para una orbita parabolica rya; — 00y € = 1 como en la figura 3.2. En cada una de las 6rbitas
con k < 1 la excentricidad crece al aumentar la energia y se encuentran dos puntos de retorno
(Cuadro 3.1), lo cual esta de acuerdo con [12] y [13] donde se encuentra que particulas con k > 1

no pueden tener 6rbitas ligadas.

k Tmin Tmaz € k Tmin Tmag €
0.911154 | 1.3756722 | 9.30264294 | 0.742 0.918339 | 1.3455810 | 9.85141163 | 0.773
0.915082 | 1.3368683 | 10.02153344 | 0.759 0.920204 | 1.3210669 | 10.34351559 | 0.781
0.916235 | 1.3071265 | 10.64221992 | 0.764 0.92105 | 1.3008100 | 10.78209717 | 0.784

(a) Figuras 3.5 (b) Figuras 3.6

Cuadro 3.1: Radios minimos, méximos y excentricidad para cada orbita de las Figuras 3.5 y 3.6 en

unidades del sistema.

Vemos de la parte izquierda en las Figuras 3.5 y 3.6 que la distancia entre ves y % es

proporcional al cuadrado de la velocidad radial y que 7,,;, se encuentra dentro de la ergorregion
(r = 2 para el plano ecuatorial), sin embargo la forma funcional de (3.1) no hereda el comporta-
miento de la “mala coordenada” ¢ como se tiene en (2.19) y al resolverla no se presenta problema
alguno a excepcion del signo. También hacemos notar que debido a la nolinealidad de (3.1) las

soluciones obtenidas son altamente sensibles a variaciones de los parametros h y k.
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Figura 3.5: Una particula con energias de (A) 0.911154, (B) 0.915082 y (C) 0.916235, momento angular

h = 2 y momento angular del atractor a = 0.995.
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Figura 3.6: Una particula con energias de (D) 0.918339, (E) 0.920204 y (F) 0.92105, momento angular

h = 2 y momento angular del atractor a = 0.995.
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Por dltimo, enfatizamos que las orbitas alrededor de un atractor de Schwarzschild poseen
una simetria en la coordenada ¢ que no existe en el espaciotiempo de Kerr, debido a la rotacion
del atractor se rompe tal simetria produciendo la ergorregiéon. Un resultado del capitulo 2 es que
incluso cuando particulas con movimiento angular negativo entran a la ergorregiéon éstas deben
rotar en sentido del momento angular del atractor. Para observar tales trayectorias no podemos
usar (3.1) ya que tiene un punto singular para el valor de r en el cual d) cambia de signo.

Para justificar nuestra eleccion de (2.18), empecemos por recordar que, cuando la coor-
denada 7 se acerca a los horizontes de eventos (A = 0), segin esta ecuacion de movimiento, la
coordenada ¢ no tienen un buen comportamiento para la descripciéon del movimiento ya que
tiende a infinito. Sin embargo, % es una combinacién de cantidades que miden distintos obser-
vadores: 7 es medida en el marco de referencia de un observador en caida libre, mientras que
¢ es medida por un observador lejano. Asi, la combinacién % carece de significado de fisico,
pero, debido a que el intervalo de espaciotiempo es una cantidad invariante, se puede usar co-
mo pardmetro en las soluciones a las ecuaciones de movimiento, tal que para cada valor de 7
se hacen corresponder los valores respectivos de r y ¢[4]. Asi (3.1) si tiene significado fisico y
corresponde a la medicion de un observador lejano. Podriamos repetir esta misma justificacion
para la coordenada t y su ecuacién correspondiente.

Por lo anterior, para describir las trayectorias resolvemos el sistema de ecuaciones diferen-
ciales acopladas (2.18) y (2.21) por medio de un RK4 para un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias|6|. Para valores de a = 0.995, h = —20 y k = 3, en la Figura 3.7 se observa que
una particula empieza la trayectoria orbitando en sentido opuesto a la rotaciéon del atractor pero
entre méas se acerca a la ergorregién cambia de sentido en la rotacién y entonces cae al horizonte
de eventos 1 ~ 0.9.

Notemos de la Figura 3.7 que la desaceleraciéon en r no corresponde al mismo punto que
la desaceleracion en ¢, ésta ultima ocurre en r ~ 2. Para distintos valores de la energia y valores
negativos del momento angular h una particula puede orbitar de manera similar a las trayectorias
producidas con h positivas (Figuras 3.5 y 3.6).

Sin embargo, es necesario recordar que aunque nos consideremos observadores lejanos,
tomamos mediciones en un marco de referencia inercial local, de ahi que tampoco nosotros
somos capaces de medir directamente esas coordenadas. Por ello éstas coordenadas suelen ser
llamadas coordenadas bookkeeper |5, 3, 4]. A pesar de lo anterior, debido a que nos encontramos

suficientemente lejos del atractor, nuestras medicidnes se acercan a las coordenadas bookkeeper.
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Vef

-2

Figura 3.7: Una particula con paramétros a = 0.995, h = —20 y k = 3 es lanzada desde ro = 12. Arriba.
El potencial efectivo nos permite observar que el fenémeno es una caida al horizonte, pero ocurre una
desaceleracién en r =~ 4 y entonces una aceleracion hasta el final. Abajo. La particula se ve arrastrada
en sentido opuesto al original debido a la rotacién del atractor y entonces cae al horizonte de eventos

Ty~ 0.9.



Conclusiones

En el desarrollo del presente trabajo se encontré que las ecuaciones geodésicas describen
el movimiento mas simple de una particula en el espaciotiempo y el tratamiento es matematica-
mente analogo al de las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange en Mecanica Clasica. Aqui
la ausencia de una coordenada en la métrica corresponde con la conservacion de su respectiva
componente contravariante en el cuadrimomento. La descripcién del movimiento en el espacio-
tiempo puede apoyarse en constantes de movimiento para dejar resuelto el problema, al menos
hasta cuadraturas.

Cuando un objeto masivo y eléctricamente neutro rota respecto a uno de sus ejes de manera
constante, la deformaciéon del espaciotiempo circundante es tal, que el movimiento a lo largo de
una geodésica conserva tanto la componente del momento angular paralela al eje de rotacion,
como la energia; ambas, componentes covariantes del cuadrimomento. La rotacién del atractor
rompe la simetria esférica, manteniendo una simetria axial, lo cual implica el requerimiento de
una métrica distinta a la de Schwarzschild.

El espaciotiempo alrededor del atractor rotante se describe usando la métrica de Kerr. A
diferencia de la de Schwarzschild, la métrica de Kerr contiene elementos fuera de la diagonal,
depende del momento angular del atractor y predice la existencia de una singularidad intriseca
y dos horizontes de eventos. La singularidad, tiene forma de disco en el plano ecuatorial, pero es
invisible para un observador al infinito, ya que se encuentra dentro de los horizontes de eventos.
Estos dependen del momento angular del atractor y estan acotados por los de Schwarzschild,
ademas se reducen a uno sélo para el caso extremo.

Aun cuando un cuerpo no posea momento angular, los elementos fuera de la diagonal en
la métrica predicen un arrastre de éste en direccién del momento angular del atractor. Existe un
sector del espaciotiempo donde el arrastre es obligatorio incluso para la luz. Para esta region la
energia rotacional del atractor puede ser extraida por medio del proceso de Penrose, disminuyendo
su momento angular, hasta el punto en que el espaciotiempo vuelve a ser descrito por la métrica

de Schwarzchild.

36
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En la métrica de Kerr podemos definir un potencial efectivo para la descripcién del movi-

miento
M h*—a?(k*—1) M (h—ak)®
Ver (rih. k) = o + 2r2 - r3

Al caer las particulas contribuyen a aumentar la energia y momento angular del atractor, lo cual
puede dar lugar a la existencia de singularidades desnudas. Usando el potencial efectivo pudimos
encontrar que, para lograr este efecto, las particulas deben tener momento angular y energia
tales que no pueden caer al atractor. Por lo tanto no se pueden lograr singularidades desnudas.

El potencial efectivo nos permitié encontrar numéricamente érbitas circulares, parabdlicas
y otras formas exéticas. Para encontrar numéricamente las trayectorias con momento angular
negativo la ecuacion de la 6rbita encontrada dificulta la tarea, debido a que posee una singularidad
cuando la velocidad angular cambia de signo. La integracién numérica de las ecuaciones de
movimiento, como se uso en este trabajo, requiere un proceso delicado de seleccién en la magnitud
del paso, pues el cambio de signo no esta explicito en cada punto de retorno y debe manejarse a
mano para cada tamano de paso. Por ello, para conseguir un mayor nimero de cifras significativas
en la precision de la solucién, uno debe cambiar la magnitud del paso y entonces es necesario
seleccionar una nueva condicién de cambio de signo.

A pesar de las aproximaciones del procedimiento seguido para describir el movimiento en
la vecindad de objetos compactos realistas, como escoger el sistema de coordenadas bookkeeper
y los métodos numéricos empleados para la resolucién; en un gran niimero de experimentos se

ha observado que la capacidad predictiva de la Teoria de la Relatividad es sorprendente.



Apéndice A
Desarrollo de la ecuacion

geodésica

Supongamos que queremos obtener la ecuacién de una geodésica entre dos eventos fijos
del espaciotiempo. Entonces si consideramos que una curva en el espaciotiempo puede ser pa-

rametrizada por algin parametro u se sigue de (1.1) y del principio de maximo envejecimiento

que
B a 7.8\ 3 B
dx® d
ds = 5/ <ga5xx> du = (5/ Fdu =0 (A.1)
A du du A
donde
0.5\2 dz®
_ . .6 Lo
Peprs) s et

Asi se puede trabajar con el método tradicional para obtener las ecuaciones de Euler-
Lagrange del principio de minima accién. Ahora tomamos una variaciéon a primer orden de F' en
la geodésica uniendo a los eventos A y B fijos (aqui dejaremos correr los indices a en dz® de 0 a
3 como se dijo de los griegos en el capitulo 0.)

B
oF ., OF __,
55—/A (83@“6‘% +a:,va533>du

en la segunda integral integramos por partes para tener

[0 o) = [(5) o] - [7(f 000 3 (35)] o

el primer término de la derecha desaparece ya que la variacion de z% en los extremos A y B es

Bror d (oF "
53—/A [8x“_ch1<8j;a>]6xdu_0

y ya que la variaciéon dz% en la lineamundo es arbitraria, entonces el factor entre los corchetes

OF d [OF
dr*  du (axa) =0 (4.2)

nula. Con ello

debe ser cero

asi F' es la lagrangiana que buscamos.
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Apéndice B
Ecuaciones de

mouvimaiento 1y

componentes

contravariantes de g

Los momentos conservados a lo largo de una geodésica en la métrica de Kerr son

oM\ . 2Ma -
Pt = Gud® = <1 - > P+ =k (B.1)
T T
Y 2
2Ma . oM .
Do = Japi® = i <r2+a2+ ¢ )¢> = —h (B.2)
T

resolvemos (B.2) para ¢ y sustituimos en (B.1)

k = <1—W> r [—h—i— <T2+a2+2]\fa2>gj}] +2]7\ﬂ4aq.5

r

2 . . .
como (1 — %) (7“2 +a? + 2M“2> =A— (2]\7{[“) , se tiene que la tltima expresion es

() () )

2Ma T 2Ma
r 2M r
= — 1—— A
2Ma< r >h+2Ma ¢
de donde se tiene la ecuacién para (;5

. 1 [2Ma 2M
= — k 1——h B.3
o= s (-5 ®3

similarmente, resolvemos (B.1) para ¢ y sustituimos en (B.2) asi obtener la ecuacién de ¢ en
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términos de r y los parametros a, h y k

2Ma . 2Ma? oM .
—h = at—<r2+a2+ a)[k—(l—)t] d
T T T

oM oMa\?2. 2Ma? oM\ .
. ah:< a)t—<7~2+a2+ a>[k—<l—>t}
T T T T

2Ma\?, 2Ma? 2Ma\?| ,
:< a)t—<r2+a2+ a>kz+ A—( a)]t
T
de donde se tiene la ecuacion para f

T T

2

i = 1[<r2+a2+2Ma )k2Mah] (B.4)
A r r

Para calcular la ecuacién correspondiente a r usaremos la invariancia de la cantidad
9" pupy = €2, donde € es un parametro que convenientemente elegimos como 1 6 0, dependiendo
si la geodésica correspondiente es de una particula con masa m o un foton, respectivamente; para

ello ocupamos calcular los elementos contravariantes de la métrica. De (2.3) vemos que

gos 0 0 gs3

para calcular la inversa de (B.5) usaremos

1 1

g = mfldj (9)

ya que la matriz de cofactores es simétrica y real, Adj(g) coincide con ésta, entonces

911922933 0 0 —903911922
. 0 - (903)2 922 + 900922933 0 0
Adj (9) = )
0 0 —(903)” 911 + 900911933 0
—903911922 0 0 900911922

y el determinante es
Det (g) = g11922 |googss — (gos)’

asi de la inversa de (B.5) es

w=o0o0 -
o L o0 o0

gt = gut ) (B.6)
0 g22 O
go3 0 goo
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donde n = googss — (go3)*.

De la cantidad g"p,p, = € y de las ecuaciones (B.1) y (B.2) tenemos (para el plano

ecuatorial = %)

vy = g% (00)? + 20"pipy + 9% (09)° + 97 (pr)? = €

gtth _ 29t¢kh+g¢¢h2 +grr (pr)2 — 62

usando g, = g% y pr = grp7 resolvemos para 7

KV g (62 _ kQQtt + 2hkgt¢ _ h2g¢¢) (B?)

para usar los elementos de (B.6) primero veamos que n se reduce algebraicamente al introducir

explicitamente los elementos covariantes de g

OMr IMa2rsin20\ IMarsin? 0\ >

N = gtt9pp — (9t¢>)2 = — (1 - — ) <T2 +a®+ 2) sin’ 6 — <2>
P p p
p p p p
2 2 2 2
re+a)2Mr 2M 0
— _4inZp 7"2—|—a2—( 2) " agsm ]

p p

pero

— (7“2 + a2) 2Mr+2Ma’r (1 — cos? 0) = 2Mr3—2Ma’*rcos’f = —2Mr (7“2 + a? cos? 0) = —2Mrp?

asi

—2M7“,02

n:—sin29<r2+a2+ 5 ) :—Sin29(r2—|—a2—2MT)
o

n=—Asin?# (B.8)

con p? y A definidas en (2.4). Existen diferentes formas de expresar las coordenadas Boyer-

Lindquist|9], por simplicidad algebraica de los subsecuentes célculos usaremos la siguiente forma

A — a2sin® 0
a2s1n a2 + :
P p

AMarsin® 6 2 2 sin 6
ds? = AT 7 dtdg — %er — p2de? — %dqﬁz (B.9)

donde se define

22 = (r*+ a2)2 —a?Asin’ 6 (B.10)
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asi de (B.6), (B.8) y (B.9) se sigue que los elementos contravariantes de g son

o Y2sin2f 1
g ==
p?  —Asin?6
22
"= B.11
A (B.11)
1o 2Mar sin? 1
g =
p? Asin? 6
2Mar
= B.12
A (B.12)
A
g =—= B.13
e (B.13)
g = A —a?sin? 0 1
p? —Asin? 0
2 in2
¢¢:asm0—A B.14
g Ap? sin® 6 (B.14)
entonces la ec. (B.7) queda
2 A e2Ap? B k232 . 4khMar h2a2 - A
02\ p2A Ap2 Ap? Ap2
1
=—= [62 (7"2 —2Mr + a2) s (r4 + a?r® + 2M7"a2) + 4khMar — h* (a2 — 72+ 2Mr — a2)]
4
1
= —— [( = k) r* —2M PP + (a®€® — KPa® + 1) r® + (—2Ma’k* + 4khMa — 2Mb?) 7|
,
oMe*  a? (k? —€?) —h?  2M (a®k* — 2kha + h?
22 €+a( €) 4 (a a+h?)

r r2 r3
y finalmente tenemos la ecuacién de movimiento para r

oMe®  a? (k2 — ) — h? L 2M(h = ak)?
2

(B.15)

r r rd



Apéndice C
Integracion numérica en

la métrica de Kerr

En este apéndice se encuentran las ideas del codigo usado para la integraciéon numeérica de
(3.1) en FORTRAN 90 con los métodos de Biseccion y RK4 mediante 3 subrutinas y 3 funciones
externas. El codigo fuente completo se encuentra en http://capyc.fisica.uson.mx. Si bien
el programa es usado para el célculo de (3.1) la adaptacion a otra integracion en este tipo de
problemas (potencial efectivo de Schwarzschild y Kerr) es sencilla debido a la forma en que esta
escrito, basta con modificar las funciones externas vel.£90 y dr.£90 y los valores de las variables

a introducir en el programa principal.

C.1. main.f90

El programa principal es llamado main.f90. Es donde se llaman todas las subrutinas y se
usa la condicién de valor inicial para conocer los valores de r que son escritos en un archivo. En
main.f90 es necesario introducir directamente de pantalla una lista de valores que nos sirve para

realizar todos los procesos:
d Se ocupa para evaluar vel(r,L,E,a) en puntos distintos y encontrar el cambio de signo.

h1l Es el tamano del paso mas grande en la subrutina Error.90 para calcular el error de trun-

camiento local en el método Rk4.

h2 Es el tamano del paso mas pequeno en la subrutina Error.90 para calcular el error de
truncamiento local en el método Rk4. También se usa en el para encontrar el valor de r

con la subrutina RK4.£90.
L Es el momento angular de la particula por unidad de masa.
E Es la energfa de la particula por unidad de masa.

a Es el momento angular del atractor por unidad de masa.

43



Integracién numérica en la métrica de Kerr 44

r0 Es la condiciéon de radio inicial de la particula usada en el RK4.

Después damos los valores que se usaran en el programa, como el intervalo donde se bus-
caran las raices de vel.f90, la tolerancia del método de biseccién y un contador que nos serviré

para nombrar las raices.

I1=d !Extremo inferior del intervalo, ya que sabemos que r>0 para esta ecuacion
w=20._k !Extremo superior del intervalo, ya que sabemos que r>0 para esta ecuacion
T=1E-10_dp !Tolerancia del metodo

q=0 !Contador para nombrar las raices

Entonces llamamos a la subrutina Biseccion en un intervalo [I1,I1+d] para encontrar una raiz
D, si la encuentra que la nombre como la i-ésima (p;) y aumente el contador en uno, sino que
I1 sea ahora el nuevo I14+d y vuelva a llamar a Biseccion, asi en un ciclo hasta terminar el
intervalo w. Aqui ponemos una senal de salida cuando i es mayor a 3 ya que sabemos que la

velocidad tiene a lo mas tres raices. Una vez encontradas, las raices son escritas en un archivo.

Do
If(Abs(Il-w) < d) Then
Exit
Else If((vel(I1,L,E,a))*(vel(I1+d,L,E,a))<0._k) Then
I2=T1+d
Call Biseccion(Il1,I2,L,E,a,T,p)
q=q+1
Select Case(q) 'nombramos las raices con ¢
Case (1)
pl=p
Case(2)
p2=p
Case(3)
p3=p
Default Case
End Do
End Select

I1=I2
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Else
I1=I1+d
End If

End Do

Con las raices obtenidas, llamamos a la subrutina RK4.f90 con los valores necesarios para
resolver dr.f90: E, h2, L, a, r0, pl, p2 y p3. Finalmente usamos la subrutina Error.f90 para
generar una lista con valores de r calculados con distintos tamanos de pasos hl y h2 (mediante

RK4) concluyendo el programa principal.

Call Error(E,h1,h2,L,a,r0,pl,p2,p3)

End program main

Después la diferencia de las r’s es evaluada para calcular el error local de truncamiento

con (3.3).

C.2. Biseccion.f90

Mediante la subrutina Biseccion, una raiz p de vel.f90 es encontrada en el intervalo
[I1,I14d]| a una tolerancia especficada en main.£90. En el proceso se evalaa la funcion vel (r, L, E, a)
en un extremo del intervalo y a la mitad del mismo, se multiplican estos valores y se usa una
condicién logica para seguir disminuyendo el intervalo de nuevo a la mitad, moviendo la eva-
luaciéon del lado izquierdo si el producto de la evaluacién es mayor a cero y el derecho en caso
contrario. Asi, se repite el proceso hasta que la funcién vel sea cero, o aproximadamente cero
en la tolerancia especificada, cuando es evaluada en este nuevo valor del intervalo. Entonces este
ultimo valor del intervalo es identificado como la raiz buscada y se termina el programa con este

valor como p.

C.3. RK4.f90

Este método usa el valor inicial r0 para calcular el siguiente valor de r debido a un cambio
en ¢ del tamano del paso h2, asi que es necesario introducir r0 al comienzo del proceso o bien
de forma externa (Como se hizo). Con la entrada de los valores E, h2, L, a, pl, p2 y p3 desde
main se calculan los valores de los pesos k1, k2, k3 y k4 en el intervalo ¢0-+h2 [6] (Con ¢0 = 0)
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k1 = dr(r,L,E,a)

k2 = dr(r+0.5_k*h2+k1,L,E,a)
k3 = dr(r+0.5_k*h2%k2,L,E,a)
k4 = dr(r+h2*k3,L,E,a)

donde k es el kind especificado en main.f90, entonces un nuevo valor de r es calculado
r = r+signo* (h2/6.0 k) (k1+2.0_ kxk2+2.0 kx*k3+ k4) (C.1)

la variable signo esta para alternar el signo en los puntos de retorno, donde el signo de r debe
cambiar y no esta explicito en (3.1). El cambio de signo lo hacemos mediante las siguientes

condiciones

If((abs((vel(r,L,E,a))**(.5_k))<BE-4_k).and.(n>20)) then
signo =-1._k*signo
Else If((abs(pl-r)<4E-6_k).and.(n>20)) then
signo =-1._k*signo
Else if((abs(p2-r)<4E-6_k).and.(n>20)) then
signo =-1._k*signo
Else if((abs(p3-r)<4E-6_k).and.(n>20)) then
signo =-1._k*signo
Else

End if

donde n es un contador que marca el ntmero de veces que se ha encontrado un nuevo valor de r,
es necesario debido a la forma en que elegimos comenzar nuestro proceso, es decir, elegimos como
condicion inicial r0 ser igual a una raiz (la méas grande) pero en este valor tanto la velocidad
como 7 son cercanos a esos puntos donde los efectos de los puntos de retorno se presentan y el
programa se vuelve inestable. El problema es evitado ignorando las condiciones anteriores una
cierta cantidad de ¢’s, para nosotros es suficiente n = 20. Cada nuevo valor de phi y r son escritos

en un archivo hasta que una condicién sobre el tamafno de ¢ se cumple y la subrutina termina.

C.4. Error.f90

Esta subrutina usa dos métodos RK4 para calcular dos distintos valores de r, r1 y r2. Para

ello usa los mismos valores que la subrutina RK4.£90 a excepcion que aqui se usan dos tamanos
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de paso diferentes y entonces los valores calculados de ¢1, ¢2, rl y r2 son escritos en un archivo

de manera ciclica hasta que se cumpla una condicién sobre ¢1 6 ¢2 entonces termina Error.f90.

C.5. Funciones externas dr.f90, vel.f90 y sgn.f90

Las funciones externas usadas en el programa son aquellas necesarias para la solucion de
(3.1), éstas aceptan los valores de las variables declaradas en main.f90 con la misma presicion.
La funcién dr.£90 es (3.1) con E = k 'y L = h para evitar problemas con las variables nombradas

en el programa

dr = —(E*%2—1.0 k+20 k/r+ ((ax+2) % (E*%2—1.0 k) — Lxx2)/r* %2
+ (2.0 _kx(L—axE)x«2)/r+*3)xx(.5_k))* (r*=2+4 ax =2

—2.0 kxr)/((20_k)xaxE/r+ (1.0 _k—2.0_k/r)xL) (C.2)

donde se decidi6 usar el signo menos de (3.1) ya que la condicion inicial es el punto més grande de
r, entonces que los cambios dr sean menores a cero. La funcion externa vel.f90 es precisamente

(3.2) con E=ky L=h.

vel =(E*%2—1.0_ k+20 k/r+ ((a*x*2)* (Exx2—1.0_k)— Lxx%2)/(r*%2)

+ (2.0_k* (L —axE)xx2)/(r*x*3)) (C.3)

Por ultimo sgn.£90 se usa en Biseccion para cargar con el signo del producto vel(I1)*vel(I1+d)

de manera que el programa no se sature.
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