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Introduccidén

El objetivo de este trabajo es presentar algunas de las propiedades mas rele-
vantes y conocidas del conjunto de Cantor.

Mi interés por este conjunto tan fascinante se originé a través de los cursos
de Analisis de la Licenciatura en Matematicas, en los cuales se presenta como
una fuente muy rica en contraejemplos para conceptos propios de esos cursos.

Por otra parte, es dificil encontrar en la literatura una fuente en la que
se aborden y discutan las propiedades tan interesantes que posee el Con-
junto de Cantor, de una manera unificada y accesible para un estudiante de
matematicas.

Asi, con este trabajo se pretende dar un paso en esa direccién y, al mismo
tiempo, esperamos que pueda servir de apoyo para los cursos de Analisis
Matematico y de Topologia en la Licenciatura, en Matematicas.

Generalmente, cuando uno se encuentra por primera vez con el Con-
junto de Cantor, algunas de sus propiedades pueden parecer bastante sor-
prendentes. Por ejemplo, es un conjunto de medida de Lebesgue cero, no-
numerable; también es perfecto, denso en ninguna parte y totalmente dis-
conexo.

Estos resultados son, por si mismos muy interesantes, pero resultan de
mayor interés si uno trata usar esos conceptos para tratar de “medir” conjun-
tos. Por ejemplo, podemos preguntarnos cuando un determinado conjunto
es “grande” o “pequerio” en base a si satisface 0 no alguna de las propiedades
anteriores.

Por ejemplo, si nos basdramos en el concepto de cardinalidad, el conjunto
de Cantor serfa un conjunto muy grande, y los racionales por su parte, serfan
un conjunto pequefio, pero en cambio s pensamos en una definicién basada
en la idea de densidad, tendrfamos asj un concepto topolégico de pequefiez;
de este modo el conjunto de Cantor serfa muy pequeio, pues es denso en
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vi | INTRODUCCION

niguna parte y en cambio los racionales serfan un conjunto grande, ya que
son densos en [0, 1], y en general, en la recta real.

Como podemos ver los conceptos de pequeriez en términos de cardinalidad
y pequefiez en términos de densidad se contraponen por lo que no se ha
podido dar una definicién absoluta de cudndo un conjunto es pequero o
cuando es grande

Ademas, como el conjunto de Cantor tiene medida cero, pequefiez en
términos de cardinalidad y pequenez en términos de medida también se con-
traponen.

Este conjunto es usado en Teoria de la Medida para demostrar que la
o-algebra de Borel no es completa, en Topologia para ilustrar que es un
espacio métrico homeomorfo a n copias de si mismo, incluso a una cantidad
no numerable, lo cual no ocurre con R y R* n > 2.

El conjunto de Cantor aparece como contracjemplo en diversas dreas de
las matematicas, como es el caso de Analisis Numérico, Ecuaciones Diferen-
ciales Sistemas dinamicos y hasta en Estadistica, seria muy dificil que un sélo
trabajo abarcara todos estos tépicos, pues como es posible notar correspon-
den a dreas muy diferentes de las matematicas. En particular el siguiente
escrito se enfocé mas hacia la Topologia y Analisis, aunque esto no quiere
decir que ya no existan mds resultados referentes al conjunto distintos a los
que se tratan en el presente.

El primer capitulo es una breve resefia sobre los acontecimientos matemé-
ticos que ocurrieron durante los descubrimientos del conjunto de Cantor y
la Funcién ternaria. Ademads se da una hipdtesis sobre cémo Cantor pudo
haber dado con ellas.

En el segundo capitulo definiremos el conjunto de Cantor, al que denota-
mos por C, y veremos que hay al menos dos formas de hacerlo y mostraremos
que son equivalentes, una de ellas es bastante intuitiva y, por tanto, mds sen-
cilla de entender; la otra es mas formal o rigurosa en el sentido matemaético.
También caracterizaremos a los elementos de C como aquellos niimeros de
[0,1] en cuya expansién ternaria no aparezca el digito 1. Ademas de que
daremos algunos puntos conocidos del conjunto.

En el tercer capitulo resumimos algunos de los conceptos topolégicos que
seran de gran utilidad en los capitulos posteriores, por lo que podemos con-
siderarlos como un preambulo en donde se revisan algunos conceptos basicos
y resultados que son requeridos para probar algunas propiedades del con-
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junto de Cantor. Incluimos un poco de teorfa sobre sistemas limite inverso
y la topologia producto, ademis de algunas proposiciones al respecto que
culminan con el Teorema 3.21, el cual establece que dos espacios métricos
compactos, perfectos y totalmente disconexos son homeomorfos.

En el cuarto capitulo estudiaremos algunas propiedades topoldgicas que
distinguen a C, como es el hecho de que sea un espacio métrico totalmente
disconexo, denso en ninguna parte, compacto y perfecto. Veremos ademas
que es homeomorfo a n copias de sf mismo, incluso una cantidad numera-
ble. También daremos una caracterizacién topolégica de C' como un espacio
métrico, compacto, perfecto y totalmente disconexo.

En el siguiente capitulo analizaremos una funcién relacionada, con el con-
junto de Cantor, denominada la funcién Ternaria de C, la cual aplicaremos
para probar algunos resultados interesantes, tal es el caso de que aunque esta
funcién no sea absolutamente continua, es el limite de funciones que sf lo son,
ademas esta funcién nos serd titil para probar que la o-dlgebra de Borel no
es completa.

En el sexto capitulo veremos que C es un fractal, calcularemos su di-
mensién y veremos conjuntos de Cantor de dimensién mayor que 1, que
como ya sabemos, son homeomorfos.

El dltimo capitulo trata sobre conjuntos de Cantor generalizados, veremos
que es posible construir conjuntos perfectos, densos en ninguna parte que
tengan medida positiva, a diferencia de C.

Finalmente, agregamos un anexo en el cual se incluyen definiciones de
caracter topolégico, ademéds se enlistan muchas de las propiedades del con-
Junto de Cantor y que s6lo mencionamos pues tratar de probarlas haria muy
extenso el presente trabajo. En todo caso, el lector interesado en revisar
dichas propiedades puede consultar la bibliografia que hemos incluido y que
es mas o menos amplia.



viii INTRODUCCION



Capitulo 1

Resena histdrica

Ein esta parte presentaremos una breve introduccién histérica acerca del Con-
junto de Cantor y la Funcién de Cantor, un bosquejo de las ideas que se
consideraban en el tiempo de sus descubrimientos, y una hipétesis de cémo
Cantor llegé a ellas.

En particular, Cantor no fue el primero en descubrir “Conjuntos de Can-
tor”, ademds el descubrimiento de Cantor del conjunto y la funcién de Can-
tor no fueron motivados por geometria ni tampoco por algo que la involucre,
aunque esta sea la manera més usual en que se introducen estos objetos. De
hecho, Cantor pudo haber dado con ellos através de un programa puramente
aritmético.

El estudio sistematico de la topologia de conjuntos en la recta real SUrgio
durante el periodo 1870-1885 cuando los matematicos investigaban dos pro-
blemas:

1. Las condiciones bajo las cuales una funcién admitia una integral, y

2. La unicidad de las series trigonométricas.

Fue en medio del ambiente de estas investigaciones que dos descubrimientos
aparentemente independientes del conjunto de Cantor fueron hechos, cada
descubrimiento vinculado a uno de estos problemas.

Bernhard Riemann (1826-1886) pasé considerable tiempo en la primera
cuestion, y sugirié condiciones que pensaba podian dar una respuesta. Aunque
no discutiremos estas condiciones, notamos que una de esas condiciones es
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importante, ya que eventualemente guié al desarrollo de la teoria de medida
e integracién. Un paso crucial en esta direccién fue el trabajo de Herman
Hankel (1839-1873) durante principios de 1870. Hankel mostré, dentro del
trabajo de Riemann, que la integrabilidad de una funcién depende de la natu-
raleza de ciertos conjuntos de puntos relacionados a la funcién. En particular,
“una funcién, pensaba, es Riemann-integrable si y sélo si es discontinua pun-
tualmente”, lo que en términos modernos significa que, para cada o > 0 el
conjunto de puntos « en la cual la funcién oscila en més que o en cada vecin-
dad de x, es denso en ninguna parte. El razonamiento bésico de Hankel, fue
la creencia de que los conjuntos de la forma {2%} son prototipos para todos
los subconjuntos densos en ninguna parte en la recta real. Hankel afirmaba
que todos los subconjuntos densos en ninguna parte en la recta real podian
ser encerrados por intervalos de longitud arbitrariamente pequefia (es decir,
que tuvieran contenido exterior cero). Lo cual no es el caso.

Aunque la investigacién de Hankel en la naturaleza de ciertos conjuntos
de puntos fue muy importante, el hecho de que no consideré la posibilidad
de conjuntos infinitos -en particular, conjuntos infinitos densos en ninguna
parte- lo guié por mal camino. No fue sino hasta que se descubrié que los
conjuntos nunca densos podian tener contenido exterior positivo que la im-
portancia de conjuntos insignificantes en el sentido de teorfa de la medida,
fue reconocida. El descubrimiento de tales conjuntos, nunca densos con con-
tenido exterior positivo, fue hecho por H.J.S. Smith (1826-1883), profesor de
Geometria en Oxford, en un ensayo en 1875.

Después de una exposicién sobre integracién de funciones discontinuas,
Smith presenté un método para construir conjuntos densos en ninguna parte
que fue mucho mds “substancial” que el conjunto {5;}. Especificamente él
observoé lo siguiente :

Sea m cualquier entero mayor que 2. Dividamos el intervalo de 0 a 1
en m partes iguales, y extraigamos el iltimo segmento de cada division sub-
secuente. Dividase cada uno de los segmentos m-1 restantes en m partes
iguales; y omitanse los ltimos segmentos de cada subdivision subsecuente.
Este procedimiento se continia indefinidamente, se obtendrd un nimero in-
finito de puntos de division P sobre la linea de 0 a 1. Estos puntos yacen en
un orden vago ...

En terminologia moderna, el “orden vago” de Smith es a lo que nosotros

referimos como nunca denso. Implicito en el trabajo de Smith, estd la su-
posicion de que los intervalos extraidos son abiertos, asi que el conjunto
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resultante es cerrado. Actualmente, este conjunto vendrfa a ser conocido
como un conjunto de Cantor, y al parecer ésta es la primera publicacién que
se tiene de tal conjunto.

En el mismo ensayo, Smith muestra que al dividir los intervalos restantes
antes del n-ésimo paso en m" partes iguales y extraer el tltimo segmento de
cada subdivisién, se obtiene un conjunto denso en ninguna parte de contenido
exterior positivo. Smith se percaté de la importancia de su descubrimiento,
como €l mismo declara, “el resultado obtenido en el ultimo ejemplo merece
atencion, porque se opone a la teorfa de funciones discontinuas, el cual le ha
cobrado sancién a un eminente geometra, el Dr. Hermann Hankel”, y con-
tinda explicando las deficiencias en las teorias contemporaneas de integracién
que su ejemplo ilustran.

Es interesante notar que el ensayo de Smith fue largamente inadvertido
entre los matematicos europeos y desafortunadamente sus descubrimientos
cruciales fueron desconocidos. Casi una década después tomé el redescu-
brimiento de ideas similares por Cantor para ilustrar las deficiencias de las
teorfas contempordneas de teorfa de medida e integracion.

Georg Cantor (1845-1918) llegé a estudiar la topologia de conjuntos des-
pués de completar una tesis en teoria de ntimeros en Berlin en 1867. Empezé
a estudiar con Eduard Heine (1821-1881) en la Universidad de Halle en la
cuestion de la unicidad de series trigonométricas.

Este problema puede ser planteado como sigue :
Si para toda z, excepto en algiin conjunto P, se tiene que

1 o0
5% + Z(ancos(n:z) + bysen(nz)) =0

n=1
élos coeficientes deben ser cero
Heine respondié esta cuestién en sentido afirmativo “cuando la conver-
gencia sea uniforme en general con respecto al conjunto P, el cual se toma

finito”, lo cual significa que la convergencia sea uniforme en cada subintervalo
que no contenga puntos del conjunto finito P.

Cantor avanzé méas en este problema. En documentos de 1870 y 1871,
él omitié la suposicién de que la convergencia sea “uniforme en general” y
empezo a considerar el caso en que P fuera un conjunto infinito.
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En un ensayo de 1872, Cantor introdujo la nocién de punto limite de un
conjunto, que definié tal como la conocemos actualmente, llamé a los puntos
limite de un conjunto, el conjunto derivado, el cual denoté por P’. Entonces
P? era el conjunto derivado de P’, y asi en adelante.

Cantor mostré que si el conjunto P era tal que P = () para algiin entero
n y la serie trigonométrica
1 o0
—2-a0 + Z(ancos(nx) + b,sen(nz)) =0, .

n=1

excepto posiblmente en P, entonces todos los coeficientes deben ser cero. El
trabajo de Cantor en este problema fue decisivo, y doblemente importante,
ya que los conjuntos derivados jugarian un papel importante en sus trabajos
futuros.

_ Durante los afios 1879-1884 Cantor escribié una serie de ensayos titulados
Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten, que contienen el primer
tratado sistemdtico de topologia de conjuntos de la recta real.

En particular nos concierne la introduccién de tres términos en esta serie.
Cantor define lo que se conoce como conjunto denso (literalmente “iiberall
dicht”), término cuyo significado es todavia vigente. Da algunos ejemplos,
incluyendo el conjunto de nimeros de la forma 222," donde n y m son en-
teros, y contimia notando la relacién entre conjuntos densos y sus conjuntos
derivados. Es decir, P C («, ) es denso en (o, 8) si (y sélo si) P’ = (e, B).
Cantor discute también, la particién de un conjunto en dos componentes,
que él califica como reducible y perfecto. Su definicién de conjunto perfecto
todavia es vigente: Un conjunto P es perfecto si satisface que P = P

Cantor afirma que los conjuntos perfectos no necesariamente son densos.
En el pie de péagina de esta declaracién Cantor introduce el conjunto que
viene a ser conocido como el Conjunto Ternario de Cantor: El conjunto de
nimeros reales de la forma

:I?Z%L‘i"‘"i'%“‘i"“

donde ¢, es 0 0 2 para cada entero v. Cantor nota que este conjunto es infinito
y perfecto, con la propiedad de que no es denso en cualquier intervalo, a pesar
de qué tan pequefio se tome el intervalo.

Durante el tiempo en que Cantor estuvo trabajando en estos ensayos,
otros estuvieron trabajando en extensiones del Teorema Fundamental del
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Célculo para funciones discontinuas, Cantor dirigié esta cuestion en una
carta fechada en Noviembre de 1883, en la cual define el conjunto de Cantor,
Jjusto como la habia definido en uno de los ensayos citados anteriormente.
Define en esta carta la Funcién de Cantor, y esta es la primera aparicion de
esta funcién. Se define primero en el complemento del conjunto de Cantor
como la funcién cuyos valores son

Mg+t g4 2)

para cualquier entero entre

_ Cy Cu-1 1

R TR e

¢ 2
e B, 2
el LaUE 1= L)

donde cada ¢, es 0 0 2. Cantor concluye esta seccién de la carta haciendo
notar que esta funcién puede ser extendida a una funcién continua y creciente
en [0,1]. Lo cual sirve como contraejemplo a la extensién de Harnack del
Teorema Fundamental del Cleulo para funciones discontinuas, el cual estaba
de moda en ese tiempo.

No existe evidencia sustancial sobre cémo Cantor dio con el conjunto y
la funcién de Cantor. Sin embargo, en [11], J. F. Fleron propone la siguiente
hipétesis: Por el camino que tomd Cantor en la topologia de conjuntos, su
introduccidon aritmética del conjunto de Cantor y de la funcién de Cantor, y
su facilidad con los métodos aritméticos, es posible que sea dentro del marco
aritmético de expansiones binarias y ternarias que Cantor haya arrivado al
conjunto de Cantor y a la funcidn de Cantor.
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Capitulo 2

El Conjunto de Cantor

En este capitulo definimos el Conjunto de Cantor de dos maneras diferentes:
una que es bastante intuitiva y que podrfamos calificarla de tipo geométrico, y
otra un poco mas formal que la anterior, aunque también es ficil de entender.

Més aun, caracterizaremos a los elementos de este conjunto como aquellos
puntos del intervalo [0,1] C R en cuya expansion ternaria sélo aparecen los
digitos 0 y 2, lo cual simplificara el trabajo para resultados posteriores.

Gracias a esta caracterizacién nos serd posible presentar varios ejemplos
de puntos conocidos del Conjunto de Cantor. tales como % y 2, por mencionar
b 4 4’
algunos.

Por otra parte, también analizaremos algunas propiedades distintivas de
este conjunto, como lo son el hecho de que tenga medida cero y, al mismo
tiempo, sea no numerable.

2.1 Construccién del Conjunto de Cantor

Consideremos el intervalo [0,1] € R. Construiremos en este intervalo el
Conjunto de Cantor, que denotaremos por C.

Una manera de definir el conjunto de Cantor C es como sigue: Sean

Fo = {1}

F; = {3s — 2,3s},

7
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donde s € F;_y,5=1,2,3,....

De esta manera, vemos que
Fi={1,3}, F,={1,3,7,9), F={1,3,7,9,19,21,25, 27},

etcétera.
Es claro que cada F}, tiene 2* elementos, k = 0,1,2, 3, ...

Para cada k, definimos los conjuntos C como la unién de 2% intervalos

de la forma
ko ["PJ'~1 T:f]

il ey (2.1)

donde j =1,2,....,2% y r; € F; para k = 0, 1,2,3,... Esto es,
_ ko gk k
Ce=I, UL U..UTE,

Por ejemplo,
CU - [0, 1],
1 2
Cl = [07 5] U [3: 1]1

; 1 Z 27 8
6= oo t2 o1t L

etcétera.

Se define el Conjunto de Cantor como
c=[)C (2.2)
k=0

Notemos que cada C}, es cerrado, pues es unién de 2* intervalos cerrados,
cada uno de ellos de longitud 3% Ademas, es facil ver que

CoDCiDCDC3D e

Como [0,1] es compacto, se sigue que C' # () de acuerdo con la propiedad de
intersecciones finitas (ver definicién 3.1).

Observemos que el conjunto Cy, se obtiene a partir de Cy_; pues dividimos
cada uno de los intervalos que conforman Cy_; en tres partes iguales por lo
que obtenemos tres subintervalos por cada uno de los intervalos de Cy_; y
tomamos el primero y tercero de éstos, excluyendo el tercio medio (abierto).
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Esto sugiere que podemos interpretar la construccién anterior del modo
siguiente:

Del intervalo [0,1] quitamos el tercio medio E, = (3,2) y obtenemos el
conjunto
Cy = [07 1A\ Ellv
por lo que nos quedan dos subintervalos: [0,3] v (3,1].
De cada uno de éstos quitamos los tercios medios E; =33y El =

(9, 9) respectivamente, y se obtiene el conjunto
C2 = ([0, 3]\“91) U ([ I\ E) = i\ (B uED)

Los subintervalos que nos quedan son: 0,51 133, [3,7] [, 1].

Nuevamente, eliminamos de cada uno de éstos los tercios medios

1 2 7 8 19 20 25 26
EIZ oy e *‘,2: el 3: T e—— E.4: e Ry
? (27’ 27) B (27’ 27) B (27’ 27) ' e (27’ 27) ’

y se obtiene el conjunto
23-—-1

Cs = Cp \ (| EF)
k=1

En general, si se definen los subintervalos de [0,1]

Ej‘“ 3.5;,‘—2 383'*“].
n 3n ? 3n

para 8; € Fr_y,7=1,2,...,2 !, n = 1,2,3,... y hacemos

gre=it
E.= | E,

F=1

entonces el conjunto de Cantor es

C =[0,1]\ [j E, (2.3)

n=1
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Notemos que cada F,, es abierto, pues es unién de 27! intervalos abiertos,
cada uno de ellos de longitud 3%, Ademads, C es cerrado por ser el comple-
mento de un abierto en [0, 1].

En la figura siguiente podemos apreciar los primeros pasos que se dan en
la construccién del conjunto de Cantor C.

0 1
0 1/3 2/3 1
0 1/9 2/9 1/3 2/3 /9 8/9 1
slis lgies PO — [ — —s o—e
V] 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

2.2 Caracterizacion de los elementos de C

De acuerdo con la construccién de C, al menos los puntos extremos de cada
uno de los intervalos If_”; , definidos en (2.1), pertenecen a este conjunto; sin
embargo, éstos no son sus 1inicos puntos. De hecho C es no numerable, como
veremos mas adelante (proposicién 2.2).

Cada nimero real lo podemos expresar diferentes bases; en particular si
z € [0,1] C R, entonces puede expresarse en base 3 de la forma

(ee)

e Qm _ 0

r = 3m = Jv.agag....,
m=1

donde a,, € {0,1,2}. Esta expresion se llama la expansién ternaria de = y

nos servira para dar una caracterizacién de los elementos de C.

Proposicién 2.1. Sea x € [0,1]. € Cy si y sdlo si x tiene una exrpansion
ternaria de la forma 0.cyaz05... , donde a; # | para 1 € 1 €< k; ademds
ay,Qa, ..., ) son constantes en cada uno de los intervalos de Cy, para cada

k=0,1,2,3,....
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Demeostracién. Procedemos por induccién en k.

Si k=0, entonces Cy=[0,1] y la proposicién es valida, pues todo elemento
en Cy tiene una expansién ternaria.

En el caso k=1, se tiene que C; = [0, %] U [%, 1]. Luego, si z € I} = [0, é]
yz# %, entonces x = 0.0cp304. . ., por lo que ay # 1.

81 = %, entonces podemos tomar la expansién ternaria ¢ = 0.02222 . .
por lo que también se tiene a; # 1.

En el caso de que z € I3 = [%, 1] se tiene z = 0.2a3a304. .. y es claro que
(e 3] 7‘5 1

Vemos ademds que en cada uno de estos dos subintervalos o es constante,

Supongamos ahora que el resultado se cumple para n = k.

Sea I* uno de los 2* subintervalos cerrados que ocurren en C, con r € Fj.

Por la hipétesis de induccién, suponemos que la expansién ternaria de
cada elemento en I¥ tiene la forma,

O.nezes . .. 0k Brs1Bet2Bres . . .

donde oy, ay,...,a; permanecen constantes en este intervalo, o; € {0,2}
parat=1,2,....ky Brt1,Bres,. .., pueden variar.

El intervalo I¥ es de longitud ;1; v al dividirlo en tres tercios de igual
longitud, Bi41 = 0 en el primer tercio Y Bry1r = 2 en el tercer tercio.

En efecto, la expansién ternaria

0.0;0p03.. -ak5k+1ﬁk+2ﬂk+3 ce

es lo mismo que

aq 25} agz Q' ﬁk+1 ﬂk+2
3—+3—2+3—3+"'+3—k+§m+§m+"',

asi, al dividir el intervalo If = [%l, 3¢ en tres partes i guales, obtenemos tres
subintervalos:

r—1 3r—-2 Jr—2 3r—1 3Jr—1 »r
3k 7 gk+1 |7 | TgktL T gk4r |0 Jk+1 7 3k |

pues es claro que

Ry | 1 3r—~3+1__3r-—2

A O
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o~ 1 2 Ir—-34+2 3r-1
3k + g+l T gkl T gkl

De esta manera, By41 = 0 en ['5;' ; g’,:,z], donde hemos tomado la expansién

ternaria 0.cyoq0s ... ;0222 ... para el punto '“;’,;;;2 en lugar de la expresion
0.(110526‘13 & i O[kI.OOO Wik &

Es claro que para los puntos en (%L;f, ‘;’"TI%) se tiene g4 = 1.

Finalmente, 841 = 2 para los puntos del intervalo [351, %], donde hemos
tomado la expansion ternaria 0.ayazas...042000. .. para {,ﬁ en. lugar de
0.0110’2(!3 ‘e Oﬁk1222 A

Asi, al remover el intervalo (:‘;’;—:12, %,{—%) los puntos que quedan son aquellos
para los cuales fryq # 1.

Por lo tanto, los elementos de Cyy, tienen la expansién ternaria requerida
y se completa el proceso de induccién.

O

Notemos que € [0, 1], pertenece al conjunto de Cantor C si y sdlo si
z € C) para toda k, lo cual ocurre si y sélo si ¢ satisface la proposicién
anterior para cada k = 1,2,3,... Por lo tanto, los elementos de C son
aquellos puntos de [0, 1] en cuya expansién ternaria sélo aparecen 0y 2.

En los puntos con expansién ternaria de la forma
0.cpazay ... 1000, ..,

0.cjaq0s...0;1222. ..

se puede presentar ambigliedad, la cual se elimina al escoger las expansiones
ternarias
0.&10!203 sk ak0222 o ey

0.cyagay ... 2000, ..,

respectivamente.

Proposicién 2.2. C es no numerable.

Demostracién. Consideremos z € [0,1] y sea @ = 0.bybybs... su expansion
binaria, esto es, b; €{0,1}, donde tomamos la expansién binaria 0.11111....
para 1.

Sea f : [0,1] — C dadapor f(z) = f(0.bibbs...) = 0.(2b;)(2b2)(2b3) . ..
donde 0.(2b,)(2b3)(2b3) . .. se interpreta como una expansion ternaria para un
elemento de [0,1].
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® fes uno a uno: Sean z,y € [0,1], donde
T = 0.5‘,‘15[72233 155

Y = 0.y1y2y3 vit ®

son sus expansiones binarias. Supongamos que I(x) = f(y), luego,

f(z) = 0.(2z1)(22,)(2z3). ..
0.(2y1)(2y2)(2ys) . ..
= f(y)

donde esta expansién debe interpretarse como una expansion ternaria.
Como la representacion ternaria usando 0 y 2 es tinica, se sigue que

2.’1)1 = 2y1,2.’132 - 2y2,2.’b‘3 = 2_’[}3, S5

¥

por lo tanto
T1 = Y1,T2 =Y2,-..,

y asi,z =y,
® fes sobre: Seace C. S e = 0.cicac3.. ., donde ¢; € {0, 2}, entonces
C1 C3 C3
z=0-==,,
222

es un elemento de [0,1] tal que Jf(z) =¢.

De esta manera, concluimos que f es biyectiva, y por lo tanto, C es no
numerable. (]

Proposicién 2.3. C es un conjunto de medida de Lebesgue cero.
Demostracidn.
o0
¢ = n C
k=0

donde cada C}, es cerrado, pues

9k
Co=J 1,
m=]
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y cada I* es un intervalo cerrado. Asi I* es Lebesgue medible, pues es un
boreliano (ver seccién 5.2), por lo que O}, es también Lebesgue medible ya
que es unién finita de medibles. Vemos entonces que C es medible por ser
interseccién numerable de medibles.

Sea ) la medida de Lebesgue en R.
Como N
c =101\ E-
R=l

se tiene que

\C) = »\([&11\[]&)

n=1

A([0,1]) — A (m F)

Il

pues
A (U En) < 00
n=1
Luego
oo oo 271
MC) = 1= AME) =1-Y Y MED
n=1 n=1 k

e . L 2 L3278 1 2 7 8 18 39
Como ya mencionamos, los puntos 0,1,3,5, 51§29 9727 27227 27 272 277 *

y, en general, todos los puntos que son extremos de los intervalos I,f‘l que
usamos en la construccién de C son elementos de C.
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Pero notemos que la expansién ternaria de 41 es

(}_) = 0.020202...
4 3

por lo que % eC.

Pero multiplicar por 3 en base 3 equivale a recorrer el punto ternario un
lugar hacia la derecha, asi

l><3=0.2020202...= § )
4 4/

lo cual nos indica que 3 € C. Notemos también que i y % son simétricos
en [0,1] con respecto al punto %, hecho éste que es de importancia, como

27
veremos enseguida.

Similarmente, dividir entre 3 equivale a recorrer el punto un lugar hacia
la izquierda y tenemos

I 1 1
— X = =0.00202 o= | —
4><3 0.00202020 (12)3,
es decir, 11—2 € C.
Observemos ahora que % € C, pues (%)3 = 0.22020202... y de nuevo

ﬁ y % son simétricos en [0,1] con respecto a 5
Lo anterior sugiere que estd presente cierta simetria en el Conjunto de
Cantor y, de hecho, este es el caso, como lo demostramos a continuacion.

En efecto, decimos que un sistema posee cierta simetria o que es simétrico
con respecto a una transformacion, si al aplicar la transformacion al sistema,
éste no cambia, es decir, queda invariante.

Consideremos la siguiente transformacion
T:0,1] — [0,1] tal que

z— 11—z

Podemos notar que % es un punto fijo para 7.

Apliquemos esta transformacién al conjunto de Cantor: Sea z € C y
supongamos que

T = 0.51(‘)263 .
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es la expansién ternaria para x, con b; € {0,2},: = 1,2,...

En este caso,

y como b; =2 6 b; = 0, para cada i € N, se tiene que

T(.’L‘) = (0.0162()3 - .)3
donde ¢; € {0,2},i € N
De esta manera, vemos que T'(z) € C'y concluimos asi que T' deja invari-
ante a C. Esto nos dice que el conjunto de Cantor es simétrico con respecto
al punto 3 € [0,1].

De este modo es facil verificar que

13 111 1 3511 25 1 107 97 11 25 83

{Z’Z’E’E’?ﬁ’ 36° 36" 36’ 108 108" ﬁ’@’i’d@i’?ﬁé""}c <

Ya hemos dado ejemplos de nimeros racionales en C, demos ahora al-
gunos ejemplos de irracionales en C':

0.20220222022220 . . .
0.220220022000220000. . .
0.02202222002222220 . . .
0.00200220022200222200. ..

Obviamente, si recorremos el punto ternario una posicién hacia la izquierda
en cualquiera de estos nimeros, tendremos irracionales.



Capitulo 3

Preliminares topolégicos

En este capitulo introducimos algunos de los conceptos topoldgicos que serédn
utilizados para probar propiedades importantes de C en el capitulo 4. Ademds
se citan algunos resultados muy conocidos que nos seran de gran utilidad,
como lo es el Teorema de Heine-Borel, y se prueban algunos resultados so-
bre sistemas limite inverso, en los cuales se involucra la topologia producto;
todo esto culminara con el Teorema 3.21, que para nuestros fines, es el més
importante de este capitulo, pues establece que dos espacios métricos, com-
pactos, perfectos y totalmente disconexos son homeomorfos. Veremos que
estas propiedades caracterizan al conjunto de Cantor.

3.1 Conceptos basicos

Recordemos que un espacio topoldgico es una pareja (X, 7) que consiste de
un conjunto X y una coleccién  de subconjuntos de X, llamados conjuntos
abiertos, que satisfacen los siguientes axiomas:

1. La unién de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
2. La interseccién finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
3. X y el conjunto vacio {) son conjuntos abiertos.

La coleccién 7 es llamada una topologia para X.

En adelante, cuando se diga que X es un espacio topoldgico, deberd enten-
derse que se esta suponiendo que se tiene una topologia definida en X; solo

17
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cuando sea necesario especificar cual es esa topologia lo haremos de manera
explicita.

En un espacio topoldgico X, un subconjunto de X es cerrado si su
complemento es un abierto en la topologia de X.

Es posible dar ejemplos de espacios topoldgicos en los que un subconjunto
puede ser abierto y cerrado a la vez.

Un concepto muy relacionado con el de conjunto abierto es el de vecindad.
En un espacio topoldgico X, una vecindad U de un punto z es cualquier
abierto que contiene a x.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una base para esta topologia es una
coleccién B de subconjuntos de X (llamados elementos basicos) tales que

1. Para cada 2 € X, existe al menos un elemento basico B que contiene
azx.

2. Si x pertenece a la interseccién de dos elementos basicos By y B,

entonces existe un elemento basico Bs que contenga a @ tal que By C
B, N B,.

La topologia K generada por B se describe como sigue: Un subconjunto
U de X se dice ser abierto en X (esto es, un elemento de K) si para cada
z € U, existe un elemento basico B € B tal quexa € By BCU.

Una base local en el punto & € X es una coleccion de vecindades de
x con la propiedad de que cada conjunto abierto que contiene a x contiene
algiin conjunto de la coleccién.

Sea X un espacio topoldgico. Si Y es un subconjunto de X, entonces es
posible definir una topologia para Y en términos de la topologia de X. En
efecto, los conjuntos abiertos en Y son de la forma U NY, donde U es una
abierto en X. Con esta topologia Y es llamado un subespacio de X, y la
topologia es llamada la topologia relativa de Y con respecto a X .

PUNTOS LIMITE

Sea X un espacio topolégico. Un punto p € X es un punto limite o de
acumulacién de un conjunto A si cada conjunto abierto que contenga a p,
contiene al menos un punto de A distinto de p.

Un punto p € X se dice ser un punto limite de una sucesién {z,}52,
en X, si cada conjunto abierto que contenga a p contiene a todos, excepto
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a una cantidad finita de términos de la sucesién. Se dice entonces que la
sucesion converge al punto p.

Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico X, el conjunto derivado
de un conjunto A, que denotaremos por A', es la coleccién de todos los pun-
tos limite de A. Cualquier punto en A que no esté en el conjunto derivado es
llamado un punto aislado. Si un conjunto no tiene puntos aislados, se dice
que es denso en si mismo. Un conjunto es perfecto si es cerrado y todos
sus puntos son de acumulacién.

CERRADURAS E INTERIORES

La cerradura de un conjunto A se define como el conjunto A junto a sus
puntos de acumulacién, y se denota por A. Como un conjunto que contiene
todos sus puntos limites es cerrado, la cerradura de un conjunto puede ser
definida, de forma equivalente, como el conjunto cerrado mas pequefio que
contiene a A. Andlogamente, se define el interior de un conjunto A, deno-
tado por A°, como el conjunto abierto més grande que estd contenido en A,
o equivalentemente como la unién de todos los conjuntos abiertos en A.

Dos conjuntos A y B que tienen la propiedad de que ANB = ANB = 0,
son llamados conjuntos separados.

PROPIEDADES DE NUMERABILIDAD
Un conjunto A se dice ser denso en un espacio X si X = A,
Un conjunto A es denso en ninguna parte si (4)° = (.

Un conjunto se dice ser de primera categorfa en X si es la unién nu-
merable de subconjuntos X los cuales son densos en ninguna parte. Si ese no
es el caso, diremos que el conjunto es de segunda categoria.

Un espacio topolégico es separable si contiene un subconjunto denso
numerable.'

Se dice que un espacio topoldgico satisface el segundo axioma de nu-
merabilidad o que es segundo numerable si tiene una base numerable, Si
el sistema de vecindades de cada punto tiene una base local numerable, en-
tonces se dice que el espacio satisface el primer axioma de numerabilidad
O que es primero numerable,

Funciongs
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Una funcién f de un espacio topolégico (X, 7) a un espacio (Y, o) se dice
ser continua si la imagen inversa de cada conjunto abierto es un abierto.
Esto es equivalente a pedir que la imagen inversa de conjuntos cerrados en
Y sea cerrada en X.

Otra condicién equivalente a las anteriores la podemos dar de la siguiente
manera: La funcién f : X — Y es continua si para cada z € X y cada
vecindad V de f(z), existe una vecindad U de z tal que f(U) C V. 5i esta
dltima condicién sélo se cumple para un punto particular p, entonces se dice
que la funcién es continua en el punto p.

Una funcién f de (X,7) a (Y,0) es abierta si la imagen bajo f de cada
conjunto abierto en X es abierto en Y; la funcién se llama cerrada si la
imagen bajo f de cada conjunto cerrado es, a su vez, cerrada.

Una funcién biyectiva f : X — Y es un homeomorfismo si fy [~} son
continuas, o equivalentemente, si f es continua y abierta, o bien si f(A) =
f(A) para toda A C X. En tal caso, X'y Y se dicen ser topolégicamente
equivalentes u homeomorfos.

Una propiedad de un espacio topoldgico es topolégicamente invariante
o propiedad topoldgica si cualquier otro espacio homeomorfo al anterior
también posee esa misma propiedad. Por ejemplo, la conexidad y la com-
pacidad son invariantes topologicos.

3.2 Axiomas de Separacion

Los Axiomas de Separacién o axiomas T; son condiciones progresivamente
més fuertes que se imponen a los espacios topologicos y que nos ayudan a
diferenciarlos. A continuacién presentamos estos axiomas que fueron intro-
ducidos por Alexandroff y Hopf.

En lo que sigue X denotard un espacio topolégico.

Axioma Ty : Sia,b e X, existe un conjunto abierto O € T tal que se cumple
quea €0ybg06beOyatgO.

Axioma T, : Si a,b € X, existen conjuntos abiertos 0.,0y € T que con-
tienen a a y a b respectivamente, tales que b ¢ O,y ag O

Axioma T, : Sia,b € X, existen conjuntos ajenos abiertos O, y Oy que
contienen a a y a b respectivamente.
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Axioma 75 : Si A es un conjunto cerrado y b es un punto que no pertenece
a A, existen conjuntos abiertos ajenos O4 y Oy que contienen a A ya
b respectivamente.

Axioma Ty : SiAy Bson conjuntos cerrados ajenos en X, existen conjuntos
abiertos ajenos 0, y Og que contienen a A y a B respectivamente.

Axioma T5 : Si Ay B son conjuntos separados de X, existen conjuntos
abiertos ajenos O, y Op que contienen a A y a B respectivamente.

Si X satisface un axioma, T:, entoces X es llamado un espacio T}, a
excepcion de los espacios T} y Ts, para los cuales pedimos que también satis-
fagan el axioma 7).

Un espacio Tp es a veces llamado un espacio de Kolmogorov y un
espacio 7} se dice ser un espacio de Fréchet. §i o espacio, satisface el
axioma 13, entonces se le conoce como espacio Hausdorff,

Condiciones equivalentes al axioma T} son las siguientes:

I i) i]lteI‘SECCi(’)Il de todos los COH.UlltOS cerrados ue contienen a un
punto de X es el punto IIl.iSI’IlO.

2. La diagonal A % {(z,2) € Xx X} esun conjunto cerrado en el espacio
producto X x X.

Para ver més detalles sobre la topologia producto, ver seccién 3.4.

En estas condiciones, es ficil ver que se cumple el siguiente resultado:

Proposicién 3.1. Sean [y g funciones continuas de un espacio ltopoldgico
X en un espacio Hausdorff Y. Entonces el conjunto de todos los elementos
€ X para los cuales I(z) = g(x), es cerrado en X.

La idea de la demostracion es la siguiente: Si F': X — ¥V x V es la
funcién dada por z —s (f(x),9(z)), entonces esta funcién es continua y
el conjunto {z € X|f(z) = g(2)} es precisamente Ja, imagen inversa de la
diagonal de Y x Y, 1a cual es un conjunto cerrado pues ¥ x V es Hausdorff
(ver proposicién 3.11).

Proposicién 3.2. Seq X un espacio topoldgico y supongamos que para cada
par de puntos distintos ,& € X eziste una Juneidn continua f: X —Y,
donde Y es un espacio Hausdorff, de tal manera que f(z) # (). Entonces
X es Hausdorff,
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Demostracion. Si V y W son dos vecindades en Y de f(z) y f(&), respecti-

vamente, entonces f~1 (V) y f~!(W) son dos vecindades ajenas de z y de &
en X, respectivamente. O

De esto se sigue inmediatamente que todo subespacio de un espacio Haus-
dorfl, es a su vez Hausdorff. En efecto, si A es un subespacio de X, aplicamos

el resultado anterior a la inclusiéon natural ¢ : A — X y se sigue que A es
Hausdorff si X lo es.

3.3 Compacidad y Conexidad

Una coleccién A de subconjuntos de un espacio X se dice que cubre a X, o
que es una cubierta de X, si la unién de los elementos de A es igual a X.
A es una cubierta abierta de X si sus elementos son subconjuntos abiertos
de X. Un espacio topolégico X es compacto si toda cubierta abierta A de
X contiene una coleccién finita que también cubre a X.

Una condicién mas fuerte que la hipétesis de intersecciones finitas y que
es equivalente a compacidad la damos en la definicion siguiente:

Definicién 3.1. Sea X un espacio topoldgico y A un conjunto de indices.
Se dice que X satisface la propiedad de intersecciones finitas si dada
cualquier coleccion de subconjuntos cerrados de X, digamos {Aa}aen, de tal
manera que toda interseccion de un nimero finito de Als es no vacia, en-

tonces
() Aa #0

a€EA

No es dificil probar que un espacio topolégico X es compacto si y sélo si
satisface la propiedad de intersecciones finitas. Ver por ejemplo [17], p. 19.

Dos resultados muy conocidos y muy utilizados en topologia y que también
usarermos en este trabajo, son los siguientes:

Lema 3.3. Cada subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado.

Lema 3.4. La imagen de un espacio compacto bajo una funcién continua es
compacta.
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La demostracién de estos lemas puede encontrarse en cualquier libro de
topologia, en particular puede consultarse las referencias (20, 17].

Lema 3.5. Sea f : X —3 Y una funcion continua biyectiva. Si X es
compacto y Y es Hausdorff, entonces f es homeomorfismeo.

Demostracién. Probaremos que las imagenes inversas de conjuntos cerrados
de X bajo f~! son cerrrados en V.

Sea A cerrado en X, entonces A es compacto, pues X lo es.

Ademds f(A) es compacto por ser la imagen de un compacto bajo una funcién
continua.

Como Y es Hausdorf, f(A) es cerrado en Y, ya que cada compacto en un
espacio Hausdorff es cerrado. O

Una cubierta {V;} de un espacio X es un refinamiento de una cubierta,
{Us} si para cada Vj existe un U, tal que Vg C U,.

CONEXIDAD

Sea X un espacio topolégico. Una separacién de X es una pareja (U, V)
donde U/ y V son subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X, tales que
UUV = X. El espacio X se dice ser conexo si no existe una separacién
de X. Un espacio conexo X es degenerado si consiste de un sélo punto.
Un subconjunto en un espacio topolégico X es un conjunto conexo si no
es la unién de dos subconjuntos separados de X. Dos puntos de X son
conexos en X si existe un conjunto conexo que los contenga. Esta relacién
entre los puntos de un espacio es una relacién de equivalencia, va que la
union de una familia de conjuntos conexos que tenga interseccién no vacia
es conexa. Las clases de equivalencia son llamadas las componentes (o
“componentes conexas”) de X. Las componentes de X son precisamente los
méximos subconjuntos conexos de X.

Un espacio es totalmente disconexo si sus tinicos subconjuntos conexos
son los conjuntos formados por un sélo punto.

Decimos que X es totalmente separado si para cada par de puntos
a,b € X existe una separacién (U,V)talquea e Uy be V.
Un espacio Hausdorff en el cual la cerradura de cada conjunto abierto es
abierto es llamado extremadamente disconexo; equivalentemente, un es-
pacio Hausdorff es extremadamente disconexo si y solo si el interior de cada
conjunto cerrado es cerrado, o si conjuntos abiertos ajenos tienen cerraduras
ajenas.
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ESPACIOS METRICOS

Una métrica para un conjunto X es una funcién
d: X xX —R
que satisface las siguientes condiciones para todo z,y,z € X:
L. dla,2) =0
2. d(z,2) < d(z,y) +d(y,2)
3. d(z,y) = d(y, )
4, siz #y,d(z,y) >0,

Llamamos a d(z,y) la distancia entre z y y.

Una métrica muy conocida es la denominada métrica euclidiana en R",
la cual esta definida de la siguiente forma:

d(;l;,y) = \/(E] = ’1‘]1)2 R (é.n - nﬂ)z?
donde z = (&)iey, ¥ = (mi)izy, @,y € R™

Es posible usar una métrica para definir una topologia en X tomando
como base todas las bolas abiertas

B.(z) = {y € X|d(z,y) < €}.

Un espacio topoldgico junto con la métrica que induce su topologia, y que
denotaremos por (X, d), es llamado un espacio métrico.

El didametro de un subconjunto no vacio A del espacio métrico (X, d) se
define como el numero

diam(A) = Sup{d(ai1,az) | a1,a2 € A}.

Cuando el didmetro de A es finito, se dice que A es acotado.

Una funcién f: X — Y, donde (X, d) y (Y, d) son espacios métricos, se
dice continua en xp € X, si dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

d(f(z), f(z0)) < € siempre que d(z,zq) < 6.
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Un espacio topolégico (X,7) se dice metrizable si existe una métrica
d la cual induce la topologia 7. Un espacio topoldgico tiene una base o-
localmente finita si tiene una, base que es la unién numerable de familias
localmente finitas.

Decimos que un espacio topolégico (X, 7) es topolégicamente com-
pleto si existe una métrica d, que induce la topologia 7 tal que (X,d) es un
espacio métrico completo.

Citamos ahora un resultado que es muy utilizado en Anglisis y Topologfa,
cuya demostracién no incluimos aqui pues es bastante conocida. Ver por
ejemplo [15].

Teorema 3.6. (Heine-Borel) Sea K  R™, con la métrica usual (euclidiana),
entonces K es compacto si Yy solo si K es cerrado y acotado.

3.4  Espacios producto

Sea A una familia de indices y sea {Xa}aeca una familiade espacios topolégicos
Xa, con a € A.

El producto de los Xo se define como el conjunto

I % = {f ‘A — (J Xo| flo) € x} (3.1)

aEA aEA

Como un caso particular, podemos verificar que si A es finito, entonces

(3.1) coincide con el producto cartesiano de la teorfa elemental de conjuntos:
Sea A ={L,2,... ,n}. Luego ,

=1

1Ix: = {f:{1,2,...,n}——+ OXf[f(z')eX,-, izl,?,...,n}

Si hacemos f(i) = z;, entonces cada elemento f € IT X podemos identifi-
carlo con un punto (:cl,:tg,...,a:n) en Xy % Xo 5% «on 3¢ X

Reciprocamente, dado (y1,9,. .. Un) € Xy % Xy % v+ x X, existe una,
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funcién g € [[ X: tal que

g(l) = U,
9(2) = v
g(n) = yn

por lo que
HXi = {(:cl,asg,...,:nﬂ)lmg € X;} = X1 x Xz X . o
i=1

Supongamos ahora que A = N ={0,1,2,3,...}. En este caso se tiene

Ix= {f:{0,1,2,3,...}—4—>UX.5|f(i)€Xg, i=o,1,2,...}

1=0 =0
Si hacemos
f(O) = o
f(n) = zn

entonces cada elemento f € 152, Xi podemos identificarlo con un punto

(:cl,a:g,...,:cm...).

Reciprocamente, dada una coleccién infinita (Yo, ¥1,Y2s-«+1Yns - .) con
y;: € X;, existe g € [[i2 Xi tal que
9’(0) = Yo,

9(1) = U

g(n) = Yn
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y de esta manera
oo
HXi = {(:C1,$g,...,$n,...) |.”L‘,' & XT}
=1

En el caso general, un punto z € [T.ex Xa lo representaremos como
@i (o boa

Definimos la proyeccién 7z de I1.ea Xa sobre X5 como la funcién

g [[ Xo — X3 (3.2)
a€h
tal que
ma(f) = f(7).

La topologia producto en [1.ca Xa se define como la minima topologia
que hace continuas a las proyecciones (3.2).

De esta manera, si V3 C Xp es un abierto, entonces, en la topologia
producto,

m5'(Vs) = {f € HXO, |ms(f) € Vﬁ}

aEA
es abierto en s X

Notemos que si V, es un abierto en Xa para cada o € A, entonces los
bésicos para la topologia producto son los conjuntos

[TV,

€A

donde la notacién [] V,, significa que V,, = Xa, excepto para un nimero finito
de indices.

Probaremos a continuacién un resultado que usaremos con bastante fre-
cuencia en este trabajo y generaliza un hecho muy conocido para funciones de
un espacio métrico X en un producto ¥; x Y2 x - x Y, de espacios métricos:
la funcién

g:X Vi x¥; x x Y,
T :

iy (91(17)192(3:)1 i g ,gn(:l:))
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es continua si y solo si cada una de las funciones componentes gy, ga,...,9x
lo es, donde g; : X —— Y esta dada por g;(z) = (m; o g)(z), y la funcién m;
es la proyeccion en la componente Y;.

Proposicién 3.7. Sea f : A — [[,cp Xo una funcion tal que f(a) =
(fal@)) sen, donde fo : A — X, para cada . Supongamos que [], 4 Xo
tiene la topologia producto. FKnlonces la funcién f es continua si y solo si
cada funcion f, es continua.

Demostracion. Supongamos que f es continua. Sabemos que

fe=mgof

pero mg y f son continuas, luego su composicién, fg, es continua.

Supongamos ahora que f, es continua para cada o € A. Por ser mg
continua, si tomamos Uz abierto en Xg, entonces ﬂEI(UB) es un elemento
sub-bésico para la topologia producto en X,. Luego

F~H(rg ' (Up)) = (mp 0 )" (Us) = £ (Up).

Como fs es continua, f;'(Us) es un abierto en A, en consecuencia, f es
continua. O

De esta proposicion se sigue directamente el resultado siguiente:

Proposicién 3.8. Sean {X.}aer ¥ {Yataea dos familias de espacios topo-
légicos y supongamos que para cada o € A se tiene definida una funcion
fa : Xy — Y,. Una condicidn necesaria y suficiente para que la funcion

Fe][ X« — JIYa

ach a€A
(xa)GEA R (f<1($a))aEA

sea continua en el punto ¢ = (qa)aen, €5 que fo sea continua en q, para cada
a €A

Demostracion. Supongamos que f es continua. Para cada v € A sea

ﬁv:)cr_"+ II‘X;
a€A
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de tal manera que

Ty(gy(24)) = 2,
Ta(gy(2,)) =qa  para a#7y

Notemos que en el primer caso se trata de la funcién identidad y en el segundo
caso de una funcién constante, y como sabemos, ambas son continuas. Luego,
por la proposicién anterior, se sigue que g, es continua. Pero fy = o 8 Fagy,
es continua en g, pues es composicién de funciones continuas.

Reciprocamente, si cada [, es continua y si ¢ = (z4), entonces f es la
funcién dada por

T+ fo(ma(z)),

y la proposicién anterior nos dice que f es continua. a

Sean X y Y dos espacios topolégicos y f : X —3 Y una funcién arbi-
traria. Recordemos que la gréfica de la funcién f es el conjunto

Gt € {(z, f(z)) € X x Y}

y Gy, con la tpologia relativa, es un subespacio topoldgico del espacio pro-
ducto X x Y,

Un resultado que es consecuencia de la proposicién 3.7 y que involucra la
grafica de una funcién es el siguiente:

Proposicién 3.9. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y f +: X — Y
una funcion entre estos dos espacios. Entonces [ es continua si y solo si la
funcion

g: X — Gj
z — (e, f(2))

es un homeomorfismo.

Demostracién. (Necesidad). Es trivial probar que g es biyectiva. La con-
tinuidad de g se sigue del hecho de que sus funciones componentes son la
identidad y f, por lo que si f es continua, entonces la proposicion 3.7 nos
asegura la continuidad de g. Ademds, notemos que g~! es la restriccién de
7 en Gy:
gt Gy — X

— o

(z,f(z))
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y es claro que
=1,
9 =mlg,

donde
ﬂ‘]'Gf:Gf — X
(z, f(z)) — =

es la restriccién a GGy de m : X x Y — X, la proyeccién en.la primera
componente. De esta manera, es claro que g~' es continua.

(Suficiencia). Como f = m; 0 gy g es un homeomorfismo, se sigue que f es
continua. .

Como un corolario inmediato de este resultado se tiene:

Proposicién 3.10. Sean X y Y espacios topoldgicos. Para cada q € Y la
funcion

h: X — XxY
g 3 (g9

es un homeomorfismo de X en el subespacio X x {q} de X x Y.

Demostracion. La prueba es inmediata pues basta aplicar la proposicién 3.9
a la funcién constante

F:X — Y
T — q.
la cual es continua, pues Gy = X x {q} y h(X) = X x {q}. O

Probaremos ahora otro resultado que nos sera de gran utilidad en la
siguiente seccion. Sin embargo, antes de enunciarlo haremos algunas obser-
vaciones.

Siz,y € X =[], X4 son dos puntos en el producto, entonces podemos
representarlos como = = (Za)aea ¥ ¥ = (Ya)aer ¥

Wﬁ(.’ﬂ) = &g € Xﬁ

ma(y) = yg € Xp
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Luego, es claro que si = 3 y, existe v € A tal que
m(@) # m(y).

Por otra parte, las proposiciones 3.7 y 3.8 nos permiten generalizar la
proposicién 3.10 para productos arbitrarios. De esta manera, si {X,}aea €3
una familia de espacios topolégicos, entonces cada X, es homeomorfo a un
subespacio del producto ], X,. Usaremos enseguida estos resultados.

Proposicién 3.11. Todo producto de espacios Hausdorff es de nuevo un
espacio Hausdorff. Reciprocamente, si un producto de espacios no vacios es
Hausdorff, entonces cada uno de los factores es un espacio Hausdorff.

Demostracion. Sea X = []_, X, un producto de espacios topolégicos. Si =
y y son dos puntos distintos de X, entonces para algiin indice v se tiene
my(x) # 7y (y) y la proposicién 3.2 nos dice que si los X, son Hausdorff,
entonces X también lo es. Para probar lo reciproco, basta observar que si
X es Hausdorff y cada X, es no vacio y ademas, cada X, es homeomorfo a

un subespacio de X y, por lo tanto, X, es Hausdorff. Ver detalles en [6], pp.
77, 78. O

3.5 Sistemas limite inverso

1

Sea Xo, X1, X3, -+ una coleccién numerable de espacios topolégicos, y su-
pongamos que para cada n > 0 existe una funcién continua

fn : Xn S Xn—l

La sucesion de espacios y funciones {X,,, f,} recibe el nombre de sucesién
limite inversa y podemos representarla por medio del siguiente diagrama:

' fn fn—
o Y 26 00 B B o By n B gp. g e
Notemos que si n > m, entonces existe una funcién continua

fn,m : Xy — Xm

dada por la composicién

fn,m = fm+1 o fm+2 ©...0 fn—l o fn
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n x fn— m Lo m
‘—}Xnii n_1“‘—;"'u-§Xm+1{‘i;Xm“L}Xm_1—>'-'

Consideremos la sucesién (Zo,1,. .. &y4,...) de tal manera quez, € X, y
Tn = fn41(Zns1) para todo n > 0. Podemos identificar esta sucesion con un
. . 00 - : sz
punto en el espacio producto [[°%, X,, al considerar la funcién

v:{0,1,2,...} — |J X.
n=0
dada por
p(n) =z,

De esta manera, el conjunto de todas estas sucesiones forman un sub-
conjunto del espacio [[22, X,, el cual es un subespacio topoldgico con la
topologia relativa, al cual se le llama el espacio limite inverso de la

sucesién {X,, f,} v lo denotaremos por X...

Lema 3.12. Sea {Xu, fu} una sucesién limite inversa. Si cada f, es una
funcion sobre y si TnpyTngy - ovs Tnyy oo €5 un conjunto de puntos tales que
Tn, € Xy, parai = 1,2,3,... y tal que 1 < j implica que Jaini(@n;) =

Ty, entonces existe un punto en X., cuya coordenada en Xag 65 By, 1 =

1,2.3,. ...

Demostracién. Es necesario distinguir dos casos en la prueba de este resul-
tado.
Caso I: {2y, 20,,...,2,,,...} es infinito.

Sea n € {0,1,2,...} arbitrario. Entonces existe n; € {n1,na,...,n4,...} tal
que n; > n.
. def ¢
De esta manera, si n; = n, hacemos z, = Tn; Y 81 n; > n, entonces

¥ def § & .,
definimos x, = Ju,m(2;). En estas condiciones, la sucesién (zo,Z1, T2, . . )
es un elemento de X..

En efecto, para probar esto, es necesario verificar que
(7)) = € Xy
(#8) forr(zrp) = 24

para k =1,2,3,....
Si damos n = 0, entonces existe n; tal que n; >0y
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e S5in; =0, entonces o = Tn; € Xn; = Xo. Luego 24 € Xo.
e 5in; >0, entonces zg = Jnjo(2n,) pues
fnj,o : Xn, — Xo
frjo=fiofao...0f,
por lo que zg = fry0(en;) € Xo.
Si ahora suponemops que n = 1, entonces existe n; tal que n; > 1y

e Sinj =1, entonces z; = Tn; € Xn, = X1, por lo que z; € X,
Como n; > 0,

To = fn,-,o(ﬁin) = fl,o(ﬂfl) = fl(-”ﬂl),
por lo tanto, zy € X,.
* Sin; > 1, entonceszy = f, 1(2n,)

Jaga : Xy — Xi,
por lo que

fai(#n;) = 21 € X1,
Como n; > 0, setienexy = Jnso(n;) y

Frjot Xn, — Xo
y se sigue

fry0(an;) = 20 € Xo

Veamos ahora que f; 1(z1) = zo: Tenemos

fn,-,0=f1°f2°---°fn3

¥
Jrji=faofao...0 fp,.
Luego,
(fl Q fnj,l)($n,) = fl(fnd,,l(:f-'nj)) = fi(zy)
fioefuu=fio(fao fao...0 fr;) = fn0-
Asi,

(fl o fng-l)($ﬂ3') = fnj,O(a-'"nJ-) = To,

por lo tanto fi(z;) = .
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Sin = 2, entonces existe n; > 2, y de esta manera,

® para n; = 2, se tiene x4 = Ty, € Xy, por lo que 2, € X,.
Como 2 = n; > 1, se tiene z; = Jaji(@n,) = fai(zs) € Xy; asi,
faa1 = fa, por lo que fo(z;) = z,.
Ademds 2 = n; > 0, luego z¢ = fajo(Zn,) = fap(z2) € Xo ¥ foo =

fio fa, por lo que
f2,0($2) == fl(f2($2)) = fl(iE]) = Ty v

e sin; > 2, entonces z; = fn;2(%n,;). Pero
fnj,Z : an — X,
De este modo, z3 € X,.

Es claro que si continuamos este proceso de manera indefinida obtenemos

una sucesion
(.’l’,‘g,.’]’)l,-'l','g, ey Ly )
de manera tal que fi11(Thg1) = 2, y 2, € X,.
Caso Il : Supongamos que el conjunto {x,,,z,,,...} es finito.
En estas condiciones, existe ny que es el mayor de los indices N1y Roy ...y Ngog,
y para n < ny definimos
Ln = fnk.n(‘r“k)

Asi,

. = f“k;o(mﬂk)

Tf = fnkrl ('1‘."%)

T, = f'nk,n(':cﬂk)

No es dificil verificar que fi11(zi41) = x4, con @; € X;. Esto nos define
los primeros (n + 1) términos de la sucesién, y tenemos asf la base para una
prueba por induccién.

Supongamos ahora que se ha definido z,, para m > n y que cumple con
las propiedades requeridas. Sabemos que cada f; es sobre y se tiene, ademas,
que &, € Xy, y que fr(am) = 2p_1.
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Como
fm+1 : Xm+1 S Xm

es sobre, existe € X,,,; tal que
Jmaile) =an e X,

Definimos 2,,,; = z.

ASL; Thigy € Xomt1 ¥y cumple Smt1(Tmi1) = Zm. Por lo tanto, se ha com-

pletado el proceso de induccién y se tiene definida una sucesién (Do « v D o «

que es un punto de X,,. O

La hipétesis de que cada funcién fn debe ser sobre en el lema anterior
no se puede omitir, pues de ser asi el espacio X, pudiera ser el vacio y
presentamos un ejemplo concreto donde se ilustra este caso.

Consideremos una sucesién de espacios discretos numerables

Xy = U{xn,m}, rn=10,12,...
m=1

Definimos una familia de funciones
fn X, — Xn—l

de la siguiente manera:
fn(wn,m) = Tn—1,m+1-

Claramente, esta es una sucesién limite inversa. Veamos ahora que las fun-
ciones f, no son sobre.

En efecto, si empezamos con un punto zo; € X; e intentamos formar un
punto de X, entonces sélo podriamos construjr las primeras j coordenadas
pues

Silzria1) = =z
f2($2,j—2) = 1,541
f3($3,jh3) = T2,j-2

.fj—1($j—1,1) = ITj_29
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y nos vemos forzados a parar este proceso pues si intentamos construir la
coordenada j + 1 se debiera tener

fi(zj0) = 2j_1,1

lo cual no es posible ya que z;0 es un punto indefinido pues para cada o 3
zjo ¢ X;. Notemos ademas que esto no depende de la numeracién de los
elementos de x,,, de cada X,,. La figura siguiente puede ayudar a visualizar
lo que acabamos de explicar:

Ji fiz fi-2 Ja f3 f2 S
){j_"_—"‘_X_j_l—_‘_b Xj_g X3 Xg Xl—_" Xo
Tj-1,1 —F Lj_22 — T332 F——}CEI,J;N“——) To,j

Como no podemos construir més alld de la coordenada j-ésima debido a
que no todas las funciones f, son sobre, es claro que X, no posee elemento
alguno.

Ahora probaremos un resultado que nos asegura que el espacio limite

inverso X, es no vacio si los espacios X,, satifacen ciertas condiciones.

Teorema 3.13. Sea {X,, f.} una sucesidn limite inversa, de tal manera que
cada X, es un espacio Hausdorff, compacto. Entonces X., es no vacio.

Demostracion. Para cada n > 1, definimos Y, como el conjunto de todas las
sucesiones (pg, P1, P2y .- -, P, . ..) tales que

fi(pj) = piz

para 1 <j <n.

i = {(Poapl,P:a,---)\fl(Pl)ZPo}
Yo = {(po,p1,p2,.. ) falp2) = p1, fi(p1) = po}

-

3 = {(Posp1y P2, p3, - - N fa(ps) = p2, fa(p2) = p1, fi(p1) = o}

Notemos que
HO¥ 0¥ IV,
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Cada Y} es un subconjunto de [172, X, v ademas, Y; es cerrado para cada k.
En efecto, para probar esto esto, mostraremos que ITh—o Xu \ Y3 es abierto.

Sea g € [[o2, Xn \ Yx para algtin & dado. De este modo, podemos suponer
que

q= (QD, 91+ 92,93, . . ) S H Xn
n=0

Como ¢ ¢ Y4, existe j con 1 < j < k tal que

fj+1(fi'j+1) # 4q;

donde gj41 € Xjp1 ¥ figr 1 Xjp — X;.

Pero X; es Hausdorff, por lo que existen abiertos Uj y Vi en X; tales que
9% € Uj, fi+1(gj41) € V; y ademds U; N V; =0,

Sean Vi1 = f71(V;) y U, un elemento bésico de neo X, tal que g € U,
pero ademads con U; y Viy, como factores de Uy

Sip = (po,p1,p2,...) € Y, y ademds P = (po,p1,p2,...) € U, entonces se
tiene p;y1 € Viy1 y pj € V; pues, por definicién, V., = 74 (V) y dado que
P = (Po,p1,p2,...) € Y, se tiene Fe(pe) = pr—y para 1 < k < n.

Sik=j+1, entonces fiy(pjs1) =p; y

fi+1(Vip1) = fj+1(f;111(Vj)) cV;

Pero pj1 € Vigr, asi, fi11(pjs1) € Vj. Por otro lado, fiv1(pit1) = pj, luego
p; € V. Ademds como p = (Poy 1,2, . ..) € U, se tiene que p; € U; (pues el
J-¢ésimo factor de U, es Uj). Asi, p, e U; N Vi, lo cual contradice el hecho de
que U; y V; sean ajenos.

Esta contradiccién viene de suponer que p = (pg,p1,ps,...) € U,, por lo
tanto U, N Y; = (.

Hemos probado entonces que para cualquier ¢ € []™ X, \ Y4, existe un
abierto U, totalmente contenido en 1o Xn\Yz. Asi, T[], X,.\Y; es abierto.
Por lo tanto Y}, es cerrado.

En consecuencia, tenemos que cada Y}, es cerrado y que i O¥; 0¥ D....

Ademads [T X,, es compacto, pues cada X, lo es (Teorema de Tychonoff)
v {Y} satisface la hipétesis de intersecciones finitas, por lo tanto

N, £0.
n=1
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Pero, por otro lado, es facil ver que

pues si z estd en esa interseccién, entonces © € Y, para todan =1,2,...y
r = (zo, 1,22, T3,..-Tn,...) por lo que se satisface fry1(2ir41) = 2k por la
defincién de la coleccién {Y,}.

Esto prueba que Xo, # 0. ‘ O

Sean {A,, fu}, {Bn, ga} dos sucesiones limite inversas.

Sat1 f St fn—2 fa f
My A, 2 AL Ty A, /2 e y Ay —4 Ag
l‘ﬂn J*Pn—l l¢n-2 VL':iol. J/V’O
y B, sy B,y —— B,_2 Yoo y By » By
In+l an In—1 n—-2 gz g1

Una funcién @ : {A,, fu} — {Ba,g.} es una coleccién {p,} de funciones
continuas ¢, : 4, — B, tales que

Gn o (Pn = (Pn—l o fn

para cada n.

® induce una funcién
(10 : AOO 5 BOO)

de la siguiente manera:
Si (ag, a1, az, as,...) es un elemento de A, entonces
ola) = ¢(ao,a1,a2,as,...)
f
= (wo(ao), p1(a1), pa(az), pa(as),...)
y debemos probar que ¢(a) € Be.

Pero vemos que
olao) € Bo,

901(01) € By,
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(pﬂ(aﬂ) E Bna

y ademds, es necesario verificar que

q(pr(ar)) = o(ao),

92(p2(a2)) = w1(ay),

lo cual se se sigue del caso general, si vemos que

9n ((Pn (an)) = @n-1 (an_1)

para cada n.

Pero notemos que

gn(san(an)) = (gn o Wn)(an) = ((Pn—l © fn)(an) == Son—l(fn(an)) = (-Pn—l(an—l)-:

por lo que se tiene el resultado.
La funcién ¢ que induce ®, satisface una propiedad muy importante en
topologia:

Teorema 3.14. La funcidn o : A, —s B, inducida por ® : {An, fn} —
{Bn,gn} es continua.

Demostracion. By, es un subespacio topologico del espacio producto [[22, B,,.

De esta manera, la funcién inducida ¢ : Ass — B, la podemos ver como
una funcién

cp:AOC,-——}].Q:IBn

n=0

Sia = (ag,ar,as,...,a,,.. .) € Ay, entonces

¢(a) = (@0(‘10)5901(&1)7 ea(az), ..., LPn(afn): o)

- En cada coordenada, ¢(a) estd definida por medio de una funcién continua

¢n: Ap — B,
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@o(ao) es la primera coordenada de ¢(a), pero ¢g : Ag — By es una funcién
continua, por hipdtesis.

@1(ay) es la segunda coordenada de ¢(a) y ¢; : A; — B, es continua.
En general ¢,(a,) es la (n + 1)-ésima coordenada de ¢(a) y ¢, : A, — B,
es continua. De aqui se sigue que ¢ es continua. O

Un concepto que generaliza el de sucesion limite inversa es el de sistema
limite inverso que definimos a continuacion.

Sea [' un conjunto parcialmente ordenado por una relacién <. Si para
cualquier par de elementos «, 3 € " existe v € I" tal que se cumplen las dos
condiciones o < vy y 8 < v, entonces [ se dice ser un conjunto dirigido.

Supongamos ahora que para cada a € I' existe un tnico conjunto X,
en una coleccién de conjuntos A (decimos que A estd indexado por I'), y
supongamos que siempre que « < /3 en I', existe una funcién continua

fga . Xﬁ —r X,
de tal manera que se satisface lo siguiente:

(%) fao es la transformacién identidad para cada o € T'.
(22) fy50 faa = fya siempre que a < 8 < 7.

Si F' denota la coleccién {fz,} de todas estas funciones, entonces el par
Xt = {A, F} se llama un sistema limite inverso sobre el conjunto

dirigido I'.
Al igual que en el caso de los espacios limite inverso X,, que identi-

ficabamos con un subespacio de [],_, Xn, en este caso podemos identificar

Xr con el subconjunto de [], X4 que consiste de aquellos puntos « tales que
ma(2) = fpa(ms(2))
siempre que o < 3, lo cual se ilustra en el siguiente diagrama:

1, % — X

| [

[1, Xe —— X,
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Der esta manera, es claro que un espacio limite inverso es un caso partic-
ular de un sistema limite inverso sobre el con junto dirigido de los mimeros
naturales N = {0,1,2,3,...}. En efecto, si [' = N con el orden usual de los
nimeros naturales, entonces las fuciones faa son precisamente fnm donde
m < n y una composicién

fm,[

X, IE)Xm"—?XJ

satisface
fn,m o fm,l = fn,l

para | < m < n, que es lo andlogo de

fra © fpa = fra-
para a < 8 < 7.

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente resultado:

Proposicién 3.15. Sea X = {A, F} un sistema limite inverso, donde A =
{Xataer es una coleccion de espacios topoldgicos. Si cada X, es un espacio

Hausdorff, entonces Xy es un espacto Hausdorfl y es un subespacio cerrado

de [, Xo.

Demostracion. Si cada espacio X, es HausdorfT, entonces, de acuerdo con la
proposicion 3.11, el producto 1, Xu es también Hausdorf y como Xr es un
subespacio de éste, se sigue que Xt es Hausdorff pues ya lo habiamos probado
en los comentarios que siguen a la proposicion 3.2. Para mostrar que Xt es
cerrado en [, Xa, sea Aqp (@ < B) el subconjunto de 11, X« que consiste
de aquellos puntos z para los cuales To(2) = fga(ms(a)). Por la proposicién
3.1, Asp es cerrado para cada a y la interseccién de ellos es X1 por lo que
éste es un subespacio cerrado del producto. O

Lema 3.16. El espacio limite inverso de un sistema lmite inverso de espa-
cios de Haysdorf] compactos, es también un espacio de Hausdor(f compacto,
y st todo espacio del sistema es no vacio, entonces el espacio limite es no
vacio.

Demostracion. Si Xr es un sistema limite inverso para el conjunto dirigido I’
y los espacios X,, e € T, entonces Xr es un subespacio cerrado de II, Xa vy
este iltimo es compacto; luego X es compacto. También es claro que si X, #
0 para toda o, entonces Xr es no vacio por la propiedad de intersecciones

finitas. 0
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En lo que sigue probaremos algunos resultados que nos serviran para ca-
racterizar los espacios métricos compactos, perfectos y totalmente disconexos
(Teorema 3.21), para lo cual también usaremos la teoria de sistemas limite
inversos que hemos desarrollado.

Lema 3.17. Si U es un recubrimiento abierto del espacio métrico M, y si
n es un numero natural cualguiera, entonces existe un refinamiento V de U
formado por conjuntos abiertos de didmetro menor que +. Si M es compacto,
entonces V puede tomarse finito.

Demostracion. Sea U={U, }4er un recubrimiento abierto de M y sea n € N
fijo. Tomemos § < %. Es claro que

{Bs(z):x € M}

es una coleccién de bolas abiertas que cubre a M.
Sea

W= {Bg(l‘) N Ua | ch € H, § € M} = {va,S}(XGI-

V es un refinamiento de U y diam(V,s) < }1 Si M es compacto, y como V
es recubrimiento de M, entonces existen

{Vla VZ: ey VL} g {Va,S}aEI
tales que Vi, V4, ..., Vi cubren a M y ademds diam(V}) < . O

Proposicién 3.18. Sea M un espacio métrico, compacto y totalmente dis-
conexo. Fntonces M admite una sucesion Uy,Us, ... de recubrimientos fini-
tos, en donde U, es una familia de conjuntos ajenos, de didmetro menor que
%, abiertos y cerrados a la vez, y U4y es un refinamiento de U, para cada

n.

Demostracion. Notemos que si C' es una componente de M, y si U es un
conjunto abierto tal que C' C U, entonces existe V, abierto y cerrado a la
vez, tal que C C V C U.

En efecto, dado que C' es una componente conexa, C' es un conexo maximal
en M, es decir, no existe un conexo B tal que C' C B. Sea U abierto tal que
C C U. Luego U no es conexo, entonces existe un conjunto V' tal que

U=U-V)uVv
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con V'y U~V abiertos en U/. Ademds V - C', pues C' es componente conexa.
Como U — V es abierto, V es cerrado en [, Asi C'CV C U con V cerrado
y abierto.

Sea Uy un recubrimiento de M. Entonces todo punto z de M pertenece a un
conjunto abierto U, de Uy.

Existe un conjunto abierto y cerrado, V,., de didmetro menor que 1, tal que
z€V, CU,.

Por la compacidad de M, un nimero finito de estos conjuntos, Vi,...,V;
rcubren a M, aunque estos V; no necesariamente son ajenos.

Consideremos los conjuntos

Ulz‘/ly
UZZ‘IZ_‘/I’

Cada Uy es un conjunto abierto menos un conjunto cerrado, luego es abierto,
pero al mismo tiempo es un conjunto cerrado menos un abierto, luego también
es cerrado. Asi los Uy’s son ajenos dos a dos, pues dados U; y U;,con i < §,
se tiene U; C VivU;c M-V,

Notemos que también se cumple que
diamlU; < diam(V}) < 1.

Ahora hacemos ‘
Z/{1 = {Uﬂl}f:'l'

y se tiene que U, es un refinamiento de Up. Tenemos asi la base para una
prueba por induccién.

Supongamos ahora que existen {Uy, Uy, ..., Uy}, recubrimientos finitos de M,
tal que U, es una familia de conjuntos ajenos, de didmetro menor que %, que
son abiertos y cerrados a la vez, y ademds que Uy, q; es un refinamiento de
U, para n=1,2,...,k—1.

Como Uy, es recubrimiento de M , entonces todo punto z* de M pertenece a
un abierto U¥ de #4,. Luego, existe un conjunto abierto y cerrado V. cuyo

18 1 k 3

didmetro es menor que w7 tal que z € Vi C U
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Por la compacidad de M, un nimero finito de estos conjuntos V¥, Vi, ... V¥
cubren a M, aunque estos V¥ no necesariamente son ajenos.
Consideremos los conjuntos

ut =V,

Uf = V¢ -V,

m—1
vt =vEi - (v
1=1
Cada Uf es un conjunto abierto y cerrado, con diametro menor que @1:1—
Pero también los conjuntos U J’F son ajenos dos a dos. Tomamos

Uepr = {UF YL,

Uyy, es un refinamiento de Uy, que cumple las propiedades deseadas y esto
termina la prueba. O

Probaremos ahora un resultado importante para nuestros propdsitos pues
nos caracteriza los espacios métricos compactos, totalmente disconexos, en
términos de espacios limite inversos de espacios topolégicos discretos, finitos:

Proposicién 3.19. Sea M un espacio métrico, compacto y totalmente dis-
conexo. Entonces M es homeomorfo al espacio limite inverso de una sucesion
limite inversa de espacios finitos y discretos.

Demostracién. Sea Uy, Us, ... una sucesién de recubrimientos de M, como
la dada en la Proposicién 3.18. Para todo n, designemos por U}, el espacio
discreto cuyos puntos son los conjuntos abiertos de U,,.

Definimos una funcién

o U ==l 15
para n > 1.

Si U,; es un elemento de U,,, entonces existe un tnico elemento Un-1,; de
U,_ tal que U,; C Uy—y1,j pues los elementos de f,—; son ajenos.

Hagamos f,,(Uy ;) = Un-1,j, considerando ahora estos conjuntos como puntos
de U* y U _,, respectivamente.

Las funciones f, asi definidas son continuas, pues I tiene la topologia dis-
creta, por lo tanto, es claro que {U7, f.} es una sucesién limite inversa y
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ademds, cada U, es compacto, pues si {U,;}ies es una cubierta para U,
entonces

. kn
Un = {Un;};2y C {Un,itier
y se sigue que U es compacto.

Por otro lado U} es Hausdorff, pues U} tiene la topologia discreta. Tenemos
asi todas las condiciones que exige el Teorema 3.13, por lo que aplicdndolo
en este caso nos garantiza que el espacio limite inverso U, no es vacio, y por
el lema 3.16, se tiene que U, es un espacio Hausdorff, compacto.

Definamos ahora la funcién
Bt s — M

Sip = (Ui, Uzny,...) esun punto de U, entonces los conjuntos Uy n,, Us y s . -
de M, forman una sucesién de conjuntos cerrados, y cada uno contiene al
siguiente. También

Ui, #0 (33)

pues M es compacto, y satisface la propiedad de intersecciones finitas.

Como diam(U;,,) < -Jlr, existe un dnico punto ¢ en la interseccién en 3.3, es
decir,

o0
ﬂ Ujmj =g
g=1
Esto es precisamente lo que nos permite definir la funcién h:
def
h(p) =

Probaremos ahora que % es un homeomorfismo.

h es inyectiva: pues si p es un punto de Uso, entonces h(p) pertenece a cada
uno de los elementos de M que son las coordenadas de p. Luego, sip,p’ € U,
de forma tal que p y p’ son diferentes en la n-ésima coordenada, es decir,

p= (Ul,m ’ UQ,ﬂzﬁ 4 sy Un,'nn ’ Un+1mn+1 g W ')?

/ ' ' ' ’
= ({’{1,11.11 UZ,TLQ) Ky Un,nn? U

n+l,npggrt e ')’
entonces

h(p) = [ Uimy # [ Uty = h(p')
i=1 k=1
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con Uy, = Uy, excepto para k = n. Asi es claro que h(p) # h(p') pues los
elementos de I/, son ajenos.

h es sobre: Sea q € M, luego q € U, para cada n € N (pues U, cubre a M).
Asi g pertenece a un tnico conjunto Ujn; € U; para cada j € N (pues U; es
una familia de conjuntos ajenos); luego,

0o
q€E n U-,,,J )
j=1 "

S5i hacemos p = (Urinas Uagy o o) € U, vemos que existe p € U,, tal que
h(p) = q y por lo tanto, h es sobre.

h es continua: La familia de conjuntos Uj,i es una base de la topologia de M.
Basta demostrar entonces que para todo Uji de U;, se cumple que h=Y(U;;)
es un abierto en U,,.

Pero notemos que A~1(U; ;) consta de los puntos de Uy, que tienen a U;; por
coordenada j-ésima pues

RN (Ujs) = {p € Usoh(p) € Uy}
pero

h(p) = () Uk,
k=1

con p = (Uiny, Uzny, .. .) € Uso. Luego h(p) € Uk, paratodo k=1,2,....

Tenemos asi que h(p) € U;; y ademds que h(p) € Uy, para todo k =
1,2,.... La nica manera de que esto ocurra es que U;; = Uj,, para todo
n;j. Es decir, los puntos p que tengan Uji por coordenada j-ésima.

Sabemos que Uy, C [[52, 2, por lo que un conjunto A es abierto en U, si
A=U,NP,
donde P abierto en I[,=, U y si denotamos por (I1,,Uz); al producto

UT XU X - XUy x Uy x i1

entonces ([],4}); es abierto en [T, 242,

Notemos que

(T4 n U = 171(U;,)
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Luego h=!(U, ;) es abierto en U,.
Tenemos entonces que % es continua y biyectiva. Como Us es un espacio

Hausdorff, compacto, y ademds M es Hausdorff, se sigue del Lema 3.5 que A
es un homeomorfismo. O

Lema 3.20. Si U es un conjunto abierto de un espacto topoldgico perfecto y
totalmente disconexo, entonces U es unidn de n conjuntos abiertos no vacios
ajenos.

Demostracion. Procederemos por induccién en n.
Paran = 1, el mismo U satisface la proposicién. Supongamos que paran = k
se tiene

U“:UlU...UUk,

donde los U; son abiertos, ajenos y no vacios. Fl conjunto Uy no puede ser
conexo pues el espacio es totalmente disconexo y un punto no es abierto.
Luego

Uk = U1 U Usa,

con Uy,1 NUkz # @ (por definicién de no conexidad).

Cada uno de estos abiertos es abierto en U, luego, también son abiertos en
el espacio. Asi, U es unién de k + 1 conjuntos abiertos, no vacios y ajenos

U:U]UUzu...UUk_lLJUk,IUUk,Q.
(]

Toda la teorfa que hemos desarrollado hasta aqui, nos servird para de-
mostrar el siguente teorema, que es el mds importante del capitulo, y a través
del cual caracterizaremos a los espacios mfericos perfectos, compactos y to-
talmente disconexos, pues cualesquiera dos de ellos son homeomorfos, lo que
probamos a. continuacién.

Teorema 3.21. Dos espacios métricos, compactos, perfectos y totalmente
disconeros son homeomorfos.

Demostracion. Supongamos que X y Y dos espacios métricos compactos,
perfectos y totalmente disconexos.

Sean

Uy, Un,Us, ... (3.4)
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V17v21v31"' (35)

dos sucesiones de recubrimientos de X y Y, respectivamente, donde

uk == {Uk‘l,. s "Ukrnk}

vk = {I/kvl" sy V;c.mk}
son tales como aparecen en la demostracién de la proposicién 3.19.

Primero vamos a probar que es posible tomar las dos sucesiones de recu-
brimientos de X y ¥ en (3.4) y (3.5) de tal manera que U; y V; tengan
exactamente el mismo mimero de elementos. Para ello procedemos por in-
duccién:

Si U, y V, tienen el mismo nimero de elementos, entonces hacemos

U =,

V=W

Si my > my por el lema anterior, Vj; es unién de ny — m; + 1 conjuntos
ajenos, abiertos y cerrados a la vez.

Hacemos U] = Uy y V| constard de V},, ..., Vi,m, junto con los conjuntos en
que se ha descompuesto V; ;. De esta manera, U] = U, y V] tienen el mismo
nimero de elementos.

Si my > ny, los papeles de U, y V; se intercambian.

Supongamos ahora que U] y V; han sido definidos de modo que tengan el
mismo nimero de elementos (hipétesis de induccién).

Como los elementos de

U= {U,...,U.,

2 j,ﬂj

son cerrados y ajenos, y ademas el didmetro de Ly %, existe un niimero
natural m > j de tal manera que ningiin conjunto de didmetro menor que
i intersecta dos cualesquiera U i Y, similarmente, existe un nimero natural

‘4 7
m' para V.
Sea m el mayor de estos nimeros. Luego, U,, refina a U] y Vi refina a Vi
Consideremos los elementos de If,, contenidos en [/ 1:y los de V,, contenidos

, .
en V;; para cada i.
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Si hay el mismo mimero de estos elementos para un i dado, los dejamos
como estan. Si hay més elementos de i, en U 1 que elementos de V,,, en Vi
aplicamos de nuevo el Lema 3.20 para descomponer uno de los elementos de
Vi

Si realizamos este proceso para cada i < n ;, obtenemos recubrimientos U},
¥ Vi+t/, que refinan a U] y V}, repectivamente, y que tienen la propiedad de
que para cada i, Ul; y V/; contienen el mismo niimero de elementos de Uiy
¥ Vi, respectivamente.

La definicién inductiva de las sucesiones

’ r !

1t Blass < o
b
! ! /
11 V2, Voo
esta completa.
Sean U, Uz, ...y Vi, V3,... las sucesiones asociadas de espacios discretos,

tales como se definieron en la demostracién de la proposicién 3.19.

Definamos por induccién una funcién
P * L

Para n = 1, sea

$1 u; — V;
cualquier correspondencia biunivoca entre estos conjuntos, la cual es posible
establecer pues U} y V; tienen el mismo nimero de elementos.

Supongamos que se ha definido ¢,,_;.

Consideremos la sucesion limite inversa {4%, f,,}, donde para cada that € T,
se tiene f,(Un,i) = Uyn-1; con Up_y; el tinico elemento de U*_, que cumple
Uni C Up_1,;. Andlogamente, para la sucesién limite inversa {V:, g.}, para
cada Vi €'V5, con gn(V.i) = Vg, dondeV,_; ; el tinico elemento de ) 2
tal que V,; C Vooy ;.

Tenemos entonces el siguiente diagrama:

Tt Jn Jn-1 fs Iz
U T UL T U g U Ui

Pn—1 l Y2 l ©1

. gn41 " an " In—1 <
Wl P By By,

n n-—1
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Tenemos que ¢1,¢s,...,v,_; son funciones biyectivas y continuas, pues el
dominio es discreto.

Ahora vamos a definir
On Uy — V.
Queremos que
Pn-10 fn = gn o ¢y,
lo cual equivale a pedir que el anterior diagrama conmute.

Definimos ,, de tal manera que cumpla

Prn—1 ofn = gn ©@n

Tomemos U, ; € Uy, con f,(U, ;) € Ur_,. Se tiene On-1(fa(Un;j)) € V2_,.

Hagamos A = ¢, _1(f,(U,;)). Existe un elemento A, € V; tal que A, C A
(en realidad puede haber muchos pero siempre es posible escoger uno sélo
sin ambigiiedad). Ademads g,(A4,) = A.

Asi, definimos
‘F‘n(Uﬂ,J’) = A,.

%n €s uno a uno: pues dados U, ; # U, \, donde Un,iy, Uni € U
JalUnj) = Oy fu(Upny) = O' donde O y O’ pueden ser iguales. Para U, ;
escogemos A, C O y para U, escogemos B, C 0, con A, # B,. Luego
A, € iy (Pn(Un,j) = An; B, € Viy ‘aon(Un,k) = B,.
©n es sobre: pues

Ou U, — V)
es inyectiva, y I, V7 tienen el mismo nimero de elementos.
¥n es continua: pues U es discreto.
Como Uy es compacto y V; es Hausdorff, para cada k, aplicamos el Lema 3.5
para asegurar que ¢ es un homeomorfismo.

De este modo,® = {¢,} es una funcién de las sucesiones limites inversas
{a;:1 fn} y {V;‘Jgﬂ}

{#n} inducen una funcién
@i U — Vo

para cada a = (a1, a,...) € Uy se tiene p(a) = (p1(a1), pa(az),...).
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@ es biyectiva: sean a,b € Uy, cona #by

o = (alaal’:" ‘)1

b= (by,ba,...).

De esta manera, existen ay, by tales que ax # by, y como ¢ es uno a uno
pr(ar) # wr(br); asi,
p(a) # ¢(b).

Sea ¢ € Vi, con ¢ = (¢1,¢,...), de tal manera que ¢ €V}, para cada k.
Como ¢ es sobre, existe di, € Uy tal que pi(dy) = ¢ para cada k. Hacemos
d=(d1,dz,...) € Uy y asi p(d) =c.

w es continua: este es un resultado inmediato del teorema 3.14.

Por el lema 3.16, Uy, y V.o son Hausdorff y compactos. Luego por el lema
3.5, ¢ es un homeomorfismo entre U,, y V..

Por la proposicién 3.19, Uy, es homeomorfo a X y V., es homeomorfo a Y y
concluimos que X y Y son homeomorfos. O

Este teorema es importante pues nos permitird probar que cualquier es-
pacio métrico perfecto, compacto y totalmente disconexo es homeomorfo al
conjunto de Cantor C, (Teorema 4.9). Esto nos permite caracterizar a C y
en el siguiente capitulo haremos més comentarios sobre este hecho.

Por otra parte, la prueba que hemos dado aqui es bastante general y
nos muestra que la teoria de sistemas limite inverso, a pesar de ser bastante

abstracta, es 1til. Para mayores detalles remitimos al lector interesado a las
referencias [6], [17].
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Capitulo 4

Propiedades topoldgicas de C

En este capitulo se estudian algunas propiedades topoldgicas del Conjunto
de Cantor, tales como que C' es perfecto, compacto y totalmente disconexo.

Consideraremos a C con su topologia inducida y lo trataremos entonces
como espacio topoldgico, el cual posee propiedades muy particulares como es
el caso de que sea homeomorfo a n copias de si mismo, hecho que no se da
entre R y R”, para n > 2.

4.1 Algunas propiedades de C

Recordemos que en el segundo capitulo se introdujeron conjuntos Cy con los
cules construimos el conjunto de Cantor, donde

G=F U u..ukk

qu ¥
y los intervalos I,‘,"J_ se definen como

R ko [fi*_l _’l]
ry T 3k ’3k y
con
Fo = {1}
¥
Fj = {3s - 2,3s},

y s € Fi_1,7=1,2,3,.... De esta manera, los conjuntos C son la unién de
2% intervalos.

53
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Proposicién 4.1. C es perfecto.

Demostracién. Como C es cerrado, se sigue que C = C.
iz € C, entonces z € C}, para toda k, de donde se tiene

2k
T € U I,f;,
i=i

es decir, x € If}, para algin j. Asi, dado £ > 0 existe un entero positivo NV
tal que (3)V < ¢ y un entero positivo N(k) que garantizan

Ig(‘“) C(z—e,z+e).

Luego, los puntos extremos de Ig(k) pertenecen a (z — ¢,z +¢) y también a
C, por lo que para todo € > 0

(@ —e,z+e)\{}][)C #0.

Esto nos dice que 2 es un punto de acumulacién de C, y siendo z arbitrario,
se sigue que C’ = C'. Por lo tanto, C es perfecto. 0

Proposicién 4.2, C es compacto.

Demostracion. Esta es una consecuencia inmediata del teorema de Heine-
Borel (teorema 3.6), pues C es cerrado y acotado. O

Proposiciéon 4.3. C es totalmente disconezo

Demostracion. Consideremos cada uno de los conjuntos C}, que son uniones
de 2* intervalos, cada uno de longitud (3)%. Como C C C} para toda k, si C
contiene algiin intervalo (a,b), entonces (a,b) C C para toda k, por lo que
(a,b) C Ifj para algin j y para cada k. Por la conexidad del intervalo (a,b),
existe en cada C} un unico intervalo que lo contiene. Pero Ifj. es de longitud

(3)°y (3)* — 0 cuando k — oo de donde es claro que (a, b) ¢ C.

Como los tinicos conexos de R son los intervalos y los puntos, las componentes
conexas de C son sus puntos, es decir, C es totalmente disconexo. O

Proposicién 4.4. C es denso en ninguna parte.
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Demostracién. Como C es cerrado, C = C y (C)° = C° = ) pues C no
contiene intervalos abiertos, y por lo tanto, C es denso en ninguna parte. [

-

Sea A={0,1,3,2,1,2 =, 8,...}, es decir, los puntos extremos de interva-
los que fueron removidos en la construccién de C, ademds de 0 y 1. Sabemos
que todos esos puntos pertenecen a C y se conocen como puntos de primer
género para el conjunto de Cantor.

Proposicion 4.5. A es denso en C.

Demostracion. Seax € C. Siz € A, entonces tomamos la sucesién bRy )22, =
{z,z,z,..} C Ay claramente z, — z.

Supongamos ahora que @ ¢ A. Construiremos una sucesién de elementos de
A que converjan a z.

En el primer paso que se dié en la construccién de C, se omitid el tercio

medio de [0,1] y, para nuestros fines, tomamos el tercio que contenga a w,
1

; rle1 r ;
digamos [-4r—, 5t], donde j € {1,2} y r} € F}.
Elegimos el extremo de este intervalo que esté mas proximo a x; llamémosle x4
a este extremo y este serd el primer elmento de la sucesién {za}2,. Notemos
1
que |z — 73| < 5.

. " s ; rio1 pl i
En el segundo paso se omite el tercio medio del intervalo (53t con j €
{1,2'} y rj € F; y nos quedamos con el tercio medio que contenga a z,

. ri—1 r2 ; v
digamos [-43—, %] donde j € {1,2,...,2?} y r? € F;. Elegimos el extremo
de este intervalo que esté més préximo a z; llamémosle Ty a este extremo,
el cual serd el segundo elemento de la sucesién {zn}s2,. De nuevo, notemos
1
que |z — 23| < 35.
Seguimos con este procedimiento hasta obtener z,. Se tiene que

n—1 1

5 wz [ op
z € [“3?1‘_1—7“5:&_—1]7

donde j € {1,2,...,2* 1} y r}"l € F;. Omitimos el tercio medio de este

" . . rii—1

intervalo y nos quedamos con el tercio que contenga a , digamos [-47—, =]

goni j € {1,2,...,2%% ¥ ri € Fj. Elegimos el extremo de este intervalo que
Id 7’ ’, - 14 .

esté mas proximo a z;llamémosle a este extremo Tp. Se tiene que z,, € A

y este serd el n-ésimo elemento de la sucesién {zn}22, y observemos que

|2 — 24| < .
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Continuando este proceso indefinidamente, tenemos que dado € > 0, existe
N eNtal que 5g <ey |z -2, < s < ¢ para todo n > N y concluimos
que para todo z € C, existe {2,}52, C A t.q. =, —> z; esto nos muestra
que A es denso en C. O

El conjunto de Cantor C cumple ademas con otras propiedades topoldgicas,
por ejemplo:

L. € es un espacio métrico completo, pues es un subespacio cerrado de
[0,1], el cual es completo.

2. Al ser C completo, satisface todos los axiomas 250

3. C satisface el segundo axioma de numerabilidad, pues el intervalo uni-
tario lo cumple.

4. C es de primera categoria, pues es denso en ninguna parte.

5. Es de segunda categoria en si mismo, ya que es un espacio métrico
completo en si mismo.

6. Es separable, pués el conjunto A, definido anteriormente, es un sub-
conjunto denso numerable en C.

7. Es totalmente separable, ya que ai @ < b son dos puntos en C, existe
un nimero real r ¢ C tal que a < r < b. Entonces A = C N [0, r)y
B = CnN(r,1] es una separacién de C donde ¢ € Ay b€ B.

8. C no es extremadamente disconexo, pues C N [0, 1)y €n(3,1] son
subconjuntos abiertos ajenos de C cuya cerradura no es ajena, ya que
i— pertenece a ambas cerraduras.

4.2 C es homeomorfo a C"

Si consideramos R con la métrica usual (d(z,y) = |z — y| para todo par de
elementos ¢,y € R), ésta induce una topologia que es la usual en R (que
tiene como base todos los intervalos (z,y), =,y € R); de esta manera, C
viene a ser un espacio métrico (como subespacio de R) y la topologia en C
inducida por su métrica es la topologia relativa de C respecto a R. C con
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esta topologfa es llamado discontinuo de Cantor, el cual es homeomorfo a
cualquier nimero finito de copias de si mismo (incluso una cantidad nume-
rable), como lo probaremos mas adelante. Sabemos que esta propiedad no
se da entre R y R"(n > 1), por ejemplo.

Lema 4.6. C? es homeomorfo a C

Demostracion. La funcién f: C x C —s C dada por

f(a:,y) = f(U-mazOfs cey 0.818205 .. ) = O.o1fia9frasfs. ..

es el homeomorfismo, donde 0.0;0503... y 0.81825s... son las expansiones
ternarias de z y y respectivamente, o, 8; € {0,2}.

[ es uno a uno:
Sean (z,y) y (u,v) € C x C, donde 0.z12225... = 2,y = O.y11ys..., U
0.uyugus..., v = 0.03v503... son tales que

f(x’y) = f(u’v)'

il

Luego,

f(o..'l:lwzﬂ?g..., Oylyzyg) - f(O.uluz’Mg..., 0.U1U2U3...),
asi,

0.2191Z20222%3y3... = 0.110; UV U3 ;...

y como la representacién ternaria de elementos de C en términos de 0’s y 2’s
es unica, se sigue que (z,y) = (u,v).
[ es sobre:
Sea z = 0.212525... un elemento de C.

Consideremos los elementos 2! y z? que fueron obtenidos desenlazando las
representacipnes 0.z12,23... de z, es decir

Zl = 0.2’] 2325...

22 = 0.222426...

De esta manera,

f(zl,zz) = Q.z12423... = £
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f es continua:

Sea la sucesién ((u,v'));, con ¢ = 1,2,3,... y supongamos que converge a
(u,v), donde:

' =0uiuu...,
vt = 0.vivivl ...
U = 0.‘U1UQU3 .

v = Q.vyvqus..

De esta manera, para cada m € N existe n € N con n > m, tal que

m,.m._.im
O.ufug ug ... u = 0.uyuqgus..

- 0.v1v2'03...vn

me Mmoo m
0oy gt v
1

Pero entonces, esto muestra que (j(
se sigue que f es continua.

v')); converge a f(u,v), y por lo tanto,

71 es continua:
fl:c—eoxce (4.1)
f*l(O.wlwgwg'w4105w6...) = (0.w wawsws..., 0.wrwswews)
Sea {w"}:2, C C tal que w" — w, con
w" = 0.wiwyw;...
¥
w = O.w1w2w3...

En estas condiciones, existe k tal que para n > N(¢)
' T n
0.7 wywy...w = 0.wwews...wi

Notemos que esta relacién nos asegura que a partir de cierto n, los primeros k
términos de cada elemento de la sucesién {w"} coinciden con los primeros k
términos en la expansién ternaria de w. Aclaremos un poco esta afirmacién.

De (4.1) vemos que
1= (g,h),

donde
g:C—C h:C—C

g=mof h=mof
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con m; : €' x C — C, la i-ésima proyeccién, i = 1, 2.

Por la proposicién 3.7 se tiene que f~! es continua si y sélo si gy hlo
son. Como C' es un espacio métrico, la continuidad de estas dos funciones es
equivalente a pedir que {g(y,)} — ¢(y) para cualquier sucesién {yn} en C
que converja a y € C, y lo andlogo para la funcién h.

T w™) = FH0.wiwyws .. wfw, ...
= f‘l(O.wlwgwg...wkw2+1w,’c‘+2...)
e n

n
= (O.wlwgws...w2,-+1w2(1-+1)+1'wz(iH)H...,

n n
0. waw4te.. waiwh(; 4 1) 4 2Wh(i4 2)42---)

con i = [£] (la parte entera de 5.

Hacemos

= . n n
&y = 0.w1w3w5...w2,+1w2(i+1)+1w2(1—+2)+1 e
—— . n P n
Y1 = O.wzw,;ws...wz,wz(”l)+21u2(,-+2)+2 i

f_l(‘LU) = f_l O.MIWQUJ3TU4’(U5...)

= 0.wllU3'LU5w7...'w22'+1’w2(5+1)+1...

3

O-Q,U'g WaWe.. .iﬂggw2(g+1)+2.. )
Asimismo, hacemos

Tg = O.wlwawswy...wgg+1w2(i+1)+1 wini

¥
Yy = 0.w2w4w6...w2;w2(;+1)+2 ]
Asi,
A (w™), F7 (w) = V(@1 = 22)P + (11 — 1) < e,
por lo tanto, f~*(w,) — f~}(w) y se sigue que f~! es continua. O

Lema 4.7. C™ es homeomorfo a C, para todo nimero natural n,
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Demostracion. La prueba se hace por induccién en n y el Lema 4.6 nos da
la base para el proceso de induccién.

Supongamos que C* es homeomorfo a C. Asi existe un homeomorfismo
:C* — ¢
@1 O% —3

Debemos probar que C**! es también homeomorfo a C.
Para ello definimos la funcién

. Ct'xC-—sCx C

como ®(u,t) = (p(u),t)
donde u € C*,u = (uy, uy, vy Uk ).

® es biyectivo :

Sean (u,t) y (v,s) € C* x C donde u = (uy, us, ... yUE) Y U = (v1, 02, ..., vg)
tales que ®(u,t) = ( s)

entonces (¢(u ) t)= (f,o(v) s)

por lo tanto ¢(u) = p(v)yt =s

pero ¢ es un homeomorfismo, asi u = v.

Asi (u,t) = (v, s) y entonces ¢ es uno a uno.

Sea (z, t) € C x C, como ¢ es un homeomorﬁsmo, ot 2 C — CF
existe, y asf existe un w = (uy,u, ..., ux) € C* tal que ¢ ~!(z) = u entonces
(z,t) = (@(u),t), asi existe (u, ) € Cka tal que @(u,t) = (p(u),t) = (z,t).
Por lo tanto ® es sobre.

Como @ es uno a uno y sobre se sigue que es biyectivo.

® es continuo :
Sea la sucesién ((u",1")), C C* x C tal que

(u™ ") — (w,t) , (w,t)ecCF xC

entonces ®(u",1") = (p(u"), t") — (p(u),t) = B(u,t)
ya que @(u") — ¢(u) pues ¢ es continua y t* —» ¢ por hipétesis.
Asi @ es continuo.

&1 es continuo :

l':CxC —CtF xC
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Sea la sucesién ((af, 8Y)); C C x C tal que

(o, 8") — (e, B),
(e, ) € C x C , entonces

O7H (o', BY) = (¢7! (), ) — (7 (), 8) = 2 (a, )
pues ¢! es continua, asi ¢! (o) —3 ¢7!(a), ademds B —s 3.

Por lo tanto ®~! es continuo.

Hemos probado asi que ® es un homeomorfismo entre C*xC y C'x C ; €8
decir C**' » C? pero como C? = C se sigue que C**!' =~ C. Esto completa,
el proceso de induccién y concluimos que C" ~ C para toda n € N.

Teorema 4.8. El producto numerable C*° del discontinuo de Cantor C es

homeomorfo a C.

Una manera intuitiva de justificar este teorema es la siguiente:

Definamos una funcién
Fol —a.

y si (z',22%,2% 2% 25, ...) es un elemento de C™ donde

o' = D&l o] 2 2] o8 2l
2 = 027 22 2} 2} 22 ol
e = 0.2 2 a3 2} 2} o2
at = 0.zf 21 2} 2} 2t !
2 = 02} 8 2 a) =2 =2f

entonces definimos F'(z',2?,2° ¢ 25, ...) intercalando diagonalmente, es de-

cir,
F(az!, 2% 2% 2% 4% ..) = O.zlcizizieledsladedat

F es uno a uno :

Sean u,v € C® donde

1
Ty

2
L7

o O O 8
T5THTHTLT

o Bl 23 o8 K e fasl T 8 o o
u—(u,u,u,u,u,---) 3 U_(U,U’U’vyv’...)
con u' = Oujujuduiul -+, vl = 0.wlvlvivlol ...

u? = 0ufujufuiul - | v? = 0.0tvdvdo2e?. ..

. . e

n _ Mo 3o Mo Mo N no__ My Tl Mg
u" = 0.ufuyuzuiug -« -, 0™ = 0.vfvfvioiv]

1LgT5Ty -
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tales que F'(u) = F(v)

Asi 0.ujuprudududulududutul - - - = 0.vjvzviviviviviviodvivl ...
como la representacién ternaria de elementos de C en términos de 0’s y 2’s
es unica, se sigue que u = v,

F' es sobre :

Sea z = 0.2;2223- -+ un elemento de C. -
Consideremos los elementos 2!, 22, 2%, - -+ que fueron obtenidos desenredando
la repersentacién 0.zy2,25 - - - de z, es decir

g = 0-21222437211216222 e

2 = 0-233538212217223 SR

2 = 0.2629213218%24231 * - -

2* = 0.210214219%25 232240 * * -

De aqui que

F(a',2%, 23, « ) = 0.2120232425 + - = 2

F es continua :

Sea la sucesion ((2},2%, 25, +++))%2, que converja a (z',22,2%--+), donde
] 0.3:’1:’1;1?’1',23:513“?3'4 s o mr = Dordulalal ..

zh = 0.2% 125 325 324 4 -+, @2 = 0.232202a2 - -

5 = 0.25,85,03 3054+, 2" = 0.efadadad .

Por lo tanto, para cada m € N existe n € N,n >mt.q.

0.272T0a 53Ty - - - 2, = O.zjzialel. - 2l

0.2 259 520, - - o, = O.afzdeda?. .. o2

.23 25,25523, - 25, = O.zdadadad. .. o2

Pero entonces, esto muestra que (F(zi, 2}, 2}, - - - )2, converge a F(z!, 2% 24, ...)
por lo que F' es continua.

bl

o ‘

Como C™ = H C y C es compacto, aplicamos el Teorema de Tychonoff,
n=1

para asegurar que C™° es compacto.

Ademés C es Hausdorff, y al ser I biyectiva y continua por el Lema 3.5 F

es un homeomorfismo.

Asi C™ y C son homeomorfos.
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Una manera més formal de probar el anterior teorema, es usando los
resultados del capitulo anterior.

Sabemos que C™ es compacto.

C™ es un subconjunto de H[{], 1].

n=1

o0
Un punto z € H[O,l], lo podemos identificar como z = (2155, %5« o]

n=1

(e e] o0
:cEHCsiexisteanHCta,lquecn—->m.

n=1 n=1

A 2 B

¢ = (00,0, 6y )
= (ol 2 3 4

g = (CpyCE, 65,08y + )
e hl 8 L

en = (cpy€2,¢},cd,...)

..........

{cL} es una sucesién en C que converge a ; € C, pues C contiene a todos
sus puntos de acumulacién.

c2} converge a z, € C.
n g

..........

..........

oo
Luggo (21,%5, 28, . 25k - 1) € H C , es decir, todos los puntos de C™ son
i n=1
de acumulacién, asi es perfecto.

Ahora, sea V abierto en H[O, 1], V= H Vi , donde V; es abierto en [0,1]
n=1 F=i

Vi = [0,1] excepto por un nimero finito.

Si C™ contiene un abierto V', entonces existe un abierto en [0,1], digamos V;

tal que V; # [0,1] y V; C C.

V;j debe contener un intervalo (a — €,a + ¢).

Por lo tanto (a — ¢,a + €) C C, esto contradice que C sea totalmente dis-

conexo.

Por lo tanto C™ es totalmente disconexo.

2

Aplicando el Teorema 3.21 podemos asegurar que C™ y C son homeo-
morfos.
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Un resultado que generaliza lo que acabamos de probar es el siguiente:

Teorema 4.9. Todo espacio métrico perfecto, totalmente disconero y com-
pacto, es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Demostracion. Esta es una consecuencia inmediata del Teorema 3.21 y de
las propiedades de C que se han demostrado en este capitulo. |

Este teorema nos caracteriza los espacios métricos perfectos,' compactos
y totalmente disconexos. Mds aiin, también se sigue de las propiedades del
conjunto de Cantor que cualquier espacio métrico compacto y totalmente
disconexo es homeomorfo a un subconjunto de C.

En efecto, si M es un espacio métrico compacto y totalmente disconexo,
entonces M X C es un espacio métrico compacto, totalmente disconexo y
perfecto, por lo que el teorema 4.9 nos da un homeomorfismo h : M x € —
C. 5i definimos el homeomorfismo i : M — M x C dado por i) = (2,0),
entonces

hoi: M — C

nos da el homeomorfismo deseado.

Por otra parte, nuestra prueba del teorema 4.9 se basa totalmente en el
teorema 3.21 que probamos en el capitulo anterior y para probar éste uti-
lizamos la teoria de sistemas limite inverso. Sin embargo, debemos mencionar
que la demostracion que aqui se hizo de 4.9 no es la tinica.

Por ejemplo, en [13] es posible encontrar otra prueba del teorema de
caracterizacién 4.9. En este caso, los autores prueban algunos resultados que
son tembién interesantes. Por ejemplo, en la pagina 281 es posible encontrar
la demostracién de que C es homeomorfo al cubo A“ donde A es el espacio
discreto de los elementos 0,1, es decir,

A“:ﬁA:{f:N—){O,l}}.

Ademds, en la prueba del teorema 5.11 (pp. 284, 285) se pueden ver
ciertas similitudes con la prueba que presentamos del teorema 3.21 pues
también se toman cubiertas y se producen refinamientos de ellas, en los cuales
los conjuntos que las forman tienen didmetros decrecientes.

Finalmente, debemos decir que el teorema de caracterizacién en [13], que
serfa el teorema 5.12 en ese texto, establece que todo espacio no vacio Y es
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homeomorfo al disontinuo de Cantor C si y sélo si Y es compacto métrico,
totalmente disconexo y denso en si mismo.

Para la prueba se toman cubiertas de Y y de C con el mismo niimero

de elementos y cuyos abiertos son de diametro menor a 3 v a partir de una
biyeccién arbitraria entre estas cubiertas, se producen otras cubiertas cuyos
elementos son de didmetro menor que ,1—‘ y se continua este proceso, el cual

nos recuerda también la prueba del teorema 3.21.

Algo que también se debe mencionar es que la manera en que lo hace-
mos en este trabajo es bastante mas general y elegante pues con la ayuda de
los sistemas limite inverso nos fue posible probar que cualesquiera dos espa-

cios métricos compactos, perfectos y totalmente disconexos son homeomorfos
(teorema 3.21).
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Capitulo 5

La Funcién Ternaria de Cantor

El objetivo de este capitulo es mostrar que el conjunto de Cantor se puede
utilizar para definir una funcién que sea el Iimite uniformeme de una sucesion
de funciones absolutamente continuas aunque la funcién limite, que llamare-
mos la funcién ternaria de Cantor, no es absolutamente continua, a pesar de
ser el limite de funciones que sf lo son.

Iista misma funcién se usard para probar que la o-algebra de Borel no es
completa, siendo la o-dlgebra de Lebesgue su completacién.

Ademads veremos que la propiedad de tener medida cero no se preserva
bajo homeomorfismos, es decir, no es una propiedad topolégica.

5.1 La Funcién Ternaria de Cantor

Vamos a definir una funcién
W [0,1] — [0,1]

de tal manera que si EJ es uno de los intervalos abiertos que se eliminaron
en la construccién de C, entonces para y € E!, definimos

35, —2 3s: — 1
W) = WL = w (R

y para cada z € C, con expansi6én ternaria = 0.0yaz0...,
definimos




68 CAPITULO 5. LA FUNCION TERNARIA DE CANTOR

donde la expresién de la derecha se debe interpretar como una expansién
binaria en términos de los digitos 0 y 1.

A la funcién W se le llama la funcidn ternaria de Cantory en lo que sigue
estudiaremos sus propiedades.

Sea EJ el j-ésimo tercio medio abierto omitido en el paso n de la cons-
truccion de C, donde s; € F,_; para j = 1,2,..25n = 1,88 .. Los
extremos de este intervalo son %’{—z y 3’3; &, y pertenecen al conjunto de

Cantor.
Como s; € F,_y,s; puede tener dos formas:
1)s; = 3k para algin k € F,_, 6
2)s; = 3k — 2 para algin k € F,_,.
(Vease la construccién de C).

Si 8j = 3k para algin k € F,_,

3s;-2 3x3k—2 9k —
—dg,%— = 3n = gn = 0.()!1052. ..Of-n_ll = O.Qila'g Hen Q‘n_10222. wie
con ay,ay, ..., 0,1 € {0,2}.
" 3s;—2 on-10222
= o7 = (). 2122 n-1 U222
Asi U(=4=) = U(0.a104 s w1208 . ) Qighat, . 88 5555 oo
= () 21L22 Za-1n11" — () &1L22 Zn-1
= 0.2L2E, Sk O111l... = 0.5 |
3s;—1 3x3k—=1 __ 9k—1 __
;,., = 3n = T3 uO.alag...an_IQ
3s,—1 Ap—) 2
entonces V(=) = ¥(0.au03... @p_42) =0.2% . e
= (). 2122 Gt
=t .. S

L3R = w3t

Sis; =3k — 2 para algin k € F,_,

3s8; -2 3(3k—2)-2 9k—6—-2 __ 9k—-8 __
e L — T P

= D.&lag v an“IUQQQ B
CON Q, Q9. .., Qpyy € {0,2}.
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Luego U(*35%) = W(0.0102...0,-10222...) = 0,22 a1 0222

2233
=0.4%... 2220111, = 0.9 2, %
También
383;‘;1 = 3(3k;n2)_l = ngs—l - 9];“7 S 0.051(1’2 i & .O’n_12

Entonces ¥(271) = ¥(0.0; 0. .. On-12) = 0.5 2, oot

= 0.2%, %o
Por lo tanto W(3%2) = w3,

Veamos algunos ejemplos:

2

ql(%) = 0(0.0222..) = 00111 = 0.1 = ¥(0.2) = w(})
1 2
¥(g) = ¥(0.00222..) = 0.00111... = 001 = ¥(0.02) = ¥(z)
w(g) = 0(0.20222...) = 0.10111... = 0.11 = W(0.22) = xp(g)

-

VU es una funcidn creciente:

Sean z,y € [0, 1] tales que

¢ = 0.0102...04..., su expansién ternaria o; € {0,2}
Yy=0.5182...0,..., suexpansion ternaria 3; € {0,2}
y que z < y, entonces

0.01@2...(1;,...50.;31,32 ﬂp

0.9%...2 ...<08& &

Asi () < U(y)

W es sobre:

U2 [0, 1] — [0, 1]

Sea z € [0,1] con x = 0.bybybs. .. su expansién binaria,
entonces 0.(2by)(2b,)(2b3) . . ., interpretado como expansion ternaria,
es un y € [0, 1] tal que



70 CAPITULO 5. LA FUNCION TERNARIA DE CANTOR

W(y) = W(0.(2b,)(2b5)(2b3)...) = O.bybobs. .. = z

U es continua:

Supongamos que existe zo € [0,1] tal que ¥ no es continua en z,. Como
¥ es creciente, sabemos que las discontinuiddes de las funciones mondtonas
definidas en algin un intervalo [¢,b] de R son saltos, [2], p. 78.

De esta manera, existen los limites W(g+) y U(g—), aunque la funcién tiene
un salto en ¢ pues estamos suponiendo que es discontinua allf. .Asf, existe
€ > 0 tal que para cualquier z € [0, 1] con z # ¢ se tiene

U(x) ¢ (W(g) —e,%(q) +¢) C[0,1]

Esto contradice el hecho de que ¥ es sobre. Por lo tanto, ¥ es continua.

Notemos ademas que W tiene derivada cero casi en todas partes, pues es
constante en [0,1], excepto por un conjunto de medida cero.

i £

7 —

zl

3 _

31

5 _

8

i

Ll

3 -

51
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4
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1
| } } } } + +—»
13 i 2 7 8
9 9 3 3 9 9

Bosquejo de la Gréfica de ¥(z)

5.2 Aplicaciones

En esta seccién haremos uso de la funcién ternaria de Cantor para probar
que

e La o-dlgebra de Borel no es completa.
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e El limite uniforme de una sucesién de ua sucesin de funciones abso-
lutamente continuas, no es necesariamente una, funcién absolutamente
continua.

En particular, se derivard de nuestro anslisis el siguiente resultado:

Lema 5.1. El conjunto de los Borel-medibles es un subconjunto propio de
los Lebesgue-medibles.

Primeramente, recordemos la constuccién de la medida de Leshesgue:
Sea F la familia de subconjuntos de R cuyos elementos pueden escribirse
como uniones finitas de conjuntos de la forma:

(a,b], (—00,b], (a,+o0) o(—00, +00)

Definiremos la nocién de longitud en F:
£:F —Rt.aq.
£((a,b]) =b—aq,
{((—o0,t]) = £((a, +00)), £((~00, +00)) = +oo.
F es un dlgebra de subconjuntos de R y £ es una medida o-finita en F

R = U(hn,n],ﬂ((—n,vz] = 26, & Do

Por los teoremas de Carathéodory y Hahn [4], existe una o-dlgebra F*
de subconjuntos de R tal que F* 5 F y una medida £* en F* tal que ¢* = ¢
en F. Ademds £* es dnica. £* se llama la medida de Lebesgue en R, la cual
hemos denotado hasta ahora como A,y F* se llama la familia de conjuntos
Lebesgue medibles de la recta.

Por otra parte, la medida ) es completa, es decir, si £ € F*y AY(E) =0
y ademas B, C F, entonces B € F* Y por supuesto \*(B) = 0,

Como bien sabemos, B(R), la o-dlgebra de Borel, es la o-algebra generada
por los intervalos abiertos en R y sus elementos son los conjuntos Borel-
medibles.

Sea ¥ la Funcién Ternaria de Cantor. Definimos la funcién como:
:00,1] —s [0,2]
Uz) € 24 0()
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Como ¥ es creciente y continua en [0,1], € es estrictamente creciente y
uno-a-uno, con inversa 7', continua en [0, 2].

Cada intervalo removido de [0, 1] en la construccién del conjunto de Can-
tor C es enviado por §) a un intervalo de [0,2], de la misma longitud que el

original pues esta funcién es sobre.

3s;—2 3s;—-1 s s 2 3
En efecto, sea (%-,-;—, —4:—) el n-ésimo intervalo removido en la cons-

trucciéon de C. Entonces se tiene

)\(33j—2 3sj—~1): 3sj—1 3s;-2 1

L 1 3t 3o gn
Ademas 4 5 g .
955 — _ S5 — E
& ( 3n ) T 3n + ok’
3s; =1\ 3s;,—1 m
0 ( 3n ) = gn + 2k’
por lo que

3s; —2 3s;—1 - 35, -2 m 3s;,—1 m
)‘(Q( 3 7 3 )) B A( 3 T T3 tm

De esta manera
A([0, 1]\ €)) = A([0,1]\ C) =1,
Pero veremos a continuacién que
AC)) =1,
En efecto, notemos que
A0, 1]) = A([0,2]) = 2,
en consecuencia, si [ = [0, 1], entonces

AMQUINC) =A(I\C) =1,
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Ademais,
AMUTINC)) = A1)\ ()
= A(Q(D) - \(©(0))
= 2-X(0))
por lo que

AMC)H)=2-1=1,

Como C es un conjunto de medida cero, 1 es un ejemplo de un homeo-

morfismo que envia un conjunto de medida cero en un conjunto de medida
positiva.
Sea D un subconjunto no-medible de QC). Entonces Q71(D) es un subcon-
Junto de C y es asi también un conjunto Lebesgue medible de medida cero
(pues A es completa). Por lo tanto ) es un ejemplo de un homeomorfismo
que envia un conjunto medible en un conjunto no-medible. Q71(D) es un
conjunto Lebesgue-medible, pero como es la imagen bajo un homeomorfismo
de un conjunto que no es Borel-medible, QYD) no es un conjunto de Borel.
Concluimos asi que B(R) no es completa y ademss que B(R) ¢ F*. (En real-
idad B(R) tiene ¢ elementos, ¢ es la cardinalidad de R, mientras que F* tiene
2% es decir, hay 2° conjuntos Lebesgue-medibles que no son Borel-medibles.
A pesar de ello, la o-algebra de Lebesgue no es, por mucho, la familia de to-
dos los subconjuntos de R : por cada conjunto Lebesgue-medible de medida
mayor que cero existe otro no-medible seglin Lebesgue).

Vamos a definir ahora, una sucesién de funciones absolutamente continuas
cuyo limite uniforme sers precisamente la funcién V.

Sean Ey, E;, ... los intervalos removidos de [0,1] en la construccién del
conjunto de Cantor. Definimos las funciones ‘

W, : [0,1] — [0, 1]
como sigue: Sean A;, A,, ... ; Agn_y los subintervalos de UL, E;, colocados en

orden creciente.

Por ejemplo, si n = 3, entonces

2 1 2 19 20

1 7 8 1 2
EIUE2UE3 = ﬁaﬁ)u (aag)u(ﬁiﬁ')u (E}—’:‘}_)U(ﬁ’ﬁ)
78 25 26
U — e i, T
(9’9 U(27’27)

= A1UA2U...UA7.
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Definimos
v, = 0
Uo(z) = & si 2€ A, k=12,...,2" —1,
(1) = 1

y la definicion de ¥, se completa por medio de interpolacion lineal.

De este modo

1 1 2

2 3STS3
Uy (z) = %.’L‘ OS:LS%

3 bt 2

=3 3S7sl

Un bosquejo de la grafica de esta funcién se puede ver en la siguiente

figura:
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Ahora definimos Wj:

Ua(z)

-~

= 00| a=i—

[ -TES =N [V e Do)

-3
H

®|y x|
8

Y ol =y
B 8B 8

w| ®ff oy o

=

an

wlg =1e w|n =1 I I A L

1 pe 2
%TS'I‘S‘Z‘JT
2%
7z ; 8
7 ST o
1 g o 3
3 ST =3
19 o ., « 20
7w ST 5
7 - 8
s S2%3
B .o 26
7 STS 5
nggi'f
2 i
ST
2 7
8§ ST S 95
8 p 2 L
7w STS 3
2 o 19
3STS g
20 ; 2
7 ST
8 25
s ST 57
VLl
2 — S

7
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718
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Figure 5.3: Grafica de V3

Veamos ahora que la sucesion ()32, converge uniformemente en [0,1] a
la funcién ternaria de Cantor,V.

FEn efecto, sea ¢ € [0,1] y supongamos que z ¢ C, luego @ estd en alguno
de los intervalos removidos de [0,1] en la construccion de C.
Digamos que

3 3s; —2 3s;—1 ‘
Te E;Zn:( q}qn ’—q'{_jn—_“)’ Sje Fm—l-, J:]A’%“wzm—]_-

Luego ¥, es constante en E? vy coincide con V.
Asf U, (z) = ¥(2).
Por lo que |¥n(z) — ¥(z)| = 0 para toda n > m, es decir, Uy(z) — ¥(z).
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Supongamos entonces que z € C.

Omitimos el tercio medio de [0,1] ¥ nos quedamos con el tercio medio que
1_ 1

contiene a z, digamos [33;, %”- , donde j € {1,2} y ri €8

Sabemos que
n () cuo) < w (O
1 3 = 1(57)_ 1 —3* )

pues ¥, es creciente.
= rl rloq
Ademas U, ~3L) -0, (i—) = %

3
De esta forma

rl -1 Py —1 r rl
\/ 4 = 4 < ) < 2= =3
( 3 ) ‘I’( 3 )—‘D(“)*q’(s) w‘(a')

Luego  [W,(2) — ¥(a2)| < 3

Continuamos omitiendo el tercio medio del intervalo

b1l :
H—a’—] conj€{l,2} yr; € F

y nos quedamos con el tercio medio que contiene a .

Digamos
P21 g2 )
%, 5] donde j e (1,2,3,4) y 2 ¢
Vemos que
| r?
U (%) <) < w(F)
r? r¥ —1 |
J
o (5) - % (%) -
Ademds '
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Si seguimos este procedimiento, en el paso n omitimos el tercio medio de
,’,;_1—1 == ’_,.7:&—1
gn—1 3 3n—1

y nos quedamos con el intervalo que contiene a z.
Digamos

[—"—rszl,%{,—} eoti € 1158« 2y 12 € B
Ademas

w(52) < W@ < 6 (F)

"-‘ rt—1 1
g il =t b @ 2 = e,
&)+ =%
Pero también

rr—1 rt —1 plt rt
v () =—w (5 < W) < ()= w, (L
(%) v () = v () = = ()

Asi que  |U,(z) — ¥(z)| < 5.

Continuando este proceso indefinidamente, tenemos que dado € > 0, e-
xiste n € N tal que 51; <Eey

-

1
[W(z) — ¥(2)| < o <€ V k>n.
Es decir ¥, converge uniformemente a ¥.

Definicién 5.1. Sea f una funcién definida en [a,b] C R.
Si para cada e > 0, existe § > 0 tal que para cualquier coleccion de intervalos

(ak,bk) - [a,b],k- = Ly By sy B

ajenos por pares, se tiene que

n

Z(bk = ak) <46

k=1
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implica que
D1 (b) = f(a)] < e
k=1

entonces se dice que f es absolutamente continua.

Teorema 5.2. La funcidn Ternaria de Cantor W no es absolutamente con-
linua.

Demostracién. Como C es un conjunto de medida cero, para cada § > 0,
existe una coleccién numerable {fu: p=1,2,...} de intervalos abiertos tales

(e o) o0
queCcC (JIy Y Al < §, donde Al es Ia longitud del intervalo I,.
p=1 p=1
C es compacto, luego un subconjunto finito de esta coleccién cubre a C,
Reemplazando los intervalos que se traslapan, obtenemos una coleccién finita

de intervalos ajenos abiertos {(a1,b1), (az,b,), ..., (ar,0,)} que cubren a C
y tales que

> (B —as) < 4

v=1
Si suponemos que b, < a,4, para v =1,2,...,r — 1, entonces ya que estos

intervalos cubren a C, se sigue que para cada v, los puntos b, v (y4q estan
en el mismo intervalo abierto removido de . Por lo tanto W(b,) = U(ayy).
Ademds como VU es creciente, W(b,) > U(a,).

Si extendemos W tal que V(z)=0paraz <0y ¥(z) =1 para z > 1.
Tenemos que

D 1¥(b) = W(a)| = W(by) ~ Y(ay) + W(sy) - U(ag) + -+ W(b,_y) -

V(ar—1) + ¥(b,) = W(a,) = W(b.) ~ Y(ay) =1—-0=1.

Asi ¥ no es absolutamente continua. O

Sin embargo para cada k, W\ es una funcién absolutamente continua.
Vemos asi que aun cuando (Pk)iZ, sea una sucesién de funciones absoluta-
mente continuas que converja uniformemente a ¥, su limite, es decir, ¥ no
es absolutamente continuo.,
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Capitulo 6

El Conjunto de Cantor como
fractal

El objetivo de este capitulo es calcular Ja dimensién fractal de C, para este fin
se introducen conceptos de manera intuitiva, y se deriva partiendo de objetos
conocidos, una férmula para calcular la dimensién. En la primera y segunda,
seccion se formalizan un poco estas ideas y se exhibe una nueva férmula para
calcular la dimensién fractal de C , la cual coincide con la anterior.

Grosso modo, podemos decir que un fractal es un objeto geométrico que
tiene la propiedad de autosimilitud ¥ puede tener dimensién no entera (a
diferencia de un intervalo abierto de los reales que tiene dimensién 1, por
ejemplo),

Para calcular la dimensién fractal de un objeto, hagamos una analogia,
con algunos objetos conocidos.

Si consideramos un segmento de recta, que tiene dimensién L, y lo dividi-
mos en N partes de igual tamafio y 7 es la razén de escalamiento, entonces
se tiene  *

Nr=1

Por ejemplo, el segmento puede tener longitud 1 y lo dividimos en cuatro
piezas iguales, entonces r = iv4(3) =1

Esto lo podemos repetir para un cuadrado, que es de dimensién 2. Sj usamos
una escala de r = 3 ¥ dividimos cada uno de los lados en tres partes iguales,
entonces el cuadrado original se parte en 9 cuadrados mas pequenos. Pero

83
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observamos que 9(3)* = 1. En general

Nr? =1
Para un objeto de dimensién 3, la relacién sera

M =1
En cada caso, N es el niimero de veces que se reproduce el objeto inicial en
la primera particidn y r es el factor de escalamiento. El exponente de r es la

dimensién del objeto bajo estudio.
De esta manera, se deriva la relacién

Ne¥=1
i _ log(N
por lo que d= #;—%}—)l
Aplicando esta férmula al conjunto de Cantor, en la primera particién
quedan 2 intervalos similares al [0,1] (N = 2), pero a escala r = 1 del

original. Por lo tanto, la dimensién fractal de C es

d= log(2)  log2

= = ~ 0.63092975 . ..
log(ﬁ) log 3

Esto nos dice que el conjunto de Cantor estd casi @ medio camino de ser un
conjunto discreto de puntos como los racionales y ser un intervalo continuo.

De la figura 1 notamos que en la n—ésima etapa de la construccién de C
se ve lo mismo que en la (n — 1)—ésima etapa, pero a una escala menor. Esto
sugiere que C exhibe cierta autosimilitud y como ya se vié, tiene asociado un
nimero no entero al que llamaremos mds adelante emphdimensién fractal.
Luego, a reserva de probar algunos resultados, podriamos decir que C es un
fractal.

Si hacemos un proceso analogo a la construccién de C, pero ahora para
[0,1] x [0,1], entonces en el primer paso quitamos el tercio medio de cada
uno de estos intervalos; en el segundo paso omitimos los tercios medios de
los subintervalos restantes en cada factor del producto cartesiano, vemos que
N=4yr= %; este procedimiento lo ilustramos en la siguiente figura:



85

why

e

[]
L) O
L] [
L] O

wR o ok

t
1 1 L] ]
1
9

HH O HEA
'Mmo oo oo oog
s00 OO oo oo
oo oo oo oo
:00 oo o0 oo
‘oo oo oo oo
00 oo oo oo
‘oo oo oo oo
oo oo oo oo
o & 2 1 $ £ & 1

En este caso, al final del proceso obtenemos C x C, que es un objeto
fractal de dimensién mayor que 1, de hecho este objeto tiene dimensién
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log 4
1'6'5'5 ~ 1.261859.

Lo mismo podemos hacer para [0, 1] x [0, 1] x [0,1], y se muestran las dos
primeras etapas a continuacion:

En este caso, la dimensién del conjunto C x C x C es :%E% ~ 1.89278,

que es menor a la de una superficie, aqui N =8 y r = 3.

6.1 Dimension fractal

En esta seccion trataremos de dar formailidad al concepto de dimensién frac-
tal, partiremos de la idea intuitiva de querer conocer qué tan lleno es un
espacio. Veremos que esto depende de la escala de funciones que se considere
y del orden de crecimiento en 0 de estas funciones.

Dado un conjunto P definimos la funcién

Plu)e U B.(z) (6.1)

donde B.(z) denotan las bolas de radio ¢ alrededor de z.

Si U es un intervalo denotaremos como L(U) a la medida o longitud de

U.
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Sean f y g dos funciones en (0,b]. Supongamos que su limite cuando z
tiende a 0 es precisamente 0.

1. Se dice que f converge a 0 mds rapido que g, o bien que el(m)"den de
flz

l
9(z)

crecimiento de f a 0 es mads alto que el de g si y sélo si ]il]’é |
T}

Lo cual denotamos por f > go g < f.

2. Porotro lado, fy g son equivalentes si existen dos constantes ¢;, ¢y tales
que para toda z, se cumple que 0 < ¢; < {7(% < ¢3. Y lo denotamos
como f =~ g.

3. Finalmente si existe una constante ¢ tal que para toda z, ;:—((f)l £ 0
escribimos f > g o también g < f.

Por ejemplo, las dos funciones z y 2z + 322 son equivalentes alrededor de
0. Pero su orden de crecimiento es mas alto que el orden de Ve, Siay B
son dos nimeros reales positivos, entonces 22 > 2# si y solo si a > 3.

En lo que sigue, denotaremos por L(E(e)) la medida del conjunto E(e)
que cubre a F, de acuerdo con (6.1).

Dados dos conjuntos E, E; de medida nula, decimos que el grado de
llenado del espacio de E, es mas alto que el de F, si la convergencia a ()
de L(Ei(g)) cuando € tiende a 0 es mas lento que la convergencia a () de
L(Eg(s))

ORDENES DE CRECIMIENTO Y DIMENSION

Una pregunta natural es si existe un método para cuantificar el grado
de llenado del espacio. La respuesta serfa afirmativa si dados dos érdenes
de crecimiento pudiéramos decir si el primero es mas alto, es el mas bajo o
si ambos son equivalentes. Pero esto no siempre es posible, ya que pueden
construirse dos funciones cuyo cociente no tenga limite en 0; por ejemplo, un
limite superior igual a infinito y un Iimite inferior igual a 0. De esta manera,
estamos obligados a restringirnos a una familia de funciones comparables,
que dan lugar a la nocién de escala de funciones.

Una escala de funciones alrededor de 0 es una familia F de funciones
definidas en una vecindad de 0 tal que para cualesquiera dos funciones f y g
en F setiene: f~giof>go f=<g. '

Con respecto a esta escala, el orden de crecimiento de una funcién puede
ser definido por una subfamilia de funciones equivalentes. Un orden de cre-
cimiento es un corte en la escala de funciones dada. Esto es, una particién
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de esta escala en dos subfamilias F, y Fa, tales que cada funcién de F; es
de un orden més alto que cualquier funcién de Fa, y cada funcién de F, es
de un orden mds bajo que cualquier funcién de Fi.

Escala de Hardy. Consideraremos las funciones 2 (a real)exp(z), y log z
como una base para esta escala. Sea F la familia de funciones construidas a
partir de esta base usando sumas finitas ((f+9)(z) = f(z)+g(z)), productos
finitos (fg(z) = f(x)g(x)), y composiciones finitas ((fog)(z)) =f(g9())).

Sin contar a las funciones periddicas, esta familia contiene casi todas las
funciones que se encuentran en cualquier curso clésico de cdlculo.

Puede demostrarse que todas las funciones de esta familia, las cuales
estan definidas alrededor de 0, son comparables. La prueba de esto no es
facil (Teorema de Hardy). Su idea es demostrar que todas estas funciones
tienen limites (eventualmente infinito) cuando z tiende a 0. De este modo,
obtenemos una escala de funciones alrededor de 0. Esta escala es amplia,
tan amplia como para dar una nocién efectiva para cuantificar el grado de
llenado del espacio. No obstante, es facil encontrar funciones que no sean
comparables a algunas funciones de F (tales funciones no pertenecen a F).
Por ejemplo, la funcién = sin 1 no estd en F pues no se puede obtener como
composicion o suma finita de las funciones bdsicas para esta escala; ademas,
no es comparable a .

Escala logaritmica. Una escala de funciones mas pequetia en la cual la
comparacion de los grados de crecimiento es mds sencillo, esta dada por la
escala de doble indice:

F = {fas(z) = 2%(log, %)’8, a > 0,n > Oentero, Breal }.

La notacién log, indica iteracién del logaritmo: logo(z) = 1, log,(z) =
log(x), log,(2) = log(log(z)),...;log,(z) = log(log,_,(z)) es iterar n-veces
el logaritmo. En este caso, un ejemplo de corte en F es el siguiente: F, es
el conjunto de funciones que crecen més rdpido a 0 que una funcién dada de
tipo |log z|=", 8 > 0; F; es el conjunto de funciones que crecen mas despacio
a 0 que una funcién de tipo 2®,a > 0. De hecho, es imposible encontrar
en F una funcion f cuyo orden de crecimiento esté en medio de estas dos.
(Mientras que en la escala de Hardy si es posible, por ejemplo, la funcién
exp(—(log,(3))?), estd en medio de Fy y F3). Ver [9], p. 2L.

Una escala més simple y también muy usada es la siguiente:
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Escala de funciones potencia. Esta se define como
F = {fa(z) = 2%, a > 0}.

La comparacién en esta escala es directa. Dadas dos funciones fa ¥ fs, tienen
el mismo orden de crecimiento si y sélo si a = By fo crece mas rapido a 0
que fg si y sélo si @ > B. Aqui cada clase de equivalencia contiene un tnico
elemento. Ademds, como el conjunto de niimeros reales es completo, es decir,
es igual al conjunto de sus cortes, por lo tanto cada orden de crecimiento en
esta escala es igual a un nimero real a.

Dada esta escala como referencia, tenemos un método simple para calcular
el orden de crecimiento de una funcién, probando que ese orden existe:
La funcién f(z) tiene orden de crecimiento o en 0 si:

log f(x)

lim —2==—~ =

=0 log:a: o

. o g v aztb 3
Por ejemplo, el orden de crecimiento de la funcién z 5514 en 0 es igual a %.

De manera directa, podemos definir una dimensién fraccionaria, esto es,
una dimensién cuyo valor no siempre es un entero. Il grado de llenado
del espacio de un conjunto E de la recta real es mas grande si el orden de
crecimiento de la funcién L(E(e)) en 0, en la escala de funciones potencia,
es mas pequefio. Este orden es el limite de

log L(E(e))
loge

cuando ¢ tiende a 0.
Asi, podemos definir la dimensién fraccionaria como:

- dimensién de E =1- orden de crecimiento de L(E(g)),

si este orden existe. El niimero real, definido por esta dimensién, es una
buena medida del grado de llenado del espacio. A través del tiempo, este
nimero ha tenido diferentes nombres. G. Bouligand, que la definié en 1928,
la llamé orden de Cantor-Minkowski, porque se originé de las ideas de Can-
tor en medida. También ha sido llamada dimensidn fraccionaria, densidad
logaritmica, y a veces entropia y capacidad. Actualmente es conocida como
dimensidn fractal, aunque existen muchos conceptos de dimensién fractal.
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Nosotros la llamaremos simplemente dimensién y la denotaremos como A.

Asi,
ALE) = B (1 = lo_gé(ﬂ@)

e—+0 loge
es la dimensién de E, si este limite existe.
DEFINICION EQUIVALENTE DE DIMENSION

Es conveniente tener una definicién alternativa para calcular A(E), la
cual se usara para facilitar el cémputo de la dimensién.

Supongamos que para toda ¢, E puede ser cubierto por N(E) intervalos
de longitud & con interiores ajenos tales que cada intervalo contiene por lo
menos un elemento de E. Si F es un conjunto infinito, entonces N(E) tiende
a infinito cuando ¢ tiende a 0.

Sin importar cémo se escogieron esos intervalos:

A(E) = lim log N(¢)
=0 |loge|

Como los intervalos son ajenos y estdn incluidos en E(e), esos intervalos
verifican que  eN(e) < L(E(e)).

Triplicando la longitud de cada intervalo, podemos cubrir E(g), asi :
L(E(e)) £ 3eN(e).

Estas dos desigualdades son suficientes para probar que

E log N(e
lim ___ﬁ__logL( () = lim (l + i Tateh 2, (C))
=0  loge e0 log &

por lo que se prueba la afirmacién anterior.

En otras palabras,

La dimension fractal de E es el orden de crecimiento a infinito
cuando ¢ tiende a 0 del nimero N(g) de intervalos de longitud €
que se necesitan para cubrir a E.

Esta definicién alterantiva nos ayudard a calcular la dimensién de C.

Ejemplos de calculo de la dimensién
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* 5i E contiene sélo un punto, entonces A(E) =0.

® Si E es un intervalo, o mas generalmente de longitud diferente de cero,
entonces L(FE(e)) > L(E) para toda e. Por lo tanto A(F) =1esla
dimensién méaxima de un subconjunto de la recta real.

* Sea I un conjunto perfecto simétrico de razén constante @ < 3. E es
cubierto por 2" intervalos de longitud a", con N(a") = 2". Tenemos
que A(FE) = Ii_zg%l’ el cual puede tomar todos los valores entre 0 yl
(sin incluirlos).

Este dltimo ejemplo podemos aplicarlo al conjunto de Cantor, sélo tomamos
a= % y tenemos que

la cual coincide con la dimensién calculada en la seccion anterior.

6.2 Otra manera de definir dimension

En esta parte definiremos la dimensién Hausdorff, calcularemos la dimensién
de C y veremos que coincide con lo hecho hasta ahora. Para este fin, nos
ayudaremos de algunos teoremas cuyas demostraciones pueden encontrarse
en [14].

Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcién J X — X es una simi-
laridad si y sélo si existe + > 0 tal que

d(f(z), f(y)) = rd(z,y)

para toda z,y € X. r es llamada la proporcion de f.

Por otra lado una lista de proporciones (ry,r;,...,7,,) es una lista
finita de nimeros positivos. Si ri <1 para toda i, (ry,7s,...,7,) es llamada
una lista hiperbélica de proporciones.

Un sistema de funciones iteradas (SFI) el cual realiza una lista de
proporciones (71,73,...,7y,) en X, es un sistema F = {1, f2s- -y fm} donde
fi : X — X es una similaridad con proporcién r;.

Bi(resmeycuny Py €8 hiperbélico, llamaremos a F' un SFJ hiperbélico. Sélo
consideraremos SFI hiperbélico.
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Usaremos F[A] para denotar U filA].

=1

Para ejemplificar estos conceptos, notemos que si

fu(2,y) = 5(2,y),
fR(xay) . §($,y) 1 (%30)7
fU(wvy) g %(‘Bay)(iai\/ﬁ)

Entonces F' = {fy, fr, fu} es un SFI hiperbélico que realiza (33,3). El
conjunto invariante S, tal que S = F[S] es el Tridngulo de Sierpinski. Para
ver esto, nos ayudamos del paquete Maple iterando varias veces las funciones.
A continuacién se muestran las primeras etapas del proceso.

Sy

Un resultado importante es el siguiente :

Proposicién 6.1. Sea X un espacio métrico completo y F = {fi,foy- s fu}
un SFI hiperbélico que realice (ry,r, . . ., rm) en X . Entonces existe un inico
conjunto K ,compacto no vacio que quede invariante bajo F, esto es K =

FIK].

Demostracion. Se aplica el Teorema de Punto fijo de Banach a F' y al espacio

K(X) de subconjuntos compactos no vacios de X. Para més detalles ver
referencia [14]. O
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Definicién 6.1. Sea X un espacio métrico, p > 0 y § > 0. Para A C X
sea

H,5(A) = inf{Z(diam Gy)?},

donde el infimo es tomado sobre todas las cubiertas numerables de A, con
conguntos G; lales que diam Gy < §. Ia medida exterior de Hausdorff p-
dimensional de A es

Hy(A) = 5_1_133 H,s(A).

Un resultado que se cumple es que si H,(A) < oo, entonces H,(A) =0
para toda g > p. Si H,(A) > 0, entonces H,(A) = oo para toda q < p.

Definicién 6.2. La dimensién Hausdorff de un conjunto A se define como
dimyA = inf{p > 0: H,(A) = 0}
=sup{p > 0: H,(A) = co}.

Aplicaremos estos resultados para calcular la dimensién Hausdorff del
conjunto de Cantor.

Cada conjunto () puede ser cubierto por 2% intervalos de longitud 3%, Asf
H,5-+(C) < 2%3~%

el cual es un nimero positivo y finito para toda k si y sélo si s = }%g—g.
Para encontrar una cota inferior, necesitamos considerar las colecciones fini-
tas de intervalos abiertos {U;} que cubren a C.

Para U; sea k un entero tal que
37 < diam U; < 37+,

Entonces U; puede intersectar a lo mas un intervalo de C, ya que los inter-
valos estdn separados en al menos 37%. Si j > k entonces U; intersecta a lo
mas

2% = 2737 < 9i3*(djam U;)*
intervalos de Cj. Escojamos j tal que 3-(+1) < diam U; para toda U;. Ya
que {U;} intersecta todos los 27 intervalos de ;.

2 <) " 273 (diam Uy)e,
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lo cual da
Z(diam 28" = %
Luego H,(C) >

1
3
Por lo que dimy(C) = s = 282

R

w

g

Lema 6.2. 5i A C R" yr > 0 entonces Hy(rA) = r*H,(A), donde rA =
{rz:z € A}.

Este lema también es 1itil para calcular la dimensién Hausdorff de C.
Podemos dividir al conjunto de Cantor en dos partes :
Co=Cn0,iy Cr=Cnl[31],
ambas similares a C' y a escala % La unién C = C, U Cp es ajena, asi que

Si0 < H,(C) < oo, entonces 1 = 2(3)*, lo cual lleva a que dimyC = s = :2—‘;%.

Definicién 6.3. Sea F' = {fi, fo,..., fi} un SFI hiperbolico que realice
(ri,72, ..., 7m). La dimensién de similaridad del conjunto invariante de F,
K = F[K], es dimgK = s donde

Definicién 6.4. Sea F' = {f1, fa2,..., fin} un SFI hiperbdlico. F satisface la
condicion de conjunto abierto si existe un conjunto abierto no vacio V tal
que

DAVIN V) = 0 para toda i £,
wv:UﬁM=FWL

Lema 6.3. Si F' satisface la condicion de conjunto abierto, entonces dimg K =
dimgK. Ademds, 0 < H,(K') < oo, para s = dimgK.
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Con ayuda de estos resultados podemos calcular la dimensién de C x C.
Definimos las funciones:

f1($, y) - %(muy) + %(171) y f2($1y) = %(may) H %(-—l, 1) ’
fa(a:,y) = %(:v,y) i %(15 _1) ’ f4($,y) = %(x,y) + %(_"la'—l)

F' = {f1, fa, f3, f4} es entonces un SFI que realiza (%,%,%,%) con C x C

como conjunto invariante. ‘
La dimensién de C' x C es d, dada por 4(§)d =1, de aqui que d = {:ﬁ.
Auxilidandonos con Maple pudimos ver que C x C es el conjunto invariante.
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Capitulo 7

Conjuntos de Cantor
generalizados

Este capitulo trata sobre conjuntos de Cantor generalizados, en el sentido de
que es posible construir conjuntos que sean perfectos y densos en ninguna
parte, al igual que C, pero con medida positiva.

Ademds se estudian conjuntos homeomorfos a C, cuya construccién tiene
una variante: en lugar de omitir el tercio medio de [0,1], se remueve cualquier
intervalo centrado en [0,1] con longitud menor que 1; veremos que estos
conjuntos son perfectos, compactos y densos en ninuguna parte.

7.1 Conjuntos de Cantor de medida positiva

Sea 0 < @ < 1. Para construir un conjunto de Cantor de medida positiva,
primero removamos del [0,1] el intervalo I, ; = (32— 1o, 1+ 1a) de longitud
20y punto medio 1.

De los dos ifitervalos cerrados restantes: J, ; = [0,3— 3]y Jip = [3+3a,1],
cada uno de longitud (1 = 3@), removamos los intervalos medios abiertos

— (B L & (@ pde BEi 8 ‘ )
{2,1 = (3~ 130 3 160’.),[212 =G Fes i+ Za) cadaluno (136 longitud
s@. Entonces de los cuatro intervalos restantes Jz2y = [0, 3= -lgoz],Jg,z =

1. 4.4 a it B 1 = [2. 2 .
3= 0t — ga],lJm _1[5 + 7% = 6@ o = 2+ 2a,1], cada uno de
ellos de longitud 1(1 — 3@ — 30), quitemos los intervalos ,medios abiertos

cada uno de longitud 5.

De los 8 intervalos restantes, cada uno de longitud 3(1 — £ — ja — La),

97
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removamos los intervalos medios abiertos, cada uno de longitud 5.

Después de n etapas quedan 2" intervalos ajenos cerrados J,, 1, Jn2yeevy Jpan
cada uno de longitud menor que 3+ ¥ la medida de la unién de los intervalos
removidos es a3 + § + - 37), ¥ entonces la medida de todos los interva-
los removidos al hacer el procedimiento anterior una, infinidad de veces es:
a(% 4 i +..)= ax1=a. Lamedida del conjunto de Cantor restante es
1 —a.

an— e 00
Sean V,, = | J Lux Po=|Jdup,P= ()2
k=1 k=1

n=1

Los conjuntos de Cantor P definidos en esta forma se llaman Conjuntos
de Cantor de medida positiva. Todos ellos son conjuntos perfectos, densos en
ninguna parte, y ademas son homeomorfos.

En efecto, cada P, es cerrado, asi que P es cerrado y acotado y por lo tanto
compacto.

Ya que P, no contiene ningiin intervalo de longitud > 5{; y P F; para
cada n € N, se sigue que P no contiene intervalos. Es por tanto totalmente
disconexo. Ademds (P)° = P° = {), es decir, P es denso en ninguna parte
em R.

Sea x € P. Para cada n € N tenemos que @ € Py, asi que existe k, tal que
z € Jok,. Asi que, dado € > 0, existe un n € N tal que 2%, < &, y ademaés
los puntos extremos de J, 1, estan ambos en [z — €,z +¢€]. Pero estos puntos
extremos estan en P, por lo tanto 2 es un punto limite de P. Concluimos
asi que P es perfecto.

Aparentemente, podriamos pensar que esta construccién es muy parecida
a la del conjunto de Cantor cldsico, por lo que estarimos tentados a pensar
que al final obtenemos un conjunto de medida cero. Sin embargo, debemos
notar que en este caso, la longitud de los intervalos que se van eliminando
converge mds lento a cero que en el caso del conjunto ternario, pues lo que
eliminamos esta dada por

7.2 Conjuntos de Cantor del a-medio

En esta seccién estudiaremos una familia de conjuntos de Cantor del a-
medio y trataremos de mostrar que no todos estos conjuntos tienen el mismo
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“tamafio”. Estos conjuntos son una generalizacién directa del conjunto de
Cantor clésico del cual nos ocupamos en los capitulos anteriores.

Para definirlos en el intervalo [0,1], primero escogemos o € (0,1), hacemos
A = 1%2,3 y entonces definimos las funciones

Sea Iy = [0,1], para n > 1 definimos inductivamente
In = To(I—1) U Ty(1n-1)

Entonces el conjunto de Cantor del a-medio en el intervalo [0,1] est4 definido
como

s

n=0

Notemos que Ty(I) = [0,8]y Ty(Lo) = [1-3, 1], asf que Iy = [0, 8] U[1 -3, 1k
El “hueco” en I, tiene longitud 1-28 = o. Asf que otra manera de describir
I; es decir que removemos de la, mitad de Iy un intervalo abierto de longitud
@, dejando dos intervalos cerrados de longitud A.

Es fécil ver que To(1;) = [0, 37 U[B(1-8),8] y que Ti(h) =1 -B,8%(1-
AV -p)+8(1- B),1]. Obtenemos I, removiendo de la mitad de cada
componente de I; un intervalo de longitud af. Cada una de las cuatro
componentes de /5 tiene longitud 2.

En general, I, es la unién de 97 intervalos cerrados ajenos de longitud
A" y obetnemos In41 removiendo de la mitad de cada componente de [,, un
intervalo abierto de longitud agn.

La coleccion {1,,}2, es una sucesién de subconjuntos compactos anida-
dos de [0,1] y satisface la propiedad de intersecciones finitas, asi que por la
compacidad-de [0,1], C, es no vacio. Cada C, es un subconjunto compacto,
nunca denso y perfecto de la recta rea] Y es por tanto un conjunto de Cantor.

Consideremos ahora los conjuntos de Cantor de T% medios y % medios.

Uno se ve “mds grande” que ol otro. Pero ;Cémo podemos demostrarlo?
q 'k p

Podriamos tratar de comparar el nimero de puntos en los dos conjuntos,

pero como sabemos, tienen la misma, cardinalidad. Por lo que no podemos

usar la cardinalidad para comparar los tamafios de los diferentes conjuntos

de Cantor del a-medio.
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Otra forma de comparar el tamafo de dos conjuntos es comparar los
valores de su medida de Lebesgue. Pero cada conjunto de Cantor del a-
medio tiene medida de Lebesgue cero, como veremos a continuacién: sea
a € (0,1), cada conjunto I, cubre a C,. [, contiene 2" componentes, cada
una de longitud ". Asi que la longitud total de I, es 2"8" = (23)" para
toda n. Ademas a € (0,1) implica que 8 € (0, 1), entonces 28 < 1 y por lo
tanto la longitud total de los [, se va a cero cuando n tiende a infinito. Esto
quiere decir que la medida de Lebesgue de C, es cero. '

Asi que no podemos usar la medida de Lebesgue para comparar los tamaros
de los conjuntos de Cantor del a-medio.

De este modo, vemos que no podemos usar la cardinalidad o la medida
de Lebesgue para distinguir la diferencia entre los conjuntos de Cantor del
a-medio. Necesitamos utilizar otro método para comparar estos conjuntos,
para eso nos ayudaremos de las formulas para calcular la dimension fractal
de un objeto que estudiamos el capitulo anterior.

Veamos, en el conjunto de Cantor de lg—o-medios o = 195 v i = L—_z—‘z = 513, asi
que este conjunto lo podemos dividir en dos partes:
Cf‘%zc%ﬂ[o,%] y C%=C%ﬂ[%%,l],
ambos similares a C s pero a escala o
La unién Cs = C5 UCE es ajena, asi que
10 i0 10
¥ R
H(Cs) = H,(C3%)+H, (C3)
1 1
= H(;:C4)+ H(:Cs)
1 | g
= Z_HS('QEC%) = 2('5— )H,,(C%)
Luego 1 = 2(5)?, lo cual lleva a que dimH(C’lg_u) = %"f% ~ 0.231378.
En el caso del conjunto de Cantor de l—la—medios e 11—0 yB=132= %,

luego este conjunto lo podemos dividir en:
C[{ =C1inN [U il ¥ CR =C
16 10

1 AL

ambos similares a C & pero a escala 29—0.
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La unién C’_% =C% UCE es ajena, asi que
HiC.) = Ifs(CL) H, (CR)
= ,( C AR H( )
9 8

= zﬂs% §=2 )H(C ).

Luego 1 = 2(3%)*, lo cual lleva a que lelH(Cl ) e 1—57_0— ~ 0.868053.

Vemos que de esta forma podemos dlstmgulr las dlferenuas entre dos con-
juntos de Cantor.
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Anexo A

Anexo

Ademads de las propiedades que ya mencionamos anteriormente, el Conjunto
de Cantor cumple con otras propiedades, enseguida se hace una lista de
algunas de las mas comunes. Varias de éstas ya fueron demostradas en los
pasados capitulos, el lector interesado puede consultar la demostracién de las
restantes propiedades en la referencia [7]. Se inlcuye ademés las definiciones
de las propiedades de C que no han sido estudiadas en el presente trabajo.

Un conjunto F, es un conjunto que puede ser expresado como la unién
de una coleccién numerable de conjuntos cerrados y un conjunto (5 es
un conjunto que puede ser espresado como la interseccién de una coleccién
numerable de conjuntos abiertos.

Una sub-base S para una topologia en X es una coleccién de subcon-
juntos de X cuya unién es igual a X. La topologia generada por la sub-base
S estd definida como la coleccién 7 de todas las uniones de intersecciones
finitas de elementos de S.

Si dos bases (o sub-bases) generan la misma topologia, se dice que son
equivalentes.

Ejemplo‘s particulares de puntos limite son los puntos w de acumu-
lacién, para los cuales cada conjunto abierto que contenga a p debe contener
una infinidad de puntos de A.

ESPACIOS REGULARES Y NORMALES

Mas importante que los axiomas de separacion por si mismos, es el he-
cho de que puedan ser empleados para definir propiedades mas fuertes, Por
ejemplo un espacio X se llama regular o 73, si es un espacio 7} y satisface

103
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el axioma T3; X es normal o Ty, si es un espacio T} y satisface el axioma T}.
Diremos que X es completamente normal si es un espacio T y se cumple
el axioma T.

ESspPACIOS COMPLETAMENTE HAUSDORFF
Axioma T, L Sia y bson dos puntos de un espacio topolégico X, existen

conjuntos abiertos O, y Oy que contienen a a y a b, respectivamente,
tales que O, N Oy = .

I

Un espacio ngl es llamado un espacio completamente Hausdorff.

ESPACIOS COMPLETAMENTE REGULARES

Otra variacién de los axiomas de separacién concierne a la existencia
de ciertas funciones continuas de valores reales. Sean A y B, subconjuntos
ajenos de un espacio X,Una funcién Urysohn para A y B es una funcién
continua f: X — [0,1] tal que fla =0y f|p = 1.

Axioma T51 : Si A es un subconjunto cerrado de un espacio X y b es un
2 : '3
punto que no pertenence a A, entonces existe una funcién Urysohn para

Ay{b}.

Un espacio que sea Ty y T 1 sera llamado completamente regular o
Tychonoff.

PROPIEDADES DE SEPARACION ADICIONALES

Llamaremos a un espacio con una funcién Urysohn para cualesquiera dos
puntos un espacio Urysohn.

Un espacio Ty en el que cada conjunto cerrado es un G5 es comunmente
llamado perfectamente 7. Un espacio perfectamente Ty el cual es también
T, sera llamado perfectamente normal.

Denominaremos semirregular a todos los espacios T3 para los cuales los
conjuntos abiertos regulares formen una base para la topologia.

Dos generalizaciones de compacidad pueden ser obtenidas debilitando la
hipétesis de que la subcubiertas sean finitas. Un espacio topoldgico es lla-
mado o — compacto sj es la unién de una cantidad numerable de conjuntos
compactos, mientras que un espacio es llamado Lindelof si cada cubierta
abierta tiene una subcubierta numerable.
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Un espacio topolégico es numerablemente compacto si se satisface
cualesquiera de las siguientes condiciones, las cuales son equivalentes:

1. Cada cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.
2. Cada conjunto infinito tiene un punto w de acumulacién en X.
3. Cada sucesién tiene un punto de acumulacién en X.

4. Cada coleccién numerable de conjuntos cerrados con interseccién vacia
tiene una subfamilia finita con interseccién vacia,

Otras dos condiciones relacionadas, pero no equivalentes a compacidad
numerable, son las siguientes: un espacio topoldgico es secuencialmente
compacto si cada sucesién tiene una subsucesién converegente, y es débil
numerablemente compacto si cada conjunto infinito tiene un punto lfmite.

Finalmente, un espacio X es llamado pseudocompacto si cada funcién
continua de valores reales en X es acotada,

PROPIEDADES DE COMPACIDAD LOCAL

Un espacio topoldgico se dice localmente compacto si cada punto estd
contenido en una vecindad compacta.

Una variante (no equivalente) de la definicién de compacidad local re-
quiere que cada punto esté contenido en un conjunto abierto cuya cerradura
es compacta. Llamaremos a este concepto compacidad local fuerte.

Cuando X es o-compacto y localmente compacto es llamado c-localmente
compacto.

AXIOMAS DE NUMERABILIDAD Y SEPARABILIDAD

Una propiedad especial que es estrictamente mas débil que separabilidad
es la condicién de cadena numerable, la cual dice que cada familia ajena
de conjuntgs abiertos es numerable.

PARACOMPACIDAD

Una cubierta es punto finita si cada punto pertenece tinicamente a una
cantidad finita de conjuntos en la cubierta, y es localmente finita si cada
punto tiene alguna vecindad que intersecta inicamente a una cantidad finita
de miembros de la cubierta.

Un espacio es llamado metacompacto si cada cubierta abierta tiene
un refinamiento de punto finito abierto, paracompacto si cada cubierta
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abierta tiene un refinamiento localmente finito abierto. Las condiciones de
metacompacidad numerable y paracompacidad numerable requieren
inicamente que cada cubierta abierta numerable tenga el tipo de refinamiento
deseado.

Decimos que un espacio X es conexo entre dos puntos si cada sep-
aracién de X incluye un conjunto abierto que contenga a ambos puntos.
Esta también es una relacién de equivalencia entre los puntos de un espacio;
llamaremos a las clases de equivalencia cuasicomponentes. °

Dados dos puntos z y y de un espacio X, una trayectoria en X del
punto z al punto y es una funcién continua f : [a,b] —+ X de algin intervalo
cerrado [a,b] de la recta real en X, de tal manera que f(a) =z y f(b) = v.
Un espacio es conexo por trayectorias si cada par de puntos de X puede
ser unida por una trayectoria en X.

Un conjunto que no tiene conjuntos abiertos ajenos se dice ser hiper-
conexo y un conjunto que no tiene conjuntos cerrados ajenos se dice ser
ultraconexo.

X es localmente conexo si las componentes de los subconjuntos abiertos
de X son abiertas en X.

Un espacio X es localmente conexo por trayectorias si las compo-
nentes de las trayectorias de subconjuntos abiertos de X son abiertos en

X.
DISCONEXIDAD

Un espacio es totalmente disconexo por trayectorias si las tdnicas
: _emem continuas del intervalo unitario en X son consgantes

Un espacio es de dimensién cero si tiene una base que consiste de con-
juntos que son abiertos y cerrados a la vez. Un espacio es llamado disperso
si no contiene subconjuntos no vacios densos en si mismos.

BICONEXIDAD

Un conjunto conexo se dice ser biconexo si no es la unién de dos subcon-
juntos conexos ajenos no degenerados. Un punto p de un conjunto conexo X
es llamado un punto de dispersién si X — {p} es totalmente disconexo.

Un resultado muy conocido que usaremos en los siguientes capitulos, ase-
gura que un subconjunto I de R es conexo si y sélo si I es un intervalo o
consta de un sélo punto.



Propiedad
—— |

Axioma Ty,

C cumple esta propiedad

Axioma T
Axioma 7,

Axioma T},

Axioma Ty

Axioma Ty

Axioma T,
]

Axioma Ty
Espacio Urysohn

Semirregular

Regular

Completamente

regular

Normal

Completamente

normal

Perfectamente

normal

Compacto

g-compacto

Lindelof
Numerablmente compacto
Secuencialmente compacto
Débil numerablemente compacto
Pseudocompacto
Localmente compacto
Compacidad local fuerte
o-localmente compacto
Separable
Segundo numerable

Primer numerabie
Condicion de cadena

107

C no cumple esta propiedad_]
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|

X
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|
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//

//

/

/

I

Contintia en la siguiente pagina...
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Viene de la pagina anterior

Propiedad

C cumple esta propiedad

C no cumple esta propiedad

numerable

X

Paracompacto

X

Metacompacto

X

Numerablemente
paracompacto

Numerablemente
metacompacto

Completamente normal

X

Completamente Ty

Conexo

Conexo por trayectorias

Arco conexo

Hiperconexo

Ultraconexo

XX | XXX

Localmente conexo
por trayectorias

Localmente arco conexo

Biconexo

Tiene puntos de dispersion

KIEX|X

Totalmente disconexo
por trayectorias

Totalmente disconexo

X

Totalmente separado

Extremadamente disconexo

Dimension cero

Disperso

Discreto

Metrizable

Base o-localmente finita

Topoldgicamente completo

Segunda categoria

XIX|IX]|X

Numerable

X

Cardinalidad = ¢

Contintia en la siguiente pagina...
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Viene de la pagina anterior

Propiedad

C cumple esta propiedad

C' no cumple esta propiedad

IFuertemente conexo

X
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