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Introduccion

La Teoria de Grupos y de Algebras de Lie ha sido un area de constante investigacion
desde que fue introducida por el matemético noruego Marius Sophus Lie (1842-
1899), a finales de 1873, cuya intencién era construir una teoria para las ecuaciones
diferenciales, andloga a la Teorfa de Galois para ecuaciones algebraicas.

Recordemos que en esta dltima, con cada ecuacién algebraica polinomial se asocia
un grupo, el llamado grupo de Galois de la ecuacién y las condiciones de solubilidad
de la ecuacién se reflejan en las propiedades del grupo, de tal manera que una
ecuacién algebraica polinomial (en una variable) es soluble si y solo si su grupo de
Galois es soluble.

En el caso de las ecuaciones diferenciales es posible asociar con cada ecuacién
diferencial o sistema de ecuaciones diferenciales (digamos en R"™) un grupo que es
el grupo de simetrias de la ecuacion que es el grupo formado por todas las trans-
formaciones que dejan invariante la ecuacién. El conocimiento de las simetrias de
una ecuacién diferencial nos permite, la mayorfa de las veces, reducir el orden de la
ecuacién por lo que, en teorfa, seria mas facil de integrar. De esta manera, en su
estudio de los grupos de transformaciones, Lie se vio en la necesidad de clasificar
dichos grupos. De hecho, el problema de la clasificacién era un problema central de
sa Teorfa de Grupos de Transformaciones [11, 12].

Sitratamos de elaborar, sélo para fines ilustrativos, un “diccionario” para mostrar

la correspondencia entre las dos teorfas, podriamos comparar los logros de Galois y
de Lie a través de la tabla siguiente [3]:

Teoria de Galois Simetrias infinitesimales
Grupos finitos Grupos continuos
Ecuaciones polinomiales Ecuaciones diferenciales
Solubilidad por radicales Solubilidad por cuadraturas.

Por otra parte, el problema de determinar, salvo isomorfismo, todos los grupos
de transformaciones en n variables, para cualquier n, resulta ser muy complejo ¥
Lie se dié cuenta de ello. Sin embargo tuvo éxito en clasificarlas dgebras de Lie
de dimensién menor o igual a 6, sobre C, por lo que el problema de clasificacion
era muy importante en el ambiente matematico de la época. Asi, poco después del
éxito de Lie, Luigi Bianchi publica en 1898 un trabajo hastante extenso en el que
clasifica las dlgebras de Lie reales de dimension tres [2]. Tal articulo no llamé mucho
la atencién sino hasta que alrededor de los 1950’s, Kurt Gadel utilizé el esquema de
Bianchi para proponer modelos cosmologicos relativistas de un universo en rotacién
[14].

Esta linea de ideas se continuaron en la década de los 1960’s y llevaron a D.
Farnsworth y R. Kerr a la introduccion de la descripcién moderna de los espacios
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homogéneos utilizando los grupos de Lie, por una lado, mientras que C. G. Behr
introdujo la version moderna de la clasificaciéon de Bianchi de las algebras de Lie
3-dimensionales [14].

En otro orden de ideas, dado un grupo de Lie G con g su algebra de Lie, veremos
en el Capitulo 2 que automaticamente queda definida una funcién exp : g —+ G,
llamada la funcidn ezponencial y un problema que ha sido abordado por varios
matematicos desde los tiempos de Lie, pero que no ha sido resuelto, es el problema de
determinar todos los grupos de Lie para los cuales la funcién exp es sobreyectiva. Los
grupos para los cuales esto se cumple son los llamados grupos de Lie exponenciales.

En los tltimos afios se han tenido avances en este problema. Asi por ejemplo, D.
T. Djokovi¢ y T. Q. Nguyen clasificaron todos los grupos de Lie lineales simples que
son exponenciales [7] y M. Wiistner ha clasificado todos los grupos de Lie simples,
exponenciales [20]. Si bien se han tenido éxitos parciales, varias cuestiones sobre los
grupos de Lie exponenciales permanecen atin como problemas abiertos en la, Teoria
de Lie [7].

Nuestro objetivo en esta tesis es presentar una introduccién al estudio de los gru-
pos y algebras de Lie, asf como presentar algunos de los grupos de Lie exponenciales
més conocidos. La manera en que se organiza este trabajo es la siguiente:

En el primer capitulo estudiaremos la definicién: general de dlgebra de Lie como
un espacio vectorial en el cual estd definido el corchete de Lie e introduciremos ejem-
plos generales de dlgebras de Lie. Posteriormente estudiaremos resultados basicos
sobre élgebras de Lie y presentaremos algunos ejemplos importantes de 4lgebras:
de Lie: las dlgebras de Lie cldsicas, que son algebras de matrices. Cerramos este
capitulo con el estudio de las representaciones de dlgebras de Lie y la forma de
Killing. Ademads, presentamos varios ejemplos sencillos en los cuales se caleulan las
matrices de la representacion y la correspondiente forma de Killing.

En el segundo capitulo estudiaremos la definicién general de grupo de Lie ya
que nuestro interés es mostrar la relacién que existe entre las dlgebras de Lie y sus
grupos de Lie. Proporcionaremos, ademds, varios ejemplos para ilustrar esta relacién
y posteriormente introduciremos los grupos de Lie cldsicos, que son grupos de Lie
de matrices y nos servirdn para enfatizar su relacién con las algebras de Lie clésicas.

En el tercer capitulo es donde se estudia, de manera més general, la relacién
entre dlgebras de Lie y grupos de Lie: Dado un grupo de Lie, éste tiene una dlgebra
de Lie asociada y se probard que esta dlgebra de Lie es el dlgebra de los campos
vecteriales invariantes por la izquierda, la cual es isomorfa al espacio tangente a
la identidad del grupo de Lie. Se verd que esto define, de manera natural, una
funcién del dlgebra de Lie en su correspondiente grupo de Lie: la llamada funcién
exponencial. Es precisamente a través de esta funcién como se introduce el concepto
de grupo de Lie exponencial, el cual es uno de los conceptos que dan sustento a este
trabajo. Ademds, veremos que en el caso de las dlgebras y grupos de Lie cldsicos, la
funcién exponencial coincide con la exponencial de matrices por lo que también se
prueban varias propiedades de esta funcién matricial, que de cierta manera, se puede
estudiar de forma independiente al formalismo de la teoria de grupos y dlgebras de
Lie.
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i En el capitulo final se introducen las nueve dlgebras de Lie de la clasificacién de
~Bianchi, definiéndolas por el valor de su corchete en los elementos de una base para
posteriormente calcular la representacién adjunta y la forma de Killing para cada

dlgebra de Lie en la clasificacién de Bianchi. Por tltimo, se calculard la exponencial
" para los elementos de la base de cada una de estas algebras. =
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Capitulo 1

Algebras de Lie

En el slgebra lineal se estudian diferentes estructuras en espacios vectoriales tales
como son las métricas que induce un producto interior positivo definido o la estruc-
tura simpléctica inducida por una forma bilineal antisimétrica, no-degenerada. En
el caso de las dlgebras de Lie, la estructura algebraica en el espacio vectorial viene
dada por el llamado corchete de Lie |, |.

En este capitulo se estudiard la teoria basica de las dlgebras de Lie y presentare-
mos las llamadas dlgebras de Lie cldsicas asi como varios conceptos importantes de
la teoride dlgebras de Lie, tales como representaciones, la representacién adjunta y
la forma de Killing. Para abundar mds en esta teorfa, se pueden consultar [4], [5],

9], [13] .

1.1 Definicién general de algebra de Lie

Primeramente daremos la definicién de dlgebra de Lie.

Definicién 1.1 Una dlgebra de Lie es un espacio vectorial g sobre un campo F,
Jjunto con una operacidn binaria

s ]ceaxg-—>9
(z,y) = [z,y),

llamada corchete de Lie, tal que para cualesquiera z,y,z € g y o, 3 € F se cumplen
las siguientes propiedades:

(AL1) Linealidad:
[az + By, 2] = alz, 2] + Bly, 2].

(AL2) Antisimetria:
[z 9] = ~ly, z].

(AL3) Identidad de Jacobi:
[z, 9], 2] + [ly, 2], 2] + [[z, 2], 3] = 0.

La propiedad (AL1) nos dice que [az+ By, 2| = «[z, 2]+ By, 2], de esto y usando
(AL2) obtenemos

—[Z,(I.’L' i 61‘/1 = —OJ[Z,LE] . 5[»3;9],

5



6 Algebras de Lie

‘lo cual es equivalente a
[z az 4+ By] = afz, x| +8z,y].

i.Porlo mnto el corchete, cle Lie no sélo es hnea,l sino que también es bilineal. Ademas
cuando el campo IF no es de caracteristica 2, aplicando la propiedad (AL2) a z € g
tenemos que [z,z] = —[z, 2] y de aqui se obtiene

[z,z] =0
para todo z € g.

Presentamos a continuacion algunos ejemplos de dlgebras ‘de Lie.

Ejemplo 1.2 Consideremos cualquier espacio vectorial V' sobre un campo F, s1
dotamos al espacio vectorial con el corchete de Lie trivial, este se convierte en una
dlgebra de Lie, y el corchete de Lie trivial esta dado como sigue:

[z,9] =0

para cualesquiera x,y € V. Es bastante obvio gue este corchete Sati&facg las condi-
ciones (AL1), (AL2) y (AL3) y esta dlgebra de Lie es llamada una lgebra de Lie
abeliana.

Ejemplo 1.3 Sea R? el espacio euclidiano y seq {e1,€e3,e3} su base candnica. Pam
cwaiesquzem dos Uecto'res ks Y e R3, definimos su producto vecwmai por' '

zxy=(Aox)y

donde
‘ 0 —z23 x
Aox=| x3 0 —m
—T :E‘l‘ 0

La matriz A o z se llama la matriz del producto vectorial en R® para el vector
r = (x1,z2,23). Vamos a mostrar que R® con la opemcio’n 1.3 es una dlgebra
de Lie. . ‘ |

De las pmpzedades del pmducw uectomal en R3 tenemos ya la lznealadad 9 la (mta—
simetria asi que sélo nos faltaria ver que se cumple la identidad de Jacobi. Para
ver esto' vamos & utilizar una propiedad muy importante del ‘producto cruz llamada
el producto cruz triple la cual nos dice lo siguiente:

(zxy) xz=(z,2)y — (y,2)z
Calculemos ahora la identidad de Jacobi.

(xy)xz+yx2)xe+(zxa)xy={z)y—(y,2) 2+ (y,z) 2
—{zz)y < )z — (z,y)2
— | _
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El Ejemplo 1.2 es muy importante ya que nos dice que todo espacio vectorial
se puede convertir en una dlgebra de Lie si usamos el corchete de Lie trivial. Cabe
mencionar que los ejemplos anteriores son solamente para ilustrar la definicién de
dlgebra de Lie, mds adelante en la Seccién 1.3 abordaremos algunos ejemplos de
* &lgebras de Lie mucho mas 1nteresanteb y que son conocidas como las algebras de
Lie clasieas, "™ «ut0 0 t R ‘i t P

Sea (g, [,]) una algebra de Lie. Un »sube'spé,c’ib' h C ges llamado una subdlgebra
de Lie de g si

[, ] C b.

En este caso, [I‘} b] denota al subespamo generado por todos dos corchetes [T v,
donde z e y son elementos de b, es decir, :

[b,b] = {[w?lﬁ"yefm

Sigr v ge son dos subalgebras de g, es facﬂ ver que gy M gs es tamblen una
subdlgebra de Lie de g y la unién de dos dlgebras de Lie no necesariamente es una
subalﬂebra de Lle

Deﬁmmos el normaizzador de h como el COH_]U.I’ltO

N(h) = {v € gl[v,h] C b}.

'Es claro que N(h) es una subalgebra de Lie de. g ya que si v, w E N (h_)', entonces
para todo u € b se tiene [v,u), [w,u] € h y por la identidad de Jacobi

[[v, w], u] = —[[w, ul,v] = [[u,v].w] € b,

con lo que [v,w] € N(h). Diremos que h es quto-normalizada si N (h) =h.

El centralizador de h és el conjunto
”Utili.zandro 1?1. Vifie‘nt.idad de J a?obiiies claro. que C (h) es una subdlgebra de g.
' De_ﬁnici(5n 14 Una subgflgebﬁa h de uﬁ.a.e‘:ﬂgé@r‘la de Lie g se dz'.ce' uﬁ idéal St
lo,5] C b. s
Definicién 1.5 Sea g una dlgebra de Lie. El centro de g es el ideal

Z(g) = {w € g|lw,v] = 0,¥v € g}.

Es claro que Z(g) = C(g) y que g es abeliana si y sélo si Z(g) = g.
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1.2 Constantes de estructura

Definicién 1.6 Sea (g, [, ]) una dlgebra de Lie, definimos la dimensién del dlgebra
de Lie como la dimensidn del espacio vectorial g sobre el campo F y la denotaremos
por dimp(g).

Consideremos una algebra de Lie de dimensién finita, digamos dimg(g) = n y

fijemos una base 8 = {e1,e2,...,¢€,} para g. Podemos calcular el corchete de Lie

. para cualesquiera dos -elementos de esta base y ya que. [e;, e;] € g. Del dlgebra

lineal sabemos que cada vector [e;, ;] se puede expresar de manera inica como una
combinacién lineal de elementos de la base 3, esto es:

n
[ei,e5] = Z Aijes
s5=1

para i,j =1,...,n. A las constantes )\,jj les llamaremos constantes de estructura.
"Usando la propiedad de antisimetria y la identidad de Jacobi, se ‘obtienen las si-
“guientes identidades: AL G : : E o
Al = =A% il 1)
T .
Z()\fj/\ik + ASp AL + J\mij) =0, (1.2)
s=1 : . i eanin'
i para.cada d=1;2, ..., - ‘ Gl ;
Analizando la primera identidad nos damos cuenta que‘ai momento ‘de’ calcular
las constantes de estructura para una dlgebra de Lie no es necesario hacer todos los
“ caleulos ya que las constantes en las cuales ¢.> j las podemos obtener de las que
satisfacen 1 < . j ) ;
Para ilustrar mejor este concepto vamos a calcular las contantes ce estructura para
~una algebra de Lie.

Ejemplo 1.7 Sea (R3, x) el dlgebra de Lie del Ejemplo 1.5. Por la propiedad de
antisimetrio vemos rdpidamente que ‘ W 5 A :
le1, e1] = [e2, e2] = [e3,e3] =0
después de hacer cdlculos directos obtenemos los corchetes para la base .
; [61362];: €3, - [6216‘1] =meg, [61:63} =Egy 1Y
[es, e1] = e2, [e2,e3] = €1, es, ea] = —e1.
A partir de estos corchetes vemos que las constantes de estructura distintas de cero
para el algebra de Lie (R3, x) son ‘ _
L= el =1 =10 =1 Mg =L

Mediante las constantes de estructura también podemos definir algebras de Lie

simplemente mencionando el valor de cada una de las constantes A7, y verificando

" que se cumplen las condiciones en (1.1), (1.2). Veamos ejemplos de algebras'de Lie
que podemos construir de esta manera.
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Ejemplo 1.8 Sea g un espacio vectorial de dimension 2 y consideremos una base

{e1, ez}, definimos las constantes de estructura como Aetey = 1= —AgL, v las demds

constantes de estructurg iguales a cero, despuds de hacer .algunos cdlculos sencillos
.. podemos verificar que g es una dlgebra de Lie.

Otro ejemplo importante es el siguiente.

- Ejemplo:1.9 Sea g un' espacio vectorial de:dimension 3 y consideremos la base

{et; ez, e3}. Definimos las constartes de estructura PoT A, = A2, =1==)A3, =
AR, 'y todas las demds constantes de estructura iguales a- cero, facilmente verifi-

ticamos que g'es' una digebra de Lie: - - '

Al igual que como en la teorfa de grupos se estudian funciones entre dos grupos
que preservan las operaciones de los grupo,s en la teorfa de las slgebras de Lie se
estudian funciones entre dlgebras de Lie que preservan el corchete de Lie de cada,
una de las dlgebras.

Definicién 1.10Sean. (g, [,]g) v (b, [,]y) dos dlgebras de Lie, .un homomorfismo
entre las dlgebras de Lie g y b es una transformacion lineal @ gD tal que para
| etalesquiera T,y € g se tiene g /

o[z, lg) = [6(2), ¢(y)]y-

Cuando un homomorfismo ¢ : g — § es uno a uno v ademas sobrevectivo entonces
se dice que ¢ es un isomorfismo; en este caso decimos que.las algebras de Lie:g.y b
son isomerfas, lo cual denotamos por g, = .

i [ ¢

©+1 w'Probar que dos dlgebras de'Lie son isomorfas puede resultar un-proceso largo y
1. tedioso el tener:que realizar todos los cdleulos directamente. Sin.embargo, por medio
de las constantes de estructura podemos caracterizar cualesquiera dos 4lgebras de

- Lie isomorfas, lo-cual se establece en el resultado siguiente.: {

Teorema 1.11 Sean g y § dos dlgebras de Lie de dimensién n sobre el campo F.
- Entonges g y g son isomorfas si y sdlo si existe una base {e:}, para g,y una base
{&:}, para g tales que las correspondientes constantes de esiructura coinciden,. esto
es,
b, it 3
/\ij = )\ij:
COM, Ty 358 00l 1 M iy
Demostracidn. ‘Si L : g — § es un isomorfismo e;}i_, una base para g, entonces
=1 p
se define at :
€ = Le'i;
~ por lo qiie el conjuhto {&,. ., én} es una base para § 'y las correspondientes con-
stantes de estructura coinciden. Reciprocamente, si las correspondientes constantes
de estructura coinciden para las bases {e;}? ; y {&}", de gy § respectivamente,
entonces la funcién L : g — g definida por

Le; = ¢;,

el R S : ) ; :. ST

~ipara 4 =1,...in, es un isomorfismo. L R w1 e DM
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"7;'1.3 Algebras de Lie cldsicas asociadas a formas bilin-
eales ‘

En esta seccién abordaremos ejemplos muy importantes de algebras de Lie; estos
ejemplos son las dlgebras de Lie de matrices, las cuales son llamadas las dlgebras de
 Lie cldsicas. . ' ‘

Una dlgebra asociativa es un espacio vectorial (V, 4+, *) en el cual, ademds, esta
definida una multiplicacién de vectores (x,y) — z*Y la cual es asociativa. Ejemplos

de dlgebras de Lie aparecen de una manera natural de las Algebras asociativas.

Sea (g, *) una algebra asociativa y sean z,y € g. Definimos el conmutador de x
e por e
; [,y =2xy—y*.
Es claro que el'conmutador es una operacion bilineal y antisimétrica en:g, solo nos
faltaria probar la identidad de Jacobi para asegurar que cada algebra asociativa se
puede convertir en una dlgebra de Lie conel corchete de Lie dado por el conmutador.
Usando la agociatividad y realizando los cdlculos necesarios obtenemos lo siguiente:

lo,y],2) = (e vy —y#u) vz -2 @xy—y+2)
:z*y*z—y*x*‘z—z*m*y%—z‘*'y*w.“‘ :

De manera analoga obtenemos:

[[y,zl,w]=y>a<z=s=;v—z*y*az—aj*y*zth*z-*y’ |

[[z,x},y]:"z*zéy—m*zxy—y*z*m—ky*x*z,

Por tanto
H$?y1= Z] + H?J: Z],SC] I [[Z) -Tl, y] = e B N
Por otra parte, un dlgebra de Lie no puede ser un algebra asoqiatjva ya que de ser

‘asf tendriamos la siguiente igualdad
LN Bt

e, yl2] = [@ [v: 2]]

para z,Y,% € g.

Por la propiedad dp‘afntiéimetria., la igualdad a_nter‘i‘ufimphr:aﬂ la siguiente b
[[:L‘, y]z] A Hy! Z]v x] =7 _D

lo cual no todo el tiempo puede ser cierto ya que el corchete qQ Lie debe cumplir la
identidad de Jacobi e 2

([zy), 2] + ly, 2], 2] + [[2,2]; 9] :0' SR

El dlgebra de Lie general lineal i e Ll R @y

Sea V un espacio vectorial sobre un campo F, de ahora en adelante escribiremos
gl(V) en lugar de End(V) considerado como una 4lgebra de Lie con el corchete
[X,Y] = XY - YX, y escribiremos gl(n, ) para denotar My (FF) como una dlgebra
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de Lie bajo el conmutador de matrices. Si dim V = n podemos fijar una base para
V' y entonces la correbpondencm entre las tranformamoneb lineales y sus respectivas
matrices nos da un isomorfismo de algebras de Lie gl(V) = gl(n,F). A esta algebra
de Lie se le llama el dlgebra de Lie general lineal.

"'El &lgebra de Lie especial lineal ' G

Sea A = (ai;) € gl(n, F), entonces su traza viene dada por tr(A) = 3, ai;. Ademds,

notemios que'la traza cumple que tr(AB) = tr(BA). De esto se sigue que si Aesla

" matriz de'T € gl(V) con respecto a alguna base entonces la tr(A) es independiente
de la’eleccibn de'la base ‘Definimos : fis A

sl(V) = {T € gi(V) : r(T) = 0}.

Ya que tr([S, T]) = 0 para todo S, T € gl(V), concluimos que sI(V) es una subalgebra
deLie de g[( ) Fl;ando una bage para:V, podemos 1dent1ﬁcar esta dlgebra de Lie
v COM..o ; p :

¥,

St ‘5[(71.,]1"’ {A € g[(n IF) tr(A) = 0}
'Esta algebra de Lie se le conoce como el algebra ‘dé Lie especial lineal.’

El 4lgebra de Lie espécial ortogonal
En esta parte nos guiaremos por [10].

Definicién 1.12 Una forma bilineal es una fun(,w'n B: V b4 V — IF' tal que
. B(awn +ﬁv2, = aB(vl, ) + ﬁB(’bg, ) -
B(u, oy + Bu2) = aB(u,v1) + ﬁB(u,vg)

para o, 3 € F yvi,va,u € V. '

Sea V' un espzici.d vectorial sobre el c‘amp‘o‘:IF_y. sea B Vx V > F .ﬁna‘ forma
bilineal. Definimos ' ' !

so(V, B) = {X € gl(V) : B(Xv,w) = —B(v, Xw)}.

Asf so(V, B) consiste de todas las tranformaciones lineales que son dntmnmtllt as
con respecto a la forma bilineal B. Si X, Y € s0(V, B), entonces '

B(XYU w) = (Y'u Xw) = B(v,Y Xw).
De 6sto se"éigue‘ que
B([X,Yv,w) = =B(v, [X,Y]w

Por lo tanto, so(V, B)'es una subdlgebra de Lie de gl(V).

Supongamos que V es de dimensién finita y fijemos una base {v1,...,Vn} para V
y sea I' la matriz de n x n con entradas I'y; = = B(v;,v;). Entonces vemos que
w1 Toes0(V, B) si 'y sélossi su matrix A relativa a esta base satisface-

-Q,A@};‘f'w . LAT+TA=0.
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‘Cuando B es no degenerada entonces I' es invertible y la ecuacién anterior puede
ser escrita como

At = —TAD2,
En particular, esto implica que tr(T) = 0 para todo T € so(V, B). 7
Tomemos V' = F" y la. forma bilineal B con matriz I’ = I relativa a la, base
estandar de F®. Definamos
so(n,F) = {X € gl(n,F) : X* = —X}.

Como B es no degenerada entonces so(n, F) es una subélgebra de Lie de s sl(n, ).

Cuando F = R entonces tomamos enteros p, ¢ > 0 tal que p+qg=nysea B la
' forma bilineal en R" cuya matriz relativa a la base estandar es Ip,q. ‘Definimas

so(p,q) = {X € gl(n,R) : X1, , = —Ip!qX}.

Como B es no degenerada, so(p, q) es una subslgebra de Lie de sl(n, R).

* Para obtenier una base para esta familia de dlgebras de Lie, sea B una for ma bi-
' lineal simétricano degenerada en un espacio vectorial de dimensién n sobre el campo
F. Sea {vi,...,vn} la cual es orthonormal (F = C) o pseudo-orthonormal (FF=R)
relativa a B. Sea #(T’) la matriz de T’ € gl(V) relativa a esta base. Cuando F = C,
entonces y define un isomorfismo de algebras de Lie.de so(V, B) en s0(n, C). Cuando
'F =Ry B tiene signatura (p,¢), entonces 1 define un isomorfismo de dlgebras de
' Lie de'so(V;B) a so(p, q). :

El dlgebra de Lie simpléctica
Sea J la matriz antisimétrica de 2n x 2n de la forma

L (3{ -é) |
donde [ es la matriz identidad de = %'n. Definimos
o spin, F) = {X € gl(2n;F) : X!J = -—M};
Sean A, B € sp(n,F) entonces:

J[A, B]+ [A,B]"J = J(AB - BA) + (AB — BA)TJ
=JAB - JBA+ BT AT] - ATBT]
=JAB + BTJA+BTAT] + AT1BT.
= (JA+ ATI)B + BT(JA + AT])
= 0B+ BT0=0,

- Por'tanto sp(n, F) es una subslgebra de Lie de g[(n [F) la cual lamaremos-el algebra
de Lie simplectica. ; ; ;

Para obtener una base para esta familia de dlgebras de Lie, sea B una forma bi-
lineal antisimetrica no degenerada en un espacio vectorial ¥ de dimensién 2n sobre
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para todo z,y € H™

El 4lgebra de Lie so*(2n) :
‘Sea 8 el automorfismo de M, (C) deﬁr}jdo por

f(A) =—-JAJ
Definimos S
50%(2n) = {X €50(2n,C) : §(X) = X}.

Este subespacio vectorial real de so(2n, C) es una subélgebra de Lie real de so(2n, C)
(considerada como una &lgebra de Lie sobre R). Identificamos C*" con H" y sea
C(z,y) una forma anti-Hermitiana quaternionica. Entonces s0*(2n) corresponde a
las matrices X € M, (H) que satisfacen

C(Xz,y) = —Clz, X*y)

para todo z,y € H".

1.4 Representaciones

Existen herramientas muy importantes en la teorfa de las dlgebras de Lie; a conti-
nuacién presentaremos una herramienta muy 1til ya que nos relaciona una élgebra
de Lie con un espacio vectorial mediante un operador lineal.

" Definicién 1.13 Sea g una dlgebra de Lie sobre el campo F y sea V un espacio
vectorial sobre el mismo campo. Una representamon del aigebm de Lie g en el
espacio vectorial V' es un operador lineal

@:g—>gl(V)
z = o(z),

“el cual es un homomorfismo del dlgebra de Lie g en ‘el dlgebra general lineal gl(V').

La representacion ¢ se dice fiel si Kery = 0, es decir la representacién. es. fiel si
es un monomorfismo; v si Kery = g entonces la representacion se dice ser trivial.

Diremos que un subespacio W C V es invariante con respecto a ¢ si se tiene que
e(W) CW.

En tal caso, existe una repre sentacion inducida en el espacio cociente V/W.

Consideremos una dlgebra de Lie g sobre un campo F. Para cadaz € g deﬁmmos
+la funcién ad, : g — g dada por X

ad; () = [z, )

Sean r 'q z € g. Como g es una algebra de Lie podomos realizar los slgulont(,a
« calculos: * : ‘

ad

Bl (2] = Bt it [ 2158 [t .0 s
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el campo F. Sea {v1,...,vs;} una base B-simplectica para V. La funcién u que
asigna a un endomorfismo de V' su matriz relativa a esta base define un isomorfismo
de so(V, B) en sp(n,F).

El élgebra de Lie unitaria |
"' Sea p,q >0 enteros tales que p'+q = n'y sea I, la matriz de n x n de la forma

i 0
L= (" )
Definimos

A 2, 5 B u('p,q) = {X € gl(n,C) : Xffzv,q = —Ip X}
Este espacio es un subespacio real de gl(n,C) y ademas uno puede verificar directa-
mente que u(p, g) es una subalgebra de Lle de gl(n, C) con51derada como #lgebra de

Lie sobre R. Definimos \ :
~sulp,g) = u(p, )ﬂs[(n (C)

i

.. Para obtener una base para esta familia de algebra.s de Lle sea, V_ un espacio
i vectoriai de dimensién n sobre el campo,C, y sea B una.forma Hermitiana no
degenera,da. en V. Deﬁmmus

(VB) = {TE Endc V) B Tv w) = —B(U Tw) ‘v/v wE 178 %

i ConsLderemos su(V B) = u(V B)ﬂs[( ) 81 B tiene signatura (p q) y si {’ul, j vn}
es una base pseudo-ortogonal de V' relativa a B, entonces la asignacién T u(T)
de T' a su matriz relativa a esta base define un isomorfismo de 4lgebras de Lie de
u(V, B) con u(p,q) y de su(V, B) a su(p, q).

A continuacién presentaremos las dlgebras de Lie cuaternidnicas.

Algebras de Lie general cuaterniénica y especial lineal

Consideremos el conjunto de las matrices de n x n sobre los cuaterniones con el
conmutador usual de matrices. Denotaremos esta dlgebra de Lie por gl(n, H), con-
siderada como una dlgebra de Lie sobre R. Podemos identificar a H" con C*"* usando
una de las copias isomorfas de C (R1+ Ri,R1+ Rj, R1 + Rk) en H. Definimos

sl(n, H) = {X € gi(n, H) : tr(X) = 0}..

Entonces sl(n,H) es una dlgebra.de Lie real la cual es usualmente denotada por
su*(2n). '

Algebra de Lie cuaterniénica unitaria '
Para n = p + ¢ con p,ig enteros no negativos, definimos

sp(p,g) ={X e 9[(” H) : X¥Ipg=—Ip X}

© Entonces 5p(p; g) es-una subalgebra de Lie real de gl(n,H). Sea B(z,y) una forma
Hermitiana cuaternidnica, entonces sp(p,q) consiste de todas las' matrices X €
o M, (H) que satisfacen ‘ ;

' ) s . B(Xz,y)=-B(z, X"y)
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adae () = o, y] = afz,y].
Por lo tanto, ad, es un operador lineal en g. En el estudio de las algebras de Lie
este operador resulta ser muy importante y le llamaremos el operador adjunio.

El resultado siguiente nos serd de utilidad para definir una nueva representacién
muy importante.

Proposicién 1.14 Para cualesquiera @,y € g se liene que

[adz, ady) = adjgy);

“‘donde [ads, ad,] = adad, — adyads.”

Demostracién. Sean z,y,z € g, haciendo uso de la identidad de Jacobi podemos
realizar los siguientes calculos

ad[m,y](z) == [[$1y]:z]
—ly, 2], 2] — [[2, 2], 9]
[z, [y, 2] - [v, [z, 2] -
= ad,(ady(2)) — ady(adz(2))
R , = (adzady,— adyad;)(2)
B LR e =‘[ad$‘,ady](z).

v esto prueba nuestra proposicién. .

Con esta.propo'sicién concluimos que la chrequnder_lcial g = g[(g) da'd_a por ‘
& — adg,

define una representacién de g en g, v a la que llamaremos representacidn adjunta.

" Ahora podemos definir una nueva algebra'de Lie la,'cual vendra. dada por la
imagen de g bajo la adjunta. A esta dlgebra de Lie se le conoce Como el algebra
adjunta la cual denotaremos por ' .

= {ad,|z € g}.
El centro del algebra de Lie ad(g) viene dado por
‘:Z(a.d( ) = {w € ad(g ) : w, :i)] =0,Ww'e ad(g)}.

Con51deremos la funcién ¢ : g — ad(g), ademés notemos que Ker(¢) = Z(ad(g)). De
esta manera, vemos que la funciéon ¢ es un isomorfismo de dlgebras de Lie cuando
Ker(¢) = 0, esto es, un algebra de Lie es isomorfa a su dlgebra adjunta cuando
. Z(ad(g)) =0. | |

Un operador que es de suma importancia ya que batlsface una regla muy conomda
del cdlculo diferencial es el que presentaremos en la siguiente definicién.
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Definicién 1.15 Una derivacion de una dlgebra de Lie g es un operador lineal
D g — g que satisface la siguiente ecuacidn:

9([55:’9'}) == [@ﬂ),y] + [Q?,@y]

Al conjunto de todas las derivaciones de g lo denotamos por Der(g).

Ahora probaremos que la ad; es una derivacién de g, usando la definicién de ad,
v la identidad de Jacobi podemos realizar los siguientes cdlculos:

adg[y, 2] = [z, [y, 2]]
= ~[y,[z,2]] - [2, [z,9]
= [[z, 9], 2] + [y, [z, 2]
= [ada(y), 2] + [y, ad,(2)]

A este tipo de derivacién le llamaremos derivacién interior.

“Consideremos uria algebra de Lie g de dlmensmn finita; a par tir de 1a adjunta
podemos definir una nueva funcién : :

k:igxg—R,

la cual se define como
k(z,y) = tr(ad, o ady),
a la cual llamaremos la forma de Killing de g.
Notemos que usando la bilinealidad de la adjunta v mediante sencillos cdleulos

vemos que la forma de Killing es una forma bilineal y simétrica pero no necesaria-
mente es no-degenerada.

Fijemos una base {e1,...e,} para g y denotemos por Az y Ay las matrices de
representaciones para ad; y ad, relativas a esta base, entonces la forma de Killing
vendra dada por

Kz, y) = tr ((Az)(Ay)) .
A continuacién presentaremos un ejemplo para ilustar los conceptos presentados en
esta seccidn.

Ejemplo 1.16 Consideremos el dlgebra especial lineal s((2,F) y sea 8 la base para
esta dlgebra dada por

p={e= (0 )r=(5 2)0-( D)

Yo que el corchete de Lie que esta definido para el dlgebra sl(2,F) es el conmutador,
entonces calculamos directamente el corchete en cada par de elementos de la base,
un edlculo directo nos permite obtener las matrices de la representacion adjunta, las
cuales son:
0 -2 0 2 0 0 0 0 0
ad; =|0 0 1),adp={0 0 0 |,ady=(-1 0 O
0 0 0 00 -2 0 2 0
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Ahora sea z € 51(2,T). Entonces podemos escribir z = axz+bh+cy donde a,b,c €F,
similarmente a como se obtienen las matrices anteriores podemos realizar los cdleulos
para encontrar la matriz de la tmnsformacz’o’n' pa,rci cualquier z arbitrario. Nuestra
matriz queda asi: W EFLY ' £

26 —2a 0
I veini——l ST R S !
0 5o 2en=2b e : !

Ahora encontraremos la matriz de la forma de Killing, ‘esto simplemente lo"hacemos
caleulando cada k(ei,ej) y este valor serd la entrada ay; de la matriz de la forma
de Killing. Haciendo los cdlculos directos y aplicando la simetria de la forma de
Killing llegamos a que la malriz es: -

00 4
k=0 8 0
4 00

. Luego para encontrar k(u,v) pare.u,v € s((2;F) arbitranios hacemos cdlculos simi-
lares para obtener, en este caso, la siguiente.expresidn para la forma de Killing en
s((2,F): ' '

w(u, v) = Sugvy + dugvs + 4usvr.
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Capitulo 2
Grupos de Lie

En este capitulo se introduce la definicién general de grupo de Lie y estudiaremos la
representacién Adjunta para posteriormente introdueir y estudiar algunos aspectos
de los llamados grupos de Lie cldsicos.

Para profundizar més en la Teorfa de Grupos de Lie se recomiendan los siguientes
textos: [4], [9].

2.1 Definicién general de Grupo de Lie

En un grupo de Lie G se tienen dos estructuras: una algebraica, determinada por
una multiplicacién asociativa en el grupo G y otra diferenciable, definida por la
estructura de la variedad diferenciable G. Ambas estructuras deben ser compatibles,
por lo que es necesario que las funciones que definen la multiplicacion en el grupo y
la asignacién de inverso para cada elemento del grupo deben ser diferenciables, esto
es,

p:GxG—=>G 1:G—= G
,lb(g, h’) = qh "’(g) = g—lu (21)

son dos funciones diferenciables en el sentido de diferenciabilidad de funciones entre
variedades.

Otra manera de decir lo anterior es mediante las funciones p y ¢, en los términos
siguientes:

(1) Existe e € G, tal que
pg.e) = ple,g) =g, VgeG.
(2) Para cada g € G,y t(g) € G se tiene que
p(g,u(g)) = u(u(g).9) = e
(3) Para cualesquiera gi,92,93 € G
w(g1, 192, 93)) = gy, 92), 93)-

19
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Al elemento e € G de (1) se le llama la identidad (o neutro) del giupo G y al
elemento ¢(g) € G en (2) se le llama el inverso de g € G. Dado que el inverso de
- cada elemento es tinico, lo denotaremos por g=!. Asimismo, el neutro e del grupo
es tnico. Notemos ademds que (3) es simplemente la asociatividad de la operacién
.del grupo.

Podemos resumir las condiciones anteriores en la siguiente definicién:

Definicién 2.1 Un grupo de Lie es un par (G, i) donde G es una variedad dife-
wrenciable y p: G x G — G es la operacién que define el producto del grupo de tal
manera que la funcidn

GxG—=@G
(g.h) = p(g, R = gh ™, (2.2)

es diferenciable. La dimensidn del grupo es lo dimensidn de la variedad diferenciable
G.

Es claro que esta definicién es equivalente a las condiciones de diferenciabilidad de
las funciones definidas en (2.1).

Algunos grupos de Lie muy conocidos son los niimeros reales R con la suma

usual: el circulo unitario ' 44 ¢/ = 1} con la multiplicacién usual de
- complejos. Por otra parte, cualquier grupo discreto es un grupo de Lie, por‘gjemplo,
Z con la suma de enteros. Mas adelante se verdn varios ejemplos de grupos de Lie.

.En adelante, usaremos la notacién p(g,h) = gh para referirnes al producto en
un grupo de Lie (G, u) y simplemente diremos que G es un grupo de Lie, tomando
en cuenta que se tiene una operacion binaria en G que define el producto del grupo.
Sélo en ejemplos concretos serd necesario dar la multipleacion del grupo de ‘manera
explicita.

2.2 'Los grupos de Lie clasicos

El grupo general lineal. i

‘Los grupos de Lie cldsicos son los grupos de tranformaciones lineales: mvertlbles de
ospacios vectoriales de dimension finita sobre el campo de los reales, los complejos
o los cuaternios, junto con los subgrupos que preservan una forma bilineal o. una
forma sesquilineal.

Sea F el campo de los niimeros reales R o el campo de los niimeros complejos
C, y sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre F. El conjunto de las
transformaciones lineales invertibles de V' en V lo denotaremos por GL(V). Este
conjunto tiene estructura de grupo bajo la composicién de transformaciones, con
elemento identidad la transformacién identidad I(z) = z'para todo z € V.. El grupo
GL(V) es el primero de los grupos cldsicos. igesfn -

'Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre el campo [F con base {vy,:." v, }.
SiT:V — V es una funcién lineal escribimos p(T) para la matriz de T' con respecto
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aesta base. SiT, S € GL(V) entonces p(SoT) = p(S)u(T). Ademds, si T € GL(V),
« entonces-u(T o T71) = (T oT) = p(ld) = 4

‘Recordemos que una matriz A € M, (F)es 1nvert1bles siy solo si su determinante
es distinto de cero. : i e T : :

Usaremos la notacién GL(n,F) para el conjunto de las matrices invertibles’de

n x n concoeficientes en F. Bajo la multiplicacién de matrices GL(n, F) es un grupo

con la matriz identidad como elemento identidad. Notemos que si V' es un espacio

. vectorial de dimensién n sobre el campo F con base {v1,...,vs}, entonces Ja-funcién

- GL(V) = GL(n,F) correspondiente a esta base es un isomorfismo de grupos El
grupo GL(n,F) es llamado el grupo general lineal de rango n. : :

Si {wy,...,wy} es otra base de V, entonces existe una maftriz g € GL(n,F) tal
que

; e Yoy
'wj=E gijVi
¥ LA, . g

¥
T
e i 18 0 R Z’hijwi
?1:1 b " i
para j = 1, ..,n, con [hi] la matriz inversa de [gij]--z Supongamos que I es una
v tranforma,cmn hnea,l de V en sf mismo y que A = [a;;] es la matriz de T respecto a
la base {y1, . vn} y B= [%1 es la matriz de T respecto.a la base TR Y
‘..Entonces
w3 e T Zgzgvi Z QﬁgTUz = Z Gij Z akzvk Z Z hlkam.(}u w
paidj =1y n. Asi, B= g‘lAg es similar a la*‘matriz A.

El grupo especial lineal.

El grupo especial lineal SL(n,T) es el conjunto de todos:los elementos A € M;,(F)
tal que det(A4) = 1. Como det(AB) = det(A)det(B) y det([) = 1, vemos que el
grupo especial lineal es un subgrupo de GL(n,F).

Notamos. que si ¥ es un espacio vectorial de dimensién n sobre el campo IF‘ con
“base {vr,...,vp} ysi g : GL(V) — GL(n,F) es la funcién previamente definida,
entonces el grupo AL oS s ; ; ol

wHSL(n,F)) = {T € GL(V) : det(u(T)) = 1}
.“esr independien‘@e de lé_ eleccion de la ba.sé. Denotdfemos eét_e grupo por.SL(‘i?:).
Sea 'V un espacio vectorial de dimensién n sobre el campo F, y sea B 1V x-V —
T una forma bilineal:. Denotamos. por QO(V, B) (o simplemente O(B) cuando se
sobreentiende el espacio V), al conjunto de todoslos g € GL(V) tal que B(gv, gw) =
. B(v,w) para todo v,w € V. Notemos que O(V, B) es un subgrupo de GL(V), el
.. cual es llamado el grupo isométrico de la forma B.

i
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Sea {v1,...,v,} una base de V y sea I' € M, (F) la matriz con Ly = B, v;).
Sig € GL(V) tiene matriz A = [a,;] relativa a esta base; entonces -

B(gvi, gvj) rakzatg (k> vr) = Z api Uy

Asi, si A" denota la matriz transpuesta [cm] eon ¢y = i entonces la condmon de
que g € O(B) es .
I = ATA, _ :

Recordemos que una forma bilineal B es no degenerada si B(v,w) = 0 para todo w
implica que v = 0, y si B(v,w) = 0 para todo v implica que w = 0.

En este caso tenemos que detI' # 0. Supongamos que B es no degenerada; Si
T:V =V es lineal y satisface que B(Tw,Tw) = B(v,w) para todo v,w € V,
entonces det(7T") # 0, por tanto, T' € O(B).

A continuacién discutiremos algunos de los casos espemales mas importantes de
este tipo de grupos. & \

. Grupos ortogonales.
Empezaremos introduciendo los gruoos de matrices, después identificaremos estos
grupos con grupos isométricos de ciertas clases de formas b]hnoalc“;

Denotemos por Q(n,T) el conjunto de todos los g € GL(n,F) tal que gg* = I,
esto e, g" = g~'. Notemos que (AB)! = BtA' y que si A, B € GL(n,F) entonces
(AB)™' = B7'A71, por lo que O(n,F) es un subgrupo de GL(n,F: Este grupo
es llamado el grupo ortogonal de matrices de n x n sobre el campo F. Si F = R
introducimos el grupo ortogonal O(p,q), con p+g=ny p,q € N. Sea

Cha= (0 )

O(p,q) = {g € Ma(R): Qtlp,qg = I’p,g}- :
Notemos que O(n,0) = O(0,n) = O(n,R). También, si

y definamos

o 00 L. 1

! f‘s::‘ : ol
01 ...0

10 .0/

- i es;la‘matriz con entrada 1 en la antidiagonal (j = n+1—4i) y todas las otras entradas

cero, entonces § = s~ 1

=gty sl s =8l 48 = sl 48 =t lyps Ast Ja fungién
q’)'O( )—>G’L(nR) '
~ dado por ¢(g) = sgs define un isomorfismo de O(p, ) en' O(q R g e Juln

Ahora describiremos estos grupos de terminos de formas bilineales.
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Definicién 2.2 Sea V wun espacio vectorial sobre R y sea M wuna forma bilineal
simétrica en V. La forma M es positiva definida si M(v,v) > 0 para todo v.€ V
con v # 0.

Lema 2.3 Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre el campo IF y sea B una
- forma bilineal simétrica no degenerada sobre IF.

1. SiF = C, entonces existe una base {v1,...,v,} de V tal que B(v;,v;) = &ij.

2. SiF =R entonces existen enteros p,q >0 con p+q=mn y una base {v1,...,v,}
de V tal que B(v;,v;) = €;0;; con ;=1 para i < pye; = —1 para i > p. Ademds,
' 81 tenemos otra base entonces los correspondientes enteros (p,q) son los mismos.

T

© Proposicién 2.4 Sea B una forma bilineal simétrica no degenerada sobre un espa-
* cio vectorial V' de dimension n sobre el campo F.

il SeqF =C.. Sii{viye. ., vn} s una base ortonormal pare. V' con respecto a B,
entonces p: O(V, B) — O(n,F) define un isomorfismo de. grupos.

2. Sea F =R. Si B tiene signatura (p,n—p) y {Hit e vu} es una base pseudo-
“ortonormal de V', enfonces I8 O(V B) — O(p,n ~p) es un zsammﬁsma de
grupos.

) Aqui”,u,( ) I;Safa g“e GL(V) es la matriz de g respecto a una baee dada. ‘

El grupo especial’ ortogonal sobre [ es el subgrupo
SO(n IE‘) O(n, F) N SL(n,F)

de O(n,F). Los grupos especiales ortogonales indefinidos son los grupos

)

O(p, qj =O0(p,q) NSL(p+ ¢, R).

El grupo simpléctico."
Consideremos la matriz .. ! ¥ = &

-f‘.(_of ED

con I la matriz identidad de n x n. El grupo simpléctico de rango n sobre F se define
como ' o

Sp(n,F) = {g € My,F: g'Jg = J}.

‘Como en el'c‘z;,so' de los grupos ortogonales también se tiene que Sp(n,F) es un
subgrupo de GL(2n,[F). ' .
Una forma bilineal B es llamada antisimétrica si B(v,w) = B(w,v). Si B es
antisimétrica y no degenerada, entonces m = dim(V) debe ser par, ya que la matriz
B relativa a cualquier base de V' es antisimétrica y tiene determinante distinto de
CEro.
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Lema 2.5 Sea V' un espacio vectorial de dimension 2n sobre By sea B una forma bi-
lineal antisimétrica no degenerada en V. Entonces existe una base {v1, ..., van} para
V tal que la matriz [B(vi,v;)] es igual a J (esta base se llama base B-simpléctica).

Proposicién 2.6 Sea V' un espacio vectoriol de dimensidn 2n sobre F y sea B una
forma bilineal antisimétrica no degenerada en V. Fijamos una base B — simplectica
de V' y sea u(g), para g € GL(V), la matriz de g Teapecto a esta base Entonces
w:O(V,B) — Sp(n,TF) es un isomorfismo de grupos. i

Grupos unitarios.
Otra familia de subgrupos clasicos de GL(n,C} consiste de los grupos unitaries y
los grupos especiales unitarios para form'ls Hermitianas definidas e indefinidas..'Si

- A € M, (C) usaremos la notacién A™ = a para su matriz adjunta. El grupo unitario
..de rango n es el grupo ;

n) ={g € Mn(C) : g"g = I}.
El grupo especial unitario es
SU(n)=U(n) N SL(n,C).

ConsmieL emos la matriz Iy g, definimos el grupo umtarlo indefinido de s1gnatura (p q)

" como

Ulp,q) = {9 € Mu(C) : g"Ipe9 = Ip,q}-

El grupo especial indefinido de signatura (p, ¢) es SU(p, q¢) = U(p,q)NSL(n,C). Sea
V un espacio vectorial de dimensién n sobre C. Una funcién R bilineal B : VxV — C
(donde V es visto como espacio vectorial sobre R), se dice una forma Hermitiana si
satisface : ‘ .

1. B(av,w) = aB(v,w) para todo a € C y para todo v,w € V.

2. B(w,v) = B(v,w) para todo v, weV.

Definimos U(V, B) como el grupo de todos los elementoq g e GL{V ) tal que
B(gv, gw) = B(v,w) para todo v,w € V. Llamamos a U(V, B) el grupo unitario de
B. ‘ i '

Lema 2 i Sea V oun pracw vec torial de damenawn n sobre C y sect B una fm":rna
Hermitiana no degenerada en V. Entonces existe un entero p con n > p=>0, yuna
base {v1,...,v,} de V tal que B(v;,v;) = €055, con ¢; = 1parai<pye = —1 para

i > p. El nidmero p solamente depende de B y no de'la eleccion de la base.

Pkobbsici’c’in 2.8 Sea V un espacio vectorial de dimensidn n sobre C y séa B una
forma Hermitiana no degenerada en'V de signatura (p, q). Fijamos ina base pseudo-
ortonormal de V relativa a B y sea u(g), para g € GL(V) la malriz de g respecto a

" esta base. Entonces u: U(V,B) — U(p,q) es un isomorfismo de grupos.

Grupos cuaterniénicos S A
Antes de introducir los siguientes tipos de grupos recordaremos algunas propiedades
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+basicas de los cuaternios. Consideremos el espacio vectorial real H de dimensién 4
-que estd formado por las matrices complejas de 2 x 2

o= (27
¥ T
LBy i ¥ W o LRENLE S TS Ak T T Vo LY (R ATRME LR, B
con. z, y e (C - i s |
. Uno puede verificar. dlrecfamente que H es, cerrado baJo mulhphcamon en Mg (C)

Siw € H entonces w* € H v

ww = ww* = (jz|* + |y)1.
Por lo tanto. todo elemento distint . de cero en H es invertible, Asf, H es un dlgebra
de.division:sobre Ri Esta dlgebra de divisién es una realizacion de los cuaternios.

L foriha més uual de introditcir log cuaternios es considerar el espacio vectorial
Il sobre R con base {1, 4, 7, k}. Definimos una multiplicacién tal que 1 es la identidad
¥

iy =-Jji=
k%;‘—ik:j
jk——kj—z

’ entonces extendemos la mulhphcacmn aH por hneahdad relatlva a los escalares
reales. Para obtener un isomorfismo entre esta versmn de H y la versién de matrices
COHlpleJaS de 2x2 tomamos

TE T T & Y o P 508 o B N v

Mo o o e L L]t
donde 7 es igual a /—1. La conjugacién w ~— w* satisface (uv)* = v*u*. Erft’%rr’hi‘r'ibs
de componentes reales, (a -+ bi + ¢cj + dk)* = a — bi —'¢j — dk para a, b, c,d € R

Es usual escribir los cuaternios en la forma comp’lem como x + jy con m,y G tC sin
embargo noLe que entonces la conjugacmn viéne dada como

1

(z+4y)" =7+ 'J—J*CU—J‘?J
En el espacio vector;al real H" de dimension 4n deﬁmmos Ia multlphcamon por a€ lH[
por la derecha por ' :

B (/TP T e, 3= (ul'a',. e Upa).

Notemos que u -1 = u'y que u; (ab) = (ua)-b. Entonces podemos pensar a
H™ como un espacio vectorial sobre H. Viendo los elementos de H” como vectores
- columna de n x 1, definimos Au para u € H" y A € M,(H) por multiplicacién de
matrices. Entonces A(u a) = (Au) - a para a € H; por tanto A deﬁne una funcién
. lineal cuaterniénica. . G ‘ o "
Podemos pensar a H"™ como un espacm vectorial de dlmensmn 2n sobre el campo
C en varias maneras, por ejemplo, podemos meter C en H en cualqmera de los
subcampos

S s 1 e RL+ R R+ Ry, R1 + Rk,

s

i) v } o
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Usando el primero de estos encrustamientos, escribimos z = x 4 Jjy e H* con'w,y €
C", y igualmente C = A + jB € M,(H) con A, B € M,(C). Las funciones

o (Do (5 7))

identifican H" con C*" y M,,(H) con la subadlgebra real de M2, (C) consistiendo de
las matrices T' tales que
JTa="P 0

()

Definimos G L(n, H) como el grupo de todas las matrices invertibles de n x n, sobre
H. Si usamos el encrustamiento de M, (H) en Ma,(C) recien descrito; vemos, que

donde

GL(n,H) ={g € GL(2n,C) : Jg =7J}.

El grupo especial lineal cuaterniénico

Podemos definir SL(n,H) como el conjunto de todas las matrices de determinante
uno en G.L(n, H) con respecto a cualquiera de las estructuras complejas anteriores.
Este grupo es usualmente denotado por SU*(2n).

Los grupos unitarios cuaterniénicos

Para X = (i) € Mn(H) definimos X* = (z};) € M, (H). Counsideremos la matriz
diagonal I, 4 con p+q = n. Definimos los grupos unitarios cuaterniénicos indefinidos
como

Sp(p,q) = {9 € GL(p+ ¢, H) : "9 = Ipg}
'Este conjunto es un subgrupo de GL(p + ¢,H). El grupo Sp(p, g) ‘es un grupo
isométrico de la forma Hermitiana cuaterniénica no degenerada e T N

Blw,z) ="l

donde w, z € H". Si escribimos w = u+ jvy z =z + jy con u,v,z,y € C" y sea
Ky q = diag[lpqlpq] € M2nR, entonces

, z , =
B(w, z) = [u*v*]|Kpq (?}) + j[utv') Kp g ( Ty) .
Asf los elementos de Sp(p, g), vistos como tranformaciones lineales de C?", preservan
una forma Hermitiana de signatura (2p, 2¢) y una forma antisimétrica no degenerada.

El grupo SO*(2n)

Sea J la matriz antisimétrica de 2n x 2n como se ha definido anteriormente. Como
J? = —1I,, la funcién de GL(2n,C) en si misma dada por f(g) = —JgJ define
un automorfismo cuyo cuadrado es la identidad. Nuestra tdltima familia de grupos

cldsicos es
S0*(2n) = {g € SO(2n,C) : 8(7) = g}
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Identificamos C2" con H™ como un espacio vectorial sobre C por la funcién

(Z) s a+ jb, |

donde a,b € C". Entonces el grupo SO*(2n) se convierte en el Urupo isométrico de
la; ferma anti-Hermitiana euaterniénica no degenerada

C(x,y) = z*jy

para z,y € H".

Esta forma satisface C(z,y) = —C"(y, V* y Clza,yB) = o*C(z,y)B para a, 8 € H.
Los ejemplos que hemos abordado anteriormente todos son de grupos de Lie de

““matrices, aungiie én este trabajo no requeriremos otro tipo de grupos. Sin embargo,

o tedos los ‘grupos' de’Lie son grupos de matrices, como se ilustra en el ejemplo

siguiente:

Sea H el grupo real de Heisenberg

£t i Ty 1 a;-‘b‘. V' Lo 4 4
H=4¢10 1 c|labceRy. S
RO TE v b st s g i E
v sea I el grupo discreto
Fi D= 01004 Ine Z p-. ‘
0 O 1

El subgrupo I' es central yel grupo de L1e H /F no tiene 1epresenta01ones ﬁeles
~ finitas sobre R ni C
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Capitulo 3

El algebra de Lie de un grupos de Lie y la
funcién exponencial

3.1 El dlgebra de Lie de un grupo de Lie

En esta seccién definiremos el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G. Esta algebra
de Lie resulta ser espacio tangente a la identidad del grupo G, T.G, por lo que
es necesario coocer la escructura de espacio vectorial para este espacio. También
necesitamos definir un corchete de Lie para T.G y vamos a probar que en el grupo
de Lie G existe una dlgebra de Lie muy importante que consiste de los campos
vectoriales invariantes por la izquierda en G, X1(G). Para probar que T.G es el
dlgebra de Lie del grupo de Lie G, precisamente tenemos que probar que el dlgebra
de los campos invariantes por la izquierda es isomorfa a el espacio tangente en la
identidad del grupo G.

Sea G un grupo de Lie y g € G un elemento fijo. Definimos la traslacién por la
tzquierda en el grupo G como

Ly:G—>@G
hi—= Lg(h) = gh.

Asimismo, definimos la traslacién por la derecha en el grupo G como

By: G- G
h — Ry(h) = hg.
Por medio de un célculo directo es ficil probar las siguientes propiedades para estas

funciones:
Lg, 0 Rg, = Ry, o Lg,

para cada g1, g2 € G. Ademds, Ly y Ry son difeomorfismos y
=i =1
(LQ) = Lg

Ahora probaremos que efectivamente la funcién traslacién por la izquierda L, es
biyectiva y que adem4s la inversa es como se ha dicho.
Inyectividad:
Supongamos que
Lg(hy) = Lg(ha)

29
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v de aqui tenemos
- gh1=gha
g7 (gh1) = g7 (gha)
por lo tanto, Ay = hs. '

Sobreyectividad:
Sea y € G entonces existe g~y € G tal que

Lolg™y) = gla™ y) =¥

Esto prueba que L, es biyectiva por lo que existe su inversa, y por unicidad de la
.inyversa, tenemos que

(Lg)ﬁl = L;l

De la misma manera, para la funcién R, probamos que es una funcién biyectiva
cuya inversa viene dada por

Como el producto del grupo G y la signacion de inversos son funciones suaves,
entonces L, y Ry son también suaves, esto es, Lg y Ry son difeomorfismos.

B A continuacién probqremoq un lema muy importante el cual es necesarlo para
_nuestro desarrollo.

Lema 3.1 Sean g,h € G y sea Ly la funcidn de traslacion por la mquzerda entonces
¥8E wmp[e la siguiente igualdad | : -

(dnLg)™ = dgnLy-t.
Demostracion. Tenemos que |
LgoLy1 =id=Ly10Lg
derivémdo en ambos lados obtenemos
dn(Ly-1 0 Lg) = dp(id)
por la regla de la cadena obtenemos
dLg-1(Lg(h)) © dLg(h) = I

de lo anterior obtenemos . .
dgh,Lgml o d-h,Lg = i

y multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por (EihL'g)_l llegamos al resul-
tado deseado. O . |

Consideremos ahora dos campos vectoriales X,Y € X(M). Definimos la suma
X +Y : C®(M) = C*®(M) de la manera usual:

(X +Y)(f): M =R,
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(X +Y)()p) = Xp(F) + Yp(f)-

Si X € X(M)y f € C®(M) entonces definimos el campo vectorial fX : C®(M) —
C*(M) por . P
(fX)(g): M =R,

(FX)(9)(p) = f(p)Xp(9)-

Sean X,Y dos campos vectoriales diferenciables sobre la variedad ‘M entonces existe
un tnico campo Z € X(M) tal que

Z(f) = X(Y(£)) = Y(X(£)

para toda funcién f € C%°(M). A este campo Z se le llama el corchete de Lie de X
e Y denotado como [X,Y].

"Un canipo vectorial X € X(G) se dice ser invarianté porla izquierda si
(AhLo)(X () = X(gh)  Vg,h €. (3.1)

' Notemos aue X(h) € TpG por lo que dhL ThG - TonG.

‘ Denotaremos por %L(G) al con3ur1to de campos vectoriales mvamantes por la

‘ mqulerda en G. Es claro que la suma de dos campos 1nvar1antes por. la 1zqu1erda es

de nuevo un campo invariante por la izquierda. Ademas, si AeRyX'eX (G)
..entonces AX € r(G). Por lo tanto, X1(() es un espacio vectorial real.

Otra manera de escribir la ecuacion (3.1) es por medio del pull-back del campo

X € %(G) bajo el difeomorfismo Ly. Asi, X € X(G) es invariante por la izquierda

si y sélo si

L X =X,
donde

(L3X)(0) % Ly X (L) = (dynLo-+) (X (gh) = (das) ™ (X (oh)

Iyt
Una propiedad importante de los campos vectoriales invariantes por la izquierda
es que su corchete es tambien un campo vectorial invariante por la izquierda. En
efecto, si X,Y € XL(G), entonces

L[X, Y] = L% LY] = X, Y],

Definimos el conjunto de todos los campos vectoriales invariantes por laiizquierda
como A
%1(G) = {X € X(G)|X(gh) = dnLe(X (h))}

m

Este conjunto es una &lgebra de Lie ya que si X,Y € X(G), entonces [X, V] es
también un campo vectorial invariante por la izquierda en G

LI, Y] = [L3X, LY] = (X, Y]

es decir, [X,Y] es invariante por la izquierda.
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Esto hace de (X1(G), [;]) una dlgebra de Lie. De hecho, esta slgebra-de Lie es
el dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie G, Sin embargo, podemos identificar al
espacio de los campos vectoriales invariantes por la izquierda con el espacio tangente
al grupo G en e € G, T.G, de la siguiente manera: Si v € T.G , definimos el campo
vectorial X, € X(G) por

def

X(9) ¥ @L)E eTe. 13

|

Notemos que para cualquier y € G en una vecindad de g € G,

(dgLy)(Xu(g)) = (dgLy) o (deLg)(v) = (deLyg)(v) = Xu(yg),

lo cual establece que el campo vectorial X, definido en (3.2) es invariante por la
izquierda. Mds aln, si X € X.(G), se tiene que X (¢) € T,G por lo que la corres-
pondencia

TuG -5 Bnld)
o> Xy,

donde X, esta definido por (3.2) es uﬁa biyeccién. Luego, X (G) es un espacio finito
dimensional y se tiene asf la siguiente

Deﬁnlcmn 3 2 Sea G un gmpo de LTF de dvme'niwﬂ ﬁmm Fl angb?"a de Lie de
G, que denotaremos por g, se define como el espacio tangem‘e a G en, la identidad
ee .

Se tiene asi que el égebra de Lie g del grupo de Lie G es un espacio vectorial real
en el cual esta definida un operacién

AEEET RS
' deﬁl’lldd p&m (,ualesqulera U,V E g =T.G por
] & [Xa Xil(e)"
Sel tiene que e‘s.ta operacion qa’rlsfacg las siguientes préplodade;q
1. Bilinealidad
[+ v, €w + C2] = Ag[u, w] + )\C[u Z] £ #f['w w] + #C[’u Z],
para cualesquiera wu, v, w, z € ‘g, A SLEE, Qe R.

2. Antisimetria. .
] = [, .

& Tdontided do. Jcaht

[, [v, w]] + [v, [w,u]] + [w, [u, v]] = 0.
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~ Ahora ya estamos en condiciones de probar que existe un isomorfismo entre
%1(@) y T.G, para probar esto definimos la siguiente funcién.

$: T.G - X1(G)
v B(v)

donde ®(v) = X, con X,(g) = (deLy)(v) . Primero probaremos que ® es lineal,
Sean v,w € T.G

B+ w) = Xotw

Xotwlg) = (deLg)('U + w)
£y = deLy(v) + deLglw)
e 3 AT = X, (9)+ Xuwl(9)
y por tanto ®(v +w) = (v) + (w). Luego,
(D(/\’U) =‘X)\l'u
Xr\v( ) (deL )(/\U)
= A(d Lg)(v) . i

por lo tanto @(Av) = A®(v). Ahora sdlo falta probar que esta funcmn €s uno a uno
Yy scbre para probar que la funcion es un 1somorﬁsmo ’ ' i

" Calculemos ahora el nucleo ker ®

ker ® = {v € T.G|®(v) = 0},

luego, se sigue que Y
ker ® = {v € T.G|X, = 0}.

Esto significa que X,(g) = 0 para toda g€ G, de aqui ker(d L g) = {0} v esto prueba
que & es uno a uno. s e
Sea X € X1 (G), entonces existe u € T.G tal que ®(u) = X,,. Como X € X(G),
tenemos que (dyLg)(X(h)) = X(gh) para cada g,h € G, en particular, si h = e
entonces (deLg)(X ( )) =.X(g). Esto prueba .que la funcién ® es un isomorfismo.

3.2 La funcion exponencial ‘

Definicién 3.3 Un subgrupo 1-paramétrico de un grupo de Lie G es un homomor—
fismo de grupos de Lie

p:R=>G
Definicién 3.4 Sea G un grupo de Lie, y sea g su dlgebra de Lie. Sea X € g.
Entonces ' i

— )\X
" )\dfr'—>
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es un homomorfismo del dlgebra de Lie R en g. Debido a que la recta real es sim-
plemente conexa, entonces existe un dnico subgrupo 1-paramétrico

expy '‘R=> G
tal que. -
d
d = )X.
expy (Aah) A

En otras palabras, t — expy (t) es el unico subgrupo 1-paramétrico de G' cuyo vector
tangente en 0 es X (e). Ahora definimos la funcidn ezponencial

W1

i

exp:g— G

pO?"
exp(X) = expy (1).

A continuacién estudiaremos a‘gunos Iesui’rado% generaleq miy m‘rere%anteq qobre la
funcién exponencial.

.« Tecrema 3.5 Sea X en el digebra de Lie g de el gmrpo de Lie G Entonces i

a) exp(tX) = expx(t) para cada t € R.

b) exp(ty + t2)X = (expt1.X)(exp t2X) para todo t1,t3 € R.

¢) exp(—tX) = (exptX)~! para cada t € R.

: d) exp:g— G es C°° ydexp: go = Ge es la funcion identidad. Ast, exp- envie, un
) dzfeomarﬁsmo de una vecindad de 0 en g en una vecindad de e en G. _

€¢) Ly o expy es la dnico curva integral de X la cual toma el valor o en 0 Como
consecuencia, 08 campos vectoriales invariantes por la izquierda en”gmpas_ de Lie
compactos son stempre completos. -

f) El grupo 1-paramétrico de difeomorfismos X; asociado con los campos vectoriales
invariantes por la izquierda X esta dado por

Xt = T'expx (t)-

Demostracion. ad; v dexpy dﬁ; estan expy-relacionados. Asi expy es una curva
integral de X y es la tinica para la cual expy(0) = e. Como X es invariante por
la izquierda, L, o expx es también una curva integral de X y es la tinica que toma
el valor o en 0, esto prueba la parte e) y de aqui la parte f) es inmediata. Ahora
definimos las funciones ¢ y ¥ de R a.G por

P(t) = expyx (t)

(t) = exp (st)

donde s € R. Hemos observado que 1 cs la Unica curva integral de sX tal que

1(0) = e. Luego,
d d
dg (Eh) = dexpy (Sd,«'lst) = X exp (s1)
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Entonces ¢ también es una curva integral de sX tal que (0) = e. Por la unicidad
de las curvas integrales, ¢ = . Entonces

exp,x ()= expx (st)s,t e R; X € g.

Tomando ¢ = 1 y cambiando s a ¢ obtenemos la parte a) y como eXPy €S un
homomorfismo de R en G de a) obtenemos rapidamente b) y ¢). Por tltimo para
probar la parte d), definamos un catnpo Vectorla,l V en G x g por

S e = (X
Entonces V' es un campo vectorial suave y acordando a la parte e), la curva mtegral
de V' a traves de (o, X) es

L (rfexth,X),

o en otras palabras, el grupo l-paramétrico local de transformaciones asociadas con
el campo vectonal V esta dado por

‘L@(cr X) (aexth X} ‘. 5 B

En particular, V es.completo; por tanto V; esta definido.y es suave en todo Gx g.
Ahora sea 7 : G x g la proyeccién sobre G.: Entonces‘ P g, AU

' epr#'froV;t( X) ciing

"Hemés exhibido 4 la exponencml como una composmmn de funmones G, entonces
la exponenc1a1 e<s C°° Es claro que deé exp go — ‘G €5 la funmon 1dent1dad tX es

: ‘”una curva. en G cuyo vector Langente en t=0es X y por la parte a) eXp txX es una

curva en G cuyo vector tangente en’t = 0 es X' (e).’ ' [

Teorema 3.6 Sea v : H — G un homomorfismo. ‘Entonces el siguiente diagrama
es conmutativo:
. Y

expw » -.expT " o -

2 T ! i o fosin 48 d}p‘ L
Demostracidiis 'Sea- X '€ b, Entonces £ p(exptX)'es una curva suave en G
cuya tangente en 0 es dip(X(e)). Es decir también es' un subgrupo 1:paramétrico
de G ya que ¢ es un homomorfismo. Pero t — expt(dp(X)) es el Unico subgrupo
L-paamétrico de G cuya tangente en 0 es (dp(X ))(e). Entonces

plexptX) = expi(dip(X)),

. Juego i B Lk et R B W
w(exp X) = exp(dip(X)).
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Proposicién 3:7 Sea (H, ) un subgrupo de Lie de G, y sea X € g. SiX e dp(h),
entonces exptX € p(H) para todo t. Reciprocamente, siexptX € c,J(H) para t en
aliquin intervalo abierto, entonces X € dp((h))-

Demostracién. Si X € dp((h)), entonces exptX € @(H) para todo ¢, de acuerdo al
teorema anterior. Por otro lado, si exptX € ¢(H) para t.en algin intervale I; en-
tonces para t € I, la funcién ¢t — exptX puede ser expresada como una composicién
woa donde o es una funcién suave de [ en H. Seaty €1,y sea X el campo vecto-
rial invariante por la izquierda en H determinado por (tp). Entonces dip(X) = X ]

Hasta aqui hemos estudiado resultados generales para la funcién exponencial
de,un algebra de Lie en un grupo de Lie, en ocasiones en la préictica se puede
estar trabajando con alcrebras de Lie de ma.trlces y resulta importante estudlar la
exponencial de matrices. En la siguiente seccién veremos que la exponencial que va
del 4lgebra general lineal a el grupo general lineal viene dada por la exponencial de
matrices.

Si V es un espacio vectorial real o complejo de dlmensmn finita y = € L(V V),
entonces la serie de potencias: \ ;
g . (& o
| -
o k!

converge en L(V, V). Se probard en la 51g,u1entc seceidn que (ucxndo V es un espacio
vectorial de matrices entonces la serie anterior converge.

Se verifica. fa(:zlmente que A(t) = €' satisface:
' dA
)= |
por tanto ¢ — e'® es el homomorfismo: (R, +) = (GL(V),0). Asi, =+ ¢® es igual
a la funcién exponencial del slgebra de Lie L(V,V) de GL(V) a GL(V).

eA(t) = (THRA®))(z) = ™(A®), A(0) = I

3. 3 Exponencial de una matriz

Dado un grupo de matrices G hemos definido un espacio vectorlal Tl el espacio
tangente a G en la matriz identidad I € G. En esta seccion presentaremos, la funcion
exponencial la cual es una funciéon del espacio T;G en el grupo G y estudiaremos sus
propiedades. Aquf trabajaremos con matrices cuyas entradas estan en [F, primero
daremos la definicién de exponencial de una matriz.

Definicién 3.8 Sea A € M, (IF), deﬁm’mos lo exponencial de la matriz A por’
A2 A°
=]+ A+ — + ? B

- Decimos que, esta sucesion Converge si ccada una de las n® susecwnes de numems

eF i p ‘
(Dig + (A)ig ‘+ (E)g— + (?)” ¥ .

converge.
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Ya. que €’ esta definida solo por operaciones elementales de matrices en Mp(F) es
; claro que e es nuevamente una, matriz en My, (F), lo que no es tan obvio es asegurar
que esta susecion converja, en la siguiente proposicion probaremos que efentwamente
la serie converge

B Gt 5 8

f Proposmlon 3 9 Sea A € M (F) y sea !

1
T e

=

g gon L s max{\aw\ 1 <7 5 < n}

/
/

Si AP = (a&?)), entonces
FAR [ L ! oFhy TeeE lfb(p)l < (nm) ¥4

‘ pam cualesquzem i 7, con 1 < b dyS n. E'n consecuencm la serie deﬁmda antemor—
‘ mente converge y la matmz e esm bzen deﬁmda o ¥

Démostracion. La d(‘HlObtldLlOll es' por induceién en p. Sea A = (a,w Enfonces
2) s i
2 = (UJEJ‘ donde ( ) Zk 1 aﬁgam Luego

ik kg

o (Wt I Lol s : ] -
< Z laikljaggl < Y m? =nm? < n*m?.
“F=1- - ' =t
ot Kot A% = (a(??))’dOHde (u.(."ﬂ) [ (2)% v de esta manera
1j > g v .'c 1 J

©) g,

) =

g5 1a£i)uakj| < zm%: e hs
CoR=L o RS e 2

‘ 62| < (nm)P.
para todo 4, j, donde 1 <1, j, < n. Luego

Zak Ok

dk=11

p—H.) < Z i“ “%3‘ & nmzm | < nm( nm)p = (nm)?ﬂ'lu

‘ jiara cuallésqﬁié'radi, jeon1<i,j,<n Ahora.',’cox'r'lo ‘
T L 1 (P) ! [ S
quj \S (nm)?, ‘

tenemos que =

$ 9P] = () _
e TR
" p=0 p I p:O P

a2 -
y p01 lo tanto cada una de las n? series Zp, ‘—J—E converge absolutamente.  Con
esto mostramos que i |
k
a_vA
k!

€
k=0
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estd bien definida. . “ sl u

. La exponencial c;A se comporta de manera muy similar a la éxpdnencial e” donde
TeR, =1 para 0 € R, y naturalmente para la matriz 0 se cumple que

e =171

Recordemos que si a,b € R entonces e+ — e®e®, desafortunadamente esta igualdad
- o siempre sé cumple para, cualesquiera matrices A y B, en la siguiente proposicién
veremos bajo que condiciones la tltima igualdad se cumple para matrices.,

"Proposicién 3.10 S las matrices A y B conmutan, entonces se ciumple que’

EA+B il EA eB.
" Silas matrices A y B conmutarn entonces podemos utilizar el teorema’ del binomio
para desarrollar e*P de la siguiente manera, : b i

B> A3 A’°B  AB? B3

A2
A+B:I 2 S el B pdsr § =l
e +A4+ g tAB+ —+ 4 4 >t

. Ahora desarrollamos e4ef

AZ B?
8AeB:(I+A+?+...)U+B+7+...)
A? B2:.A3% ' A2B AB% B8 .-
=I+A+B+—4AB4+ 2 22 ABY L OY
+++2+ +2+6+2+2L+.6.+

Y con esta probamos nuestra proposicion.
Corolario 3.11 Para cuslquier matriz A € My (F), e? es no singular.

Demostracidn. Notemos que las matrices A ¥y —A conmutan, entonces

Calculamos el determinante a ambos lados de la. igualdad,y usando las propiedades
del determinante nos queda '

1= (det eA)(de_t e~ 4)

y por tanto dete”? # 0. gt 5 o o

De este corolario observamos que la funcién exp : Mp(F) — My (F), exp(A) = &4
de hecho envia a Mp,(F) a el grupo GL(n, IF) hs e N
Proposicién 3.12 Si A es una matriz antisimétrica en My(F), entonces e? es
ortogonal. ‘
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Demostracién. Tenemos que I = 0 = eA+AT = ¢4AT — (e)(eMT, por tanto e4
es ortogonal. |
Si a € R entonces la igualdad e® = 1 1mp11ca que forzosamente a tiene que ser 0.
* Peroen el caso de que tengamos la igualdad ed'= I donde A es una matriz en M, (]F)
entonces A no necesariamente tiene que ser la matriz 0, por ejemplo si

0 or

eumple que e = 7. La siguiénte proposicién es muy util a la hora de: realizar
calculos.’ 7 i i BT T T e X LY T b .

Proposicién 3.13. 5i A, B.-son, matrices que estan en M, (F) y B.es no singular,

entonces
1 i —_
eBAE{ Be-AB i

. Demostracidn. (BAB~ )" = (BAB™')(BABT!)...(BAB7!) = BA"B~! y ademés
B(C+D)B~!=BCB-1+ BDB ! de estos cdlculos y de la deﬁmuon de exponen—
cial de una matriz se cumple la proposmlon ]

'
y 1

Ahora‘Que ya CONOCemos los resultados bésicos para la exponencial de un dlgebra
de matrlces a un grupo de matrices serfa util conocer una formula general para
calcular e donde A es una matriz de 2 x 2, veremos como calcular eésto én los
siguientes resultados.

Lema 3.14 Sea'A = (g Z) E‘g[(.Q,‘C)‘ "

1)81 a = d entonces

i 1 .I.b_ ( Tt e ey Lesfecs L "
A_ _a

i)Si a # d entonces

" El swulente resultado es muy fitil éuando se quiere (,alcular A usando los valores
propios de la matriz A [1]. ‘

Teorema 3.15 Sean A y u los valores propios de A € gl(2, C).
i) St ju= X entonces

. | | ed =M1 - NI+ 4]
) Sip 75')\ entonces | ) '
AW - Hyab S "f’A— lue)‘i)\elu e‘u_e)\

: A.
. p— A
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Demostracidn. 1) Ya'que = X, entonces existe ura matriz invertible X tal que

s A -1
A‘—X(0 )\)X

para algun z. Por tanto

et =X (é ’i) X1= M1 = NI+ Al

ii) Ya que p # A, entonces existe una matriz invertible X tal que

A:X(A 0)){"1.
0 u

Nt '
VLA feti () =
e —X(O e“)X A

Por tanto

Entonces notando que

e 0\ pet— At et A0
) (L ._‘ A ==t I+
0 et m—A" w—A \0 u
de aqui se cumple la expresién en ii). ]

Ahora vamos a caracterizar e, tinicamente, en términos de las entradas de A.

Corolario 3.16 Sea A = (‘; Z) € g[(2,C}.

i) Si (a — d)? + 4bc = 0 entonces

A glatd)/2 1_+Cz 1_2__{1)

i) Si (a — d)? + 4bc # 0 entonces

oA — latd)/2 cosh(A) + 254 S'mg(&) bsinhA(A)
| ’ C%g) cosh(A) — %ﬁs_lnha(ﬂ) 4

dondeAi%\‘/(ai.d)Z'F‘lbc-j. | il I,

Demostracién. Los eigenvalores de A son

A:(a+'d)_@ i

2

Ja—ar i
2 ,

u=(a+d)+
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Por tanto A = u si y. sdlo si (@ — d)? + 4bc = 0. Entonces el resultado se sigue
sustituyendo A y p en las férmulas del teorema anterior. |

El siguiente corolario nos da una férmula para obtener e cuando A es una matriz
real.

Corolario 3.17 Sea A = (i Z) € gl(2,R).
i) Si (a—d)? + dbe = 0 entonces 15

; ) —.d s = B

eA = glatd)/2 (1 prgteieig )

ii) Si (a — d)? + 4bc > 0 entonces, |

| a—dsinh(6 leitil®
eA = e(ﬂ+d)/2 COSh(O) -I-h—.z(i nd_ ) b———mé( ) - 3
;csmd(é i cosh(é) _ a_gésmé( )
ii) Si (@ — d)* 4 4be <0 entonces
N —d sinh(8) sinh(§ -
pA _ latd)/2 [ cosh(d) %‘-“_qz—ds?a-( f’,r.,la( : _
; csmlg@) COSh((S) "._ a,_gd smg §)

donde
Tlustraremos estas formulas con dos ejemplos.

Ejemplo 3.18 Si A és una matriz real

a W . . y
bt L o s ity T

‘ At — o0t coswt sinwt
' ' ‘ —~'sinwt coswt

Ejemplo 3.19 Si A es una matriz real

entonces

entonces g : :
oA = cosh(8) + § sinh(d) % sinh(4) nY
¥ sinh(J) cosh(8) — § sinh(d)

donde § = Vw? + 2.

Ahora presentaremos algunas férmulas para calcular la exponencial de una matriz
A de n % n cuando esta matriz satisface un polinomio cuadritico. Los resultados
siguientes también funcionan para matrices de 2 x 2 pero estdn restringidos a casos
especiales. En particular, estos resultados se aplican a matrices de n x n las cuales
son involutivas, de rango 1, y matrices idempotentes,
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Lema 3.20 Seq A € g[(n C) y supongamos que A = pI, donde p € C.
i) St p=0 entonces e = I + A,

ol : sinh(,/p)

i) Si p# 0 entonces e = cosh(y/p)I + i\/ﬁ—ﬁ/{

Demostracidn. i) Esta parte es trivial ya que A% = U. :
il) Como A? = pI, A% = pFI y A% = gk g para k > 0. Por tanto,

k=0 ;
[ A2 A4 A3 45
" Z[I-I-E‘-Fa'-l- .j‘+l}4+§l—+5i+ :I
p P i
_(1+E+Z!'+ )I+(I+3l+'5_l+ )A
sinh(,/p)
= cosh(y/p)I + ——A.
(vP) 5
v esto prueba la parte ii). [

. Ellema anterior aplica a matrices nilpotentes e involutivas..

Corolario 3.21 Sea A € gl(n,C).
i) §i A? =0 entonces e = I + A.
¢ ) Si A* =1 entonces e = cosh(1)] + sinh(1)A.

' Teorema 3.22 Sea Ae g[(n C) y supongamos que A% 4+ 20A + ul = 0, donde
rpeC.
i) Si A2 = p entonces

e = e N(1+ )T + 4.

1;}5@ A2'% 1 entonces

L L5 2 + )\ ok ; i ‘ o by l e ¥
et = e ¢ (cosh(v/ A2 — 4) + —2—sinh VA2 — )| I+ ———=sinh(y/\2 — )A Y.
(R ( ’u) ‘)-2 - ( ) o i X2 = e ( R 'U‘)
.Demostracién. Notemos que B% = (A2 — )l donde B = A + Al Por el lema,
~kenemos i) , - ' 0

6}}:67’\?8 i A A g A T

=eI+B
A+ NI+ A). ;
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i)

e =g B

=t {cosh(x/)\ —p)+ s1n1r\1/__~,u,

sinh(/ A% — @)

RS HERA T L)

\ 1 " Ty e
| I + \/T——IISIHh(V )\2 = .LL)A} :

,

= g5 { {cosh(\/)\——

\/__

’ ]
A partir de este teorema obtenemos el siguiente corolario para matrices reales.

Corolario 3.23' Sea A7 g[(n’,R)l y supongambs que' A% +2XA + ul = 0, donde
ApeR. o
i) Si A2 =y entonces
ed = e“ﬁ)‘f(i - )\)I + A
ii) Si A2 > p entonces -

ef=e { {cosh(@) + —\//\ji_u (/A% )

i) Si A2 < u entonces ‘ _
gh= g { \/_#7 sin(v/p — )\2)} I+

Corolario 3.24 Sea A E gl(n,C) y supongamos que el rango de A es 1.
i) SitrA =0 entonces e —-I+A
ii) SitrA # 0 entonces e = I + ((e"471) /trA) A

cos(v jp — A2) +

sy

Demostracion. Ya que el rango de A es 1, A2 = (trA)A. Por tanto, podemos aplicar
el teorema 2.22 con A = (trA)/2 y p = 0 para obtener el resultado. |

Ahora consideremos el caso en que A es una matriz idempotente. ;
Corolario 3.25 Sea A € gl(n,C) y supongamos que A = A. Entbnces eA

I+(e-1)A.

Demostracién.’ Se aplica el teoréma 2.22 con A = S8 s, it (]
De aquf en adelante los resultados que probaremos serdn para calcular la exponencial
de matrices de n x n las cuales satisfacen un polinomio cubico.

Teorema 3.26 Sea A € gl(n,C) y supongamos que A® = pA, donde p € C.
i) Si p=0 entonces et =1 + A+ AT'Z.

i) Si p# 0 entonces e* = I + Si“}\‘/(%/‘_’)/l + ‘COSh(f_l)AQ
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Demostracion. El primer caso és ficil. Para el segundo caso, como A% = pA
AZRF2 = gk A% y AZRFD = gk A para k > 0. Por tanto,

o)

o k
- z !
k=0
A3 A5 A 4f
=ﬂ+A+§+ ]%5+E+ }
r” 1 P 2
(1+ ‘|“§ >A+(§+E+ )A
=T smh(\/_) cosh( N 1)A2.

VB

Corolario 3.27 Sea A € gl(n, (C) y supongamos que A® = A, entonces
A= 14 sinh(1) A F (cosh(1) — 1) 42
Cuando el teorema se aplica a matrices reales obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.28 Sea A € gl(n,R) y supongamos que A® = pA, donde p € Ra En-
tonces

i) Si p=0 entonces e* —I+A—|— Ak,

i) St p > 0 entonces ;

o — T smh(\/ﬁ) Cosh (x/P— I)AZ.
VP p

i) Sip < 0 entonces

14 8R)

et G cos(y=2=1) 4o
Far o

- Enseguida aplicamos ‘este resultado para matrices reales antisimetricas de 3 x 3.

Y oy

0 a b

Corolario 3.29 Sea A= | —a 0 c¢| ¢ gl(3,R). :E"ntonces A34++2A =0, donde
A —b —c 0 i

vy =+va?+ 6%+ 2. S v 0 entonces

8‘4‘\_: I+

Smf’) s jAmoml) o
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3.4 La representacén Adjunta
Consideremos un grupo de Lie G y ademds cbnsideremos un elemento ¢ € G fijo.
Definimos la funcién conjugacién por
G2 GG
Cy(h) = ghg™

Notemos que si queremos reescribir Cy en términos de las funciones de traslacion
por la izquier da L, y traslacién por la de1 echa R entonces la funcién Cy nos queda

2 o il 1 = LoR 1 (h)
o también ol & .
Cy(h) = R;* o Ly(h)

Definicién 3.30 Sea g el dlgebra de Lie de G entonces definimos la adjunta de g
como

Adg:g—g
wAdy=deCq !

Lema 3.31 La funcidén Ad, es un homomaorfismo, es decir

Ty ,Adgh=Adg0Adh .
‘pd'm todo g;h il e '

" Demostracion.
Adgp, = d.Cgp, T
= de(Cy 0 Ch) ) i .
= dch(e)cg o d.C),
= 2ol 0.deCh 4 1
y esto demuestra la afirmacion. \ ]

A continuacién probaremos que Ady ademds de ser una funcién lineal también
es invertible cuya inversa estara dada por

Ady-1 = (Adg)~?
- Primeramente calcularemos (Ady,) ="', usando la/regla de la cadena y-lasiigualdades
(dnLlg)™ = dgnLy-1 y (dpRg) ™ = dthg_l tenemos

G o (Adg)T = [(dgr1Lg) © (deRya)] T
= (deRg-1)"" 0 (dg-1Lg) ™"
(deR —1) G( 71-L —1) '
(ngq—l)_ (9] (d ¥ —1)
= (

dg—le) o(d.L f1)
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Por otro lado calculamos Adg-1 de la siguiente manera sntil,

Adg—l =deCy—1
= de,(Rg 0 Lg—l)
= 4" RyldeLi)
= ('dg~1Rg)_1(deLg-1)

Por lo tanto concluimos que Ad, es una tranformacién lineal, es decir Ad, € End(g),
ademéds hemos probado que la Ad, es invertible por lo.tanto Ad, € GL(n,R).entonces
podemos definir una nueva funcién del grupo de Lie G en el grupo general lineal
GL(?’L,R) B g o F

Definicién 3.32 Sea G un grupo de Lie, entonces definimos la representacion ad-
junta de G por '

Ad:G — GL(n,R)
g — Ad(g) = Ad,

Denotemos la diferencial de la representacion adjunta por ad, es décir,’

s

" d(Ad) = ad,
entonces por el diagrama de la exponencial tenemos el siguiente diagrama’conmi-
tativo o

¢ -2 Aut((g)

g, el

s —s Bnd(g)

también aplicando el mismo teorema a los automorfismos C, de G, obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo

g e sfryng

exp T exp T

Ad,
g4 —

En otras palabras, - " S
exptAdy(X) = glexptX)g™

En el caso especial en el que G = Aut(V'), el anterior diagrama se convierte en

Aut(V) —245 Aut(End(V))

4

End(V) —225 End(End(V))
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luego il s o H g 4
Aut(V) 2 Aut(V)
exp] h expT

End(V) 2% End(V)

donde y € Aut(V'). Ademds sia € End(V), entonces
‘ Ady(z) =yozoy™

#Delos resultados de la exponencial obtenemos:.

"?11;3 T : j " v ,d if AL ] . {4 grG J“..
Ady(z) = Eh:g(cy(exp tz))

d -

yozoy ™!

= |7:~0E

' ._yo,g,oy I\.‘r

Similarmente, en el caso en que b G'L( ,R) 0 G = GL(n, (C) yy € GL(n, R) ¥y
z € GL(n,R), entonces e ; i Byt e s
Ady(z )—yoa:oy 1,

Proposicién 3.33 Sea G un grﬂpb de Lz‘e'con dlgebra de Lie g, y sea X,Y € g.
y .Entqnc_el,s, ) ‘ ‘
R adx(¥) = [X, Y],

Demostracidn.

d .
adx (Y) = (lr=oAd(exptX))Y
= EIt:DAdexp tX(Y)

= %h:gd(cexpt'){)(y)'

De aqui si X; denota el grupo l-paramétrico de difeomorfismos asociados con X,
entonces

Y () = om0 1)) (Aloxp)(Y (6))

= %'t=0d(rexp(—ﬂ{)j(ylexp tx)
1t Ud( )(YXf( ))
(LXY)( €)
= X, Yl(e).

Esto termina la demos’rmuon ya que adxY vy [X Y} son ambos invariantes por la
izquierda. ‘ [
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Capitulo 4

Las algebras de Lie de dimensién 3

En este capitulo se abordardn las dlgebras de Lie de dimensién 3 segin la clasi-
ficacién de Bianchi. En la primera seccién se expondrd sobre la clasificacién de
Bianchi de las dlgebras de Lie de dimensién 3, en la segunda seccién se estudiardn
las representaciones de las 9 dlgebras de Lie clasificadas por Bianchi y se calculardn
las matrices de representacién adjunta y la forma de Killing para estas dlgebras. Por
tltimo, en la tercera seccién se considerard la funcién exponencial de las dlgebras
de Lie en el esquema de Bianchi en respectivos grupos de Lie para entender mds
profundamente la funcién exponencial en estas algebras.

4.1 El esquema de clasificacion de Bianchi

En esta seccidn vamos a introducir las algebras de Lie de dimension tres segin la
clasificacién de Bianchi, estas dlgebras de Lie son llamadas desde Bianchi I a Bianchi
IX v las definiremos segin el valor del corchete de Lie en cada par de elementos de la
base. A continuacién presentamos las dlgebras de Lie en la clasificacién de Bianchi
y una prueba de esta clasificacién se puede consultar en [2].

Teorema 4.1 Cada dlgebra de Lie de dimension tres es isomorfa a alguna de las
siguientes nueve dlgebras de Lie.

Bianchi I . Definimos esta dalgebra de Lie mediante los corchetes siguientes:

[£1,22] =0
[:'321333} =0
[z3,21] =0

Bianchi IT . Definimos esta dlgebra de Lie mediante los corchetes siguientes:

[5(:1, .’Ilg] =)
[332,5173] =1
[£3,21] =0

Bianchi 111 . Definimos esta dlgebra de Lie mediante los corchetes siguientes:
[z1,22] =z
[z2, 23] =0
[mﬁu ml] =0

49
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Bianchi IV . Definimos esta'dlgebra de Lie mediante los corchétes siguientes:

[T1,22] =0
[#25.m3] = %1 + T2

[$3:I1]:“JE1 : M i M 0 G T

Bianchi V . Definimos esta dlgebra de’ Lie mediante los corchetes siguientes:

[.’L‘l_, H:g] = ()
[z2, 23] = @2
U g, ] =y

Bianchi VI . Definimos es;d dlgebra de Lie mediante los corchetes siguientes:
. |m1,22l =0
(o w2, 23] = Az
[z3,71] = —21
Bianchi VII . Definimos esta 1129@?)?@ de Lie mediante los corchetes siguientes:
‘[xl,'.'l‘-g] =0
2, 23] = 21 + Axp

[x3,21] = =z + 22

Bianchi VIII . Definimos esta dlgebra de Lie mediante los corchetes siguientes:

[£1, 9] = 21
[x2, 23] = x3

{.L,g :Uﬂ - —2$2

Bianchi IX'. Definimos esta dlgebra de Lie mediante los corchetes siguientes:.

(e [171,.1'32]:.?33 £ i
[-’1?213?3-] =&

[r3, 71] = =2

4.2 Representaciones de las dlgebras de Lie 3-dimensionales

A continuacién calcularemos las matrices de representacion adjunta y la forma de
Killing para cada una de las dlgebras de Lie de dimensién 3, estas dlgebras estan
definidas unicamente por el valor, de los corchetes en los elementos de la base,

Bianchi 1.
Ya que esta dlgebra de Lie consiste de puros ceros en el corchete en los elementos
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de la base, entonces las matrices de representacién adjunta son tedas iguales a cero,
de igual manera la forma de Killing es igual a cero.
Bianchi III. '

Consideremos el 4lgebra de Lie cuya base es {1, 23, x3} y cuyos corchetes estan
definidos de la siguiente manera: e,

¥ ["'EIT.IZ,‘] ‘:Il. AU i .\.‘. ! L3 : r ¥
[.’Eg, :135} =0
(%3, 21}'=0

Ahora calculamos la adjunta parg cadé par de elementos de la base.

L  adg (1) = [z1,21] =0
adg, (22) = [z1,29] = 71
adg; (z3) = [wy, 23] =0
adx,_,(:r;lf) =gk, 2] =—%1
adg, (z2) = [z2,22] =0
ady,(x3) = [.’52,‘:1:3] =
adgy (#1) = [23,21] =0 " ‘
adg,(z2) = [za; 2] =0
adzs(x3) = [23,23] =0

Asf, con los datos anteriores formamos nuestras matrices de representacion ad-
junta adzi, adzrs, adrs las cuales son::

"

000

010 1.0 0
adzy={0 0 0| ,adza=| 0 0 0],adzg={0 0 0O
00 0 “\'0" 0 0 000

Ahora tomemos z en el dlgebra de Lie, entonces podemos escribir a z como
7= ary + bry + cws donde a, b, ¢ € F, y realizamos los siguientes cdlculos: . .7

ad;(z1) = [azy + bxh + cx3, 1]
= a|z1,z3) + bz, T1] + c[zs, 21]
= —b.’El

ad;(x2) = [azy+ bxa +cz3, Z9] .
= a[z1, z3] + blza, za] + clxs, 2]

=axry: I -4 | i R

e B ] e e e s
= a[zy, z3] + blze, T3] + clzs, z3)
=0

) I
s |
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Ya con estos calculos tenemos niuestra matriz de representacién adjuntd

; b a 0
adz = ‘ 0 0 0
o 0 00

Ahora realizando los calculos directamente obtenemos

k(r1,22) = 0 = K(z2,11) :
K(z1,23) =0 = #(23, 1)
R(xS::CZ)

‘Pot dltimo para encontrar x(u,v) para u, v elementos en el &lgebra de Lie drbitrarios
se hacen los calculos directamente y al final obtenemos: o

k(u,w) - Uny.

Las dlgebras de Bianchi restantes se resuelven de manera, analoga, por eso mismo
presentaremos sélo los resultados. '

Bianchi II. .
Consideremos el dlgebra de Lie cuya base es {x1,22,23} y cuyos corchetes estan
definidos de la siguiente manera '

[931, .’Ez] =
[3:27 .’1?3} =T

["1;3):1:1} o O . _l‘.‘ -- | il _- x

% i b LIV
r i

Al realizar los cdlculos nuestras matrices de representacién adjunta nos quedan:

00 0 001 0 -1 0
adr1= {0 0 0} ,adzs={0 0 0),adzs=1{0 0 0
000 06,0 0 0 O

De igual manera (para z = azi + bxa + czs.donde 'a,b,c € F, nuestra matriz'nos
queda: _
' 0 —c b
adz= [0, 0 @
0 0 0



4.2 Representaciones de las dlgebras de Lie 3-dimensionales 53

Por tltimo, después de algunos calculos rutinarios obtenemos

000

k=10 0 0

000
.'{.('UZ:,_’U) :0 i erety & e 1‘41 A "'u /

Bianchi V. oy o ;
Consideremos el dlgebra de Lie cuya base es {x1,%2,23} y cuyos corchetes estan
definidos de la siguiente manera ' ‘

) 1
[le 5 1‘2] = O RGBT
[z2,23] =22

[svz1] = —g1a

Al realizar los calculos nuestras matrices de represéntacién adjunta nos quedarn

0 0 1 % I

adr;= (0 0 0O 0 -1 0

000 0 0 0

.. De:igual ‘manera patai 2 =: azi-+ bag + cvz donde a,b,¢-€ F, nuestra;matiiz nos
queda: st 3 oy ; i}

—¢ 0 a
adz=1'Q - —¢c b
0 0 0

7Y por tltitho después de muchos caléulos rutinatios obténémos
0 00

e O ;0‘, 0 I\ o :, - : l; ‘..»| : '
0 0 2/ E Ot

a (’LL,’LJ) = 2_1;.'.3’1)3 ]

Bianchi IV.
Consideremos el dlgebra de Lie cuya base es {x1,22,23} ¥ cuyos corchetes estan
definidos de la siguiente manera
LAl I e, (5! '

s [z1,22] =0 g
(w6 «f  Lee (vlenssl=ode]
zs, wa]i= —a

- Alirealizar los:cdlculos nuestras matrices de representacion’adjunta nos:quedan:

0 0 1\ - 0 01 -1 -1 0
adzy=|0 0 0] ,adzz2=(0 0 1),adzzg=| 0 -1 0
000 0°0 0 0 0 0
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" De igual manera para z = ax; + by + cx3 donde a;b, ¢ € F; nuestra matriz nos
queda:

—e¢ —¢ a+b
Vadz=| 0 —¢ b

0" 0 0
..Y.por tltimo, después de:algunos calculos de rutina obtenemos

0

=S
Il
=

0 0
00
0 2

o

‘ &(u, v) = 2uzvs G
The | e, e N FET gy e T j A PR e LT T O |
Bianchi VI.

Consideremos el dlgebra de [Lie cuya base es {z1,22,23} v cuyos corchetes estdn
definidos de la siguiente manera: = :

[:C]_., LCQ] =)
L [aiidig) = Ny
[3, 1] = —21

- Al réalizar 108 ¢dlculos nuestras matiices de representacién adjunta nos quedan:

001 000 -1 0 0
adry = (0 0 0] ,adzg= 10 0 A],adzs=( 0 —-X 0
000 000 0 0 0

De igual manera para z = azy + bzg + cx3 donde a,b, ¢ € F, nuestra matriz nos
queda:

g A ‘_0,."1"' pe 5
adz= |, 0. —Ac Ab
05 0.0

Por 1ltimo después de los caleulos necesarios obtenemaos

wgd Se wybreoe) 00 0 4
k=10 0 0

o MA o A P
) w(u,v) = (1 + A*)ugvs.
Bianchi VII. ; i gt s 2 i e, . s Bl b rmeds e el
Consideremos el dlgebra de Lic cuya base es {z1,22,23} y cuyos corchetes estdn
definidos de la siguiente manera
Lz =0
[z2, 23] = 71 + Azy

[x3, 1] = =Az + 29
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Al realizar los. célculos nuestras matrices de representacion adjunta nos quedan:

00 A) 00 1 =% =1
adzy = |0 0 —1],adzo={0 0 A],adzs={ 1 —-A 0
00 0 i\ D 0 0 0

De igual manera para & = ax; + bxa 4'cxy dohde 'a.b)c € F; tuestra fatriz nos

queda: .

e, —¢  Ada+b

adz = ¢ —Ac —a+Ab
L0 D 0

Por tltimo, después de algunos cédlculos rutinarios obtenemos

k(u,v) =120 — 2)uzvs

Bianchi IX.
Cansideremos el dlgebra de Lie cuya base, es ‘{QEL,YQJQ“,S.C_;;_}‘ y-cuyos corchetes estdn
definidos de la siguiente manera
-‘ by i LI F i
o el=g
W [z, 23] = o

[z, 71] =22,

Al realizar los céleulos nuestras matrices de representacién adjunta nos quedan?

T e e gl gt R
adei=10 0 =1)lades=10" 0 0),adzs=({1 0 0
0 1 0@ st o de=TnaluD e ol Dl O

. f s .
De igual manera para z = axry + bzy + cxg donde a,b,¢ € F, nuestra matriz nos
queda: b W

B =g b
adi={c 0 -a
~b @Y

 Finalmente, después de hacer los célculos necesarios obtenemos

-2 0 oYy

k=[]0 =2 0

0 "0 =2

K(u,v) = =2uv = 2ugvg — 2u3vs.
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Bianchi VIII.
Consideremos el dlgebra de Lie si(2) = sp(1) cuya basé es {z1,22,23} ¥ cuyos
corchetes estan definidos de la signiente manera ? e

{.’El " ’1"2{ = T

[z2, z3] = w3

[;Lg',.Lﬂ = —23,2

”Al reahzar los Calculos nucstras matrlces de representamon ad]unta nos quedan

it 2o, piem 8 A O 1.0 0 /0. 0 0\
jiocader = (0,0 2),adze=1{ 0 ,0.0|,adzz={-2 0. 0]},
. 0. 0 0/ . 05,0 Ih e o0y il O, 4,

waty

De igual manera para z = axy + bze + cxy donde a,b, ¢ € F, nuestra niatriz nos
queda: A .
f—=b a 0
adz=|—-2¢ 0 2a

0 —c &

Por 1ltimo, después de realizar los cédlculos requeridos se obtiene:

0 0 —4
k=10 2 0
K, v) = —dugvy + 2usvy — dugug
s : . 3 2 ) e JHERY il
Cada 4lgebra de Bianchi ia hemos definido de manera abstracta, es decir, los ele-
mentos x1, ¥g, 3 son elementos que no necesariamente son matrices, mds adelante
fijaremos una base de matrices para cada dlgebra de Bianchi lo cual nos serd de gran
ayuda al momento de hacer cdlculos.

T

4. 3 Los grupos exponen(:lales de las algebras de L1e '3-

dlmensmnales

Mediante la funcion exponencial podemos relamonar una alvebra de Lie con un grupo
de Lie y estudiar las propiedades de esta funcién para conocer mas la relacion que se
guardan, probaremos que la funcién exponencial que va de la dlgebra de Lie s[(2,R)
a el grupo de Lie SL(2,R) no es sobreyectiva.
Consideremos:
exp sl(2,R) — SL(2, ]R)
AI—P»GXDA REERRS L

Para probar que (‘Sm fun( ion no es H()bI eyectiva basta con enc ontrar un g € S L2, R)
tal que e? # g para todo A € sl(2,R). Supongamos que la exp es sobreyectiva, y

consideremos la siguiente matriz:
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Ya que el determinante de esta matriz es 1 entonces g € SL(2,R) y-entonces por
.. hipotesis existe una matriz A € s[(2,R) tal.que =2 CF A
Sabemos que det(e) =™ ydeaqui . .., | 3

1 =detg=dete? = et

de esto concluimos que la trA = 0, entonces Ae s[(2,R).

Sean A1 y Ag los eigenvalores de A, ya que A € sl(2, R) A1 =.—Aay asi podemos
suponer ‘que los eigenvalores de A son A y —A Es claro que los elgenvalores de g son
eryerd y para nuestra matriz partzcular e = —1 para A # 0, estos nos muestra
que loé elgenvalores ide A son diferentes; de esto' A 'es similar a una matriz diagonal
con los eigenvalores en la diagonal, e decir, podemos entonces B € M3(C) invertible
tal que. et S % AR i o1 - ¢

A0
_17
!BAB' _(Q _/\)

Luego, ;
BBl = BeAB‘l (BB (:1 0) .

R g

Ahora,

(B/-rBfl)2 = Bgz:fs-l = ((1) (1])

‘ de aqu1 se sigue que g = I lo cual es una (,ontradm( ién L ya que

B Pr b tene RR LS BRI S e i ks PRER LRI
g y ; 2 1" -2 ; ) RAIAET
L R T [ e { g! = 0; l . . il paid tagcd '.
La contradiccién vino de suponer que la funcién era sobreyectiva, por lo tanto, la
funcion no chde se sobroycctwa = B o " S o W

En la siguiente proposicién probarernos que la exponenual del algebra de L1e
s0(n) a el grupo de Lie SO(n) es una funcién sobreyectiva.

Propgsil:c‘lhon‘4.2 La Ifun:cwn !eipo:nﬁﬁlpidf ‘
“exp : 50(n) —.50(n)
estd bien definida y es sobreyectiva.

Demostracidn. Ya sabemos que si A € M, (R) es una matriz antisimétrica entonces
e es una matriz diagonal, ademds también sabemos la siguiente igualdad
] t y in= 1 5 i | o

{ 1 Tl # By i Biha® sleh | - gt ! it

e
145 '

vdeb(ed) e, . L bt pug g Y Tsup

y como A es una matriz antisimétrica sus elementos de la diagonal son todos iguales

a 0, es decir trA =0 y por tanto.det(e/l) = 1. Asi, e? € SO(n).
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* Recordemds del ‘dlgebra lineal que para cada matriz antisimétrica A existe una

matriz ortogonal P tal que A= PDPT donde D es una matriz dlagonal por bloques

iide la forma/ Ao ; »
9 el g Dy

.:!:'\’,r- , 3% i ih .D2

Dy

tal que cada bloque D; es cero o una matriz de 2 x 2 de la forma

0 —8;

donde 0; € R, y 8; > 0. Otro resultado que usaremos nos dice que para toda matriz
; ortogonal R existe ur}a‘matr‘izpr_‘togonal P taJ que,

H PEPT
donde E 2s una matriz dlagonal por, bloques de la forma
(o %Y e

Ep

tal que el bloque :Ei es 1,-10 una matrié ‘de 2 x 2 de la forma

v (cosl, —sin6;)

E;=|", ;

sinfl; cosb;
! 5 ’ ] i i -

Si R es una matriz ortogonal, hay un' nimero par de'—1'en la matriz £ y estos
se pueden agrupar én bloques de 2 x 2 asociados con @'= 7. Sea D la matriz por
bloques asociada con £ donde una entrada es igual a 1 en F estd asouado con un
cero en la matriz D. Entonces tenemos o

eA :, PDP‘}j_: PeDP_J-l o

t y E ]
y ya que D es una matru diagonal por bloques obtenemos P calculando la expo-
nencial de cada bloque. Si D; = 0 tenemos que E; = ¢ = l,y si

J I ‘ 0 ‘__81 i i \ l i ;‘\:

p _ [cosf; —sinf;
&= 31119 cos 0;

exactamente el bioque E Asl E = F. v por tanto ‘_:‘ C

o
b

A, PDE- 1: pel p-1 :PE’P“i PERT — R

entonces obtenemos
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. ¥ con esto hemos probado,que la funcién .?xp’opgangi_a,:l es yna funcién sobreyectica. |
En la seccién anterior hemos estudiado las dlgebras de Lie de lasclasificacion

de Bianchi de una menera abstracta. Ahota presentaremos una base para cada
una de las dlgebras de Lie de Bianchien forma matricial ya que es mas practico
trabajar con matrices. Las bases que presentaremos a continuacién son derivada de
las matrices de representacion adjunta que ya se han calculado en la seccién anterior.

Bianchi III. 1T WS, B R RIEE e ey mh Y siapakdl shees

01y /-1 0\ (10
Sasai b fiees up S kDOt OB o\ DO k0 LA S 500 b plinoh

En el capitulo anterior hemos estudiado férmulas para obtener la exponencial de
una matriz de 222 en general y formulas para calcular la exponencial de una matriz
de n x n que cumplen ciertas condiciones. Vemos que los elementos de la base son
ficiles de calcular con estas férmulas obteniendo'asi los siguientes resultados::

o1 i | 2 — o=} 'cosh(%)—'sinh(%): 0 o (€ 0
0 1)’ ;- 0. " cosh(}) +sinh(3) /)’ 0 e

)

Bianchi II.

—
O
ot
(o=

(00 1. {00 0\
z1=[0 0 0),z2=|0 0 O0),z3=[0'0 -1 ‘
000 0«0 0 00 O
I 0 1 1 =1 @0 1 0 0
? -~ Ewl — G ]_ 0 ’€$2 =T 1 0 ’Bws‘_— 0 !]. -:r"‘“‘l‘
e BT 0 0:1 001 o 00,
Bla.nch1V ' " E
oo akS 000 =1 B 9
l'1= 0‘ 0 O , Lo = 0 0 1 .,.'123‘= 0 -1 0
* 00 0 000/ " \o "0 0
1 01 10 0y | cosh(1) — sinh(1) 0 0
gt= |0 1 0),&%=]|0 L L], =] 0 cosh(1) —sinh(1) 0
00 1 0 0 1 d 0 0 1
Bianchi IV. / X
00 1 . {0 0 1 =1, =1 0
I = 00 0 ,232:- 00 1 , Iy = 'U‘I‘—~1 0
000 0 000 0 0 0
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)

0
cosh(1) —sinh(1) 0

o M W

o

— O O

ok

0

Bianchi VI.
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oD oo |
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o
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— oo
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S

R —

[o= Qi == ]
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" Bandhi Vi,
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o O o~
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