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Director de Tesis: Dr. Yury Vorobev, UniSon

Co-Director de Tesis: Dr. José Antonio Vallejo, UASLP
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Resumen

Este trabajo esta dedicado a algunos aspectos de la teoŕıa de algebroides de Lie,
que es actualmente un tema activo de investigación ya que aparece en varias ramas
de Geometŕıa Diferencial, y tiene varias aplicaciones en Mecánica Lagrangiana y
Mecánica Hamiltoniana.

Presentamos un enfoque algebraico para construir algebroides de Lie basado en
el cálculo de Frölicher-Nijenhuis y la correspondencia que existe entre algebroides
de Lie y operadores de cohomoloǵıa, es decir, derivaciones D del álgebra exterior
Ω(M) con Z-grado 1 y tales que D2 = 0. Nuestros resultados principales tienen
relación con la construcción de nuevos algebroides de Lie asociados a endomor-
fismos idempotentes del haz tangente. En particular, construimos algebroides de
Lie generados por estructuras geométricas como foliaciones regulares, estructuras
complejas, estructuras tangente, estructuras producto y semisprays. Como aplica-
ción de estos resultados, describimos los algebroides de Lie inducidos por algunos
sistemas Lagrangianos.
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4.3.2. Forma simpléctica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3.3. Generalizaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.4. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.4.1. Variedad Riemanniana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.4.2. Lagrangiano de magnetismo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.4.3. Semispray generalizado en variedad Riemanniana . . . . . . 74



Introducción

Los algebroides de Lie pueden pensarse como álgebras de Lie infinito-
dimensionales de “tipo geométrico”, o como haces tangentes generalizados. De
hecho, los ejemplos más simples (finito-dimensionales) son álgebras de Lie y ha-
ces tangentes de variedades, y hay muchos ejemplos naturales provenientes de
foliaciones, variedades de Poisson, acciones infinitesimales de álgebras de Lie en
variedades, y otros contextos.

La definición de algebroide de Lie que se usa actualmente fue formulada en
1962 por Pradines. Sin embargo, este concepto apareció por primera vez en un
trabajo de E. Cartan en 1904 definido mediante el uso de coordenadas locales. Y
la noción algebraica análoga fue estudiada por Rinehart en 1963.

En la actualidad, los algebroides de Lie son un tema activo de investigación con
aplicaciones en diversas ramas de las matemáticas [5, 6, 13, 20, 21, 31, 33], más
espećıficamente, los algebroides de Lie tienen aplicaciones en Mecánica [4, 24, 34].

Entre las principales investigaciones y aportaciones recientes en la teoŕıa de
algebroides de Lie, podemos mencionar las siguientes. K. Mackenzie realizó un
amplio estudio de algebroides de Lie en [21, 22]. La noción de conexiones en alge-
broides de Lie para el estudio de estructuras geométricas singulares fue introducido
en [13, 33]. Por otro lado, A. Weinstein [34] desarrolló una teoŕıa generalizada de
Mecánica Lagrangiana en algebroides de Lie, y obtuvo las ecuaciones de movimien-
to usando la estructura de Poisson en el haz dual y la transformada de Legendre.
Además E. Martinez en [23], desarrolló el formalismo de Klein en algebroides de
Lie utilizando la noción de prolongación de un algebroide de Lie y propuso una ver-
sión modificada del formalismo simpléctico, en el cual los haces base y su tangente
son reemplazados por sus respectivas prolongaciones.

El estudio de los algebroides de Lie proporciona un entorno natural para el
desarrollo de la teoŕıa de operadores diferenciales tales como la diferencial exterior
de formas y la derivada de Lie con respecto a un campo vectorial.

En este trabajo, presentamos un enfoque algebraico del estudio de la relación
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2 Introducción

entre algebroides de Lie y operadores de cohomoloǵıa basado en el cálculo de
Frölicher-Nijenhuis [15]. Varios enfoques de este tema se pueden encontrar, por
ejemplo, en [6, 17, 20, 19, 22, 25]. Nuestro enfoque es motivado por la relación entre
la diferencial exterior y el corchete de Lie de campos vectoriales en una variedad
M . Como operador diferencial de primer orden en las secciones del álgebra exterior,
ΩM = Γ(Λ•T ∗M), la diferencial exterior se puede caracterizar mediante su acción
en generadores {

df(X) = Xf,

dα(X,Y ) = Xα(Y )− Y α(X)− α([X,Y ]),

donde f ∈ C∞M , α ∈ Ω1
M y X,Y ∈ X̄M arbitrarios. La acción se extiende a todo

ΩM como derivación de Z-grado 1. Notemos que la propiedad de cohomoloǵıa
d2 = 0 es equivalente a la identidad de Jacobi para el corchete de Lie [ , ]. Este
procedimiento nos permite invertir las definiciones. Empezando con la diferencial
exterior d en ΩM , podemos definir el corchete de Lie de la siguiente manera: para
dados X,Y ∈ X̄M , su corchete es el único elemento [X,Y ] ∈ X̄M tal que

α([X,Y ]) = Xα(Y )− Y α(X)− dα(X,Y ),

para todo α ∈ Ω1
M . En particular, si α = df para f ∈ C∞, la fórmula anterior

junto con d2 = 0 nos da

[X,Y ]f = X(df(Y ))− Y (df(X)) = X(Y (f))− Y (X(f))

aśı, el corchete definido, ciertamente, coincide con el corchete de Lie. Nuevamente,
es fácil ver que la identidad de Jacobi es equivalente a la condición de cofrontera
d2 = 0.

Dicha correspondencia, entre corchetes de Lie y operadores de cohomoloǵıa se
puede extender al contexto de algebroides de Lie. En este trabajo abordaremos
esta idea.

De manera formal, un algebroide de Lie es un triple (E, q, [| , |]) donde E es un
haz vactorial, q es un morfismo de C∞-módulos q : E → TM llamado aplicación
ancla y [| , |] un corchete de Lie en ΓE compatible con su estructura de C∞-módulo
y con el ancla mediante la regla de Leibniz; y un operador de cohomoloǵıa D es
una derivación de grado 1 del álgebra exterior Γ(Λ•E∗) que satsiface la condición
de cofrontera, es decir, es de cuadrado cero D2 = 0.

Nuestro trabajo se basa en las siguientes ideas. El primer hecho fundamental
es la existencia de la correspondencia ya mencionada entre algebroides de Lie y
operadores de cohomoloǵıa. Dado un haz vectorial π : E →M , podemos asociar a
cada algebroide de Lie (E, q, [| , |]) un operador diferencial D, que es operador de
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cofrontera y derivación de grado 1 del álgebra exterior Γ(Λ•E∗). El complejo coca-
dena correspondiente nos da la cohomoloǵıa del algebroide de Lie E y el operador
D se llama diferencial de De Rham de E. En el caso particular en que E = TM es el
haz tangente y (E, q, [| , |]) = (TM, id, [ , ]) es el algebroide de Lie tangente, D es la
diferencial de De Rham usual de formas en M . Otro ejemplo importante no trivial
es el algebroide de Lie cotangente de una variedad de Poisson que induce la noción
de cohomoloǵıa de Poisson [33]. Rećıprocamente, dado un operador diferencial D
podemos construir un algebroide de Lie de manera natural, definiendo la aplicación
ancla q : E → TM y el corchete de Lie en ΓE en términos de D. Aqúı la identidad
de Jacobi y la regla de Leibniz para el corchete son consecuencia de la condición
de cofrontera para D y de la propiedad para D de ser derivación de grado 1. Una
de nuestras principales aportaciones es describir algebroides de Lie no triviales en
el haz tangente y sus diferenciales de De Rham. Aqúı, por algebroides de Lie no
triviales nos referimos a que su corchete es distinto al corchete de Lie de campos
vectoriales y su diferencial es distinta a la diferencial de De Rham. El punto clave
de nuestro trabajo para parametrizar dichos algebroides es utilizar la descomposi-
ción de Frölicher-Nujenhuis para la diferencial D = Lq+ ıL, donde L es la derivada
de Lie e ı la inserción de de formas valuadas vectoriales, q : TM → TM es una
1-forma valuada vectorial (endomorfismo) y L : TM ×TM → TM es una 2-forma
valuada vectorial en M , que determinan el ancla y un corchete deformado respec-
tivamente. Entonces la idea es pensar finalmente en el par (q, L) como parámetro
de los algebroides de Lie en TM , satisfaciendo las ecuaciones de cohomoloǵıa que
involucran los corchetes de Frölicher-Nijenhuis y Richardson-Nijenhuis. Mostra-
mos que para haces tangentes algunas soluciones de las ecuaciones de cohomoloǵıa
se pueden describir en términos geométricos mediante el uso de endomorfismos
idempotentes (foliaciones regulares, estructuras complejas, estructuras producto y
estructuras tangente). Además mostramos que nuestro enfoque se puede extender a
haces arbitrarios usando una versión generalizada de la descomposición de Froliche-
Nijenhuis por medio de conexiones en algebroides de Lie llamadas E-conexiones
[13, 33]. Y finalmente aplicamos nuestros resultados para construir algebroides
de Lie asociados a sistemas mecánicos en el contexto de la teoŕıa de semisprays
[8, 10, 27].

A continuación presentamos los principales resultados de esta tesis.

Algebroides de Lie asociados a endomorfismos idempotentes

Teorema. Sea M una variedad conexa y sea N ∈ Ω1(M ;TM) un endomorfis-
mo idempotente, N2 = N tal que su imagen ImN ⊂ TM es involutiva. Entonces,
existe una estructura de algebroide de Lie (TM, q, [| , |]) definido por

q = N (1)

[|X,Y |] = [X,Y ]N + TN (X,Y ), (2)
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donde [ , ]N denota el corchete deformado inducido por N y [ , ]FN es el corchete
de Frölicher-Nijenhuis para formas valuadas vectoriales en M .

La prueba de este teorema es básicamente verificar que N y TN satisfacen las
ecuaciones de cohomoloǵıa, que son las ecuaciones que nos permiten decir cuándo
un operador parametrizado por su descomposición de Frölicher-Nijenhuis es o no
de cohomoloǵıa. Y después construir el algebroide de Lie asociado a dicho operador
de cohomoloǵıa.

Observemos que la propiedad de idempotencia del endomorfismo N implica
que la distribución ImN tiene rango constante [18]. El segundo término en (2)
conincide precisamente con la torsión de Nijenhuis TN ∈ Ω2(M ;TM) de N . El
primer término en (2) esta determinado por el corchete deformado [17], que en
general no es corchete de Lie. Esto sucede sólo cuando la torsión de Nijenhuis de
N es cero. Notemos también que el operador de cohomoloǵıa D del algebroide
definido por (1) y (2) tiene la siguiente descomposición de Frölicher-Nijenhuis

D = LN − ıTN .

Aplicaremos este resultado general a algunas situaciones para construis algebroi-
des de Lie asociados a varias estructuras geométricas como folicaciones regulares,
estructuras complejas, estructuras producto y estructuras tangente.

Algebroides de Lie y semisprays

La noción de semispray conduce a una clase de sistemas dinámicos que desem-
peñan un papel importante en varios problemas de Mecánica Hamiltoniana y La-
grangiana [8, 10, 27]. Aqúı, la herramienta principal es la noción de conexión no
lineal en el haz tangente TM [10]. Por conexión no lineal nos referimos a un en-
domorfismo Γ ∈ Ω1(TM ;TTM) que satiface Γ2 = IdTTM y tal que el núcleo
de IdTTM + Γ coincide con el subhaz vertical V de TTM . Como consecuencia,
H := Ker(IdTTM + Γ) es el haz horizontal, esto es, TTM = V + H. Afirmamos lo
siguiente.

Teorema. Cada conexión no lineal Γ ∈ Ω1(TM ;TTM) en TM induce una
algebroide de Lie (TTM, q, [[ , ]]) con

q =
1

2
(IdTTM − Γ)

[[A,B]]Γ =
1

2
([A,B]− [A,B]Γ) +

1

4
TΓ(A,B).

Para probar este teorema construimos un endomorfismo idempotente a partir
de la conexión no lineal Γ̃ y después aplicamos el teorema anterior.

Un campo vectorial S en TM se llama semispray si J ◦ S = C, donde J :
TTM → TTM es la estructura tangente canónica en TM y C es el campo vectorial
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de Euler. Existe una correspondencia entre semisprays y conexiones no lineales:
cada semispray S induce una conexión no lineal ΓS en TM definida por ΓS =
−LSJ , y cada conexión no lineal Γ tiene una semispray asociado ξΓ. Dado un
semispray S, se dice que una conexión no lineal es adaptada si S es tangente
al subhaz horizontal. Estas definiciones provienen de motivaciones dinámicas. El
hecho de que ΓS no sea una conexión adaptada a S , en general, da lugar a
cuestionarnos la existencia de una conexión adaptada. Aqúı damos la respuesta.

Teorema. Un semispray S admite una conexión adaptada Γ̃ si y sólo si S
se anula a lo largo de la sección cero M ↪→ TM . Dicha conexión es de la forma
Γ̃ = ΓS + ∆, donde ∆ es una 1-forma semibásica.

Usando el teorema enunciado anteriormente describimos algunas propiedades
de los algebroides de Lie asociados a conexiones no lineales adaptadas a semisprays.
En particular, calculamos la forma normal local [11, 12] de este tipo de algebroides.
Como ilustración y aplicación de estos resultados, consideramos algunos sistemas
Lagrangianos que decriben la dinámica de part́ıculas de variedades Riemannianas
en campos magnéticos [27].

La tesis está organizada de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1 incluimos
un recordatorio de algebroides de Lie y su forma normal. También se incluye un
breve resumen del cálculo de Frölicher-Nijenhuis para derivaciones del álgebra
exterior de una variedad ([19]). Por último, se discuten algunas propiedades de
estructuras tangente, conexiones no lineales y semisprays, herramientas necesarias
para desarrollar el Caṕıtulo 4.

En el Caṕıtulo 2 recordamos cómo construir un operador de cohomoloǵıa en
Γ(Λ•E∗) a partir de un algebroide de Lie (Teorema 2.2), y estudiamos su descom-
posición de Frölicher-Nijenhuis siguiendo su enfoque original expuesto en [29, 15].
En la Proposición 2.6, lo hacemos en un haz fibrado E = TM y después abordamos
el caso más general de un fibrado E arbitrario en el Teorema 2.10. Después hace-
mos el camino inverso, partimos de un operador de cohomoloǵıa D ∈ Der(Γ(Λ•E∗)
y definimos a partir de él, un algebroide de Lie en E. Resultado que se encuen-
tra en el Teorema 2.11, y como caso particular analizamos lo que sucede cuando
E = TM en el Teorema 2.13, nuevamente nuestra principal herramienta es la
descomposición de Frölicher-Nijenhuis.

En el Caṕıtulo 3 planteamos las ecuaciones de cohomoloǵıa (3.1.1) y (3.1.2), que
son ecuaciones claves para saber cuándo un operador es de cohomoloǵıa, y con ellas
obtenemos el resultado principal, el Teorema 3.5, que nos dice que cada enfomor-
fismo idempotente cuya imagen es involutiva induce un operador de cohomoloǵıa,
y por tanto, un algebroide de Lie. Luego, construimos ejemplos de algebroides de
Lie aplicando el resultado anterior a casos particulares de endomorfismos indem-
potentes, obteniendo algebroides complejos (Teorema 3.11), algebroides asociados
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a estructuras producto (Teorema 3.12) y algebroides asociados a estructuras tan-
gente y a una conexión no lineal (Teorema 3.13). En este caṕıtulo, en la Subsección
3.2.1, también revisamos la relación que existe entre el algebroide de Lie que induce
una conexión de Ehresmann y la diferencial exterior foliada.

Finalmente, en el caṕıtulo 4 vemos cuándo un semispray induce una estructura
de algebroide, resultado enunciado en el Teorema 4.2. Después, en la Subsección
4.4, aplicamos este resultado a una variedad Riemanniana y a un sistema Lagran-
giano de magnetismo.

Algunos resultados principales de esta tesis se encuentran publicados en Lie
algebroids generated by cohomology operators (with J. A. Vallejo and Y. Vorobiev),
Journal of Geometric Mechanics 7 3 (2015) 295–315.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo introducimos algunas definiciones y propiedades de los alge-
broides de Lie y del cálculo de Frolicher-Nijenhuis, temas fundamentales para el
desarrollo del trabajo y para la obtención de los resultados principales. Para más
detalles ver [11, 15, 21, 22, 25].

1.1 Algebroides de Lie y su forma normal

Sea M una variedad diferencial. Recordemos la siguiente definición.

Definición 1.1. Un algebroide de Lie es un triple (E, q, [, ]) que consiste en un haz
vectorial E sobre la variedad M , junto con un corchete de Lie [, ] en el módulo de
secciones Γ(E) y un morfismo de haces vectoriales q : E → TM llamado aplicación
ancla, tales que satisfacen la regla de Leibniz:

[X, fY ] = q(X)fY + f [X,Y ] (1.1)

para todo X,Y ∈ Γ(E) y f ∈ C∞(M).

Una consecuencia es que la aplicación ancla es un morfismo de álgebras de Lie,
para verlo, necesitamos introducir algunas definiciones y resultados previos. Para
empezar, vamos a introducir la siguiente notación.

Si f ∈ C∞(M), se tiene el morfismo multiplicación, µf : Γ(E) → Γ(E), que
existe por ser Γ(E) un C∞(M)−módulo:

µf (X) := f.X, ∀ X ∈ Γ(E).

7



8 1.1. Algebroides de Lie y su forma normal

Un operador D ∈ EndR(Γ(E)) se dice que es una quasi-derivación si dada f ∈
C∞(M), existe g ∈ C∞(M) con

[D,µf ] = µg

donde [ , ] es el conmutador de endomorfismos.

El conjunto de todas las quasi-derivaciones de Γ(E), QDerR(Γ(E)), con las
operaciones obvias es un R-módulo, y se tiene la siguiente propiedad.

Lema 1.2. QDerR(Γ(E)) es una subálgebra de Lie de EndR(Γ(E)).

Demostración. Lo único que hay que probar es que el corchete es cerrado. Sean
D1, D2 ∈ QDerR(Γ(E)), aśı que dada f ∈ C∞(M), ∃ g1, g2 ∈ C∞(M) con

[D1, µf ] = µg1 y [D2, µf ] = µg2 .

Por tanto ,

[ [D1, D2], µf ] = −[ [µf , D1], D2]− [ [D2, µf ], D1]

= [ [D1, µf ], D2]− [ [D2, µf ], D1]

= [µg1 , D2]− [µg2 , D1]

= −[D2, µg1 ] + [D1, µg2 ].

Pero también, dados g1, g2, existen h1, h2 ∈ C∞(M) con

[D2, µg1 ] = µh1 y [D1, µg2 ] = µh2 ,

aśı que
[ [D1, D2], µf ] = µh2 − µh1 = µh2−h1 ,

lo que nos dice que [D1, D2] ∈ QDerR(Γ(E)).

También nos será útil el siguiente teorema.

Lema 1.3. Existe una aplicación R−lineal ̂ : QDerR(Γ(E))→ DerR(C∞(M)) '
X̄M tal que

[D,µf ] = µ
D̂(f)

.

Demostración. Por definición de D como quasi-derivación, dadas f, g ∈ C∞(M),
existen D̂(f), D̂(g) ∈ C∞(M) tales que

[D,µf ] = µ
D̂(f)

, [D,µg] = µ
D̂(g)

,
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y también existe D̂(fg) ∈ A con

[D,µfg] = µ
D̂(fg)

.

Lo que queremos probar, es que D̂ es derivación, es decir,

D̂(fg) = D̂(f)g + fD̂(g).

Ahora bien, como µ
D̂(f)

= D ◦ µf − µf ◦D, por una parte, calculamos (con X ∈
Γ(E))

D(fgX) = D((fg).X) = fg.D(X) + D̂(fg).X (1.2)

Por otra
D(fgX) = D(f.(g.X))

= f.D(g.X) + D̂(f).(g.X)

= f.(g.D(X) + D̂(g).X) + D̂(f).(g.X)

= fg.D(X) + (f.D̂(g) + D̂(f).g).X.

(1.3)

Igualando las ecuaciones (1.2) y (1.3), obtenemos que

D̂(fg).X = (f.D̂(g) + D̂(f).g).X,

∀X ∈ Γ(E), es decir, D̂ es derivación.

Y como consecuencia inmediata, tenemos

Lema 1.4. El morfismo R−lineal ̂ es también un morfismo de álgebras de Lie:

[D1, D2]
∧

= [D̂1, D̂2] , ∀ D1, D2 ∈ QDerR(Γ(E)).

Demostración. Por definición, si D1, D2 ∈ QDerR(Γ(E)), f ∈ C∞(M) y X ∈
Γ(E) :

[D1, D2](f.X) = D1(D2(f.X))−D2(D1(f.X))

= D1(f.D2(X) + D̂2(f).X)−D2(f.D1(X) + D̂1(f).X)

= f.D1(D2(X)) + D̂1(f).D2(X) + D̂2(f).D1(X)

+D̂1(D̂2(f)).X − f.D2(D1(X))− D̂2(f).D1(X)

−D̂1(f).D2(X)− D̂2(D̂1(f)).X

= f [D1, D2](X) + [D̂1, D̂2](f).X.

Esto nos dice que [D1, D2] es quasi-derivación, pues lo anterior es equivalente a

µ
[D̂1,D̂2](f)

(X) = [D1, D2] ◦ µf (X)− µf ◦ [D1, D2](X) = [ [D1, D2], µf ](X),



10 1.1. Algebroides de Lie y su forma normal

y que, además,

̂[D1, D2](f).X = [D̂1, D̂2](f).X , ∀ f ∈ C∞(M), ∀ X ∈ Γ(E)

Una vez que tenemos todo listo, probemos el siguiente resultado.

Proposición 1.5. Sea (E, q, [[, ]]) un algebroide de Lie. Entonces, la aplicación
ancla es un morfismo de álgebras de Lie, es decir,

q([[X,Y ]]) = [q(X), q(Y )]

para todos X,Y ∈ Γ(E).

Demostración. Si X ∈ Γ(E), denotemos por adX el siguiente endomorfismo:

adX : Γ(E) → Γ(E)
Y 7→ [[X,Y ]].

Notemos que, dados X,Y ∈ Γ(E) y f ∈ C∞(M), la regla de Leibniz se traduce en

[[X, fY ]]− f [[X,Y ]] = q(X)fY

adX ◦ µf (Y )− µf ◦ adX(Y ) = µq(X)(f)(Y )

.[adX , µf ](Y ) = µq(X)(f)(Y ),

lo cual nos lleva a que q(X)(f) = âdX(f).
Ahora, sea Z ∈ Γ(E), y evaluemos [adX , adY ],

[adX , adY ](Z) = adX(adY (Z))− adY (adX(Z))

= [[X, [[Y,Z]] ]]− [[Y, [[X,Z]] ]]

= [[ [[X,Y ]], Z]] + [[Y, [[X,Z]] ]]− [[Y, [[X,Z]] ]]

= [[ [[X,Y ]], Z]]

= ad[[X,Y ]](Z),

aqúı hemos usado la identidad de Jacobi. Y como esto es válido para toda Z ∈ Γ(E)
se tiene que [adX , adY ] = ad[[X,Y ]]. Finalmente, el Teorema 1.4 nos asegura que

[q(X), q(Y )] = [âdX , âdY ] = ̂[adX , adY ] = âd[[X,Y ]] = q([[X,Y ]]).

Veamos unos ejemplos.
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Ejemplo 1.6. Dada una variedad M consideremos su haz tangente, éste tiene una
estructura trivial de algebroide de Lie, (TM, Id, [, ]).

Otro ejemplo menos trivial es el siguiente.

Ejemplo 1.7. Sea (M, {, }) una variedad de Poisson, es decir, una variedad M
equipada con un corchete de Lie en C∞(M) que además cumple la regla de Leibniz,

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}

para todo f, g, h ∈ C∞(M). Esta variedad induce un algebroide de Lie
(Ω1(M), q, [[ , ]]), con

q(df) = adf ,

donde ad : C∞(M) → X̄M se define por ad(f)(g) := {f, g} para cualesquiera
f, g ∈ C∞(M). Cabe mencionar que es suficiente saber cómo actúa q en 1-formas
de la forma df para f ∈ C∞(M), pues cualquier otra será combinación de éstas y
funciones. Y el corchete es dado por

[[α, β]] = ıq(α)dβ − ıq(β)dα+ d(β(q(α)))

para α, β ∈ Ω1M (ver [12]).

El siguiente teorema, llamado Splitting Theorem, nos dice cuál es la estructura
local de un algebroide de Lie y apareció primero en una versión más débil, en [13]
y en [35], y después fue mejorado en [11], nosotros citamos la versión que aparece
en [12].

Teorema 1.8. Sea (E, q, [, ]) un algebroide de Lie sobre M . Entonces, para cada
punto de M existe un entorno tal que el algebroide E se puede descomponer local-
mente como el producto directo de un algebroide tangente y otro cuyo rango en el
origen es 0. Más precisamente, si el rango de q en el punto z ∈M es r, entonces,
existe un sistema de coordenadas locales (x1, . . . , xr, y1, . . . , ys) en M centrado en
z, y una base local de secciones (α1, . . . , αr, β1, . . . , βt) de E sobre un entorno de
z, tales que satisfacen las siguientes condiciones para todos los ı́ndices posibles:

[αi, αj ] = 0, q(αi) =
∂

∂xi
, [βi, αj ] = 0,

q(βi)(xj) = 0, L ∂
∂xj

q(βi) = 0, [βi, βj ] = Σkf
k
ij(y)βk,

donde fkij son funciones que dependen únicamente de las variables y = (y1, . . . , ys).

Este teorema, que se puede ver como una generalización del local splitting
theorem para variedades de Poisson debido a Weinstein [32], implica que, para
estudiar la estructura local de un algebroide de Lie, es suficiente considerar el caso
en que la aplicación ancla se anula en un punto.
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1.2 Descomposición de Frölicher-Nijenhuis

El propósito de ésta sección, como su nombre lo indica, es formular y probar
el teorema de descomposición de Frölicher-Nijenhuis clásico. Ponemos enfásis en
este resultado porque es parte importante para el desarrollo y la obtención de
los resultados principales de esta tesis. Para lograr nuestro objetivo introducimos
algunas definiciones y resultados necesarios.

Definición 1.9. Una aplicación lineal L : Ω(M) → Ω(M) se dice que es un
endomorfismo Z−graduado homogéneo de grado p ∈ Z si L(Ωk(M)) ⊂ Ωk+p(M).

Si α ∈ Ωk(M), se puede considerar como un endomorfismo α : Ω(M)→ Ω(M)
que simplemente actúa sobre β ∈ Ω(M) mediante

α(β) = α ∧ β,

claramente es de grado k.

Definición 1.10. Si L1, L2 : Ω(M) → Ω(M) son enodmorfismos graduados, su
conmutador graduado se define como

[L1, L2] = L1 ◦ L2 − (−1)|L1||L2|L2 ◦ L1

donde |L1|, |L2| denota el grado de L1, L2, respectivamente.

El conjunto de todos los endomorfismos Z−graduados con el conmutador gra-
duado forman un álgebra de Lie (graduada).

Definición 1.11. Un endomorfismo graduado D : Ω(M) → Ω(M) se dice que es
un operador diferencial (sobre Ω(M)) de orden k con (k ∈ N) si

[. . . [[D,α0], α1], . . . αk]

para cualesquiera α0, α1, . . . , αk ∈ Ω(M).

Un resultado conocido nos dice que cualquier operador diferencial de orden k
está determinado por su actuación sobre formas diferenciales de grado menor o
igual que su orden.

Definición 1.12. Una derivación de grado l ∈ Z es un R−endomorfismo de Ω(M)
tal que

D : Ωk(M)→ Ωk+l(M),

y, para cualesquiera formas α homogénea y β arbitraria,

D(α ∧ β) = D(α) ∧ β + (−1)l|α|α ∧D(β),

donde |α| denota el grado de α.
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El espacio vectorial (y C∞(M)−módulo) de dichas derivaciones se denota
Derl Ω(M), y entonces Der Ω(M) = ⊕l∈ZDerl Ω(M) es una subálgebra de Lie del
álgebra de Lie graduada de endomorfismos graduados. Y resulta que las derivacio-
nes son los operadores diferenciales de orden 1 que se anulan sobre las constantes.
Cualquier (k+ 1)−forma valuada vectorial K ∈ Ωk+1

C (M ;TM), define una deriva-
ción de grado k, llamada inserción de K y denotada ıK .

Definición 1.13. Si K ∈ Ωk+1(M ;TM), ω ∈ Ωp(M) y Zj ∈ Γ(TM ⊕ iTM), con
j = 1, ..., k + p, entonces la inserción de K en ω es

ıKω(Z1, · · · , Zk+p)

=
∑

σ∈Sk+1,p−1

sgn(σ)ω(K(Zσ(1), · · · , Zσ(k+1)), Zσ(k+2), · · · , Zσ(k+p)),

donde Sk+1,p−1 son las permutaciones de barajar y sgn denota el signo de la per-
mutación.

Definición 1.14. Una derivación D ∈ Der Ω(M) que se anula en funciones,
D(f) = 0 para todo f ∈ Ω0(M), se llama derivación tensorial (o algebraica).

Todas las derivaciones tensoriales son inserciones.

Proposición 1.15. Sea D ∈ Derk Ω(M) una derivación tensorial. Entonces, exis-
te una única forma valuada vectorial K ∈ Ωk+1(M ;TM) tal que

D = ıK .

Demostración. Si D es una derivación algebraica, se anula sobre funciones. Por
otra parte es un operador diferencial cuya acción queda determinada por lo que
hace sobre 1-formas. Es decir, basta con conocer D : Ω(M)1 → Ω(M)k+1. Pero de
la tensorialidad se deduce que esta aplicación es C∞(M)-lineal, luego (por el lema
de localización para campos tensoriales) determina un K ∈ Ωk+1(M ;TM) tal que

(Dα)(Z1, . . . , Zk+1) = K(Z1, . . . , Zk+1;α)
= α(K(Z1, . . . , Zk+1))
= (ıKα)(Z1, . . . , Zk+1)

con α ∈ Ω1(M) y Z1, . . . , Zk+1 ∈ X̄M . Luego D = ıK .

Si K ∈ Ωk+1(M ;TM) y L ∈ Ωl+1(M ;TM), sus inserciones correspondientes
son ıK ∈ Derk Ω(M), ıL ∈ Derl(Ω(M)), por lo que su conmutador graduado es
de nuevo una derivación [ıK , ıL] ∈ Derk+l Ω(M). Además, ésta nueva derivación
también es tensorial, luego, aplicando la Proposición 1.15, existe una única (k +
l + 1)−forma valuada vectorial determinada por ella, lo cual motiva la siguiente
definición.
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Definición 1.16. Dadas K ∈ Ωk+1(M ;TM), L ∈ Ωl+1(M ;TM), su corchete de
Richardson-Nijenhuis se define como el elemento [K,L]RN ∈ Ωk+l+1(M ;TM) tal
que

[ıK , ıL] = ı[K,L]RN .

Observación 1. El corchete de Richardson-Nijenhuis no es una extensión del
corchete de Lie sobre X̄M , de hecho [Z1, Z2]RN = 0 para Z1, Z2 ∈ X̄M .

Dada K ∈ Ωk+1(M ;TM), como ıK ∈ Derk Ω(M) y d ∈ Der1 Ω(M), su con-
mutador graduado será nuevamente una derivación, hecho que nos permite dar la
siguiente definición.

Definición 1.17. Dada K ∈ Ωk+1(M ;TM), la derivada de Lie a lo largo de K
se define como

LK := [ıK , d] = ıK ◦ d− (−1)k−1d ◦ ıK .

Como consecuencia de la identidad de Jacobi para el conmutador de derivacio-
nes graduadas, y de la nilpotencia de d, obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.18. Para cualquier K ∈ Ω(M ;TM), el conmutador graduado de
las derivaciones LK y d se anula.

Demostración. Sea K ∈ Ω(M ;TM), tenemos

[LK , d] = [[ıK , d],d] = [ıK , [d, d]] + (−1)1[[ıK ,d], d] = −[LK , d],

luego, [LK , d] = 0.

Aśı, existen derivaciones tensoriales de tipo ıK para K ∈ Ωk(M ;TM), y de-
rivaciones que conmutan con la diferencial exterior d, como las derivadas de Lie.
El teorema de descomposición de Frölicher-Nijenhuis establece que cualquier otra
derivación es suma de estos dos tipos.

Teorema 1.19 (Frölicher-Nijenhuis). Sea D ∈ Derk Ω(M). Entonces, existe una
única pareja (K,L), K ∈ Ωk(M ;TM) y L ∈ Ωk+1(M ;TM), tal que

D = LK + ıL.

Demostración. Sean Zi ∈ X̄M , 1 ≤ i ≤ k y definamos H : C∞(M) → C∞(M)
poniendo

H(f) := (Df)(Z1, . . . , Zk).
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Esta aplicación es derivación de C∞(M):

H(fg) = (D(fg))(Z1, . . . , Zk)
= ((Df)g + fD(g))(Z1, . . . , Zk)
= (Df)(Z1, . . . , Zk)g + f(D(g))(Z1, . . . , Zk)
= H(f)g + fH(g).

Por lo tanto, H puede verse como un campo vectorial que, por depender de los
Z1, . . . , Zk elegidos, lo denotaremos por K(Z1, . . . , Zk) ∈ X̄M .

Veamos que la correspondencia

X̄M × · · · × X̄M → X̄M
(Z1, . . . , Zk) 7→ K(Z1, . . . , Zk)

es, de hecho, una k-forma valuada vectorial. Por el lema de localización basta con
que sea C∞(M)-lineal, lo cual es obvio, pues si 1 ≤ i ≤ k:

K(Z1, . . . , fZi, . . . , Zk)(g) = (Dg)(Z1, . . . , fZi, . . . , Zk)
= f(Dg)(Z1, . . . , Zi, . . . , Zk)

ya que la k-forma Dg ∈ Ωk(M) es C∞(M)-lineal en cada argumento. Por tanto,
K ∈ Ωk(M ;TM), siendo

K(Z1, . . . , Zk)(f) = H(f) = (Df)(Z1, . . . , Zk).

Si K ∈ Ωk(M ;TM), es LK ∈ DerkΩk(M). Consideremos la diferencia D−LK , que
también es una derivación de grado k. Si la hacemos actuar sobre una f ∈ C∞(M):

((D − LK)(f))(Z1, . . . , Zk) = (Df)(Z1, . . . , Zk)− LK)(f)(Z1, . . . , Zk)
= (Df)(Z1, . . . , Zk)− (ıK)(df)(Z1, . . . , Zk)
= (Df)(Z1, . . . , Zk)− df(K(Z1, . . . , Zk))
= (Df)(Z1, . . . , Zk)−K(Z1, . . . , Zk)(f)
= 0.

Aplicando la Proposición 1.15, existe una única k + 1-forma valuada vectorial,
L ∈ Ωk+1(M ;TM) tal que D − LK = ıL.

Una útil consecuencia es el siguiente resultado.

Corolario 1.20. Sea D ∈ Derk Ω(M). Entonces

1. D es tensorial si y sólo si K = 0.

2. D conmuta con d si y sólo si L = 0.
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Demostración. 1. Si D es tensorial, entonces existe una única k + 1-forma va-
luada vectorial, L ∈ Ωk+1(M ;TM) tal que D = ıL, luego K = 0. Si K = 0,
claramente D es tensorial.

2. Si D conmuta con d, se tiene que

0 = [LK + ıL, d] = [LK , d] + [ıL, d] = [ıL,d].

Luego, si fijamos f ∈ C∞(M), se sigue que

0 = [ıL, d](f) = ıL(df) = df ◦ L,

es decir, para cualesquiera Z1, . . . , Zk+1 ∈ X̄M se cumple

0 = df(L)(Z1, . . . , Zk+1)
= L(Z1, . . . , Zk+1)(f),

lo cual implica que L = 0. Rećıprocamente, si L = 0, es claro que D conmuta
con d.

Ejemplo 1.21. La descomposición de Frölicher-Nijenhuis de la diferencial exte-
rior es

d = LId,

(donde Id : TM → TM es el morfismo identidad) como debe ser para una deriva-
ción que conmuta con d.

En efecto, como d es una derivación de grado 1 y conmuta con d, por el teorema
anterior sabemos que L = 0 y que existe una K ∈ Ω1(M ;TM) tal que d = LK . Si
hacemos actuar esta derivación sobre f ∈ C∞(M) tenemos que

df = LK(f) = [ıK , d](f) = ıK(df) = df ◦K,

es decir, K = Id.

Si K ∈ Ωk(M ;TM) y L ∈ Ωl(M ;TM), entonces [LK ,LL] es de nuevo una deri-
vación y comuta con d, debido a la identidad de Jacobi. Aśı, según el Corolario 1.20,
debe ser de la forma LR ∈ Derk+l(Ω(M ;TM)) para una única R ∈ Ωk+l(M ;TM).

Definición 1.22. Dada K ∈ Ωk(M ;TM) y L ∈ Ωl(M ;TM), su corchete de
Frölicher-Nijenhuis es el único elemento [K,L]FN ∈ Ωk+l(M ;TM) tal que

[LK ,LL] = L[K,L]FN .
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Junto con el corchete de Frölicher-Nijenhuis, tenemos la noción de torsión de
Nijenhuis.

Definición 1.23. Si N ∈ Ω1(M ;TM) es una 1−forma valuada vectorial, su tor-
sión de Nijenhuis se define como la 2−forma valuada vectorial TN = 1

2 [N,N ]FN .

Explicitamente, tenemos

TN (X,Y ) = [NX,NY ]−N [NX,Y ]−N [X,NY ] +N2[X,Y ], (1.4)

para cualesquiera X,Y ∈ X̄M .

En el álgebra graduada Ω(M ;TM) hemos definido dos corchetes, [ , ]RN y
[ , ]FN . Estos corchetes se definen a partir de

[ıK , ıL] = ı[K,L]RN , [LK ,LL] = L[K,L]FN ,

respectivamente, y nos podemos preguntar si surge algún corchete nuevo al estudiar
[LK , ıL]. El siguiente resultado nos dice que la respuesta es negativa.

Proposición 1.24. Sean K ∈ Ωk(M ;TM) y L ∈ Ωl+1(M ;TM). Entonces

[LK , ıL] = ı[K,L]FN − (−1)klLıLK . (1.5)

Para la prueba de la proposición y más propiedades de los corchetes de
Frölicher-Nijenhuis y Richardson-Nijenhuis consultar [19, 25, 30].

1.2.1 Descomposición de Frölicher-Nijenhuis en caso complejo

En la Subsección 3.2.2 haremos uso del teorema de descomposicón de Frölicher-
Nijenhuis en el caso complejo, razón por la cuál queremos mencionar que se puede
generalizar el resultado ya enunciado en el caso clásico.

Sea M una variedad diferencial con haz tangente TM . Su haz complejificado
es entonces TCM = TM ⊕ iTM . Los campos vectoriales complejos son de la forma
Z = X + iY , con X,Y ∈ ΓTM . Al conjunto de ellos lo denotaremos X̄C(M),
y las 1−formas complejas se construyen como los duales Ω1

C(M) = Γ(T ∗CM) '
(ΓT ∗M) ⊕ i(ΓT ∗M) ' Ω1(M) ⊕ iΩ1(M). Tomando productos exteriores obtene-
mos las k−formas complejas Ωk

C(M) = Γ(ΛkT ∗CM) ' Ωk(M)⊕iΩk(M), y haciendo
producto tensorial con TCM obtenemos las p−formas complejas valuadas vecto-

riales, Ωp
C(M ;TM) = Γ(ΛpT ∗CM ⊗ TCM). Denotaremos ΩC(M) =

∞
⊕
k=0

Ωk
C(M).

Con estas nociones, las definiciones de endomorfismo graduado, su conmutador,
operador diferencial, derivación, inserción, corchete de Richardson-Nijenhuis y sus
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resultados dados en la sección anterior se pueden generalizar. Además, el corchete
de Lie de campos vectoriales en M puede extenderse por C−linealidad a campos
vectoriales complejos; lo mismo ocurre con la diferencial exterior d, la cual puede
extenderse por C−linealidad a una derivación d ∈ Der1 ΩC(M), con esto, también
la definición de derivada de Lie , el corchete de Frölicher-Nijenhuis y la torsión
de Nijenhuis se generalizan al caso complejo y lo que nos interesa enunciar es el
siguiente resultado:

Teorema 1.25 (Frölicher-Nijenhuis complejo). Sea D ∈ Derk ΩC(M). Entonces,
existe una única pareja (K,L), K ∈ Ωk

C(M ;TM) y L ∈ Ωk+1
C (M ;TM), tal que

D = LK + ıL.

La prueba es análoga a la del Teorema 1.19.

1.3 Estructuras tangente en TM

Introduciremos el concepto de estructuras tangente y estructura tangente
canónica, la cual nos será útil para construir algebroides de Lie en la Subsección
3.2.4. Sea M una variedad 2n-dimensional.

Definición 1.26. Una estructura casi-tangente en M es un endomorfismo de
haces J : TM → TM , tal que ∀p ∈M , rangJ(p) = n y J2 = 0.

Si J es una estructura casi-tangente en M entonces ImJ(p) = KerJ(p) es un
subhaz n-dimensional de TM .

Una estructura casi-tangente J se dice que es integrable si su torsión de Nijen-
huis es cero,

TJ = 0. (1.6)

En este caso se dice que J es una estructura tangente.

Consideremos ahora la variedad TM , en toda variedad de esta forma hay una
estructura tangente canónica. Para definirla, se debe introducir la noción levanta-
miento vertical.

Sea v ∈ TM y π : TM →M la proyección canónica con π(v) = p. Denotemos
Vv = Kerπ∗v ⊂ Tv(TM) con π∗v : Tv(TM) → Tπ(v)=pM . A Vv se le llama
subespacio vertical a TM en v ∈ TM .

Definición 1.27. El haz vertical de TM se define por

V := ∪
v∈TM

Vv.
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.

Como π : TM → M submersión, π∗ es sobreyectiva y dimVv = n = dimM .
Luego, el haz vertical de TM es un haz vectorial de rango constante.

Definición 1.28. Un campo vertical en TM es una sección C∞ del haz vertical
V,

X : TM → V.

Sean p ∈M y v ∈ TpM fijos. Definimos

`v : TpM → Vv ⊂ TTM
ω 7→ `v(ω) = d

dt |t=0(v + tω)

Veamos cómo levantar campos. Si X ∈ X̄M , queremos definir el levantamiento
vertical, ver(X) ∈ ΓV

ver : Γ(TM) → ΓV
X 7→ ver(X),

el cual es caracterizado por

ver(X)(df) = (X(f)) ◦ π

para toda f ∈ C∞(M), y donde df es considerada como función en TM . Local-
mente, para X = Xi ∂

∂xi
con {xi}ni=1 coordenadas locales en un abierto U ⊂ M y

(x, y) = {xi, yi} las coordenadas adaptadas en Ũ = U×Rn ⊂ TM , el levantamiento
vertical de X es

ver(X) = (Xi ◦ π)
∂

∂yi
.

Nos será útil recordar que si {x̃i} son coordenadas en V ⊂ M y {x̃i, ỹi} las
coordenadas inducidas en Ṽ = V ×Rn ⊂ TM con Ũ ∩ Ṽ 6= ∅, la regla de transición
es

∂

∂xi
= T ji

∂

∂x̃j
+
∂ỹj

∂xi
∂

∂ỹj
,

∂

∂yi
= T ji

∂

∂ỹj

(1.7)

donde T ji (x) := ∂x̃j

∂xi
.

Recordemos además que en TM tenemos un campo vectorial privilegiado, el
campo de Euler,

C : TM → TTM,
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Cv := `v(v), (1.8)

que, en términos locales es Cv = yi ∂
∂yi

para v ∈ TpM .

La estructura tangente canónica en TM , J : TTM → TTM , se define mediante

Jv : Tv(TN)→ Vv,

Jv(w) := ver(π∗vw). (1.9)

Y tiene la propiedad se ser la única estructura que hace conmutativo el siguiente
diagrama

TTM
J

##

π∗
��

TM ver
// V.

En coordenadas locales es: J = dxi ⊗ ∂
∂yi

, es decir

J

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂yi
,

J

(
∂

∂yi

)
= 0

(1.10)

Es claro que J2 = 0, RangJ = n e ImJ = KerJ . Probemos ahora que

TJ = 0. (1.11)

Sean X = Ai
∂
∂xi

+Bj
∂
∂yj

y Y = Cp
∂
∂xp +Dq

∂
∂yq . Calculemos la torsión de Nijenhuis

de J actuando sobre ellos.

TJ(X,Y ) = J2[X,Y ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] + [JX, JY ]

= 0− J [Ai
∂
∂yi
, Cp

∂
∂xp +Dq

∂
∂yq ]

−J [Ai
∂
∂xi

+Bj
∂
∂yj

, Cp
∂
∂yp ] + [Ai

∂
∂yi
, Cp

∂
∂yp ]

= −J [Ai
∂
∂yi
, Cp

∂
∂xp ]− J [Ai

∂
∂yi
, Dq

∂
∂yq ]

−J [Ai
∂
∂xi
, Cp

∂
∂yp ]− J [Bj

∂
∂yj

, Cp
∂
∂yp ]

+[Ai
∂
∂yi
, Cp

∂
∂yp ]

= −J
(
Ai

∂Cp
∂yi

∂
∂xp − Cp

∂Ai
∂xp

∂
∂yi

+Ai
∂Dq
∂yi

∂
∂yq −Dq

∂Ai
∂yq

∂
∂yi

)
−J

(
Ai

∂Cp
∂xi

∂
∂yp − Cp

∂Ai
∂yp

∂
∂xi

+Bj
∂Cp
∂yj

∂
∂yp − Cp

∂Bj
∂yp

∂
∂yj

)
+Ai

∂Cp
∂yi

∂
∂yp − Cp

∂Ai
∂yp

∂
∂yi

= −Ai ∂Cp∂yi
∂
∂yp + Cp

∂Ai
∂yp

∂
∂yi

+ +Ai
∂Cp
∂yi

∂
∂yp − Cp

∂Ai
∂yp

∂
∂yi

= 0.

Luego, J es una estructura tangente en TTM .
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1.4 Conexiones no lineales en TM

En esta sección comenzaremos con la definición de una conexión no lineal, ve-
remos algunas propiedades y finalmente daremos las condiciones que debe cumplir
una 1-forma valuada vectorial para que al sumarla a una conexión, el resultado
vuelva a ser una conexión no lineal.

Definición 1.29. Una conexión no lineal en TTM es una estructura casi-producto
Γ (es decir, un morfismo de haces Γ : TTM → TTM que cumple Γ2 = Id), tal
que V = Ker(Id+ Γ).

Se tiene un resultado que es útil (ver, por ejemplo [10]).

Lema 1.30. Γ es una conexión no lineal en TTM si y sólo si

J ◦ Γ = J y Γ ◦ J = −J,

donde J es la estructura tangente canónica (1.9).

Definición 1.31. Si Γ es una conexión no lineal en TTM , entonces

H := Ker(Id− Γ) (1.12)

es el haz horizontal asociado a Γ, es decir,

TTM = V⊕H.

Luego, cada X ∈ Γ(TTM) puede escribirse como X = Xh + Xv donde Xh y
Xv son secciones en los haces horizontal y vertical, respectivamente. Si Xh = 0,
entonces X se llama vertical y si Xv = 0, entonces X se llama horizontal. Una
conexión induce dos proyectores

h : TTM → TTM, v : TTM → TTM,

h =
1

2
(Id+ Γ), v =

1

2
(Id− Γ) (1.13)

los cuales satisfacen
h(X) = Xh, v(X) = Xv,

h2 = h, v2 = v, h ◦ v = 0,

Kerh = Imv = V, Imh = Kerv = H,

De manera local, si {xi} son coordenadas en un abierto U ⊂ M y {xi, yi} las
coordenadas inducidas en TM , H se puede definir como

H = span

{
δ

δxi

}
, (1.14)
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donde
δ

δxi
=

∂

∂xi
+

1

2
Γji

∂

∂yj
, (1.15)

Γ = dxi ⊗ ∂

∂xi
+ Γjidx

i ⊗ ∂

∂yj
− dyj ⊗ ∂

∂yj
. (1.16)

Es claro que
{

δ
δxi
, ∂
∂yi

}
es base de Γ(TTM) y su base dual es

{
dxi, δyj

}
, donde

δyj := dyj − 1

2
Γjidx

i.

Con esto, la conexión Γ toma la siguiente forma:

Γ = dxi ⊗ δ

δxi
− δyj ⊗ ∂

∂yj
. (1.17)

En efecto,

dxi⊗ ∂
∂xi

= dxi⊗ δ
δxi
− 1

2Γjidx
i ⊗ ∂

∂yj
,

dyj ⊗ ∂
∂yj

= δyj ⊗ ∂
∂yj

+ 1
2Γjidx

i ⊗ ∂
∂yj

,

luego

Γ = dxi ⊗ ∂
∂xi

+ Γjidx
i ⊗ ∂

∂yj
− dyj ⊗ ∂

∂yj

= dxi ⊗ δ
δxi
− 1

2Γjidx
i ⊗ ∂

∂yj
+ Γjidx

i ⊗ ∂
∂yj

−δyj ⊗ ∂
∂yj
− 1

2Γjidx
i ⊗ ∂

∂yj

= dxi ⊗ δ
δxi
− Γjidx

i ⊗ ∂
∂yj

+ Γjidx
i ⊗ ∂

∂yj
− δyj ⊗ ∂

∂yj

= dxi ⊗ δ
δxi
− δyj ⊗ ∂

∂yj
.

Sea Γ una conexión no lineal en TTM y ∆ ∈ Ω1(TM ;TTM) una 1-forma valuada
vectorial. Para que el endomorfismo de haces Γ̃ = Γ+∆ sea una conexión no lineal,
∆ debe satisfacer

Im∆ ⊆ V y V ⊆ Ker∆. (1.18)

Veamos por qué. En coordenadas, ∆ será

∆ = Aαi dx
i ⊗ ∂

∂xα
+Bβ

j dx
j ⊗ ∂

∂yβ
+ Cγkdy

k ⊗ ∂

∂yγ
,

luego

Γ̃ = dxi ⊗ ∂
∂xi

+ (Γji +Bj
i )dx

i ⊗ ∂
∂yj
− dyj ⊗ ∂

∂yj

+Aαi dx
i ⊗ ∂

∂xα + Cγkdy
k ⊗ ∂

∂yγ ,

por tanto, Aαi = 0, Cγk = 0 y ∆ = Bβ
j dx

j ⊗ ∂
∂yβ

, o equivalentemente,

∆ = ∆α
i dx

i ⊗ ∂

∂yα
, (1.19)

Definición 1.32. Una 1-forma vectorial, ∆ ∈ Ω1(TM ;TTM), se llama 1-forma
semibásica vectorial si satisface (1.18).
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1.4.1 Conexiones y semisprays

Debido a que toda conexión induce un semispray, nos interesa saber cuándo
para una conexión fija existe un semispray que la induzca.

Definición 1.33. Un campo vectorial S ∈ X̄TM se llama semispray si

J ◦ S = C,

donde J es la estructura tangente canónica (1.9) y C es el campo de Euler (1.8).

En coordenadas locales, un semispray tiene la siguiente expresión

S(x, y) = yi
∂

∂xi
+ Si(x, y)

∂

∂yi
.

Cada semispray S está asociado a un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden, definidos por el sistema dinámico de S:

ẋi = yi

ẏi = Si(x, y)

}
⇔ ẍ = Si(x, ẋ).

El siguiente lema nos será de mucha utilidad.

Lema 1.34. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Todo semispray, S, induce una conexión definida por ΓS = −LSJ .

2. Toda conexión, Γ, tiene un semispray asociado ξΓ, definido por la condición
ξΓ = h(S), para cualquier semispray arbitrario S. Aqúı h es el proyector
definido por Γ en (1.13).

Para la prueba de la primera parte ver [10] y para la segunda [31].

Observación 2. En el punto 2, S puede tomarse como S0 = yi ∂
∂xi

, un semispray
local en un abierto U ⊂M .

Notemos que ξΓ ∈ Γ(H) y que si S = yi ∂
∂xi

+ Si(x, y) ∂
∂yi

, entonces ΓS en
coordenadas tiene la siguiente forma

ΓS = dxi ⊗ ∂

∂xi
+
∂Sα

∂yi
dxi ⊗ ∂

∂yα
− dyi ⊗ ∂

∂yi
. (1.20)

Una primera pregunta natural es: Dado un semispray S, le asociamos una
conexión, ΓS , y a esa conexión le asociamos un semispray, ξΓS , ¿cuándo ξΓS y S
coinciden?.

Un cálculo simple nos muestra el siguiente resultado.
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Lema 1.35. Dado un semispray S se tiene

ξΓS =
1

2
(S − [S,C]).

Demostración. Sabemos que ξΓS
es h(S) con h = 1

2(Id+ ΓS). Aśı,

h(S) = 1
2(Id+ ΓS)(S) = 1

2 (Id− LS) (S) = 1
2 (S − LS(S))

= 1
2 (S − [S, J ◦ S] + J [S, S]) = 1

2 (S − [S,C]) .

De este lema se sigue que ξΓS = S si y sólo si S = −[S,C], es decir, si y sólo si
S es homogéneo de grado 2. De manera que es claro que esto no siempre sucede.
La siguiente pregunta es: Dado S un semispray fijo, ¿cuándo existe una conexión
no lineal Γ̃ en TTM tal que ξΓ̃ = S?. La respuesta aparece en el siguiente resultado.

Teorema 1.36. Dado un semispray S, existe una conexión no lineal Γ̃ en TTM
tal que

ξΓ̃ = S (1.21)

si y sólo si S|M = 0.

Demostración. Por (1.19), sabemos que, de existir dicha conexión, será Γ̃ = ΓS+∆
con ∆ una 1-forma semibásica.

Consideremos S0 = yi ∂
∂xi

, luego

ξΓ̃ = h(S0) = 1
2(Id+ Γ̃)(S0) = 1

2(Id+ ΓS + ∆)(S0)
= 1

2(Id+ ΓS)(S0) + 1
2∆(S0) = ξΓS + 1

2∆(S0) = 1
2(S − [S,C] + ∆(S0)).

Como queremos ξΓ̃ = S, entonces ∆ debe cumplir:

∆(S0) = S + [S,C]. (1.22)

Sabemos que ∆(S0) = ∆α
i y

i ∂
∂yα y como S = S0+Sα(x, y) ∂

∂yα y C = yi ∂
∂yi

, tenemos
que

[S,C] = [S0, C] + [S,C]

= [yi ∂
∂xi
, yj ∂

∂yj
] + [Sα ∂

∂yα , y
i ∂
∂yi

]

= −yj ∂
∂xj

+ Sα ∂
∂yα − y

j ∂Sα

∂yj
∂
∂yα

= −S0 + Sα ∂
∂yα − y

j ∂Sα

∂yj
∂
∂yα

y
S + [S,C] = S0 + Sα ∂

∂yα − S0 + Sα ∂
∂yα − y

j ∂Sα

∂yj
∂
∂yα

= 2Sα ∂
∂yα − y

j ∂Sα

∂yj
∂
∂yα ,
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aśı que, ∆ debe satisfacer

∆α
i y

i ∂

∂yα
= 2Sα

∂

∂yα
− yj ∂S

α

∂yj
∂

∂yα
,

o equivalentemente

∆α
i y

i = 2Sα − yj ∂S
α

∂yj
. (1.23)

Ahora, notemos que (S+[S,C])|M = 2Sα(x, 0) ∂
∂yα |M y (∆(S0))|M = 0, y deben

coincidir, luego, debe ser Sj(x, 0) = 0, es decir, S|M = 0.

Usando la regla de transición para los coeficientes de la conexión no lineal
definida por (1.21), se puede verificar que ∆ es global. Por tanto Γ̃ está bien
definida globalmente.

Definición 1.37. La conexión Γ̃ que satisface (1.21) se llama conexión adaptada
a S.

Veamos la forma que tiene la conexión adaptada Γ̃ en coordenadas. Como
S|M = 0, entonces

Sα = yjSαj (x, y), (1.24)

aśı que (de (1.23)):

∆α
i = Sαi − yj

∂Sαi
∂yj

y S = yi
∂

∂xi
+ yjSαj

∂

∂yα
, (1.25)

además, la conexión asociada a S, dada por (1.20), es:

ΓS = dxi ⊗ ∂

∂xi
+ (Sαi + yj

∂Sαj
∂yi

)dxi ⊗ ∂

∂yα
− dyi ⊗ ∂

∂yi
.

De esta forma

Γ̃ = ΓS + ∆ = dxi ⊗ ∂

∂xi
+ (Sαi + yj

∂Sαj
∂yi

+ Sαi − yj
∂Sαj
∂yi

)dxi ⊗ ∂

∂yα
− dyi ⊗ ∂

∂yi

y finalmente, la conexión adaptada a S toma la forma

Γ̃ = dxi ⊗ ∂

∂xi
+ 2Sαi dx

i ⊗ ∂

∂yα
− dyi ⊗ ∂

∂yi
. (1.26)

Observación 3. Notemos que la conexión adaptada, Γ̃, a un semispray fijo S,
tiene la siguiente interpretación geométrica: S es tangente a la distribución ho-
rizontal H̃ asociada a Γ̃, S ∈ ΓH̃. En particular, H̃ es invariante con respecto al
flujo de S.
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Entonces se puede reformular el Teorema 1.36 de la siguiente manera.

Teorema 1.38. Dado un semispray S, existe una conexión Γ̃ tal que S es tangente
a la distribución horizontal H̃ asociada a Γ̃ si y sólo si S|M = 0.



Caṕıtulo 2

Correspondencia entre
algebroides de Lie y operadores
de cohomoloǵıa

En este caṕıtulo presentamos la correspondencia que existe entre algebroides
de Lie y operadores de cohomoloǵıa. Primero construiremos un operador de coho-
moloǵıa a partir de un algebroide de Lie dado y después haremos la construcción
rećıproca, es decir, empezaremos con un operador de cohomoloǵıa y a partir de él
diremos cómo son el ancla y el corchete del algebroide correspondiente.

2.1 De algebroides de Lie a operadores de cohomo-
loǵıa

Empezaremos con un algebroide de Lie dado, con ayuda de su aplicación ancla y
del corchete de secciones en el fibrado correspondiente definiremos un operador que
probaremos que es de cohomoloǵıa, llamado diferencial de De Rham del algebroide.
Como ejemplo veremos que en el caso de que el algebroide de Lie es el trivial
(TM, Id, [ , ]), entonces dicho operador es la diferencial exterior. Y finalmente nos
ocuparemos de la descomposición de Frölicher-Nijenhuis de la diferencial de De
Rham de un algebroide tanto en el caso general de un algebroide en un fibrado
vectorial arbitrario E, como en el caso particular de E = TM .

27
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2.1.1 Diferencial de De Rham del algebroide de Lie

Sea M una variedad diferencial y sea E → M un fibrado vectorial sobre M .
Recordemos la siguiente definción.

Definición 2.1. Un operador de cohomoloǵıa en E → M es una derivación de
grado 1 D ∈ Der1(Γ(Λ•E∗)) tal que D2 = 0.

Supongamos que (E, q, [|, |]) es un algebroide de Lie. Definimos un operador
D : Γ(ΛpE∗)→ Γ(Λp+1E∗) mediante{

Df(A) = qA(f)

Dα(A,B) = qA(α(B))− qB(α(A))− α([[A,B]]),
(2.1.1)

para cualesquiera f ∈ C∞(M), α ∈ Γ(Λ1E∗), A,B ∈ ΓE. Veamos que estas ecua-
ciones son compatibles en el sentido de que queremos extenderlas para obtener una
derivación. Sean f ∈ C∞(M), α ∈ Γ(Λ1E∗) y A,B ∈ ΓE

D(fα)(A,B) = q(A)(fα(B))− q(B)(fα(A))− fα([[A,B]])
= q(A)(f)α(B) + fq(A)(α(B))− q(B)(f)α(A)

+fq(B)(α(A))− fα([[A,B]])
= Df ∧ α(A,B) + fDα(A,B),

una vez comprobado esto, extendemos su acción a Γ(Λ•E∗) como derivación de
Z−grado 1.

Una forma alternativa de definir el operador anterior es mediante la fórmula
de Cartan:

Dα(X1, . . . , Xk+1) =
k+1
Σ
i=1

(−1)i+1q(Xi)(α(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

+ Σ
i<j

(−1)i+jα([|Xi, Xj |], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1)

(2.1.2)

para α ∈ Γ(Λk(E∗)) y X1, . . . , Xk+1 ∈ ΓE.

Teorema 2.2. El operador D (2.1.1) es un operador de cohomoloǵıa en E →M .

Demostración. Primero que nada notemos que D2 es derivación, luego, operador
diferencial de primer orden, y como tal, es determinado por su acción en formas
de grado menor o igual a 1. Sean f ∈ Λ0E∗ y A,B ∈ ΓE. De la fórmula (2.1.1) se
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sigue que

(D2f)(A,B) = D(Df)(A,B)
= qA(Df(B))− qB(Df(A))−Df([[A,B]])
= qA(qB(f))− qB(qA(f))−Df([[A,B]])
= [qA, qB](f)− q([[A,B]])(f)
= ([qA, qB]− q([[A,B]]))(f)
= 0.

Análogamente, si α ∈ Λ1E∗ y A,B,C ∈ ΓE, obtenemos la suma ćıclica

(D2α)(A,B,C) = �
A,B,C

(qA((Dα)(B,C))− (Dα)([[A,B]], C)),

y otro cálculo largo pero sencillo nos muestra que esto se reduce a la identidad de
Jacobi para [[ , ]]:

D2α(A,B,C) = q(A)(q(B)(α(C))− q(C)(α(B))− α([|B,C|]))
−q(B)(q(A)(α(C))− q(C)(α(A))− α([|A,C|]))
+q(C)(q(A)(α(B))− q(B)(α(A))− α([|A,B|]))
−(q([|A,B|])(α(C))− q(C)(α([|A,B|]))− α([|[|A,B|], C|]))
+q([|A,C|])(α(B))− q(B)(α([|A,C|]))− α([|[|A,C|], B|])
−(q([|B,C|])(α(A))− q(A)(α([|B,C|]))− α([|[|B,C|], A|]))

= q(A)(q(B)(α(C)))− q(A)(q(C)(α(B)))
−q(B)(q(A)(α(C))) + q(B)(q(C)(α(A)))
+q(C)(q(A)(α(B)))− q(C)(q(B)(α(A)))
−q([|A,B|])(α(C)) + α([|[|A,B|], C|]))
+q([|A,C|])(α(B))− α([|[|A,C|], B|]))
−q([|B,C|])(α(A)) + α([|[|B,C|], A|]))

= [q(A), q(B)](α(C)) + [q(B), q(C)](α(A)) + [q(C), q(A)](α(B))
−q([|A,B|])(α(C))− q([|B,C|])(α(A))− q([|C,A|])(α(B))
+α([|[|A,B|], C|]))− α([|[|A,C|], B|])) + α([|[|B,C|], A|]))

= α([|[|A,B|], C|] + [|[|B,C|], A|] + [|[|C,A|], B|])
= α(0) = 0

La derivación D definida en el fibrado vectorial E →M por las fórmulas (2.1.1)
es bien conocida (ver, por ejemplo, caṕıtulo 7 en [22]), y llamada algunas veces
diferencial de De Rham del algebroide de Lie. El siguiente ejemplo nos muestra el
por qué de este nombre.
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Ejemplo 2.3. Sea (TM, Id, [, ]) el algebroide de Lie trivial en TM . Por la Propo-
sición 2.2, sabemos que éste induce un operador de cohomoloǵıa D, utilizando la
fórmula (2.1.2), obtenemos

Dα(X1, . . . , Xk+1) =(−1)i+1Xi(α(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1))

+ (−1)i+jα([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk+1)

=dα(X1, . . . , Xk+1),

para α ∈ Ωk(M) y X1, . . . , Xk+1 ∈ X̄M . Aśı que es claro que hemos recuperado la
diferencial exterior, que da lugar a la cohomoloǵıa de De Rham.

Veamos otro ejemplo un poco menos trivial.

Ejemplo 2.4. Recordemos que toda variedad de Poisson, (M, {, }), induce un
algebroide de Lie (Ω1M, q, [[ , ]]), con

q(df) = adf ,

donde ad : C∞(M)→ X̄M y ad(f)(g) = {f, g} para cualesquiera f, g ∈ C∞(M). Y
el corchete es dado por

[[α, β]] = ıq(α)dβ − ıq(β)dα+ d(β(q(α)))

para α, β ∈ Ω1M .
El operador de cohomoloǵıa dado por (2.1.2) será entonces:

DX(α1, . . . , αk+1) =(−1)i+1q(αi)(X(α1, . . . , α̂i, . . . , αk+1))

+ (−1)i+jX([|αi, αj |], α1, . . . , α̂i, . . . , α̂j , . . . , αk+1)

para X ∈ Γ(ΛkTM) y α1, . . . , αk+1 ∈ Γ(T ∗M) = Ω1(M). En particular, si X ∈
Γ(Λ1TM) = X̄M y α1 = df , α2 = dg con f, g ∈ C∞(M), tenemos

DX(df, dg) = {f,X(g)} − {g,X(f)} −X({f, g}).

Notemos que el operador D (2.1.1) es una derivación de Γ(Λ•E∗), aśı que puede
descomponerse a la Frölicher-Nijenhuis. En la siguiente subsección veremos cómo
es esta descomposición en un caso particular, pero instructivo.

2.1.2 Caso E = TM

Supongamos E = TM y sea (TM, q, [[ , ]]) un algebroide de Lie. Recordemos lo
siguiente (ver [17]).
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Definición 2.5. Dada una operación bilineal ◦ en las secciones de un fibrado
vectorial E , y un morfismo de fibrados ϕ : ΓE → ΓE, el corchete deformado de la
operación es dado por A ◦ϕB := ϕ(A) ◦B+A ◦ϕ(B)−ϕ(A ◦B), para A,B ∈ ΓE.

En nuestro caso, la operación bilineal en ΓTM es [[ , ]] y el morfismo q, aśı que
el corchete deformado del corchete de Lie por la aplicación ancla del algebroide es

[X,Y ]q = [qX, Y ] + [X, qY ]− q[X,Y ], (2.1.3)

para X,Y ∈ Γ(TM).

El siguiente resultado es consecuencia directa de la descomposición de Frölicher-
Nijenhuis para D.

Proposición 2.6. Sea (TM, q, [[ , ]]) un algebroide de Lie. Su diferencial de De
Rham D (2.1.1) se puede expresar de la forma

D = Lq + ıL

donde
L(X,Y ) = [X,Y ]q − [[X,Y ]]. (2.1.4)

Demostración. Ciertamente, tenemos que K (dado por el Teorema 1.19) es

KX(f) = Df(X) = qX(f),

para cada f ∈ C∞(M), X ∈ X̄M , y también

(D − Lq)(α)(X,Y ) = (iLα)(X,Y ) = α(L(X,Y )). (2.1.5)

Esto es suficiente para caracterizar ıL, porque es determinado por su acción en
1−formas . Desarrollemos el lado izquierdo de (2.1.5),

(Dα)(X,Y ) = qX(α(Y ))− qY (α(X))− α([[X,Y ]]).

De la definición de Lqα, obtenemos

(Lqα)(X,Y )

= qX(α(Y ))− α([qX, Y ])− qY (α(X)) + α([qY,X]) + α(q[X,Y ])

= qX(α(Y ))− qY (α(X))− α([qX, Y ])− α([Xq, Y ]) + α(q[X,Y ]).

Luego,

α(L(X,Y )) = qX(α(Y ))− qY (α(X))− α([[X,Y ]])− qX(α(Y ))
+qY (α(X)) + α([qX, Y ]) + α([Xq, Y ])− α(q[X,Y ])

= α([qX, Y ] + [X, qY ]− q[X,Y ]− [[X,Y ]]).

Como esto es válido para α ∈ Ω1(M) yX,Y ∈ X̄M arbitrarios, tenemos (2.1.4).
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Veamos un ejemplo de esta descomposición.

Ejemplo 2.7. Sea (TM, Id, [, ]) el algebroide de Lie trivial en TM . Por la Pro-
posición 2.6, la descomposición de su diferencial de De Rham (Teorema 1.19)
está caracterizada por

K = Id,

y

L(X,Y ) = [X,Y ]Id − [X,Y ] = 0,

es decir D = LId. Lo cual era de esperarse, pues ya vimos que, en este caso, D es
la diferencial exterior d.

2.1.3 Descomposición de Frölicher-Nijenhuis de un operador de
cohomoloǵıa en haces vectoriales arbitrarios

Sea E → M un haz vectorial sobre una variedad diferencial M . La cuestión
ahora es cómo obtener un resultado análogo al de la subsección anterior para un
algebroide de Lie arbitrario (E, q, [|, |]), donde D ∈ DerΓ(Λ•E∗). El problema con
el que nos enfrentamos es que no tenemos un operador como la derivada de Lie
a nuestra disposición, para resolverlo procederemos fijando una conexión lineal ∇
en E.

Sea {sa}ra=1 (con r = rankE) una base de secciones de ΓE y sea {ηb}rb=1

la base dual. También sea {∂i}mi=1 una base local de campos vectoriales en M
(con dimM = m). Entonces, todo K ∈ Γ(ΛE∗ ⊗ TM) se puede expresar como
K = Kj

cηc⊗∂j . Rcordemos que, podemos definir∇K : Γ(ΛE∗)→ Γ(ΛE∗) mediante

∇K = ∇
Kj
cηc⊗∂j := Kj

cη
c ∧∇∂j . (2.1.6)

El siguiente resultado nos será útil para cálculos posteriores.

Lema 2.8. Sea K : E → TM un morfismo de fibrados vectoriales sobre M , y sea
∇ una conexión en E. Si α ∈ ΓE∗ y A,B ∈ ΓE, entonces,

(∇Kα)(A,B) = KA(α(B))− α(∇KAB)−KB(α(A)) + α(∇KBA).

Demostración. Consideremos una base de secciones de ΓE, {sa}ra=1 (con r =
rankE), y sea {ηb}rb=1 la base dual. También sea {∂i}mi=1 una base local de cam-
pos vectoriales en M (con dimM = m). Entonces, tenemos expresiones locales
A = Aasa, B = Bbsb, y K = Kj

cηc ⊗ ∂j . Podemos escribir

∇K = ∇
Kj
cηc⊗∂j = Kj

cη
c ∧∇∂j ,
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y calcular

(∇Kα)(A,B) = (Kj
cη
c ∧∇∂jα)(A,B)

= Kj
c (η

c(A)(∇∂jα)(B)− ηc(B)(∇∂jα)(A))

= Kj
c (A

c(∇∂j (α(B))− α(∇∂jB))−Bc(∇∂j (α(A))− α(∇∂jA)))

= ∇
Kj
cAc∂j

(α(B))−Kj
cA

cα(∇∂jB)−∇
Kj
cBc∂j

(α(A)) +Kj
cB

cα(∇∂jA).

Notemos que KA = Kj
cAc∂j , por lo que podemos reacomodar la expresión anterior,

usando también la C∞(M)−linealidad de α, como

(∇Kα)(A,B) = ∇KA(α(B))− α(∇KAB)−∇KB(α(A))− α(∇KBA)

= KA(α(B))−KB(α(A)) + α(∇KBA−∇KAB).

Una prueba análoga a la del teorema clásico de Frölicher-Nijenhuis clásico
(Teorema 1.19), nos da el siguiente resultado.

Teorema 2.9. Sea π : E → M un haz vectorial sobre la variedad M . Sea D ∈
DerkΓ(Λ•E∗), y sea ∇ una conexión lineal en E. Entonces, existen unos únicos
campos tensoriales K ∈ Γ(E∗ ⊗ TM) y L ∈ Γ(Λk+1E∗ ⊗ E), tales que

D = ∇K + ıL. (2.1.7)

Demostración. Supongamos que D es una derivación de grado k. Sean α1, . . . , αk ∈
Γ(E) secciones. La aplicación

f → (Df)(α1, . . . , αk),

con f ∈ C∞(M), es una derivación del álgebra de funciones en M . Por lo que define
un campo vectorial en M , que denotaremos por

K(α1, . . . , αk).

Ahora, la aplicación de Γ(E)× · · · × Γ(E) a X(M) definida por

(α1, . . . , αk)→ K(α1, . . . , αk)

es C∞(M)−lineal y antisimétrica, por lo tanto K ∈ Γ(ΛkF⊗TM), la cual satisface

∇Kf = Df

para todo f ∈ C∞(M). De esta forma, el operador D − ∇K es una derivación
de grado k que actúa trivialmente en C∞(M). Por lo cual es un endomorfismo
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C∞(M)−lineal de Γ(ΛE∗) que es determinado por su acción en secciones de grado
1. Entonces, si s ∈ Γ(E∗), la aplicación

s→ (D −∇K)s

define un morfismo de Γ(E∗) en Γ(Λk+1E∗) aśı que existe una sección L ∈
Γ(Λk+1E∗ ⊗ E) tal que (D − ∇K)s = ıLs. El operador ıL es una derivación de
grado k que se anula en C∞(M) y que actúa como D−∇K en las secciones de F .
Entonces,

D = ∇K + ıL.

Notemos que, cuando tenemos un algebroide de Lie (E, q, [[ , ]]), K : ΓE →
ΓTM es tal que, para cualesquiera A ∈ ΓE y f ∈ C∞(M),

K(A)(f) = Df(A) = qA(f), (2.1.8)

aśı K = q, como antes.

Observación 4. En el caso particular de E = TM , tenemos dos descompo-
siciones, una proveniente del Teorema 1.19, que es D = LK̃ + ıL̃, para algu-

nos K̃ ∈ Ωk(M ;TM), L̃ ∈ Ωk+1(M ;TM), y otra proveniente del Teorema 2.9,
D = ∇K + ıL, donde, otra vez K ∈ Ωk(M ;TM), L ∈ Ωk+1(M ;TM). Es fácil ver
que ambas están relacionadas mediante

∇K = LK − ı∇K ,

aśı K̃ = K y L̃ = L−∇K .

Ahora, podemos conocer a L en la descomposición (2.1.7). Empecemos con:

(D −∇q)(α)(A,B) = (ıLα)(A,B) = α(L(A,B)).

Usando la ecuación (2.1.1),

(Dα)(A,B) = qA(α(B))− qB(α(A))− α([[A,B]]),

Por el Lema 2.8

∇qα(A,B) = qA(α(B))− α(∇qAB)− qB(α(A)) + α(∇qBA).

Aśı,

α(L(A,B)) = (D −∇q)(α)(A,B) = α(∇qAB −∇qBA− [[A,B]]).
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Por lo tanto:

L(A,B) = ∇qAB −∇qBA− [[A,B]]. (2.1.9)

Recordemos ahora la noción de E-conexiones. Sea (E, q, [[ , ]]) un algebroide de
Lie sobre M . Sea V → M otro haz vectorial sobre M . Una E−conexión en V es
una aplicación R−bilineal δ : ΓE×ΓV → ΓV , cuya acción se denota δ(A, s) = δAs,
tal que, para cualquier f ∈ C∞(M),

δfAs = fδAs,

δA(fs) = (qA)(f)s+ fδAs.

Una E−conexión es simplemente una E−conexión en E mismo (ver [13, 22, 2] para
referencias de conexiones en algebroides de Lie y sus aplicaciones). En este caso, es
posible definir la torsión de δ como la 2−forma E−valuada Torδ ∈ Ω2(E;E) dada
por la expresión usual1, pero usando el corchete del algebroide de Lie en lugar del
corchete de Lie:

Tor δ(A,B) := δAB − δBA− [[A,B]].

Notemos que cada conexión lineal ∇ en E determina una E−conexión δ∇. Sim-
plemente definiendo

δ∇AB := ∇qAB. (2.1.10)

La torsión de esta conexión es entonces

Tor δ∇(A,B) = ∇qAB −∇qBA− [[A,B]],

que es precisamente nuestra expresión (2.1.9).

Resumimos los cálculos anteriores en el siguiente resultado.

Teorema 2.10. Sea (E, q, [[ , ]]) un algebroide de Lie y D ∈ DerΓ(Λ•E∗) su dife-
rencial de De Rham, definida en (2.1.1). Entonces, dada una conexión lineal ∇ en
E, D admite la siguiente descomposición

D = ∇q + ıL∇ ,

donde q es el ancla del algebroide y L∇ ∈ Γ(Λ2E∗ ⊗ E) es la torsión de la
E−conexión δ∇ (2.1.10), dada por

L∇(A,B) = ∇qAB −∇qBA− [[A,B]],

para A,B ∈ ΓE.

1Recordemos que cuando se tiene una conexión lineal ∇ : ΓTM × ΓTM → ΓTM , dados
A,B ∈ ΓTM se define Tor∇(A,B) := ∇AB −∇BA− [A,B].
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En el caso particular de un algebroide de Lie en el haz tangente, se puede
reescribir el resultado anterior, y nos ofrece una interpretación alternativa del
corchete deformado [X,Y ]q en términos de la torsión de la TM−conexión δ∇ en
(2.1.10). Para esto, observemos que si E = TM , entonces, dada cualquier conexión
lineal simétrica ∇ en TM , la torisón de la TM−conexión correspondiente, δ∇, es
dada por

Tor δ∇ =L∇(X,Y )

=∇qXY −∇qYX − [[X,Y ]]

=[X,Y ]q + (∇Y q)(X)− (∇Xq)(Y )− [[X,Y ]],

para cualesquiera X,Y ∈ X̄M .

2.2 De operadores de cohomoloǵıa a algebroides de
Lie

Empezaremos con un operador de cohomoloǵıa en las secciones del álgebra
exterior del dual de un haz vectorial arbitrario, a partir de él definiremos una
aplicación de las secciones del haz con el que iniciamos al haz tangente de la
variedad base, y un corchete en las secciones del haz inicial, que será un corchete de
Lie y que junto con la aplicación anterior conformarán una estructura de algebroide
de Lie. Después nos enfocaremos en la estructura de dicho algebroide cuando el
haz inicial es un haz tengente. Y finalmente veremos algunos ejemplos.

2.2.1 Resultado principal

Supongamos que tenemos un haz vectorial π : E → M , y una derivación
D ∈ DerΓ(Λ•E∗) tal que D2 = 0. Entonces, podemos definir una aplicación q :
ΓE → ΓTM de la siguiente manera,

q(A)(f) := Df(A), (2.2.1)

para cualesquiera f ∈ C∞(M), A ∈ ΓE.

Definimos un corchete en las secciones de E de la siguiente forma: si A,B ∈ ΓE,
entonces su corchete [[A,B]] es la única sección de E que satisface

α([[A,B]]) = D(α(B))(A)−D(α(A))(B)−Dα(A,B), (2.2.2)

para cualquier α ∈ ΓE∗. De manera que se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.11. El triple (E, q, [[ , ]]), definido por (2.2.1) y (2.2.2) es un algebroide
de Lie.

Demostración. Probemos que q es un morfismo de C∞(M)-módulos que satisface
q([|A,B|]) = [q(A), q(B)] ∀A,B ∈ ΓE. Se tiene que

q([|A,B|])(f) = Df([|A,B|])
= D(Df(B))(A)−D(Df(A))(B)−D(Df)(A,B)
= D(q(B)(f))(A)−D(q(A)(f))(B)
= q(A)(q(B)(f))− q(B)(q(A)(f))
= [q(A), q(B)](f).

para toda f ∈ C∞(M).

La R−bilinealidad y la antisimetŕıa del corchete son claras. Sólo resta probar
la identidad de Jacobi. Teniendo en cuenta que D es un operador de cohomoloǵıa
y usando la propiedad probada anteriormente, tenemos

0 = D2α(A,B,C)
= �

A,B,C
(Dα(A, ([|B,C|]) +D(Dα(B,C))(A))

= �
A,B,C

(D(Dα(B,C))(A))−Dα(([|B,C|], A))

= �
A,B,C

(D(D(α(C))(B))(A)−D(D(α(B))(C))(A)−D(α([|B,C|]))(A)

= −D(α(C))([|A,B|]) +D(α([|A,B|]))(C) + α([|([|A,B|], C|]))
= q(A)(q(B)(α(C)))− q(A)(q(C)(α(B)))− q(A)(α([|B,C|]))
−q([|A,B|])(α(C)) + q(C)(α([|A,B|])) + α([|[|A,B|], C|])
+q(B)(q(C)(α(A)))− q(B)(q(A)(α(C)))− q(B)(α([|C,A|]))
−q([|B,C|])(α(A)) + q(A)(α([|B,C|])) + α([|[|B,C|], A|])
+q(C)(q(A)(α(B)))− q(C)(q(B)(α(A)))− q(C)(α([|A,B|]))
−q([|C,A|])(α(B)) + q(B)(α([|C,A|])) + α([|[|C,A|], B|])

= [q(A), q(B)](α(C)) + [q(B), q(C)](α(A)) + [q(C), q(A)](α(C))
−q([|A,B|])(α(C))− q([|B,C|])(α(A))− q([|C,A|])(α(B))
+α([|[|A,B|], C|] + α([|[|B,C|], A|] + α([|[|C,A|], B|]

= �
A,B,C

α([|[|A,B|], C|]).

Aśı (ΓE, [| , |]) es álgebra de Lie. Adicionalmente, con respecto a la estructura de
C∞(M)-módulo se cumple la regla de Leibniz, es decir, si A,B ∈ ΓE y f ∈ C∞(M):

[|A, fB|] = q(A)(f)B + f [|A,B|]
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Esto es aśı, pues para toda α ∈ ΓE∗ se tiene

α([|A, fB|]) = D(α(fB))(A)−D(α(A))(fB)−Dα(A, fB)
= D(fα(B))(A)− fD(α(A))(B)− fDα(A,B)
= Df(A)α(B) + fD(α(A))(B)− fD(α(A))(B)− fDα(A,B)
= q(A)(f)α(B) + fα([|A,B|])
= α(q(A)(f)B) + f [|A,B|]).

Se sigue de los teoremas 2.2 y 2.11 la siguiente consecuencia importante

Corolario 2.12. Existe una correspondencia uno a uno entre algebroides de Lie
en E y operadores de cohomoloǵıa en Γ(Λ•E∗).

Para distintas versiones de este resultado ver [20] y [6].

2.2.2 Caso E = TM

Vamos a profundizar en la estructura de este algebroide de Lie cuando E =
TM . En este caso, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.13. Sea D una derivación, D ∈ DerΓ(Λ•T ∗M), tal que D2 = 0,
luego, tiene una descomposición de Frölicher-Nijenhuis D = LK + ıL, donde K ∈
Ω1(M ;TM) y L ∈ Ω2(M ;TM). Entonces, el triple (TM, q, [[ , ]]) es un algebroide
de Lie con

q = K

y

[[X,Y ]] = [X,Y ]K − L(X,Y ), (2.2.3)

Demostración. Por la definición de la aplicación ancla tenemos

Df(X) = (LK + ıL)(f)(X)
= LK(f)(X)
= K(f)(X)

para f ∈ C∞(M) y X ∈ X̄M , luego q = K.

La fórmula (2.2.3) puede ser deducida observando que D es precisamente el
operador asociado al algebroide de Lie mediante la construcción en la Proposición
2.6.
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2.2.3 Ejemplos

En esta sección veremos algunos ejemplos de algebroides de Lie construidos a
partir de operadores de cohomoloǵıa con algunas caracteŕısticas particulares.

Notemos que, como la aplicación ancla de un algebroide de Lie (E,K, [| , |])
es, en particular, un morfismo de álgebras de Lie, la distribución que induce es
involutiva, pues [KX,KY ] = K[|X,Y |] ∈ ImK para todo X,Y ∈ ΓE.

Tensor de Nijenhuis

Cuando la torsión de Nijenhuis de K es nula, entonces [ , ]K es un corchete de
Lie (ver, por ejemplo, [16]). Tomando la acción de K en ambos lados de (2.2.3),
obtenemos

KL(X,Y ) = K[KX,Y ] +K[X,KY ]−K2[X,Y ]−K[[X,Y ]].

Pero, como ya sabemos, K = q es un morfismo de álgebras de Lie, luego

[KX,KY ]−K[KX,Y ]−K[X,KY ] +K2[X,Y ] = −KL(X,Y ),

que, en términos de la torsión de Nijenhuis de K, significa

TK(X,Y ) = −KL(X,Y ). (2.2.4)

Esta expresión nos permite probar el siguiente resultado.

Proposición 2.14. Sea K ∈ Ω1(M ;TM). Entonces, la derivación D = LK induce
una estructura de algebroide de Lie en TM con aplicación ancla q = K y corchete

[X,Y ]K = [KX,Y ] + [X,KY ]−K[X,Y ],

si y sólo si K es integrable (i.e, TK = 0).

Demostración. Por el Teorema 2.11, lo que tenemos que probar es que D = LK es
un operador de cohomoloǵıa si y sólo si K es integrable.

La condición TK = 0 se sigue de (2.2.4). Por otro lado, la suficiencia es garan-
tizada por

D2 = 1
2 [D,D] = 1

2 [LK ,LK ] = 1
2L[K,K]FN = LTK = 0.

Observación 5. La parte ‘si’ de esta Proposición está dada como Teorema 3.7
en [17] y como ejercicio 40 en [5].
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Recordemos que, dado un morfismo de haces N : TM → TM , cuando TN = 0,
N se llama tensor de Nijenhuis. Por la Proposición 2.14, sabemos que todo tensor
de Nijenhuis induce un algebroide de Lie, luego, cualquier estructura compleja
(K2 = −I), estructura tangente (K2 = 0) o estructura producto (K2 = I), define
un algebroide de Lie en TM con aplicación ancla K y corchete [ , ]K .

Endomorfismo invertible

Veamos qué sucede cuando el término L 6= 0 no es trivial. Seguiremos pidien-
do que D = LK + ıL sea de cuadrado cero. Lo haremos en dos pasos, primero
asumiendo que K es invertible.

Si K : ΓTM → ΓTM es un endomorfismo invertible, definimos la 2−forma
valuada vectorial L ∈ Ω2(M ;TM) mediante

L(X,Y ) := −K−1TK(X,Y ), (2.2.5)

para cualesquiera X,Y ∈ ΓTM , y el corchete [[ , ]] : ΓTM → ΓTM como

[[X,Y ]] := [X,Y ]K +K−1TK(X,Y ), (2.2.6)

para X,Y ∈ ΓTM .

Lema 2.15. El corchete (4.1.3) satisface

[[X,Y ]] = K−1[KX,KY ].

Demostración. Es un cálculo sencillo:

[[X,Y ]] =[X,Y ]K +K−1TK(X,Y )

=[KX,Y ] + [X,KY ]−K[X,Y ]

+K−1([KX,KY ]−K[KX,Y ]−K[X,KY ] +K2[X,Y ])

=K−1[KX,KY ].

Proposición 2.16. El triple (TM,K, [[ , ]]), con el corchete definido en (2.2.6), es
un algebroide de Lie.

Demostración. Que (ΓTM, [[ , ]]) es un álgebra de Lie es inmediato, (la identidad de
Jacobi resulta de aplicar el Lema 2.15), y K es un morfismo de C∞(M)−móodulos,
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aśı que sólo necesitamos probar la regla de Leibniz:

[[X, fY ]] = [X, fY ]K +K−1TK(fX, Y )
= [KX, fY ] + [X, fKY ]−K[X, fY ] + fK−1TK(X,Y )
= f [X,Y ]K +KX(f)Y +X(f)KY −X(f)KY + fK−1TK(X,Y )
= f [[X,Y ]] +KX(f)Y.

La siguiente proposición nos dice que todo algebroide de Lie inducido por una
endomorfismo invertible es isomorfo al algebroide trivial.

Proposición 2.17. Los algebroides de Lie (TM,K, [[ , ]]) (dados por la proposición
2.16) y el trivial (TM, Id, [ , ]) son isomorfos.

Demostración. El isomorfismo deseado es φ = K−1 : ΓTM → ΓTM , porque

K ◦ φ = K ◦K−1 = Id ,

y

φ([X,Y ]) = K−1([X,Y ]) = K−1([K ◦K−1(X),K ◦K−1(Y )]) = [[φ(X), φ(Y )]]

por el Lema 2.15.

Resumiendo, obtenemos el siguiente resultado que, en particular, puede ser
aplicado a estructuras casi-complejas o casi-producto.

Teorema 2.18. Sea K : TM → TM un morfismo invertible de haces vectoriales.
Entonces, una derivación de la forma

D = LK + ıL ∈ Der1Ω(M),

(con L ∈ Ω2(M ;TM)) es de cohomoloǵıa si y sólo si

L = −K−1TK .

Mas aún, la estructura de algebroide de Lie en TM determinada por D es isomorfa
a la trivial.
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Caṕıtulo 3

Algebroides de Lie asociados a
endomorfismos idempotentes

En el siguiente paso, consideraremos la situación general de una derivación
de Ω(M) de Z−grado 1, D = LK + ıL, donde K no necesariamente es invertible.
Trataremos de ver cuando D es un operador de cohomoloǵıa para después estudiar
la estructura de algebroide de Lie inducida por el.

3.1 Ecuaciones de cohomoloǵıa

Sea D una derivación de Z−grado 1, con descomposición de Frölicher-Nijenhuis
D = LK + ıL donde K es un endomorfismo de ΓTM y L una 2-forma valuada
vectorial. El propósito es encontrar bajo qué condiciones para L y K la derivación
define un algebroide de Lie. Como ya se mencionó, lo haremos viendo cuándo D
es un operador de cohomoloǵıa.

Teorema 3.1. Sean K un endomorfismo de ΓTM y L una 2-forma valuada vec-
torial. Entonces la derivación D = LK + ıL es un operador de cohomoloǵıa (i.e
D2 = 0) si y sólo si K y L satisfacen las siguientes ecuaciones

1

2
[K,K]FN + ıLK = 0, (3.1.1)

[K,L]FN +
1

2
[L,L]RN = 0. (3.1.2)

Demostración. Por las definiciones de los corchetes de Frölicher-Nijenhuis y
Richardson-Nijenhuis, la linealidad del conmutador graduado de endomorfismos

43
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y la Proposición 1.24 tenemos

D2 =
1

2
[D,D] =

1

2
[LK + ıL,LK + ıL]

=
1

2
L[K,K]FN + ı[K,L]FN + LıLK +

1

2
ı[L,L]RN

= L 1
2

[K,K]FN+ıLK
+ ı[K,L]FN+ 1

2
[L,L]RN

,

lo cual es equivalente a (3.1.1) y (3.1.2).

La primera de estas condiciones (3.1.1) ya la conoćıamos, viene de imponer que
el corchete del algebroide de Lie debe ser de la forma [[X,Y ]] = [X,Y ]K −L(X,Y )
y no es más que la ecuación (2.2.4). Un cálculo sencillo muestra que, de hecho,
también es equivalente a D2f = 0, para cualquier f ∈ C∞(M).

D(Df) = (LK + ıL)(LK + ıL(f))
= (LK + ıL)(LK(f))
= (LK + ıL)([ıK , d](f))
= (LK + ıL)(ıK(df))
= ıK(d(ıK(df)))− d(ıK(ıK(df))) + ıL(ıK(df)),

y haciendo actuar esto sobre A,B ∈ X̄M , obtenemos

D2(f)(A,B) = d(ıKdf)(KA,B)− d(ıKdf)(KB,A)
−A(ıK(ıK(df))(B)) +B(ıK(ıK(df))(A))
+ıK(ıK(df))([A,B]) + (ıK(df))(L(A,B))

= KA(ıK(df)(B))−B(ıK(df)(KA))− ıK(df)([KA,B])
−KB(ıK(df)(A)) +A(ıK(df)(KB))
+ıK(df)([KB,A])−A(df(KB)) +B(d(K2(A)))
+dfK2([A,B]) + df(K(L(A,B)))

= KA(df(KB))−B(df(K2A))− df(K[KA,B])
−KB(df(KA)) +A(df(K2B)) + df(K[KB,A])
−A((K2B)(f)) +B(K2A(f)) +K2[A,B](f) +K(L(A,B))(f)

= ([KA,KB]−K[KA,B]−K[A,KB] +K2[A,B])(f)
= TK(A,B) +K(L(A,B))(f).

La segunda condición (3.1.1) es mucho más dif́ıcil de satisfacer. En lo que
sigue construiremos algunas soluciones en el haz tangente de una variedad M con
relevancia geométrica.
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3.2 Resultado principal

Aqúı probaremos un resultado muy importante, pues nos dice cómo, a partir
de un endomorfismo idempotente podemos contruir un algebroide de Lie.

Sea TM →M el haz tangente sobre una variedad conexa M , y sea N : TM →
TM un endomorfismo idempotente (N2 = N). El siguiente resultado nos dice que
N tiene rango localmente constante.

Lema 3.2. Sea N : TM → TM un endomorfismo idempotente. Entonces, el
conjunto de m ∈M tales que rank(Nm) = q es abierto y cerrado en M .

Demostración. Como en cada fibra la identidad es la suma de dos proyectores
complementarios Id = Nm+(Id−Nm), tenemos que rank(Nm)+rank(Id−Nm) =
n = dimM . Ahora, el conjunto de todos los puntos m ∈M tales que rank(Nm) =
q es al mismo tiempo el conjunto de todos los m ∈ M con rank(Nm) ≤ q y
rank(Id−Nm) ≤ n− q, el cual es un conjunto cerrado, y el conjunto de todos los
puntos m ∈ M tales que rank(Nm) ≥ q y rank(Id − Nm) ≥ n − q, el cual es un
conjunto abierto.

Recordemos que si N : TM → TM es un morfismo de haces vectoriales y
rank(Nm) es localmente constante, entonces los espacios vectoriales KerN e ImN
son haces vectoriales. (ver [18]).

Lema 3.3. Sea N : TM → TM un endomorfismo idempotente con ImN distri-
bución involutiva, entonces se cumple lo siguiente:

N [NX,NY ] = [NX,NY ]. (3.2.1)

Demostración. Como ImN es involutiva, existe Z ∈ ΓTM tal que [NX,NY ] =
NZ, y aplicando N a ambos lados de esta ecuación,

N [NX,NY ] = N2Z = NZ = [NX,NY ]

Consideremos la torsión de Nijenhuis de N . En nuestro caso, se puede reescribir
como

TN (X,Y ) = [NX,NY ]−N [NX,Y ]−N [X,NY ] +N [X,Y ].

Aplicando N a ambos lados, obtenemos

NTN (X,Y ) = N [NX,NY ]−N2[NX,Y ]−N2[X,NY ] +N2[X,Y ].
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Usando el Lema 3.3 junto con la propiedad N2 = N , tenemos

NTN (X,Y ) = [NX,NY ]−N [NX,Y ]−N [X,NY ]+N [X,Y ] = TN (X,Y ). (3.2.2)

Por tanto, K = N y L = −TN es solución de las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2).

Proposición 3.4. Si N : TM → TM es un endomorfismo idempotente del haz
tangente de M tal que N2 = N y que ImN es un subhaz involutivo de TM ,
entonces

NTN = TN , [N,TN ]FN = 0 y [TN , TN ]RN = 0

donde TN es la torsión de Nijenhuis de N .

Demostración. La primera afirmación es una consecuencia directa de la definición
de torsión de Nijenhuis,

NTN (X,Y ) = N([NX,NY ]−N [NX,Y ]−N [X,NY ] +N2[X,Y ])

= [NX,NY ]−N [NX,Y ]−N [X,NY ] +N2[X,Y ]

para todo X,Y ∈ X̄M .

Como L = −1
2 [N,N ]FN , y (Ω∗(M ;TM), [ , ]FN ) es un álgebra de Lie gradua-

da(ver [25]), tenemos

[N,L]FN = −1

2
[N, [N,N ]FN ]FN = 0.

Además, como L ∈ Ω2(M ;TM), se sigue que [L,L]RN ∈ Ω3(M ;TM), iL ∈
Der1Ω(M), y i[L,L]RN ∈ Der2Ω(M); por tanto, i[L,L]RN es completamente ca-
racterizada por su acción en 0−formas (funciones diferenciables) y 1−formas. Pe-
ro i[L,L]RN es una derivación tensorial, luego se anula en C∞(M). Ahora, dada
α ∈ Ω1(M) tenemos i[L,L]RNα ∈ Ω3(M). Aśı, para cualesquiera X,Y, Z ∈ ΓTM ,

(i[L,L]RNα)(X,Y, Z) = α([L,L]RN (X,Y, Z)) = 2i2Lα(X,Y, Z)

= 2 � iLα(L(X,Y ), Z)

= 2 � α(L(L(X,Y ), Z))

= 2 � α(TN (TN (X,Y ), Z)) = 0,

(aqúı � denota la suma ćıclica en (X,Y, Z)) porque

TN (TN (X,Y ), Z)

=[NTN (X,Y ), NZ]−N [NTN (X,Y ), Z]−N [TN (X,Y ), NZ] +N2[TN (X,Y ), Z]

=N [NTN (X,Y ), NZ]−N [TN (X,Y ), Z]−N [TN (X,Y ), NZ] +N [TN (X,Y ), Z]

=N [TN (X,Y ), NZ]−N [TN (X,Y ), Z]−N [TN (X,Y ), NZ] +N [TN (X,Y ), Z]

=0,
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hemos usado el Lema 3.3, la ecuación (3.2.2), y la propiedad N2 = N .

Combinando (3.1.1) y (3.1.2) con la Proposición 3.4, llegamos al siguiente re-
sultado.

Teorema 3.5. Sea N ∈ Ω1(M ;TM) tal que N2 = N y ImN es involutiva.
Entonces, las derivaciones LN + ı−TN e ı−TN son operadores de cohomoloǵıa.

Demostración. Para la primer derivación, basta con hacer K = N y L = −TN y
sustituir en las ecuaciones 3.1.1 y 3.1.2, para obtener:

1

2
[N,N ]FN − ıTNN = TN −NTN = 0,

[N,TN ]FN +
1

2
[TN , TN ]RN = 0.

Y para la segunda es un cálculo análogo haciendo K = 0 y L = −TN .

Notemos que cuando N es un tensor de Nijenhuis, automáticamente ImN es in-
volutiva, pues en este caso [N(X), N(Y )] = N([N(X), Y ]+[X,N(Y )]−N([X,Y ]))
para todo X,Y ∈ ΓTM . Y si se tiene que KerN y ImN son involutivas, se sigue
que N es un tensor de Nijenhuis.

Corolario 3.6. Sea N ∈ Ω1(M ;TM) tal que N2 = N y TN = 0. Entonces, la
derivación dada por D = LId−N ∈ Der1Ω(M) es un operador de cohomoloǵıa, esto
es D2 = 0.

Demostración. Primero observemos que (Id−N)2 = Id−N . Además, si X,Y ∈
X̄M , tenemos

[(Id−N)(X), (Id−N)(Y )] = [X,Y ]− [NX,Y ]− [X,NY ] + [NX,NY ]
= [X,Y ]− [NX,Y ]− [X,NY ]

+N([X,NY ] + [NX,Y ]− [X,Y ])
= (Id−N)([X,Y ]− [NX,Y ]− [X,NY ]),

es decir, Im(Id − N) es involutiva. Por útlimo, usando la identidad [Id,N ]FN =
−[N, Id]FN , obtenemos

TId−N =[Id−N, Id−N ]FN

=[Id, Id]FN − [N, Id]FN − [Id,N ]FN + [N,N ]FN

=0,

El resultado se sigue del Teorema 3.5.
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Aplicando los resultados del Caṕıtulo 2 (ecuación (2.2.3)), podemos definir un
algebroide de Lie inducido por el operador D = LN − ıTN como sigue.

Teorema 3.7. Sea N ∈ Ω1(M ;TM) tal que N2 = N y ImN es involutiva.
Entonces, existe una estructura de algebroide de Lie (TM, q, [| , |]) con aplicación
ancla q = N y corchete

[|X,Y |] = [X,Y ]N + TN (X,Y ),

donde [ , ]N denota el corchete deformado (Definición 2.5).

Notemos que, este resultado es válido también en el tangente complexificado y
que, el corchete en TM construido de esta manera es dado por la suma del corchete
deformado [ , ]N y la torsión TN . Otra expresión útil para este corchete es

[|X,Y |] = [NX,NY ] + (Id−N)([NX,Y ] + [X,NY ]) . (3.2.3)

3.2.1 Relación con la diferencial exterior foliada

Sea F una foliación regular en una variedad M y TF ⊂ TM su haz tangen-
te. Denotemos por j : TF ↪→ TM la inyección canónica. A cualquier foliación
podemos asociarle un algebroide de Lie de dos maneras.

(a) El espacio de las secciones tangentes Γ(TF) es cerrado con respecto al corchete
de campos vectoriales enM , por la integrabilidad de F , luego, tiene un corchete
(foliado) natural [·, ·]F , que es justo la restricción del corchete de Lie a F .
Entonces,

(E = TF , [·, ·]F , q = j : TF ↪→ TM) ,

es un algebroide de Lie, llamado el algebroide de Lie de la foliación F . En
este caso, el operador de cohomoloǵıa correspondiente es la diferencial exterior
foliada dF : Γ(ΛpT ∗F) → Γ(Λp+1T ∗F), que da lugar a la cohomoloǵıa de De
Rham foliada

(b) Sea H una conexión de Ehresmann en M complementaria a la distribución
TF ([26]), esto es, TM = H ⊕ TF . Denotemos por γ la proyección asociada
F , γ : H⊕TF → TF , H = ker γ y TF = Imγ. Se sigue que γ es una 1−forma
valuada vectorial tal que γ2 = γ, y entonces la curvatura de la conexión se
define como la torsión de Nijenhuis

R =
1

2
[γ, γ]FN = Tγ .
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En TM podemos construir el algebroide de Lie dado por el Teorema 3.7. En
este caso, la expresión expĺıcita del corchete puede ser calculada:

[X,X ′]γ = 0 , para todo X,X ′ ∈ H,
[X,Y ]γ = [X,Y ]− γ[X,Y ] , para todo X ∈ H, Y ∈ Γ(TF),

[Y,X]γ = [Y,X]− γ[Y,X] , para todo X ∈ H, Y ∈ Γ(TF)

[Y, Y ′]γ = [Y, Y ′] , para todo Y, Y ′ ∈ Γ(TF) .

La aplicación ancla, es dada por q = γ. Esta estructura coincide con la anterior
si la restringimos a Γ(TF), independiente de la elección de la conexión γ.

La escisión inducida por γ, TM = H⊕TF , define una bigradación en Ω(M). Una
forma diferencial ω en una variedad foliada se dice de tipo (p, q) si tiene grado p+q
y ω(X1, . . . , Xp+q) = 0 siempre que los argumentos contengan más de q campos
vectoriales en Γ(TF), o más de p en H. De acuerdo a esta bigradación, tenemos
una descomposición de la diferencial exterior en M ,

d = d1,0 + d2,−1 + d0,1 , (3.2.4)

donde di,j : Ωp,q(M)→ Ωp+i,q+j(M).

Observación 6. Denotemos por h : Γ(ΛT ∗F)→ Γ(ΛH0) la identificación natural,
notemos que d0,1 es una extensión γ−dependiente de la diferencial exterior foliada,
esto es,

(d0,1 ◦ h)ω = (h ◦ dF )ω ,

para todo ω ∈ Γ(ΛT ∗F).

La descomposición de Frölicher-Nijenhuis de los operadores que aparecen en
(3.2.4) se pueden calcular.

d1,0 = LId−γ + ı2R,

d0,1 = Lγ − ıR,
d2,−1 = −ıR .

De (3.2.4) y d2 = 0, se sigue que

d2
0,1 = 0 = d2

2,−1 .

Además, la derivación d1,0 es operador de cohomoloǵıa si y sólo si la curvatura
de la conexión γ es nula.
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Teorema 3.8. El operador de cohomoloǵıa asociado al algebroide de Lie en TM
descrito en (b), es dado por

D = d0,1 .

Además, el algebroide de Lie de la foliación F y la restricción a TF de el alge-
broide de Lie asociado a la conexión γ en TM , coinciden. Consecuentemente, los
complejos asociados a los operadores de cohomoloǵıa dF y d0,1|Γ(ΛH0) son isomor-
fos.

Demostración. La primera afirmación es una consecuencia del Teorema 2.2 y de la
Sección 2.1.2. La segunda de los resultados precedentes junto con la Observación
6.

3.2.2 Algebroides de Lie complejos asociados a estructuras com-
plejas

Construiremos un endomorfismo idempotente a partir de una estructura com-
pleja para después aplicar el Teorema 3.5 y obtener un algebroide complejo.

Recordemos que una estructura casi-compleja en una variedad M es una
1−forma J ∈ Ω1(M ;TM) tal que J2 = −IdTM . Para poder diagonalizar el endo-
morfismo J , trabajaremos en el haz tangente complexificado TCM , y extendemos
por C−linealidad todos los endomorfismos reales y operadores diferenciales en TM
(con abuso de notación, denotaremos estas extensiones con los mismos śımbolos
que sus análogos reales). El corchete de Lie de campos vectoriales también puede
extenderse por C−linealidad.

La estructura casi-compleja J se dice integrable si su torsión de Nijenhuis es
cero, esto es, para todo X,Y ∈ X̄M ,

TJ(X,Y ) =
1

2
[J, J ]FN (X,Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X,Y ] = 0.

El Teorema de Newlander-Nirenberg establece que esto pasa si y sólo si M tiene
estructura de variedad compleja.

De la condición J2 = −IdTM , sabemos que J tiene eigenvalores ±i. Si definimos
los operadores de proyección

p± :=
1

2
(Id∓ iJ) : TCM → TCM,

obtenemos las propiedades usuales

(p±)2 = p±,

p+ + p− = IdTCM ,

p+ ◦ p− = 0 = p− ◦ p+ ,
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que determinan una descomposición TCM = T+M ⊕ T−M , donde

ΓT±M = {Z ∈ ΓTCM : JZ = ±iZ}.

Notemos que Imp± = T±M , y ker p± = T∓M , y que si Z ∈ ΓT+M , entonces su
conjugado complejo Z̄ ∈ ΓT−M (y viceversa).

Necesitaremos los siguientes resultados técnicos.

Lema 3.9. Sea J ∈ Ω1(M ;TM) una estructura casi-compleja en M , y sea TJ su
torsión de Nijenhuis. Si TJ = 0, entonces su extensión compleja también satisface
TJ = 0.

Demostración. Sea Z = X + iY,W = X ′ + iY ′. Un cálculo sencillo nos muestra
que

TJ(Z,W ) = [JZ, JW ]− J [JZ,W ]− J [Z, JW ]− [Z,W ]

= TJ(X,X ′)− TJ(Y, Y ′) + i(TJ(Y,X ′) + TJ(X,Y ′)).

Proposición 3.10. Una estructura casi-compleja J ∈ Ω1(M ;TM) es integrable
si y sólo si [T+M,T+M ] ⊂ T+M , esto es, la distribución definida por ΓT+M es
involutiva.

Demostración. Consideremos primero el caso de J ∈ Ω1(M ;TM) integrable. Por
el lema 3.9, si TJ = 0, entonces también TJ = 0. Si Z,W ∈ ΓT+M , tenemos
JZ = iZ y JW = iW , aśı

0 = TJ(Z,W ) = [iZ, iW ]− J [iZ,W ]− J [Z, iW ]− [Z,W ]

= −[Z,W ]− iJ [Z,W ]− iJ [Z,W ]− [Z,W ]

= −2([Z,W ] + iJ [Z,W ]),

esto es J [Z,W ] = −1
i [Z,W ] = i[Z,W ], luego [Z,W ] ∈ ΓT+M .

Rećıprocamente, si asumimos que [Z,W ] es un campo vectorial en T+M siem-
pre que Z,W lo son. Dados campos vectoriales arbitarios X,Y ∈ ΓTM , podemos
reescribirlos en la forma X = Z + Z̄, Y = W + W̄ para algunos Z,W ∈ ΓT+M .
Entonces, se demuestra fácilmente que TJ(Z, W̄ ) = TJ(Z̄,W ) = 0, y

TJ(X,Y ) = TJ(Z,W ) + TJ(Z̄, W̄ ).

Para campos vectoriales en ΓT+M sabemos que TJ(Z,W ) = −2([Z,W ] +
iJ [Z,W ]), y, como [Z,W ] es holomorfo por hipótesis, J [Z,W ] = i[Z,W ]. Por
tanto TJ(Z,W ) = −2([Z,W ] + i2[Z,W ]) = 0. Un cálculo similar muestra que
TJ(Z̄, W̄ ) = 0, y concluimos que J es integrable.
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Ahora estamos listos para construir un algebroide de Lie canónico asociado a
una variedad compleja. Recordemos (ver [36]) que un algebroide de Lie complejo
sobre la variedad M es dado por un haz vectorial complejo E sobre M dotado con
una estructura de álgebra de Lie compleja en el espacio de secciones ΓE, junto con
una aplicación de haces q : E → TCM (aplicación ancla) que satisfacen la regla de
Leibniz

[A, fB] = f [A,B] + (qA)(f)B,

para cualesquiera A,B ∈ ΓE, y f : M → C diferenciable. El principal ejemplo de
algebroide de Lie complejo es dado por la inclusión q : T+M ↪→ TCM del subhaz
ΓT+M en una variedad compleja. Notemos que el haz vectorial en este caso es
E = T+M , no TCM .

Observación 7. Nosotros queremos usar la propiedad (p+)2 = p+ del operador de
proyección p+ = 1

2(Id−iJ), y los resultados anteriores para construir un algebroide
en el cual p+ será la aplicación ancla, y todo TCM el haz correspondiente.

Sin embargo, como Imp+ debe ser involutiva, la Proposición 3.10 nos restringe
a variedades complejas.

Nuestro resultado principal entonces, es el siguiente.

Teorema 3.11. Sea J ∈ Ω1(M ;TM) una estructura compleja en una variedad M .
Entonces existe una estructura de algebroide de Lie complejo en M , (TCM, q, [[ , ]]),
donde la aplicación ancla es q = p+ = 1

2(Id− iJ), y el corchete

[[Z,W ]] = [Z,W ]p+ =
1

2
([Z,W ]− i[Z,W ]J).

Demostración. Primero probemos que

Tp+ = −1

4
TJ ,

Sean Z,W ∈ X̄C(M),

Tp+(Z,W ) = [p+Z, p+W ]− p+[p+Z,W ]− p+[Z, p+W ] + (p+)2[Z,W ]
= [1

2(Id− iJ)Z, 1
2(Id− iJ)W ]− 1

2(Id− iJ)[1
2(Id− iJ)Z,W ]

−1
2(Id− iJ)[Z, 1

2(Id− iJ)W ] + (1
2(Id− iJ))2[Z,W ]

= 1
4 ([Z,W ]− [ZiJ(W )]− [iJ(Z),W ] + [iJ(z), iJ(W )]
−[Z,W ] + [iJ(Z),W ] + iJ([Z,W ])− iJ([iJ(Z),W ])
−[Z,W ] + [Z, iJ(W )] + iJ([Z,W ])− iJ([Z, J(W )])
+[Z,W ]− iJ([Z,W ])− iJ([Z,W ])− (iJ)2([Z,w])

)
= −1

4

(
[J(Z), J(W )]− J([J(Z),W ])− J([Z, J(W )] + J2([Z,W ]))

)
= −1

4TJ(Z,W )
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De acuerdo con el Teorema 3.7, el endomorfismo idempotente p+ induce un
algebroide de Lie TCM → TCM donde la aplicación ancla es precisamente q = p+,
y el corchete [[Z,W ]] = [Z,W ]p+ + Tp+ . Pero, lo dicho en la Observación 7 implica
que Tp+ = 0, aśı el corchete es simplemente

[[Z,W ]] = [Z,W ]p+ .

Un cálculo sencillo muestra además que

[Z,W ]p+ =
1

2
([Z,W ]− i[Z,W ]J).

Notemos que, este algebroide es diferente al que se obtiene aplicando la Propo-
sición 2.14, donde el corchete resultante es [|Z,W |] = [Z,W ]J (esto es, la extensión
C−lineal de [ , ]J a TCM).

Observación 8. La prueba se extiende de manera trivial al caso de un endomor-
fismo J ∈ Ω1(M ;TM) tal que J2 = −ε2IdTM con ε ∈ R− {0}.

3.2.3 Algebroides asociados a estructuras producto

Aqúı construiremos un endomorfismo idempotente a partir de una estructura
producto, para después poder aplicar el Teorema 3.5 y obtener un algebroide de
Lie.

Consideremos ahora una estructura casi-producto en una variedad M , esto
es, un endomorfismo de haces vectoriales P : TM → TM tal que P 2 = IdTM .
Este define dos operadores de proyección asociados a sus eigenvalores λ = ±1,
p± := 1

2(Id ± P ). Tenemos una descomposición del haz tangente análogo al caso
complejo, TM = T+M ⊕ T−M , donde, esta vez, T±M = Imp±.

Un resultado básico es que las distribuciones complementarias T±M son inte-
grables si y sólo si P es integrable, en el sentido de tener torsión de Nijenhuis nula
(ver [10]), esto es, T±M son integrables si y sólo si P es una estructura producto.
En este caso, ambos T±M son involutivos. Un cálculo simple muestra que

Tp± =
1

4
TP ,
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en efecto, sean X,Y ∈ X̄M , se tiene

Tp±(X,Y ) = [p±X, p±Y ]− p±[p±X,Y ]− p±[X, p±Y ] + (p±)2[X,Y ]
= [1

2(Id± P )X, 1
2(Id± P )Y ]− 1

2(Id± P )[1
2(Id± P )X,Y ]

−1
2(Id± P )[X, 1

2(Id± P )Y ] + (1
2(Id± P ))2[X,Y ]

= 1
4 ([X,Y ]± [X,P (Y )]± [P (X), Y ] + [P (X), P (Y )]
−[X,Y ]∓ [P (X), Y ]∓ P ([X,Y ])− P ([P (X), Y ])
−[X,Y ]∓ [X,P (Y )]∓ P ([X,Y ])− P ([X,P (Y )])
+[X,Y ]± P ([X,Y ])± P ([X,Y ]) + P 2([X,Y ])

)
= 1

4

(
[P (X), P (Y )]− P ([P (X), Y ])P ([X,P (Y )] + P 2([X,Y ]))

)
= 1

4TP (X,Y ),

por lo tanto, en el caso de una estructura producto tenemos Tp− = 0.

Por la Proposición 2.14, dada una estructura producto en M podemos construir
un agebroide de Lie inducido por el operador D = LP . El corchete es entonces el
corchete deformado,

[|X,Y |] = [X,Y ]P .

Como ya sabemos, el algebroide de Lie obtenido de esta manera es isomorfo al
algebroide trivial en TM (recordemos la Proposición 2.17). Sin embargo, es posible
definir otra estructura de algebroide de Lie.

Teorema 3.12. Sea P ∈ Ω1(M ;TM) una estructura producto en una variedad
M . Entonces existe una estructura de algebroide de Lie en M , (TM, q, [[ , ]]), donde
la aplicación ancla es q = p− = 1

2(Id− P ), y el corchete

[[X,Y ]] = [X,Y ]p− =
1

2
([X,Y ]− [X,Y ]P ).

Demostración. Esta afirmación no es más que un corolario del Teorema 3.7. La
última ecuación es un cálculo sencillo, pues sabemos que, para X,Y ∈ X̄M , el
corchete es [[X,Y ]] = [X,Y ]p− + Tp−(X,Y ), pero ya vimos que Tp−(X,Y ) = 0, y
desarrollando el otro término obtenemos:

[X,Y ]p− = [p−(X), Y ] + [X, p−(Y )]− p−[X,Y ]
= 1

2 ([X,Y ]− [PX, Y ] + [X,Y ]− [X,PY ]− [X,Y ] + P [X,Y ])
= 1

2 ([X,Y ]− [X,Y ]P ) .

Observación 9. El teorema aplica también al caso de un operador P ∈
Ω1(M ;TM) tal que P 2 = ε2IdTM , con ε ∈ R− {0}.
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3.2.4 Algebroide de Lie asociado a la estructura tangente canóni-
ca y a una conexión

Recordemos que, como hemos visto en la Sección 1.3, en una variedad del tipo
TM , tenemos una estructura tangente canónica, denotada J , y además también
tenemos el campo vectorial de Euler, denotado C.

Recordemos también que una conexión (no lineal) Γ en TM es una forma
valuada vectorial Γ ∈ Ω1(TM ;TTM) tal que

J ◦ Γ = J = −Γ ◦ J.

Una propiedad básica de una conexión es que ésta define una estructura casi-
producto en TM , esto es,

Γ2 = IdTTM ,

de tal manera que el eigenhaz correspondiente al eigenvalor λ = −1 es precisamente
la distribución vertical. En otras palabras, si definimos los proyectores

h =
1

2
(IdTTM + Γ),

v =
1

2
(IdTTM − Γ),

tenemos VTM = Imv, y TTM = Imv ⊕ Imh. Ver Sección 1.4.

Notemos que la distribución vertical es integrable (Imv es involutiva), mientras
que, en general, la distribución horizontal no lo es, como es bien conocido, una
condición necesaria y suficiente para que esto suceda es que la curvatura de la
conexión sea nula.

Por lo tanto, esperamos ser capaces de aplicar los resultados de 2.2 para cons-
truir un algebroide de Lie donde el haz vectorial sea E = TTM , y la aplicación
ancla v.

Teorema 3.13. Sea M una variedad y J la estructura tangente canónica en TM .
Sea Γ ∈ Ω1(TM ;TTM) una conexión en TM . Entonces, existe una estructura de
algebroide de Lie en TM , (TTM, q, [[ , ]]), donde la aplicación ancla es q = v =
1
2(IdTTM − Γ) y el corchete

[[A,B]]Γ =
1

2
([A,B]− [A,B]Γ) +

1

4
TΓ(A,B). (3.2.5)

Demostración. Este resultado es consecuencia directa del Teorema 3.7, haciendo
N = v. Sólo hay que probar que Tv(A,B) = 1

4TΓ(A,B) para todo A,B ∈ X̄TM .
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Lo cual se sigue de cálculos directos.

Tv(A,B) = [v(A), v(B)]− v([v(A), B])− v([A, v(B)]) + v2([A,B])
= [1

2(Id− Γ)A, 1
2(Id− Γ)B]− 1

2(Id− Γ)[1
2(Id− Γ)A,B]

−1
2(Id− Γ)[A, 1

2(Id− Γ)B] + (1
2(Id− Γ))2[A,B]

= 1
4 ([A,B]− [A,Γ(B)]− [Γ(A), B] + [Γ(A),Γ(B)]
−[B,A] + [Γ(A), B] + Γ([A,B])− Γ([Γ(A), B])
−[A,B] + [A,Γ(B)] + Γ([A,B])− Γ([A,Γ(B)])
+[A,B]− Γ([A,B])− Γ([A,B]) + Γ2([A,B])

)
= 1

4

(
[Γ(A),Γ(B)]− Γ([Γ(A), B])− Γ([A,Γ(B)] + Γ2([A,B]))

)
= 1

4TΓ(A,B),

y

[A,B]v =[vA,B] + [A, vB]− v[A,B]

=
1

2
([A− ΓA,B] + [A,B − ΓB]− [A,B] + Γ[A,B])

=
1

2
([A,B]− [ΓA,B]− [A,ΓB] + Γ[A,B])

=
1

2
([A,B]− [A,B]Γ).

Un método fácil para obtener conexiones en TM es eligiendo un semispray.
Recordemos que un semispray (o ecuación diferencial de segundo orden, ver [1])
en M es un campo vectorial S ∈ X̄TM , tal que

J ◦ S = C, (3.2.6)

donde J es la estructura tangente canónica (1.9) y C el campo de Euler (1.8).

Para cualquier semispray S, el endomorfismo Γ = −LSJ es una conexión en
TM , con proyectores asociados

h =
1

2
(IdTTM − LSJ)

v =
1

2
(IdTTM + LSJ).

para más detalles consultar (ver [1, 10]) .

Observación 10. Esta relación entre semisprays y conexiones se ha utilizado en
f́ısica para estudiar el problema inverso de la dinámica Lagrangiana [7], sistemas
Lagrangianos degenerados [3], o la mecánica y geometŕıa de haces tangentes de
orden superior [9].
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Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.14. Sea M una variedad y J la estructura tangente canónica en TM .
Sea S ∈ X̄TM un semispray en M . Entonces, existe una estructura de algebroide de
Lie en TM , (TTM, q, [[ , ]]), donde la aplicación ancla es q = v = 1

2(IdTTM +LSJ)
y el corchete

[[A,B]] =
1

2
([A,B]− [A,LSB]J − [B,LAS]J + [S, [A,B]J ]) +

1

4
TLSJ(A,B)

(3.2.7)
para cualesquiera A,B ∈ X̄TM .

Demostración. Tengamos en cuenta (3.2.6) y recordemos que para cualquier X ∈
X̄TM ,

(LSJ)X =[S, JX]− J [S,X]

=[S,X]J − [JS,X]

=[S,X]J − [C,X],

esto es, ΓX = [C,X]− [S,X]J .
Ahora calculemos −[A,B]Γ para A,B ∈ X̄TM , pues lo que sigue es sustituir lo que
resulta en (3.2.5),

−[A,B]Γ = [Γ(A), B] + [A,Γ(B)]− Γ[A,B]
−[[C,A], B] + [[JS,A] + [S, JA]− J [S,A], B]
−[[B,C], A] + [A, [JS,B] + [S, JB]− J [S,B]]
−[[A,B], C]− [JS, [A,B]]− [S, J [A,B]] + J [S, [A,B]]

= −[JB, [A,S]] + [S, [A, JB]] + [S, [JA,B]]− [B, J [A,S]]
+[A, [JS,B]] + [A, [S, JB]]− [A, J [S,B]]
−[JS, [A,B]]− [S, J [A,B]] + J [B, [A,S]] + J [A, [S,B]]

= −[A,LSB]J − [B,LAS]J + [S, [A,B]J ].

Aśı, finalmente tenemos

[[A,B]] =
1

2
([A,B]− [A,B]Γ) +

1

4
TΓ(A,B)

=
1

2
([A,B]− [A,LSB]J − [B,LAS]J + [S, [A,B]J ]) +

1

4
TLSJ(A,B).
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones

En esta caṕıtulo aplicaremos los resultados obtenido a lo largo del trabajo
a algunos sistemas Lagrangianos y con esto, obtendremos los algebroides de Lie
correspondientes.

4.1 Conexiones y algebroides de Lie

Recordemos que, dado un corchete de Lie, [ , ], y un endomorfismo, N , en ΓE
se define el corchete deformado por N mediante

[X,Y ]N = [N(X), Y ] + [X,N(Y )]−N([X,Y ]) (4.1.1)

para X,Y ∈ ΓE.

Recordemos también el siguiente resultado (Teorema 3.13): Cada conexión Γ ∈
Ω1(TM ;TTM) en TM induce una estructura de algebroide de Lie en TM ,

(TTM, q, [[, ]]Γ), (4.1.2)

donde la aplicación ancla es q = v = 1
2(IdTTM − Γ) y el corchete

[[A,B]]Γ =
1

2
([A,B]− [A,B]Γ) +

1

4
TΓ(A,B). (4.1.3)

Más aún, se tiene que el algebroide (4.1.2) es regular y el álgebra de Lie de
isotroṕıa, gz = kerqz, es conmutativa para todo z ∈ TM . Para probar esta última
afirmación, veremos el siguiente lema.

Sea U ⊂ M un abierto con coordenadas locales {xi} y denotemos {xi, yi}
las coordenadas inducidas en TM . Consideremos

{
δ
δxi
, ∂
∂yj

}
la base de Γ(TTM)

definida por (1.15).

59
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Lema 4.1. Sea Γ una conexión. En la base local
{

δ
δxi
, ∂
∂yj

}
, el corchete (4.1.3)

está dado por: [[
δ

δxi
,
δ

δxj

]]
Γ

= 0,[[
δ

δxi
,
∂

∂yj

]]
Γ

= 0,[[
∂

∂yi
,
∂

∂yj

]]
Γ

= 0.

(4.1.4)

Donde δ
δxi

se define mediante (1.15). Además, se tiene que

q

(
δ

δxi

)
= 0, q

(
∂

∂yi

)
=

∂

∂yi
. (4.1.5)

Demostración. Recordemos que en la base local
{

δ
δxi
, ∂
∂yj

}
, la conexión Γ, tiene

la forma (1.17). Luego

Γ
(
δ
δxi

)
= δ

δxi
,

[
δ
δxi
, δ
δxj

]
= 0,

[
Γ
(
δ
δxi

)
, δ
δxj

]
= 0,[

δ
δxi
, δ
δxj

]
Γ

= 0, TΓ

(
δ
δxi
, δ
δxj

)
= 0,

de donde [[
δ

δxi
,
δ

δxj

]]
Γ

= 0.

Análogamente

Γ
(

∂
∂yi

)
= − ∂

∂yi

[
∂
∂yi
, ∂
∂yj

]
= 0

[
Γ
(

∂
∂yi

)
, ∂
∂yj

]
= 0[

∂
∂yi
, ∂
∂yj

]
Γ

= 0 TΓ

(
∂
∂yi
, ∂
∂yj

)
= 0,

lo cual implica que [[
∂

∂yi
,
∂

∂yj

]]
Γ

= 0.

Y finalmente[
δ
δxi
, ∂
∂yj

]
= −1

2
∂Γri
∂yj

∂
∂yr

[
Γ
(
δ
δxi

)
, ∂
∂yj

]
= −1

2
∂Γri
∂yj

∂
∂yr ,[

δ
δxi
,Γ
(

∂
∂yj

)]
= 1

2
∂Γri
∂yj

∂
∂yr , Γ

([
δ
δxi
, ∂
∂yj

])
= 1

2
∂Γri
∂yj

∂
∂yr ,[

δ
δxi
, ∂
∂yj

]
Γ

= −1
2
∂Γri
∂yj

∂
∂yr , TΓ

(
∂
∂yi
, ∂
∂yj

)
= 0,
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y aśı concluimos que [[
δ

δxi
,
∂

∂yj

]]
Γ

= 0.

Obsérvese que

kerqx = Hx = span

{
δ

δxi

}
e Imqx = Vx = span

{
∂

∂yi

}
.

De esto se siguen las afirmaciones (4.1.5).

Observación 11. Por el “local splitting theorem”(Teorema 1.8), cada algebroide
de Lie tiene localmente una forma normal, es decir, alrededor de un punto dado es
isomorfo al producto de un algebroide tangente y otro algebroide cuyo rango en el
origen es 0 . En el caso de un algebroide inducido por una conexión fija (Teorema
3.13), las relaciones (4.1.4) y (4.1.5) presentan una realización del “local splitting
theorem”para el algebroide (4.1.2).

4.2 Algebroide de Lie inducido por conexiones adap-
tadas

Como consecuencia de los Teoremas 1.36 y 3.13, tenemos el siguiente resultado
que nos será útil más adelante.

Teorema 4.2. Sea S un semispray tal que S|M = 0 . Entonces, existe una estruc-
tura de algebroide de Lie (TTM, q, [[, ]]Γ̃) con q = v = 1

2(Id− Γ̃) y corchete

[[X,Y ]]Γ̃ = [[X,Y ]]ΓS −
1

2
[X,Y ]∆ +

1

4
T∆(X,Y )

− 1

4
(∆[X,Y ]ΓS + ΓS([X,Y ]∆ − [ΓS(X),∆(Y )]− [∆(X),ΓS(Y )]) .

(4.2.1)

Donde Γ̃ es una conexión tal que ξΓ̃ = S y [[X,Y ]]ΓS es

[|X,Y |]ΓS =
1

2
([A,B]− [A,B]ΓS ) +

1

4
TΓS (A,B)

(por (3.2.5)).

Demostración. La conexión Γ̃ existe por el Teorema 1.36, y es de la forma Γ̃ =
ΓS + ∆ con ∆ una 1-forma semibásica, y el Teorema 3.13 nos da la estructura del
algebroide.
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Es claro que la aplicación ancla es q = v = 1
2(Id− Γ̃). Para el corchete necesi-

tamos algunos cálculos.
Sean X,Y ∈ X̄TM , debido a que Γ̃ = ΓS + ∆, tenemos que

TΓ̃(X,Y ) = [Γ̃(X), Γ̃(Y )]− Γ̃([Γ̃(X), Y ])− Γ̃([X, Γ̃(Y )]) + (Γ̃)2([X,Y ])
= [(ΓS + ∆)(X), (ΓS + ∆)(Y )]− (ΓS + ∆)([(ΓS + ∆)(X), Y ])
−(ΓS + ∆)([X, (ΓS + ∆)(Y )]) + (ΓS + ∆)2([X,Y ])

= [ΓS(X),ΓS(Y )] + [ΓS(X),∆(Y )] + [∆(X),ΓS(Y )]
+[∆(X),∆(Y )]− ΓS([ΓS(X), Y ])− ΓS([∆(X), Y ])
−∆([ΓS(X), Y ])−∆([∆(X), Y ])− ΓS([X,ΓS(Y )])
−ΓS([X,∆(Y )])−∆([X,ΓS(Y )])−∆([X,∆(Y )])
+Γ2

S([X,Y ]) + ΓS(∆([X,Y ])) + ∆(ΓS([X,Y ])) + ∆2([X,Y ])
= TΓS (X,Y ) + T∆(X,Y ) + [ΓS(X),∆(Y )]

+[∆(X),ΓS(Y )]− ΓS([X,Y ]∆)−∆([X,Y ]ΓS ).

Y como [X,Y ]Γ̃ = [X,Y ]ΓS + [X,Y ]∆, al final,

[[X,Y ]] = 1
2

(
[X,Y ]− [X,Y ]Γ̃

)
+ 1

4TΓ̃(X,Y )
= 1

2 ([X,Y ]− [X,Y ]ΓS − [X,Y ]∆)
+1

4 (TΓS (X,Y ) + T∆(X,Y ) + [ΓS(X),∆(Y )]
+[∆(X),ΓS(Y )]− ΓS([X,Y ]∆)−∆([X,Y ]ΓS ))

= [[X,Y ]]ΓS − 1
2 [X,Y ]∆ + 1

4T∆(X,Y )− 1
4∆[X,Y ]ΓS

−1
4 (ΓS([X,Y ]∆ − [ΓS(X),∆(Y )]− [∆(X),ΓS(Y )]) .

4.3 Semispray asociado a sistemas Lagrangianos

Comenzaremos con algunas definiciones. Sea U ⊂M un abierto con coordena-
das locales {xi} y denotemos {xi, yi} las coordenadas inducidas en TM .

Un Lagrangiano diferencial es una aplicación L : TM → R de clase C∞ en TM .

El Hessiano de un Lagrangiano diferencial, con respecto a yi, tiene los elementos

gij =
1

2

∂2L

∂yi∂yj
.

El conjunto de funciones gij(x, y) son componentes de un tensor simétrico cova-
riante de orden 2.

Un Lagrangiano L se llama regular si rank(gij) = n en T̃M = TM \ {0}.
Es decir, si det(gij) 6= 0, por tanto, si un Lagrangiano es regular, la matriz (gij)

es invertible y a los elementos de la matriz inversa los denotaremos por gij .
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Un espacio Lagrangiano es un par (M,L(x, y)), donde M es una variedad n-
dimensional y L un Lagrangiano regular para el cual el tensor gij tiene signatura

constante en T̃M .

En un espacio Lagrangiano el tensor (gij) se llama tensor métrico.

A continuación veremos dos maneras (equivalentes) de definir el semispray
asociado a un sistema Lagrangiano.

4.3.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son las condiciones bajo las cuales cierto tipo
de problema variacional alcanza un extremo. Aparecen sobre todo en el contexto de
la mecánica clásica en relación con el principio de mı́nima acción aunque también
aparecen en teoŕıa clásica de campos (electromagnetismo, teoŕıa general de la
relatividad).

Cosnideremos un espacio Lagrangiano (M,L(x, y)). Se llama operador de
Euler-Lagrange a

Ei :=
∂

∂xi
− d

dt

∂

∂yi
.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son entonces

Ei(L) = 0,
dxi

dt
= yi.

Tenemos un resultado importante, para su prueba consultar [27].

Teorema 4.3. Si Ln = (M,L(x, y)) es un espacio Lagrangiano, entonces el siste-
ma de ecuaciones diferenciales

gijEj(L) = 0, yi =
dxi

dt

se puede escribir de la siguiente forma

d2xi

dt2
+ 2Gi

(
x,
dx

dt

)
= 0, yi =

dxi

dt

donde

Ei(L) =
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂yi
,

2Gi(x, y) =
1

2
gij
{

∂2L

∂yj∂xk
yk − ∂L

∂xj

}
.
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Este Teorema nos dice que las ecuaciones de Euler-Lagrange para un espacio
Lagrangiano están dadas por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden. Dichas ecuaciones son curvas integrales de:

S = yi
∂

∂xi
− 2Gi(x, y)

∂

∂yi
,

es decir, determinan un semispray, llamado semispray canónico del espacio La-
grangiano y expĺıcitamente es:

S = yi
∂

∂xi
+

1

2
gij
(
∂L

∂xj
− ∂2L

∂yj∂xk
yk
)

∂

∂yi
. (4.3.1)

Este semispray es global.

Corolario 4.4. Si Ln = (M,L(x, y)) es un espacio Lagrangiano, entonces existe
un semispray intŕınseco asociado a L, localmente definido por (4.3.1).

4.3.2 Forma simpléctica

Sea L ∈ C∞TM . Se define la siguiente 2-forma en TM

ωL = −dLJL, (4.3.2)

donde J es la estructura tangente canónica (1.9). Se tiene el siguiente resultado
(ver [10])

Proposición 4.5. La forma ωL es una forma simpléctica en TM si y sólo si para

cualquier sistema de coordenadas (xi, yi), la matriz Hessiana
(

∂2L
∂yi∂yj

)
es de rango

máximo.

La demostración es consecuencia de la siguiente representación local para ωL.

ωL =
1

2

(
∂2L

∂xi∂yj
− ∂2L

∂yi∂xj

)
dxi ∧ dxj +

∂2L

∂yi∂yj
dyi ∧ dxj ,

Ahora, sea Ln = (M,L(x, y)) un espacio Lagrangiano, entonces L es regular, luego,
por la proposición anterior, ωL es simpléctica, en particular no degenerada y se
sigue que la ecuación

ıSωL = dEL (4.3.3)

admite una única solución SL, i.e, ıSLωL = dEL, donde EL = C(L) − L es la
función de enerǵıa asociada a L . Además se tiene lo siguiente.
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Proposición 4.6. El campo Hamiltoniano SL definido por (4.3.3) es un semis-
pray.

Para la prueba de esta Proposición consultar [10].

Ahora, si SL es el semispray dado por (4.3.3), localmente tenemos

SL = yi
∂

∂xi
+ Si

∂

∂yi
,

luego

ıSLωL =

(
∂2L

∂xi∂yj
yj − ∂2L

∂xj∂yi
yj − ∂2L

∂yi∂yj
Sj
)
dxi +

∂2L

∂yi∂yj
yjdyi,

por otro lado

EL = yj
∂L

∂yj
− L,

y por tanto

dEL =

(
∂2L

∂xi∂yj
yj − ∂L

∂xi

)
dxi +

∂2L

∂yi∂yj
yjdyi,

como ıSLωL = dEL, obtenemos que

∂2L

∂yi∂yj
Sj =

∂L

∂xi
− ∂2L

∂xj∂yi
yj

para 1 ≤ i ≤ n. Y como
(

∂2L
∂yi∂yj

)
es invertible, resulta que podemos conocer los

coeficientes de SL:

Sj =

(
∂2L

∂yi∂yj

)−1(
∂L

∂xi
− ∂2L

∂xk∂yi
yk
)

1 ≤ i ≤ n,
y entonces, el semispray SL tiene la siguiente forma

SL = yi
∂

∂xi
+

(
∂2L

∂yi∂yj

)−1(
∂L

∂xi
− ∂2L

∂xk∂yi
yk
)

∂

∂yj
. (4.3.4)

Queremos saber cuándo para este semispray existe una conexión no lineal Γ̃
tal que ξΓ̃ = SL, y de acuerdo con el Teorema 1.36, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.7. Sea SL el semispray definido por (4.3.3). Las siguientes condi-
ciones son equivalentes.
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1. SL tiene una conexión adaptada Γ̃

2. SL|M = 0

3. dL|M = 0 = ı∗(dL) = 0. Donde ı : M ↪→ TM denota la sección cero del haz
tangente.

Demostración. Como

SL|M =

((
∂2L

∂yi∂yj

)−1(
∂L

∂xi

)
∂

∂yj

)
|M ,

se tiene que SL|M = 0 si y sólo si ∂L
∂xi
|M = dL|M = 0.

Observación 12. Notemos que el semispray definido de manera global por la
forma simpléctica ωL, (4.3.4), coincide con el semispray canónico del sistema La-
grangiano, (4.3.1).

4.3.3 Generalizaciones

Sea L ∈ C∞TM regular y denotemos π la proyección TM → M . Definimos la
siguiente 2-forma en TM

ωL = −dLJL.

Sabemos ωL es una forma simpléctica y que la ecuación

ıSωL = dEL, (4.3.5)

donde EL = C(L)− L, admite una única solución SL. Ahora definimos

ΩL(σ, L) := π∗(σ) + ωL,

para cualquier σ ∈ Ω2
M cerrada. En términos locales

ΩL =
1

2

(
σijy

idxj +
∂2L

∂xi∂yj
− ∂2L

∂yi∂xj

)
dxi ∧ dxj +

∂2L

∂yi∂yj
dyi ∧ dxj .

Resulta que también es una forma simpléctica y tenemos además lo siguiente.

Proposición 4.8. Para cualquier u ∈ C∞M , el campo Hamiltoniano, S, definido
por

ıSΩL = d(EL + π∗(u)) (4.3.6)
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es semispray y tiene la siguiente forma

S = SL + Z (4.3.7)

donde SL la solución de (4.3.5), Z es un campo vertical solución de

ıZωL = d(π∗(u))− ψσ (4.3.8)

y ψσ = ıSLπ
∗(σ).

Demostración. Por las Proposiciones 4.5 y 4.6 se tiene que (4.3.6) tiene una única
solución y dicha solución es un semispray. Ahora, desarrollando el lado izquierdo
de (4.3.6)

ıSΩ = ıSLπ
∗(σ) + ıSLωL + ıZπ

∗(σ) + ıZωL
= ψσ + dEL + ıZωL,

aśı que, Z es solución de
ıZωL = dπ∗(u)− ψσ.

Dicha solución existe debido a que ωL es una 2-forma no degenerada.

Nos interesa conocer una fórmula expĺıcita para el semispray S. Sea Z = Zk ∂
∂yk

, luego

ıZωL = − ∂2

∂yiyj
Zjdxi.

Por otro lado, como SL = yi ∂
∂xi

+ Sj(x, y) ∂
∂yj

y π∗σ = 1
2σijdx

i ∧ dxj , se tiene que

ψσ = ıSLπ
∗(σ) = σijy

idxj .

Y aśı, de (4.3.8), llegamos a que

− ∂2L

∂yi∂yj
Zjdxi =

(
∂u

∂xi
− σjiyi

)
dxi,

es decir, podemos conocer los coeficientes de Z mediante

Zj = −1

2
gij
(
∂u

∂xi
− σqiyq

)
, (4.3.9)

donde gij es el inverso del Hessiano de L definido por 1
2

∂2L
∂yi∂yj

.

Finalmente, la forma expĺıcita del semispray S = SL + Z es

S = yi
∂

∂xi
+

1

2
gij
(
∂L

∂xj
− ∂2L

∂yj∂xk
yk − ∂u

∂xj
+ σqjy

q

)
∂

∂yi
. (4.3.10)

Observación 13. Para este semispray, la conexión adaptada a S, Γ̃, existe si y
sólo si du = 0, pues del Teroema 1.36 sabemos que Γ̃ existe si y sólo si S|M = 0.
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4.4 Ejemplos

4.4.1 Variedad Riemanniana

Consideremos ahora una variedad Riemanniana (M, gij(x)) y la función
L(x, y) = gij(x)yiyj , L ∈ C∞TM . El semispray asociado a (4.3.3) es

S = yi ∂
∂xi
−
(

∂2L
∂yi∂yj

)−1 (
∂2L

∂yj∂xk
yk − ∂L

∂xj

)
∂
∂yi

= yi ∂
∂xi
− 1

2g
ij
([

2
∂gjq(x)
∂xp − ∂gpq(x)

∂xj

]
ypyq

)
∂
∂yi

= yi ∂
∂xi
− 1

2g
ij
([

∂gjp(x)
∂xq +

∂gjq(x)
∂xp − ∂gpq(x)

∂xj

]
ypyq

)
∂
∂yi

= yi ∂
∂xi
− Γipqy

pyq ∂
∂yi
,

donde gij es la inversa de gij y Γipq son los śımbolos de Christoffel de la conexión

de Levi-Civita asociada a gij . Con esto, la conexión no lineal Γ̃ tal que ξΓ̃ = S
(conexión no lineal adaptada a S) es (por (1.26))

Γ̃ = dxi ⊗ ∂

∂xi
− 2Γipqy

qdxp ⊗ ∂

∂yi
− dyi ⊗ ∂

∂yi
.

Esta conexión no lineal induce una descomposición TTM = H̃ ⊕ Ṽ, donde H̃ :=

span
{

δ̃
δxi

}
y

δ̃

δxi
= h̃

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂xi
+

1

2
Γ̃ji

∂

∂yj
=

∂

∂xi
− Γsijy

j ∂

∂ys
. (4.4.1)

Resulta que la conexión no lineal adaptada al semispray SL, Γ̃, coincide con
la conexión homogénea de Eheresmann asociada a la conexión de Levi-Civita, es

decir, H∇ = H̃, o equivalentemente, δ̃
δxi

= hor∇
(
∂
∂xi

)
.

Ahora veamos la estructura del algebroide de Lie inducido por Γ̃.

En la base usual, { ∂
∂xi
, ∂
∂yi
}, veamos cómo actúa la conexión,

Γ̃
(
∂
∂xi

)
= ∂

∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

,

Γ̃
(

∂
∂yj

)
= − ∂

∂yj
,
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con esto, la aplicación ancla, = 1
2(IdTTM − Γ̃), sobre elementos de la base es,

q
(
∂
∂xi

)
= 1

2

(
∂
∂xi
− ∂

∂xi
+ 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

)
= Γ̃kiry

r ∂
∂yk

,

q
(

∂
∂yj

)
= 1

2

(
∂
∂yj

+ ∂
∂yj

)
= ∂

∂yj
,

y el corchete lo calcularemos también sobre elementos de la base. Empezaremos
con

[[
∂
∂xi
, ∂
∂xj

]]
Γ̃
, para esto, calculemos la torsión de Nijenhuis,

TΓ̃

(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
=

[
Γ̃
(
∂
∂xi

)
, Γ̃
(
∂
∂xj

)]
− Γ̃

([
Γ̃
(
∂
∂xi

)
, ∂
∂xj

])
−Γ̃
([

∂
∂xi
, Γ̃
(
∂
∂xj

)])
+ Γ̃2

([
∂
∂xi
, ∂
∂xj

])
=

[
∂
∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, ∂
∂xj
− 2Γ̃sjpy

p ∂
∂ys

]
− Γ̃

[
∂
∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, ∂
∂xj

]
−Γ̃
[
∂
∂xi
, ∂
∂xj
− 2Γ̃sjpy

p ∂
∂ys

]
= 2

(
−
[
∂
∂xi
, Γ̃sjpy

p ∂
∂ys

]
−
[
Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, ∂
∂xj

]
+ 2

[
Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, Γ̃sjpy
p ∂
∂ys

]
+Γ̃
([

Γ̃kiry
r ∂
∂yk

, ∂
∂xj

])
+ Γ̃

([
∂
∂xi
, Γ̃sjpy

p ∂
∂ys

]))
= 2

(
−Γ̃sjpy

p
[
∂
∂xi
, ∂
∂ys

]
− ∂

∂xi

(
Γ̃sjpy

p
)

∂
∂ys − Γ̃kiry

r
[
∂
∂yk

, ∂
∂xj

]
+ ∂
∂xj

(
Γ̃kiry

r
)

∂
∂yk

+ 2
(

Γ̃kirΓ̃
s
jpy

pyr
[
∂
∂yk

, ∂
∂ys

]
+ Γ̃kiry

r ∂
∂yk

(
Γ̃sjpy

p
)

∂
∂ys

−Γ̃sjpy
p ∂
∂ys

(
Γ̃kiry

r
)

∂
∂yk

)
− Γ̃

(
−Γ̃kiry

r
[
∂
∂yk

, ∂
∂xj

]
+ ∂

∂xj

(
Γ̃kiry

r
)

∂
∂yk

)
−Γ̃
(
−Γ̃sjpy

p
[
∂
∂xi
, ∂
∂ys

]
+ ∂
∂xi

(
Γ̃sjpy

p
)

∂
∂ys

)
= 2

(
∂Γ̃sjpy

p

∂xi
∂
∂ys +

∂Γ̃kiry
r

∂xj
∂
∂yk

+ 2Γ̃kiry
r ∂Γ̃sjpy

p

∂yk
∂
∂ys

−2Γ̃sjpy
p ∂Γ̃kiry

r

∂ys
∂
∂yk
− Γ̃

(
∂Γ̃kiry

r

∂xj
∂
∂yk
− ∂Γ̃sjpy

p

∂xi
∂
∂ys

))
= 2

(
−∂Γ̃sjpy

p

∂xi
∂
∂ys +

∂Γ̃kiry
r

∂xj
∂
∂yk

+ 2Γ̃kiry
r ∂Γ̃sjpy

p

∂yk
∂
∂ys

−2Γ̃sjpy
p ∂Γ̃kiry

r

∂ys
∂
∂yk

+
∂Γ̃kiry

r

∂xj
∂
∂yk
− ∂Γ̃sjpy

p

∂xi
∂
∂ys

)
= 4

(
−∂Γ̃sjpy

p

∂xi
∂
∂ys +

∂Γ̃kiry
r

∂xj
∂
∂yk

+ Γ̃kiry
r ∂Γ̃sjpy

p

∂yk
∂
∂ys − Γ̃sjpy

p ∂Γ̃kiry
r

∂ys
∂
∂yk

)
= 4

(
yr

∂Γ̃kir
∂xj

∂
∂yk
− yp ∂Γ̃sjp

∂xi
∂
∂ys + yrΓ̃kirΓ̃

s
jk

∂
∂ys − y

pΓ̃rjpΓ̃
k
ir

∂
∂yk

)
= 4

(
yp

∂Γ̃sip
∂xj

∂
∂ys − y

p ∂Γ̃sjp
∂xi

∂
∂ys + ypΓ̃kipΓ̃

s
jk

∂
∂ys − y

pΓ̃rjpΓ̃
s
ir

∂
∂ys

)
= 4yp

(
∂Γ̃sip
∂xj
− ∂Γ̃sjp

∂xi
+ Γ̃kipΓ̃

s
jk − Γ̃rjpΓ̃

s
ir

)
∂
∂ys ,

= 4ypRspji
∂
∂ys ,
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donde Rspji es el tensor de curvatura de Riemann de la conexión de Levi-Civita
inducida por g. Luego,[[

∂
∂xi
, ∂
∂xj

]]
Γ̃

= 1
2

(
[ ∂
∂xi
, ∂
∂yj

]− [ ∂
∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, ∂
∂xj

]

−[ ∂
∂xi
, ∂
∂xj
− 2Γ̃sjpy

p ∂
∂ys ] + Γ̃([ ∂

∂xi
, ∂
∂xj

])
)

+1
4

(
TΓ̃( ∂

∂xi
, ∂
∂xj

)
)

= 1
2

(
−2yr

∂Γ̃kir
∂xj

∂
∂yk

+ 2yp
∂Γ̃sjp
∂xi

∂
∂ys

)
+1

4

(
4ypRspji

∂
∂ys

)
= yp

(
Rspji −

∂Γ̃sip
∂xj

+
∂Γ̃sjp
∂xi

)
∂
∂ys

= yp
(

Γ̃kipΓ̃
s
jk − Γ̃rjpΓ̃

s
ir

)
∂
∂ys .

Además, podemos calcular

TΓ̃

(
∂
∂xi
, ∂
∂yj

)
=

[
Γ̃
(
∂
∂xi

)
, Γ̃
(

∂
∂yj

)]
− Γ̃

([
Γ̃
(
∂
∂xi

)
, ∂
∂yj

])
−Γ̃
([

∂
∂xi
, Γ̃
(

∂
∂yj

)])
+ Γ̃2

([
∂
∂xi
, ∂
∂yj

])
=

[
∂
∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

,− ∂
∂yj

]
− Γ̃

([
∂
∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, ∂
∂yj

])
−Γ̃
([

∂
∂xi
,− ∂

∂yj

])
+ Γ̃2

([
∂
∂xi
, ∂
∂yj

])
= −2

(
∂Γ̃kiry

r

∂yj
∂
∂yk

+ Γ̃
(
∂Γ̃kiry

r

∂yj
∂
∂yk

))
= −2

(
Γ̃kij

∂
∂yk
− Γ̃kij

∂
∂yk

)
= 0,

aśı [[
∂
∂xi
, ∂
∂yj

]]
Γ̃

= 1
2

(
[ ∂
∂xi
, ∂
∂yj

]− [ ∂
∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, ∂
∂yj

]

−[ ∂
∂xi
,− ∂

∂yj
] + Γ̃([ ∂

∂xi
, ∂
∂yj

])
)

+ 1
4

(
TΓ̃( ∂

∂xi
, ∂
∂yj

)
)

= −∂Γ̃kiry
r

∂yj
∂
∂yk

= −Γ̃kij
∂
∂yk

.

Por último,

TΓ̃

(
∂
∂yi
, ∂
∂yj

)
=

[
Γ̃
(

∂
∂yi

)
, Γ̃
(

∂
∂yj

)]
− Γ̃

([
Γ̃
(

∂
∂yi

)
, ∂
∂yj

])
−Γ̃
([

∂
∂yi
, Γ̃
(

∂
∂yj

)])
+ Γ̃2

([
∂
∂yi
, ∂
∂yj

])
= 0,
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implica que[[
∂
∂yi
, ∂
∂yj

]]
Γ̃

= 1
2

(
[ ∂
∂yi
, ∂
∂yj

]− [− ∂
∂yi
, ∂
∂yj

]

−[ ∂
∂yi
,− ∂

∂yj
] + Γ̃([ ∂

∂yi
, ∂
∂yj

])
)

+ 1
4

(
TΓ̃( ∂

∂yi
, ∂
∂yj

)
)

= 0.

Resumiendo, el corchete del algebroide de Lie inducido por Γ̃, en la base men-
cionada esta dado por,[[

∂
∂xi
, ∂
∂xj

]]
Γ̃

= yp
(

Γ̃kipΓ̃
s
jk − Γ̃rjpΓ̃

s
ir

)
∂
∂ys[[

∂
∂xi
, ∂
∂yj

]]
Γ̃

= −Γ̃kij
∂
∂yk[[

∂
∂yi
, ∂
∂yj

]]
Γ̃

= 0.

Y en la base
{

δ̃
δxi
, ∂
∂yi

}
, donde δ̃

δxi
está dada por (4.4.1), el algebroide de Lie

inducido por Γ̃ es (TTM, q, [[, ]]Γ̃), con q = 1
2(IdTTM − Γ̃) y corchete definido por

(4.1.4).

4.4.2 Lagrangiano de magnetismo

Sea (M, gij) una variedad pseudo-Riemanniana y consideremos L(x, y) =
mcgij(x)yiyj+ 2e

mAi(x)yi, L ∈ C∞TM , dondem, c y e son constantes y A = Ai(x)dx es

una 1-forma, llamada potencial vectorial con dA = 1
2Bijdx

i∧djj y Bij = ∂Ai
∂xj
− ∂Aj

∂xi
.

De acuerdo a (4.3.1), el semispray asociado a (4.3.3) es

S = yi ∂
∂xi

+ 1
2mcg

ij
(
mc

∂gpq
∂xi

ypyq + 2e
m
∂Ap(x)
∂xi

yp − 2ykmc
giq
∂xk

yq − yk 2e
m
∂Ai(x)
∂xk

)
∂
∂yj

= yi ∂
∂xi

+ 1
2mcg

ij
(
mc
(
∂gkq
∂xi

ykyq − 2
giq
∂xk

yqyk
)

+ 2e
my

k
(
∂Ak(x)
∂xi

− ∂Ai(x)
∂xk

))
∂
∂yj

= yi ∂
∂xi

+ 1
2g
ij
(
∂gkq
∂xi

ykyq − 2
giq
∂xk

)
yqyk ∂

∂yj
+ e

m2c
gij
(
∂Ak(x)
∂xi

− ∂Ai(x)
∂xk

)
yk ∂

∂yj

= yi ∂
∂xi
− gipqypyq ∂

∂yi
+ e

m2c
gij
(
∂Ak(x)
∂xi

− ∂Ai(x)
∂xk

)
yk ∂

∂yj

= yi ∂
∂xi
−
(

Γipqy
q − e

m2c
gij
(
∂Ap(x)
∂xj

− ∂Aj(x)
∂xp

))
yp ∂

∂yi

= yi ∂
∂xi
−
(
Γipqy

q − e
m2c

gijBjp
)
yp ∂

∂yi

donde gij es la inversa de gij y Γipq son los śımbolos de Christoffel de la conexión
de Levi-Civita asociada a gij . Notemos que este semispray es como el del ejemplo
pasado, de una variedad Riemanniana, más el término e

m2c
gijBjpy

p ∂
∂yi

. Con esto,

la conexión no lineal adaptada a S, Γ̃ es

Γ̃ = dxi ⊗ ∂

∂xi
− 2

(
Γipqy

q − e

m2c
gijBjp

)
dxp ⊗ ∂

∂yi
− dyi ⊗ ∂

∂yi
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Nuevamente, la conexión adaptada a S es la misma que la del ejemplo Riemanniano
más el término 2 e

m2c
gijBjpdx

p ⊗ ∂
∂yi

.

Veamos la estructura del algebroide de Lie inducido por la conexión adaptada,
Γ̃.

En la base usual, { ∂
∂xi
, ∂
∂yi
}, la conexión sobre elementos de la base actúa de

la siguiente manera,

Γ̃
(
∂
∂xi

)
= ∂

∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

+ 2 e
mc2

gabBbi
∂
∂ya ,

Γ̃
(

∂
∂yj

)
= − ∂

∂yj
,

con esto, la aplicación ancla, que es = 1
2(IdTTM − Γ̃), sobre elementos de la base

es,

q
(
∂
∂xi

)
= 1

2

(
∂
∂xi
− ∂

∂xi
+ 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk
− 2 e

mc2
gabBbi

∂
∂ya

)
= Γ̃kiry

r ∂
∂yk
− e

mc2
gabBbi

∂
∂ya ,

q
(

∂
∂yj

)
= 1

2

(
∂
∂yj

+ ∂
∂yj

)
= ∂

∂yj
.

Para calcular el corchete nos ayudaremos con los cálculos hechos en el ejemplo
anterior.

TΓ̃

(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
= 4ypRspji

∂
∂ys + 2

[
e

mc2
gabBbi

∂
∂ya ,

∂
∂xj

]
−4
[

e
mc2

gabBbi
∂
∂ya , Γ̃

s
jpy

p ∂
∂ys

]
+4
[

e
mc2

gabBbi
∂
∂ya , 2

e
mc2

gcdBdj
∂
∂yc

]
+2
[
∂
∂xi
, e
mc2

gcdBdj
∂
∂yc

]
− 4

[
Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, e
mc2

gcdBdj
∂
∂yc

]
−2Γ̃

([
e

mc2
gabBbi

∂
∂ya ,

∂
∂xj

])
− 2Γ̃

([
∂
∂xi
, e
mc2

gcdBdj
∂
∂yc

])
= 4ypRspji

∂
∂ys − 2 e

mc2

(
∂gab

∂xj
Bbi + gab ∂Bbi

∂xj

)
∂
∂ya

−4 e
mc2

gabBbiΓ̃
s
ja

∂
∂ys + 2 e

mc2

(
∂gcd

∂xi
Bdj + gcd

∂Bdj
∂xi

)
∂
∂yc

+4 e
mc2

gcdBdjΓ̃
k
ic

∂
∂yk

+2Γ̃
(

e
mc2

(
∂gab

∂xj
Bbi + gab ∂Bbi

∂xj

)
∂
∂ya

)
−2Γ̃

(
e

mc2

(
∂gcd

∂xi
Bdj + gcd

∂Bdj
∂xi

)
∂
∂yc

)
= 4

(
ypRspji

∂
∂ys −

e
mc2

(
∂gab

∂xj
Bbi + gab ∂Bbi

∂xj

)
∂
∂ya

− e
mc2

gabBbiΓ̃
s
ja

∂
∂ys + e

mc2

(
∂gcd

∂xi
Bdj

+gcd
∂Bdj
∂xi

)
∂
∂yc + e

mc2
gcdBdjΓ̃

k
ic

∂
∂yk

)
,
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luego,

[[
∂
∂xi
, ∂
∂xj

]]
Γ̃

= 1
2

(
−2yr

∂Γ̃kir
∂xj

∂
∂yk

+ 2yp
∂Γ̃sjp
∂xi

∂
∂ys

−
[
2 e
mc2

gabBbi
∂
∂ya ,

∂
∂xj

]
−
[
∂
∂xi
, 2 e

mc2
gcdBdj

∂
∂yc

])
+1

4

(
4ypRspji

∂
∂ys −

e
mc2

(
∂gab

∂xj
Bbi + gab ∂Bbi

∂xj

)
∂
∂ya

− e
mc2

gabBbiΓ̃
s
ja

∂
∂ys + e

mc2

(
∂gcd

∂xi
Bdj + gcd

∂Bdj
∂xi

)
∂
∂yc

+ e
mc2

gcdBdjΓ̃
k
ic

∂
∂yk

))
= 1

2

(
−2yr

∂Γ̃kir
∂xj

∂
∂yk

+ 2yp
∂Γ̃sjp
∂xi

∂
∂ys +2 e

mc2

(
∂gab

∂xj
Bbi + gab ∂Bbi

∂xj

)
∂
∂ya

−2 e
mc2

(
∂gcd

∂xi
Bdj + gcd

∂Bdj
∂xi

)
∂
∂yc

)
+ 1

4

(
4
(
ypRspji

∂
∂ys

− e
mc2

(
∂gab

∂xj
Bbi + gab ∂Bbi

∂xj

)
∂
∂ya −

e
mc2

gabBbiΓ̃
s
ja

∂
∂ys

+ e
mc2

(
∂gcd

∂xi
Bdj + gcd

∂Bdj
∂xi

)
∂
∂yc + e

mc2
gcdBdjΓ̃

k
ic

∂
∂yk

))

= −yr ∂Γ̃kir
∂xj

∂
∂yk

+ yp
∂Γ̃sjp
∂xi

∂
∂ys + e

mc2

(
∂gab

∂xj
Bbi + gab ∂Bbi

∂xj

)
∂
∂ya

− e
mc2

(
∂gcd

∂xi
Bdj + gcd

∂Bdj
∂xi

)
∂
∂yc + ypRspji

∂
∂ys

− e
mc2

(
∂gab

∂xj
Bbi + gab ∂Bbi

∂xj

)
∂
∂ya −

e
mc2

gabBbiΓ̃
s
ja

∂
∂ys

+ e
mc2

(
∂gcd

∂xi
Bdj + gcd

∂Bdj
∂xi

)
∂
∂yc + e

mc2
gcdBdjΓ̃

k
ic

∂
∂yk

=
(
yp
(

Γ̃kipΓ̃
s
jk − Γ̃kjpΓ̃

s
ik

)
− e

mc2

(
gabBbiΓ̃

s
ja − gcdBdjΓ̃sic

))
∂
∂ys .

De manera análoga calculamos

TΓ̃

(
∂
∂xi
, ∂
∂yj

)
=

[
Γ̃
(
∂
∂xi

)
, Γ̃
(

∂
∂yj

)]
− Γ̃

([
Γ̃
(
∂
∂xi

)
, ∂
∂yj

])
−Γ̃
([

∂
∂xi
, Γ̃
(

∂
∂yj

)])
+ Γ̃2

([
∂
∂xi
, ∂
∂yj

])
= 0 +

[
2 e
mc2

gabBbi
∂
∂ya ,−

∂
∂yj

]
− Γ̃

([
2 e
mc2

gabBbi
∂
∂ya ,−

∂
∂yj

])
= 0,

por lo tanto,[[
∂
∂xi
, ∂
∂yj

]]
Γ̃

= 1
2

(
[ ∂
∂xi
, ∂
∂yj

]− [ ∂
∂xi
− 2Γ̃kiry

r ∂
∂yk

, ∂
∂yj

]

−[ ∂
∂xi
,− ∂

∂yj
] + Γ̃([ ∂

∂xi
, ∂
∂yj

])
)

+ 1
4

(
TΓ̃( ∂

∂xi
, ∂
∂yj

)
)

= −Γ̃kij
∂
∂yk
−
[
2 e
mc2

gabBbi
∂
∂ya ,

∂
∂yj

]
= −Γ̃kij

∂
∂yk

.
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Para el último caso no hay nada que calcular. Aśı que, en resumen, el corchete del
algebroide inducido por Γ̃ es[[

∂
∂xi
, ∂
∂xj

]]
Γ̃

=
(
yp
(

Γ̃kipΓ̃
s
jk − Γ̃kjpΓ̃

s
ik

)
− e

mc2

(
gabBbiΓ̃

s
ja − gcdBdjΓ̃sic

))
∂
∂ys[[

∂
∂xi
, ∂
∂yj

]]
Γ̃

= −Γ̃kij
∂
∂yk[[

∂
∂yi
, ∂
∂yj

]]
Γ̃

= 0.

Por otro lado, en este ejemplo

δ

δxi
=

∂

∂xi
−
(

Γjiqy
q − e

m2c
gjpBpi

) ∂

∂yj
,

y el algebroide de Lie inducido por Γ̃, es (TTM, q, [[, ]]Γ̃), con q = 1
2(IdTTM − Γ̃) y

corchete definido por (4.1.4) en la base
{

δ
δxi
, ∂
∂yi

}
.

4.4.3 Semispray generalizado en variedad Riemanniana

Sea (M, gij(x)) una variedad Riemanniana y la función L(x, y) = gij(x)yiyj ,
L ∈ C∞TM . Si u ∈ C∞ es cualquier función diferenciable y σ una 2-forma en M que
es cerrada, el campo Hamiltoniano asociado a Ω(σ, L), definido por (4.3.6) será

S = yi
∂

∂xi
−
(

Γipqy
pyq +

1

2
gij
(
∂u

∂xj
− σqjyq

))
∂

∂yi
,

donde Γipq son los śımbolos de Christoffel de la conexión de Levi-Civita asociada a
gij .

Podemos separar este semispray en tres partes S = SL +A+B, donde

SL = yi
∂

∂xi
−
(
Γipqy

pyq
)
, (4.4.2)

A = −1

2
gij
(
∂u

∂xj

)
, (4.4.3)

B =
1

2
gijσqjy

q. (4.4.4)

Es fácil ver que SL = yphor∇
(
∂
∂xp

)
y que A = −1

2(grad(u))v. Para conocer B,
recordemos que, dado el tensor métrico g, se define gb : TM → T ∗M mediante

gb(u)(v) = g(u, v)
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para v ∈ T ∗M , y análogamente para σ, se define σb. Afirmamos que B = 1
2C ◦

(gb)−1 ◦ σb, basta con hacer cálculos sencillos pero largos.

Aśı que, finalmente, podemos dar S como

S = yphor∇
(

∂

∂xp

)
− 1

2
(grad(u))v +

1

2
C ◦ (gb)−1 ◦ σb. (4.4.5)
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