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Resumen

Este trabajo esta dedicado a algunos aspectos de la teoria de algebroides de Lie,
que es actualmente un tema activo de investigacién ya que aparece en varias ramas
de Geometria Diferencial, y tiene varias aplicaciones en Mecanica Lagrangiana y
Mecanica Hamiltoniana.

Presentamos un enfoque algebraico para construir algebroides de Lie basado en
el calculo de Frolicher-Nijenhuis y la correspondencia que existe entre algebroides
de Lie y operadores de cohomologia, es decir, derivaciones D del algebra exterior
Q(M) con Z-grado 1 y tales que D? = 0. Nuestros resultados principales tienen
relacion con la construccién de nuevos algebroides de Lie asociados a endomor-
fismos idempotentes del haz tangente. En particular, construimos algebroides de
Lie generados por estructuras geométricas como foliaciones regulares, estructuras
complejas, estructuras tangente, estructuras producto y semisprays. Como aplica-
cién de estos resultados, describimos los algebroides de Lie inducidos por algunos
sistemas Lagrangianos.
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Introduccion

Los algebroides de Lie pueden pensarse como algebras de Lie infinito-
dimensionales de “tipo geométrico”, o como haces tangentes generalizados. De
hecho, los ejemplos mds simples (finito-dimensionales) son dlgebras de Lie y ha-
ces tangentes de variedades, y hay muchos ejemplos naturales provenientes de
foliaciones, variedades de Poisson, acciones infinitesimales de algebras de Lie en
variedades, y otros contextos.

La definiciéon de algebroide de Lie que se usa actualmente fue formulada en
1962 por Pradines. Sin embargo, este concepto aparecié por primera vez en un
trabajo de E. Cartan en 1904 definido mediante el uso de coordenadas locales. Y
la nocién algebraica andloga fue estudiada por Rinehart en 1963.

En la actualidad, los algebroides de Lie son un tema activo de investigacion con
aplicaciones en diversas ramas de las matematicas [5, 6, 13, 20, 21, 31, 33], més
especificamente, los algebroides de Lie tienen aplicaciones en Mecéanica [4, 24, 34].

Entre las principales investigaciones y aportaciones recientes en la teoria de
algebroides de Lie, podemos mencionar las siguientes. K. Mackenzie realizé un
amplio estudio de algebroides de Lie en [21, 22]. La nocién de conexiones en alge-
broides de Lie para el estudio de estructuras geométricas singulares fue introducido
en [13, 33]. Por otro lado, A. Weinstein [34] desarrollé una teoria generalizada de
Mecanica Lagrangiana en algebroides de Lie, y obtuvo las ecuaciones de movimien-
to usando la estructura de Poisson en el haz dual y la transformada de Legendre.
Ademés E. Martinez en [23], desarroll6 el formalismo de Klein en algebroides de
Lie utilizando la nocién de prolongacion de un algebroide de Lie y propuso una ver-
sion modificada del formalismo simpléctico, en el cual los haces base y su tangente
son reemplazados por sus respectivas prolongaciones.

El estudio de los algebroides de Lie proporciona un entorno natural para el
desarrollo de la teoria de operadores diferenciales tales como la diferencial exterior
de formas y la derivada de Lie con respecto a un campo vectorial.

En este trabajo, presentamos un enfoque algebraico del estudio de la relacion
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entre algebroides de Lie y operadores de cohomologia basado en el calculo de
Frolicher-Nijenhuis [15]. Varios enfoques de este tema se pueden encontrar, por
ejemplo, en [6, 17, 20, 19, 22, 25]. Nuestro enfoque es motivado por la relacién entre
la diferencial exterior y el corchete de Lie de campos vectoriales en una variedad
M . Como operador diferencial de primer orden en las secciones del dlgebra exterior,
Qpr =T (A*T*M), la diferencial exterior se puede caracterizar mediante su accién
en generadores

df(X) =X,

da(X,Y) =Xa(Y) - Ya(X) — a([X,Y]),
donde f € C59, a € QY v X, Y € Xj; arbitrarios. La accién se extiende a todo
Qs como derivacion de Z-grado 1. Notemos que la propiedad de cohomologia
d? = 0 es equivalente a la identidad de Jacobi para el corchete de Lie [, ]. Este
procedimiento nos permite invertir las definiciones. Empezando con la diferencial
exterior d en s, podemos definir el corchete de Lie de la siguiente manera: para
dados X,Y € Xy, su corchete es el inico elemento [X,Y] € X, tal que

a([X,Y]) = Xa(Y) = Ya(X) — da(X,Y),

para todo « € Q}V[ En particular, si @« = df para f € C*, la formula anterior
junto con d? = 0 nos da

(X, Y]f = X(df(Y)) = Y(df (X)) = X(V(f)) - Y(X([))

asi, el corchete definido, ciertamente, coincide con el corchete de Lie. Nuevamente,
es facil ver que la identidad de Jacobi es equivalente a la condicién de cofrontera

d? =0.

Dicha correspondencia, entre corchetes de Lie y operadores de cohomologia se
puede extender al contexto de algebroides de Lie. En este trabajo abordaremos
esta idea.

De manera formal, un algebroide de Lie es un triple (E,q, [, |) donde E es un
haz vactorial, g es un morfismo de C*°-médulos ¢ : E — T'M llamado aplicaciéon
anclay |, | un corchete de Lie en I'E' compatible con su estructura de C*°-médulo
y con el ancla mediante la regla de Leibniz; y un operador de cohomologia D es
una derivacién de grado 1 del dlgebra exterior I'(A®*E*) que satsiface la condicién
de cofrontera, es decir, es de cuadrado cero D? = 0.

Nuestro trabajo se basa en las siguientes ideas. El primer hecho fundamental
es la existencia de la correspondencia ya mencionada entre algebroides de Lie y
operadores de cohomologia. Dado un haz vectorial 7 : E — M, podemos asociar a
cada algebroide de Lie (E,q,] , |) un operador diferencial D, que es operador de
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cofrontera y derivacién de grado 1 del dlgebra exterior I'(A®* E*). El complejo coca-
dena correspondiente nos da la cohomologia del algebroide de Lie E y el operador
D se llama diferencial de De Rham de E. En el caso particular en que F = T'M es el
haz tangente y (E,q,[ , |) = (T'M,id, |, ]) es el algebroide de Lie tangente, D es la
diferencial de De Rham usual de formas en M. Otro ejemplo importante no trivial
es el algebroide de Lie cotangente de una variedad de Poisson que induce la nocién
de cohomologia de Poisson [33]. Reciprocamente, dado un operador diferencial D
podemos construir un algebroide de Lie de manera natural, definiendo la aplicacién
ancla q : E — T M y el corchete de Lie en I'E' en términos de D. Aqui la identidad
de Jacobi y la regla de Leibniz para el corchete son consecuencia de la condicién
de cofrontera para D y de la propiedad para D de ser derivacién de grado 1. Una
de nuestras principales aportaciones es describir algebroides de Lie no triviales en
el haz tangente y sus diferenciales de De Rham. Aqui, por algebroides de Lie no
triviales nos referimos a que su corchete es distinto al corchete de Lie de campos
vectoriales y su diferencial es distinta a la diferencial de De Rham. El punto clave
de nuestro trabajo para parametrizar dichos algebroides es utilizar la descomposi-
cién de Frolicher-Nujenhuis para la diferencial D = £;,+11, donde £ es la derivada
de Lie e ¢ la insercién de de formas valuadas vectoriales, ¢ : TM — TM es una
1-forma valuada vectorial (endomorfismo) y L : TM x T M — TM es una 2-forma
valuada vectorial en M, que determinan el ancla y un corchete deformado respec-
tivamente. Entonces la idea es pensar finalmente en el par (g, L) como pardmetro
de los algebroides de Lie en T'M, satisfaciendo las ecuaciones de cohomologia que
involucran los corchetes de Frolicher-Nijenhuis y Richardson-Nijenhuis. Mostra-
mos que para haces tangentes algunas soluciones de las ecuaciones de cohomologia
se pueden describir en términos geométricos mediante el uso de endomorfismos
idempotentes (foliaciones regulares, estructuras complejas, estructuras producto y
estructuras tangente). Ademdas mostramos que nuestro enfoque se puede extender a
haces arbitrarios usando una versién generalizada de la descomposicién de Froliche-
Nijenhuis por medio de conexiones en algebroides de Lie llamadas FE-conexiones
[13, 33]. Y finalmente aplicamos nuestros resultados para construir algebroides
de Lie asociados a sistemas mecéanicos en el contexto de la teoria de semisprays
[8, 10, 27].

A continuacién presentamos los principales resultados de esta tesis.
Algebroides de Lie asociados a endomorfismos idempotentes

Teorema. Sea M una variedad conexa y sea N € QY(M;TM) un endomorfis-
mo idempotente, N2> = N tal que su imagen Im N C T'M es involutiva. Entonces,
existe una estructura de algebroide de Lie (T'M,q,|, |) definido por

q=N (1)
I]X7Y|] = [Xv Y]N +TN(X7 Y)7 (2)
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donde [, |; denota el corchete deformado inducido por N y [, |pn es el corchete
de Frolicher-Nijenhuis para formas valuadas vectoriales en M.

La prueba de este teorema es bdsicamente verificar que N y T satisfacen las
ecuaciones de cohomologia, que son las ecuaciones que nos permiten decir cudndo
un operador parametrizado por su descomposicién de Frolicher-Nijenhuis es o no
de cohomologia. Y después construir el algebroide de Lie asociado a dicho operador
de cohomologia.

Observemos que la propiedad de idempotencia del endomorfismo N implica
que la distribucién Im NV tiene rango constante [18]. El segundo término en (2)
conincide precisamente con la torsién de Nijenhuis Ty € Q?(M;TM) de N. El
primer término en (2) esta determinado por el corchete deformado [17], que en
general no es corchete de Lie. Esto sucede sélo cuando la torsién de Nijenhuis de
N es cero. Notemos también que el operador de cohomologia D del algebroide
definido por (1) y (2) tiene la siguiente descomposicién de Frolicher-Nijenhuis

D:,CN—’LTN.

Aplicaremos este resultado general a algunas situaciones para construis algebroi-
des de Lie asociados a varias estructuras geométricas como folicaciones regulares,
estructuras complejas, estructuras producto y estructuras tangente.

Algebroides de Lie y semisprays

La nocién de semispray conduce a una clase de sistemas dindmicos que desem-
pefian un papel importante en varios problemas de Mecédnica Hamiltoniana y La-
grangiana [8, 10, 27]. Aqui, la herramienta principal es la nocién de conexién no
lineal en el haz tangente T'M [10]. Por conexién no lineal nos referimos a un en-
domorfismo I' € QYTM;TTM) que satiface I'? = Idrry y tal que el niicleo
de Idprpyr + I' coincide con el subhaz vertical V de TT'M. Como consecuencia,
H := Ker(Idprar 4+ T') es el haz horizontal, esto es, TTM =V + H. Afirmamos lo
siguiente.

Teorema. Cada conexién no lineal I' € QYTM;TTM) en TM induce una
algebroide de Lie (TTM,q,[, ]) con

1
q= §(IdTTM -T)

[A, Bl = 5 (14, B] ~ [, Blr) + ;T (4, B).

1
2

Para probar este teorema construimos un endomorfismo idempotente a partir
de la conexién no lineal I' y después aplicamos el teorema anterior.

Un campo vectorial S en TM se llama semispray si J o S = C, donde J :
TTM — TTM esla estructura tangente canonica en TM y C es el campo vectorial
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de Euler. Existe una correspondencia entre semisprays y conexiones no lineales:
cada semispray S induce una conexién no lineal I's en T'M definida por I'g =
—LgJ, y cada conexiéon no lineal I' tiene una semispray asociado {r. Dado un
semispray S, se dice que una conexién no lineal es adaptada si S es tangente
al subhaz horizontal. Estas definiciones provienen de motivaciones dindmicas. El
hecho de que I's no sea una conexiéon adaptada a S , en general, da lugar a
cuestionarnos la existencia de una conexién adaptada. Aqui damos la respuesta.

Teorema. Un semispray S admite una conexién adaptada I' si y sélo si S
se anula a lo largo de la seccién cero M < T M. Dicha conexion es de la forma
I'=Tg+ A, donde A es una 1-forma semibaésica.

Usando el teorema enunciado anteriormente describimos algunas propiedades
de los algebroides de Lie asociados a conexiones no lineales adaptadas a semisprays.
En particular, calculamos la forma normal local [11, 12] de este tipo de algebroides.
Como ilustracién y aplicacion de estos resultados, consideramos algunos sistemas
Lagrangianos que decriben la dindmica de particulas de variedades Riemannianas
en campos magnéticos [27].

La tesis estda organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 incluimos
un recordatorio de algebroides de Lie y su forma normal. También se incluye un
breve resumen del cdlculo de Frolicher-Nijenhuis para derivaciones del algebra
exterior de una variedad ([19]). Por ultimo, se discuten algunas propiedades de
estructuras tangente, conexiones no lineales y semisprays, herramientas necesarias
para desarrollar el Capitulo 4.

En el Capitulo 2 recordamos cémo construir un operador de cohomologia en
['(A*E*) a partir de un algebroide de Lie (Teorema 2.2), y estudiamos su descom-
posicién de Frolicher-Nijenhuis siguiendo su enfoque original expuesto en [29, 15].
En la Proposicién 2.6, lo hacemos en un haz fibrado £ = T'M y después abordamos
el caso mas general de un fibrado E arbitrario en el Teorema 2.10. Después hace-
mos el camino inverso, partimos de un operador de cohomologia D € Der(I'(A®E*)
y definimos a partir de él, un algebroide de Lie en E. Resultado que se encuen-
tra en el Teorema 2.11, y como caso particular analizamos lo que sucede cuando
E = TM en el Teorema 2.13, nuevamente nuestra principal herramienta es la
descomposicién de Frolicher-Nijenhuis.

En el Capitulo 3 planteamos las ecuaciones de cohomologia (3.1.1) y (3.1.2), que
son ecuaciones claves para saber cuando un operador es de cohomologia, y con ellas
obtenemos el resultado principal, el Teorema 3.5, que nos dice que cada enfomor-
fismo idempotente cuya imagen es involutiva induce un operador de cohomologia,
y por tanto, un algebroide de Lie. Luego, construimos ejemplos de algebroides de
Lie aplicando el resultado anterior a casos particulares de endomorfismos indem-
potentes, obteniendo algebroides complejos (Teorema 3.11), algebroides asociados
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a estructuras producto (Teorema 3.12) y algebroides asociados a estructuras tan-
gente y a una conexién no lineal (Teorema 3.13). En este capitulo, en la Subseccién
3.2.1, también revisamos la relacién que existe entre el algebroide de Lie que induce
una conexion de Ehresmann y la diferencial exterior foliada.

Finalmente, en el capitulo 4 vemos cudando un semispray induce una estructura
de algebroide, resultado enunciado en el Teorema 4.2. Después, en la Subseccion
4.4, aplicamos este resultado a una variedad Riemanniana y a un sistema Lagran-
giano de magnetismo.

Algunos resultados principales de esta tesis se encuentran publicados en Lie
algebroids generated by cohomology operators (with J. A. Vallejo and Y. Vorobiev),
Journal of Geometric Mechanics 7 3 (2015) 295-315.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos algunas definiciones y propiedades de los alge-
broides de Lie y del calculo de Frolicher-Nijenhuis, temas fundamentales para el
desarrollo del trabajo y para la obtencién de los resultados principales. Para mas
detalles ver [11, 15, 21, 22, 25].

1.1 Algebroides de Lie y su forma normal

Sea M una variedad diferencial. Recordemos la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Un algebroide de Lie es un triple (E, q,[,]) que consiste en un haz
vectorial E sobre la variedad M, junto con un corchete de Lie [,] en el médulo de
secciones I'(E) y un morfismo de haces vectoriales q : E — T M llamado aplicacion
ancla, tales que satisfacen la regla de Leibniz:

(X, fY] =q(X)fY + f[X,Y] (L.1)
para todo X, Y € T(E) y f € C®°(M).

Una consecuencia es que la aplicacién ancla es un morfismo de algebras de Lie,
para verlo, necesitamos introducir algunas definiciones y resultados previos. Para
empezar, vamos a introducir la siguiente notacién.

Si f € C*(M), se tiene el morfismo multiplicacién, puy : I'(E) — T'(E), que
existe por ser I'(F) un C*°(M )—mddulo:

pr(X):=fX, VXeI(E).

7
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Un operador D € Endgr(I'(F)) se dice que es una quasi-derivacién si dada f €
C>®(M), existe g € C>°(M) con

(D, py] = pg

donde [, ] es el conmutador de endomorfismos.

El conjunto de todas las quasi-derivaciones de I'(E), QDerg(I'(E)), con las
operaciones obvias es un R-moédulo, y se tiene la siguiente propiedad.

Lema 1.2. QDerg(I'(E)) es una subdlgebra de Lie de Endg(I'(E)).

Demostracion. Lo unico que hay que probar es que el corchete es cerrado. Sean
Dy, Dy € QDerr(T'(E)), asi que dada f € C*(M), 3 g1,92 € C*°(M) con

(D1, pp]l = pgr vy (D2, pf] = g,
Por tanto ,
[ [D1, Da], gl = —[lus, D1], Do] — [ [Da, pyl, Di]
= [[D1,pf], Do) — [ [Da, py], D1

= [/’LQI’D2] - [:ungl]
= _[D27/’Lgl]+[D17:U’g2]'

Pero también, dados g1, g2, existen hy, hy € C*°(M) con

[D27:ug1]::“*h1 y [Dlnugz}:/‘hw

asi que
[ [Dly-DQ]aMf] = Hhy — Hhy = Hho—hy>
lo que nos dice que [Dy, D3] € QDerg(I'(E)). O

También nos serd util el siguiente teorema.

Lema 1.3. Eziste una aplicacion R—lineal ~ : QDerg(I'(E)) — Derg(C>®(M)) ~
X tal que
(D, sl = bpp)-

Demostracion. Por definicién de D como quasi-derivacion, dadas f,g € C>®(M),
existen D(f), D(g) € C*°(M) tales que

(D pgl = tpepy » (D kgl = B,
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y también existe ﬁ( fg) € A con
D ppel = HD(fg)
Lo que queremos probar, es que D es derivacién, es decir,

D(fg) = D(f)g + fD(g).

Ahora bien, como 1pr) = Doy — pyo D, por una parte, calculamos (con X €
I'(E)) N
D(fgX) = D((f9).X) = fg.D(X) + D(fg).X (1.2)
Por otra
D(fgX) = D(f.(9X))
f-D(g-X) + D(f).(9-X)

— J(9.D(X)+ D(g) X) + D().(9.X) (13)
79.D(X) + (£.D(g) + D(f).9).X.
Igualando las ecuaciones (1.2) y (1.3), obtenemos que
D(fg)-X = (£.D(9) + D(f).9)-X,
VX e I'(E), es decir, D es derivacion. O

Y como consecuencia inmediata, tenemos

Lema 1.4. El morfismo R—lineal ~ es también un morfismo de dlgebras de Lie:
[D1, D3] = [D1, D3], V D1, Dz € QDerg(L(E)).

Demostracion. Por definicién, si D1, Dy € QDerr(I'(E)), f € C*(M) vy X €
I'E):
(D1, Do)(f.X) = Di(D2(f-X)) — D2(D1(f-X))
= Di(f.D3(X) + Dy(f).X) — Da(f.D1(X) + D1 (f).X)
= [.D1(D2(X)) + Di(f).Da(X) + Da(f).D1(X)
+D1(D3(f)).X — f.Da(D1(X)) — Da(f).D1(X)
—Di(f).Da(X) — Da(D1(f)).X
= fID1, Do)(X) + [D1, Dy)(f).X.

Esto nos dice que [D1, D3] es quasi-derivacion, pues lo anterior es equivalente a

15 Gaop)(X) = [D1, Da] o g (X) = g © [D1, Do](X) = [ [D1, Da], ps)(X),
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vy que, ademas,

o —

[D1, Do) (f).X = [D1, Da)(f).X , ¥ feC®(M), VX eI(E)

Una vez que tenemos todo listo, probemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.5. Sea (E,q,[,]) un algebroide de Lie. Entonces, la aplicacion
ancla es un morfismo de dlgebras de Lie, es decir,

q([X,YT) = [g(X), ¢(Y)]

para todos X, Y € T'(E).

Demostracion. Si X € I'(E), denotemos por adx el siguiente endomorfismo:

adx :T(E) — T(E)
Y — [X,Y]

Notemos que, dados X,Y € I'(E) y f € C>°(M), la regla de Leibniz se traduce en

adx opr(Y) = proadx(Y) = paeoxypY)
'[aanuf](Y) = Hg(X)(f) (Y)v
lo cual nos lleva a que ¢(X)(f) = a/d;(f)
Ahora, sea Z € I'(E), y evaluemos [adx, ady],
l[adx,ady](Z) = adx(ady(Z)) — ady(adx(Z))
= [[ [[Xv Y]]v Z]]
= adixy)(2),
aqui hemos usado la identidad de Jacobi. Y como esto es vélido para toda Z € I'(E)
se tiene que [adx,ady] = adjx,y]- Finalmente, el Teorema 1.4 nos asegura que

—

[q(X),q(Y)] = [adx, ady] = [adx, ady] = adx vy = ¢([X, Y]).

Veamos unos ejemplos.
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Ejemplo 1.6. Dada una variedad M consideremos su haz tangente, éste tiene una
estructura trivial de algebroide de Lie, (TM,Id,[,]).

Otro ejemplo menos trivial es el siguiente.

Ejemplo 1.7. Sea (M,{,}) una variedad de Poisson, es decir, una variedad M
equipada con un corchete de Lie en C*°(M) que ademdas cumple la regla de Leibniz,

{f,gh}y ={f,gth+g{f h}

para todo f,g,h € C°°(M). Esta wvariedad induce un algebroide de Lie
(Q'(M),q,[,]), con

q(df) = ady,
donde ad : C®°(M) — Xpr se define por ad(f)(g) := {f,g} para cualesquiera
fyg € C®(M). Cabe mencionar que es suficiente saber como actia q en 1-formas
de la forma df para f € C*°(M), pues cualquier otra serd combinacion de éstas y
funciones. Y el corchete es dado por

[cv, B] = 1g(a)dB — 24(gyder + d(B(q(ax)))
para o, 3 € QY M (ver [12]).

El siguiente teorema, llamado Splitting Theorem, nos dice cuél es la estructura
local de un algebroide de Lie y aparecié primero en una versién mas débil, en [13]
y en [35], y después fue mejorado en [11], nosotros citamos la versién que aparece
en [12].

Teorema 1.8. Sea (E,q,[,]) un algebroide de Lie sobre M. Entonces, para cada
punto de M existe un entorno tal que el algebroide E se puede descomponer local-
mente como el producto directo de un algebroide tangente y otro cuyo rango en el
origen es 0. Mds precisamente, si el rango de q en el punto z € M es r, entonces,
existe un sistema de coordenadas locales (x1,...,Zr,y1,...,Ys) en M centrado en
z, y una base local de secciones (o, ... 0, B1,...,0t) de E sobre un entorno de
z, tales que satisfacen las siguientes condiciones para todos los indices posibles:

0
[aiaaj] - 07 q(a’b) - 877 [/B’Lva]] = 07

Ly
j
donde f{; son funciones que dependen unicamente de las variablesy = (y1,...,Ys).

Este teorema, que se puede ver como una generalizacién del local splitting
theorem para variedades de Poisson debido a Weinstein [32], implica que, para
estudiar la estructura local de un algebroide de Lie, es suficiente considerar el caso
en que la aplicacién ancla se anula en un punto.
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1.2 Descomposicién de Frolicher-Nijenhuis

El propésito de ésta seccién, como su nombre lo indica, es formular y probar
el teorema de descomposicién de Frolicher-Nijenhuis clasico. Ponemos enfésis en
este resultado porque es parte importante para el desarrollo y la obtencién de
los resultados principales de esta tesis. Para lograr nuestro objetivo introducimos
algunas definiciones y resultados necesarios.

Definicién 1.9. Una aplicacion lineal L : Q(M) — Q(M) se dice que es un
endomorfismo Z—graduado homogéneo de grado p € 7 si L(QF(M)) C QFP(M).

Si a € QF(M), se puede considerar como un endomorfismo « : Q(M) — Q(M)
que simplemente actia sobre 5 € Q(M) mediante

a(B) =anp,
claramente es de grado k.

Definicién 1.10. Si Ly, Ly : Q(M) — Q(M) son enodmorfismos graduados, su
conmutador graduado se define como

[L1,Lo] = Ly o Ly — (=1)Falik2lny o 1
donde |L1|, |L2| denota el grado de Ly, Lo, respectivamente.
El conjunto de todos los endomorfismos Z—graduados con el conmutador gra-
duado forman un algebra de Lie (graduada).

Definicién 1.11. Un endomorfismo graduado D : Q(M) — Q(M) se dice que es
un operador diferencial (sobre Q(M)) de orden k con (k € N) si

[...[][D, ), a1], ... ]
para cualesquiera og, aq, ..., o € Q(M).
Un resultado conocido nos dice que cualquier operador diferencial de orden &

estda determinado por su actuacién sobre formas diferenciales de grado menor o
igual que su orden.

Definicién 1.12. Una derivacion de grado | € Z es un R—endomorfismo de (M)

tal que
D : QF(M) — QF(M),

y, para cualesquiera formas o homogénea y B arbitraria,
D(aAB)=D(a)A B+ (—1)"la A D(B),

donde |a| denota el grado de c.
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El espacio vectorial (y C*>°(M)—mddulo) de dichas derivaciones se denota
Der! Q(M), y entonces Der Q(M) = @czDer! Q(M) es una subélgebra de Lie del
algebra de Lie graduada de endomorfismos graduados. Y resulta que las derivacio-
nes son los operadores diferenciales de orden 1 que se anulan sobre las constantes.
Cualquier (k+ 1)—forma valuada vectorial K € QZEH(M ;T'M), define una deriva-
cion de grado k, llamada inserciéon de K y denotada 1.

Definicién 1.13. Si K € QM\(M;TM), w € Q°(M) y Z; € T(TM ®iTM), con

j=1,....k+p, entonces la insercion de K en w es
ZKW(ZD T Zk:-i—p)
- Z Sgn(a)w(K(Za(l)7 T Za(k—‘rl))a Za(k+2)7 T Za(k—i-p))v
0E€Ski1,p—1

donde Si4+1,p—1 son las permutaciones de barajar y sgn denota el signo de la per-
mutacion.

Definicién 1.14. Una derivacion D € Der Q(M) que se anula en funciones,
D(f) = 0 para todo f € Q°(M), se llama derivacion tensorial (o algebraica).

Todas las derivaciones tensoriales son inserciones.

Proposicién 1.15. Sea D € Der* Q(M) una derivacion tensorial. Entonces, exis-
te una tinica forma valuada vectorial K € QF1(M; TM) tal que

D = k.

Demostracion. Si D es una derivacién algebraica, se anula sobre funciones. Por
otra parte es un operador diferencial cuya accién queda determinada por lo que
hace sobre 1-formas. Es decir, basta con conocer D : Q(M)! — Q(M)**+1. Pero de
la tensorialidad se deduce que esta aplicacién es C°°(M)-lineal, luego (por el lema
de localizacién para campos tensoriales) determina un K € Q1 (M; T M) tal que

(Da)(Z1, .\ Zhs1) = K(Zis-.., Zayrsa)
= a(K(Z1,...,Zk+1))
= (wa)(Z1,.- -, Zgy1)

cona € QY (M) y Zy,...,Zrs1 € Xp. Luego D = 1. O

Si K € QMY M;TM) y L € QY (M;TM), sus inserciones correspondientes
son 15 € Derk Q(M), 15, € Derl(Q(M)), por lo que su conmutador graduado es
de nuevo una derivacién [15c,27] € Der* ' Q(M). Ademds, ésta nueva derivacién
también es tensorial, luego, aplicando la Proposicién 1.15, existe una tdnica (k +
[ + 1)—forma valuada vectorial determinada por ella, lo cual motiva la siguiente
definicién.
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Definicién 1.16. Dadas K € Q¥TY(M;TM), L € Q"TY(M;TM), su corchete de
Richardson-Nijenhuis se define como el elemento [K, LIgn € Q¥ (M; TM) tal
que

[ZK7 ZL] = Z[K,L]RN *

Observacion 1. El corchete de Richardson-Nijenhuis no es una extension del
corchete de Lie sobre Xyr, de hecho [Z1, Za|rn = 0 para Z1, Zs € Xy

Dada K € Q¥1(M;TM), como 15 € Derk Q(M) y d € Der' Q(M), su con-
mutador graduado serd nuevamente una derivacién, hecho que nos permite dar la
siguiente definicion.

Definicién 1.17. Dada K € Q*Y(M;TM), la derivada de Lie a lo largo de K
se define como
L =g, d] =1 od — (—=1)*Td o .

Como consecuencia de la identidad de Jacobi para el conmutador de derivacio-
nes graduadas, y de la nilpotencia de d, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.18. Para cualquier K € Q(M;TM), el conmutador graduado de
las derivaciones Lx y d se anula.

Demostracion. Sea K € Q(M;TM), tenemos
[EKad] = [[2K7d]>d] = [ZKa [dadﬂ + (_1)1[[ZK7d]7d] = _[EKadL
luego, [Lx,d] = 0. O
Asi, existen derivaciones tensoriales de tipo 1x para K € QF (M;TM), y de-
rivaciones que conmutan con la diferencial exterior d, como las derivadas de Lie.

El teorema de descomposiciéon de Frolicher-Nijenhuis establece que cualquier otra
derivacién es suma de estos dos tipos.

Teorema 1.19 (Frolicher-Nijenhuis). Sea D € Derk Q(M). Entonces, existe una
inica pareja (K, L), K € Q"(M;TM) y L € Q¥ (M;TM), tal que

DZEK‘F’L[,

Demostracion. Sean Z; € Xy, 1 < i < k y definamos H : C*(M) — C*(M)
poniendo

H(f) == (Df) (21, -, Z)-
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Esta aplicacién es derivacién de C*°(M):

H(fg) (D(fo))(Zy,-- -, Zk)

= ((Df)g+ fD(g)(Z1,---, Zk)

= (Df)(Z1,..., Zk)g + [(D(9))(Z1, ..., Zy)
H(f)g+ fH(g).

Por lo tanto, H puede verse como un campo vectorial que, por depender de los
Z1, ..., Z elegidos, lo denotaremos por K(Z1,...,Zx) € Xr.

Veamos que la correspondencia

%Mx---x%M — 3€M
(Zl,...,Zk) — K(Zl,...,Zk)

es, de hecho, una k-forma valuada vectorial. Por el lema de localizaciéon basta con
que sea C>°(M)-lineal, lo cual es obvio, pues si 1 <7 < k:

K(Zl,...,fZi,...,Zk)(g) = (Dg)(Zl,...,fZi,...,Zk)
= f(Dg)(Zl,,ZZ,,Zk)

ya que la k-forma Dg € QF(M) es C*°(M)-lineal en cada argumento. Por tanto,
K € QF(M;TM), siendo

K(Zy,..., Z)(f) = H(f) = (Df) (21, -, Z)-

Si K € QF(M;TM), es L € DerkQF(M). Consideremos la diferencia D— L, que
también es una derivacién de grado k. Si la hacemos actuar sobre una f € C*(M):

= D Zr- . Z) — ) (21, 20)
= (Df)(Z1>7Zk)_df(K(Z177Zk))
= (D21, Zk) — K(Z1,..., ZK)(f)
= 0.

Aplicando la Proposicién 1.15, existe una tnica k + 1-forma valuada vectorial,
L€ QMY M;TM) tal que D — Lx =11, O

Una 1til consecuencia es el siguiente resultado.

Corolario 1.20. Sea D € Der* Q(M). Entonces

1. D es tensorial si y solo si K = 0.

2. D conmuta con d si y sélo si L = 0.
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Demostracion. 1. Si D es tensorial, entonces existe una tunica k + 1-forma va-
luada vectorial, L € Q¥ (M;TM) tal que D =1z, luego K = 0. Si K =0,
claramente D es tensorial.

2. Si D conmuta con d, se tiene que
0=[Lxk +15,d] = [Lk,d] + [or,d] = [e1,d].
Luego, si fijamos f € C*°(M), se sigue que
0= [, d|(f) =2(df) =df o L,
es decir, para cualesquiera Z1,..., Zp+1 € Xy se cumple

0 = df(L)(Z1,-.., Zis1)
= L(Z1,. ., Zey1) (),

lo cual implica que L = 0. Reciprocamente, si L = 0, es claro que D conmuta
con d.
O
Ejemplo 1.21. La descomposicion de Frélicher-Nijenhuis de la diferencial exte-

0T €S

d = L4,

(donde Id : TM — T M es el morfismo identidad) como debe ser para una deriva-
cion que conmuta con d.

En efecto, como d es una derivacion de grado 1 y conmuta con d, por el teorema
anterior sabemos que L = 0 y que existe una K € QY (M;TM) tal que d = Lk . Si
hacemos actuar esta derivacion sobre f € C*°(M) tenemos que

df = Lx(f) = [, d](f) = 1k (df) = df o K,

es decir, K = Id.

Si K € QF(M;TM)y L € Q(M;TM), entonces [Lx, L] es de nuevo una deri-
vacién y comuta con d, debido a la identidad de Jacobi. Asi, segtin el Corolario 1.20,
debe ser de la forma L € Der*/(Q(M;TM)) para una tinica R € Q¥+(M; TM).

Definicién 1.22. Dada K € QF(M;TM) y L € QY(M;TM), su corchete de
Frélicher-Nijenhuis es el inico elemento [K, Llpy € QFY(M; TM) tal que

(L, L] = Lig 1]y
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Junto con el corchete de Frolicher-Nijenhuis, tenemos la nocién de torsiéon de
Nijenhuis.

Definicién 1.23. Si N € QY (M;TM) es una 1—forma valuada vectorial, su tor-
sion de Nijenhuis se define como la 2—forma valuada vectorial T = %[N, N]pn.

Explicitamente, tenemos
Tn(X,Y)=[NX,NY] - N[NX,Y] - N[X,NY] + N?[X,Y], (1.4)

para cualesquiera X,Y € X,,.

En el édlgebra graduada Q(M;TM) hemos definido dos corchetes, [, |[ry ¥
[, ]Fn. Estos corchetes se definen a partir de

[15c, 0] = K L pn s [ L£2] = LK 1]y

respectivamente, y nos podemos preguntar si surge algtiin corchete nuevo al estudiar
[Lx, ). El siguiente resultado nos dice que la respuesta es negativa.

Proposicién 1.24. Sean K € Q¥(M;TM) y L € QY (M; TM). Entonces

(L) = g ppy — (DML k- (1.5)

Para la prueba de la proposicién y més propiedades de los corchetes de
Frolicher-Nijenhuis y Richardson-Nijenhuis consultar [19, 25, 30].

1.2.1 Descomposicién de Frolicher-Nijenhuis en caso complejo

En la Subseccion 3.2.2 haremos uso del teorema de descomposicén de Frolicher-
Nijenhuis en el caso complejo, razén por la cudl queremos mencionar que se puede
generalizar el resultado ya enunciado en el caso clasico.

Sea M una variedad diferencial con haz tangente T'M. Su haz complejificado
es entonces TecM = TM @iT M. Los campos vectoriales complejos son de la forma
Z = X +1iY, con X, Y € TTM. Al conjunto de ellos lo denotaremos Xc¢ (M),
y las 1—formas complejas se construyen como los duales QL(M) = T(TEM) ~
(CT*M) @ i(TT*M) ~ QY(M) @ iQ'(M). Tomando productos exteriores obtene-
mos las k—formas complejas QF (M) = T(AMTEM) ~ QF (M) &iQF (M), y haciendo
producto tensorial con Tg M obtenemos las p—formas complejas valuadas vecto-
riales, QL (M;TM) = T(APTEM ® TeM). Denotaremos Qc(M) = k?._SOQ(’é(M)

Con estas nociones, las definiciones de endomorfismo graduado, su conmutador,
operador diferencial, derivacién, insercién, corchete de Richardson-Nijenhuis y sus
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resultados dados en la seccién anterior se pueden generalizar. Adem4s, el corchete
de Lie de campos vectoriales en M puede extenderse por C—linealidad a campos
vectoriales complejos; lo mismo ocurre con la diferencial exterior d, la cual puede
extenderse por C—linealidad a una derivacién d € Der! Q¢ (M), con esto, también
la definiciéon de derivada de Lie , el corchete de Frolicher-Nijenhuis y la torsion
de Nijenhuis se generalizan al caso complejo y lo que nos interesa enunciar es el
siguiente resultado:

Teorema 1.25 (Frolicher-Nijenhuis complejo). Sea D € Der* Qc(M). Entonces,
existe una unica pareja (K, L), K € Q(’E(M; TM) vy L€ Q(IEH(M; TM), tal que

D=Lk +1y.

La prueba es andloga a la del Teorema 1.19.

1.3 Estructuras tangente en T'M

Introduciremos el concepto de estructuras tangente y estructura tangente
candnica, la cual nos sera 1til para construir algebroides de Lie en la Subseccion
3.2.4. Sea M una variedad 2n-dimensional.

Definicion 1.26. Una estructura casi-tangente en M es un endomorfismo de
haces J : TM — TM, tal que ¥p € M, rangJ(p) =n y J? = 0.

Si J es una estructura casi-tangente en M entonces I'm.J(p) = KerJ(p) es un
subhaz n-dimensional de T'M.

Una estructura casi-tangente J se dice que es integrable si su torsion de Nijen-
huis es cero,
T;=0. (1.6)

En este caso se dice que J es una estructura tangente.

Consideremos ahora la variedad T'M, en toda variedad de esta forma hay una
estructura tangente canénica. Para definirla, se debe introducir la nocién levanta-
miento vertical.

SeaveTMynm:TM — M la proyeccién candnica con 7(v) = p. Denotemos
Vy, = Kermy, C Ty(TM) con myy @ Ty(TM) — Trpy—pM. AV, se le llama
subespacio vertical a TM en v € T M.

Definicion 1.27. El haz vertical de TM se define por

v)=p

V= U V,.
veET M
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Como 7 : TM — M submersién, m, es sobreyectiva y dimV, = n = dimM.
Luego, el haz vertical de T'M es un haz vectorial de rango constante.

Definicion 1.28. Un campo vertical en TM es una seccion C*° del haz vertical
v,
X:TM — V.

Sean p € M y v € T,M fijos. Definimos

t:T,M — V,CTTM
w = L(w) = Lo(v + tw)

Veamos cémo levantar campos. Si X € X, queremos definir el levantamiento
vertical, ver(X) € I'V

ver :I'(T'M) — TV
X — wver(X),

el cual es caracterizado por

ver(X)(df) = (X(f)) o

para toda f € C*°(M), y donde df es considerada como funcién en T'M. Local-
mente, para X = X" 8(3:1' con {z'}?_; coordenadas locales en un abierto U C M y
(z,y) = {z',y'} las coordenadas adaptadas en U = UxR™ C T'M, el levantamiento

vertical de X es 9
oyt

Nos serd 1til recordar que si {Z'} son coordenadas en V.C M y {i',§'} las
coordenadas inducidas en V =V xR"™ C TM con UNV # (), la regla de transicién
es

ver(X) = (X" o)

_ 0 0y 0
ozt P oxd  Oxtopl’ (1.7)
0 50
dyt oy

donde Tf(:n) = 0T

T Oxt
Recordemos ademéas que en T'M tenemos un campo vectorial privilegiado, el
campo de Fuler,

C:TM — TTM,
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Cy = ev(v), (18)
) 8i

que, en términos locales es C, = y'57> para v € T, M.

La estructura tangente canénicaen TM, J : TTM — TT M, se define mediante
Jy : Ty(TN) = V,,
Jy(w) := ver(me,w). (1.9)

Y tiene la propiedad se ser la tnica estructura que hace conmutativo el siguiente

diagrama
TTM
ml\\\J
h >
TM ———V.
En coordenadas locales es: J = dz! ® a?;i’ es decir
0 0
! (aﬂ) ~ oyl
Y (1.10)

d
! (W’) -

Es claro que J% = 0, RangJ = n e Im.J = KerJ. Probemos ahora que
T; = 0. (1.11)
Sean X = Ai% +Bj% yY = Cp% +aniyq. Calculemos la torsién de Nijenhuis
de J actuando sobre eﬁos.
T;(X,Y) = JX,)Y]-JJX,Y]-JX,JY]+[JX,JY]
= 0-J[Aig:, Cpgos + Dygoa)
Aiger + Bigs Cp%] + (A Op%]

b
09Cp 9 0A; 9 9Dgq 8 YY)
Coger oyt T Aigyt oy — Dagyi oy
9Cp o 0A; 0 _ 0Cp 9 9B; 8
—J\Aiget agr — Coayr o T Bigyr agp — Coagr oy

Ty WA e

_A.9%p 0 04A; 0 0Cp 9 04; 0
A ayr oy T Cp a0y’ T +4 dy' Oyp Cp OyP dy'
0.

Luego, J es una estructura tangente en TT'M.
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1.4 Conexiones no lineales en T'M

En esta seccién comenzaremos con la definiciéon de una conexién no lineal, ve-
remos algunas propiedades y finalmente daremos las condiciones que debe cumplir
una 1-forma valuada vectorial para que al sumarla a una conexién, el resultado
vuelva a ser una conexién no lineal.

Definicion 1.29. Una conexion no lineal en TT M es una estructura casi-producto
[ (es decir, un morfismo de haces T : TTM — TTM que cumple T2 = Id), tal
que V= Ker(Id+T).

Se tiene un resultado que es 1til (ver, por ejemplo [10]).

Lema 1.30. I" es una conexion no lineal en TTM si y solo si
JolI'=Jylod=—-J,
donde J es la estructura tangente candnica (1.9).

Definicion 1.31. Si I es una conexion no lineal en TT M, entonces
H:= Ker(Id—T) (1.12)
es el haz horizontal asociado a I, es decir,

TTM =V ¢ H.

Luego, cada X € I'(TTM) puede escribirse como X = X" + XV donde X" y
X" son secciones en los haces horizontal y vertical, respectivamente. Si X" = 0,
entonces X se llama vertical y si XV = 0, entonces X se llama horizontal. Una
conexién induce dos proyectores

h:TTM - TTM, v:TTM —TTM,

h= %(IdJrF), b= %(Id— T (1.13)

los cuales satisfacen
hX)=X" oX)=X",
h2:h, v2zv, hov =0,
Kerh =Imv =Y, Imh= Kerv=H,

De manera local, si {z'} son coordenadas en un abierto U C M y {z%,y'} las
coordenadas inducidas en T'M, H se puede definir como

H = span { 5(;. } , (1.14)



22 1.4. Conexiones no lineales en T'M

donde 5 5 . 9
— = 4= 1.1
dxt Ozt gt oy’ (1.15)
9 ) Y
F=de'® — +de' @ — — dy’ @ —. 1.1
dx' ® By +Tde' ® By dy’ ® Dy (1.16)

Es claro que {552, By } es base de I'(T'TM) y su base dual es {dm 5y3} donde

. o
dy) = dy’ — ifgdxl.

Con esto, la conexién I' toma la siguiente forma:

F:da:i®66 5ﬂ®88j (1.17)

En efecto,

doi® 2% = dvi® 55 — iTlda ®8y],

dyj®a%j = 5yj®w fdx ®ayw
luego .

r = dmi®86i +Fjdxi®%—dyj®%
= d'® 3 o Tda' @ 5% 7 +Tde’ ® 52
—&y’ ® o — fFjd:B ® 8yj

da’ ® &CZ —F]d:c ® aaj +Tda’ @ 50 — 6y © 5%
Sea I' una conexién no hneal enTTMyA e Ql(T M;TTM) una 1-forma valuada
vectorial. Para que el endomorfismo de haces I' = I'+ A sea una conexién no lineal,

A debe satisfacer
ImA CVyVCKerA. (1.18)

Veamos por qué. En coordenadas, A sera
o 8 ﬁ J 6 f yF 8
luego

I = di'@ 2 o7 T (I“7 + B))dz' ®8—] —dy’ ® ay]
+A e @ 52 + Cldy* @ 5,

por tanto, A* =0, C} =0y A = BBdZL']®

9y70 © equivalentemente,

A = A¥da’ @aia, (1.19)

Definicién 1.32. Una I-forma vectorial, A € QY(TM;TTM), se llama 1-forma
semibdsica vectorial si satisface (1.18).
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1.4.1 Conexiones y semisprays

Debido a que toda conexién induce un semispray, nos interesa saber cuando
para una conexion fija existe un semispray que la induzca.

Definicion 1.33. Un campo vectorial S € X1 se llama semispray si
JoS=C,

donde J es la estructura tangente canonica (1.9) y C' es el campo de Fuler (1.8).

En coordenadas locales, un semispray tiene la siguiente expresion

S(z,y) =y

o . 0

Cada semispray S estd asociado a un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden, definidos por el sistema dindmico de S:
a':,'L — yl

i = Si(z.y) } & &= Sz, ).

El siguiente lema nos serda de mucha utilidad.

Lema 1.34. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
1. Todo semispray, S, induce una conexion definida por I's = —LgJ.

2. Toda conexion, I', tiene un semispray asociado &r, definido por la condicion
&r = h(S), para cualquier semispray arbitrario S. Aqui h es el proyector
definido por I' en (1.13).

Para la prueba de la primera parte ver [10] y para la segunda [31].

Observacién 2. En el punto 2, S puede tomarse como Sy = 8‘21-, un Semispray

local en un abierto U C M.

Notemos que &0 € T(H) y que si S = ¢
coordenadas tiene la siguiente forma
0 n 05¢
oxt

o) i o)
357 T Sl(:v,y)a—yi, entonces I's en

A o A )
—dx' @ — — dy’ -
ayz x®aya y®6y’

g =dz'® (1.20)

Una primera pregunta natural es: Dado un semispray S, le asociamos una
conexion, I'g, y a esa conexién le asociamos un semispray, &rg, jcuando éry y S
coinciden?.

Un céalculo simple nos muestra el siguiente resultado.
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Lema 1.35. Dado un semispray S se tiene

Ls—18.0.

51“522

Demostracion. Sabemos que &ry es h(S) con h = 1(Id+T'g). Asf,

h(s) = 5M+Tw<>=%u E)gﬁz%@—ﬁﬂﬁ)
= 1S [S,T08] +JIS.8]) = 1 (S~ [5.C))
O
De este lema se sigue que {ry = S siy sélo si S = —[S, C], es decir, si y sélo si

S es homogéneo de grado 2. De manera que es claro que esto no siempre sucede.
La siguiente pregunta es: Dado S un semispray fijo, jcuando existe una conexion
no lineal I en TT'M tal que §f = S7. La respuesta aparece en el siguiente resultado.

Teorema 1.36. Dado un semispray S, existe una conexién no lineal T en TTM
tal que
=385 (1.21)

sty solo si S|y = 0.

Demostracion. Por (1.19), sabemos que, de existir dicha conexién, serd I' = I'g+ A
con A una 1-forma semibaésica.

Consideremos Sy = y'-2

oxt?
= h(So) =
sId+T

luego

=

(Id+T)(Sp) = 2(Id+Ts + A)(Sp)
)(S0) + 3A(S0) = &rs + 3A(S0) = 3(S = [S,C] + A(Sp))-

wn N

Como queremos & = S, entonces A debe cumplir:

A(Sp) = S +[8,C). (1.22)

Sabemos que A(Sp) = A%y ’ay y como S = Sp+5%(x, y)ay yC =1y
que

8y2 , tenemos

5.C] = [50.C1+ [5.C)

= [y azzay] ayj] [Saagaayl gﬂ]

= —yi Sai — gyl 952

BCC] a_0 dsaay(; o

= ~S+S y ~Y o7 dyT By~

Y o) 95« 0
S+[S,C] = So—f—Saaa So—i—Saf—yjay]ay
— 25& 8 _ 058 0

Oy’ oy
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asi que, A debe satisfacer

0 ; 05% 0
-y - )
oy™ 0yl Oy~

; 0
Ay = 25
Zyaya S

0 equivalentemente

05

Gt = 08Y i =
Afy' =28 yayj.

(1.23)
Ahora, notemos que (S+[S, C])|pm = 25%(x, O)@%\M y (A(S0))|am = 0,y deben
coincidir, luego, debe ser S7(z,0) = 0, es decir, S|y = 0.
Usando la regla de transicion para los coeficientes de la conexién no lineal

definida por (1.21), se puede verificar que A es global. Por tanto [ est4d bien
definida globalmente. O

Definicién 1.37. La conezion T que satisface (1.21) se llama conexidn adaptada
as.

Veamos la forma que tiene la conexiéon adaptada I' en coordenadas. Como
S|a = 0, entonces

S = ijJ‘?‘(:E,y), (1.24)
asi que (de (1.23)):
A =S — y]aaiix y S = yi@ii + ijf‘a(Za, (1.25)
ademads, la conexién asociada a S, dada por (1.20), es:
Ig=da'® aii + (S 447 85)@:" ® 83@ —dy' ® azi'
De esta forma
F=Ts+A=di'® — +(S?+yjas? —i—SiO‘—yj%)dmi@i—dyi@ 0
oz’ oy’ oy’ oy~ oy
y finalmente, la conexién adaptada a S toma la forma
P—die 2+ 25%dx’ @ —dy' ® o (1.26)
ox’ oy™ oyt

Observacién 3. Notemos que la conezidon adaptada, T, a un semispray fijo S,
tiene la siguiente interpretacion geométrica: S es tangente a la distribucion ho-
rizontal H asociada a f, S € TH. En particular, H es invariante con respecto al
flujo de S.
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Entonces se puede reformular el Teorema 1.36 de la siguiente manera.

Teorema 1.38. Dado un semispray S, existe una conerion T tal que S es tangente
a la distribucion horizontal H asociada a T' si y sélo si S|y = 0.



Capitulo 2

Correspondencia entre
algebroides de Lie y operadores
de cohomologia

En este capitulo presentamos la correspondencia que existe entre algebroides
de Lie y operadores de cohomologia. Primero construiremos un operador de coho-
mologia a partir de un algebroide de Lie dado y después haremos la construccién
reciproca, es decir, empezaremos con un operador de cohomologia y a partir de él
diremos cémo son el ancla y el corchete del algebroide correspondiente.

2.1 De algebroides de Lie a operadores de cohomo-
logia

Empezaremos con un algebroide de Lie dado, con ayuda de su aplicacion ancla y
del corchete de secciones en el fibrado correspondiente definiremos un operador que
probaremos que es de cohomologia, llamado diferencial de De Rham del algebroide.
Como ejemplo veremos que en el caso de que el algebroide de Lie es el trivial
(TM,Id,[, ]), entonces dicho operador es la diferencial exterior. Y finalmente nos
ocuparemos de la descomposicién de Frolicher-Nijenhuis de la diferencial de De
Rham de un algebroide tanto en el caso general de un algebroide en un fibrado
vectorial arbitrario E, como en el caso particular de £ =T M.

27
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2.1.1 Diferencial de De Rham del algebroide de Lie

Sea M una variedad diferencial y sea £ — M un fibrado vectorial sobre M.
Recordemos la siguiente defincion.

Definicion 2.1. Un operador de cohomologia en E — M es una derivacion de
grado 1 D € Der'(T(A*E*)) tal que D* = 0.

Supongamos que (F,q,[,[) es un algebroide de Lie. Definimos un operador
D : T(APE*) — T'(AP*1 E*) mediante

{Df(A) = qA(f) (2.1.1)
Da(A, B) = qA(a(B)) — 4B(a(4)) — a([4, B]),

para cualesquiera f € C*°(M),a € T(A'E*), A, B € TE. Veamos que estas ecua-

ciones son compatibles en el sentido de que queremos extenderlas para obtener una
derivacién. Sean f € C*(M), a € [(A'E*) y A,B €TE

D(fa)(A,B) = q(A)(fa(B)) — q¢(B)(fa(A)) — fa([A, B])
= q(A)(f)(B )+fQ( )(a(B)) = q(B)(f)a(A)

+fa(B)(«(A4)) - fa([A, B])

= DfANa(A,B)+ fDa(A, B)

)

una vez comprobado esto, extendemos su accién a I'(A*E*) como derivacién de
Z—grado 1.

Una forma alternativa de definir el operador anterior es mediante la férmula
de Cartan:

k+1 ) N
Da(Xy,. .., Xps1) :El(—l)”lq(Xi)(a(Xl, o Xy, Xp1))
+ E]( )7'+j04(|]Xi,Xj[I,X1, L ,XZ', S ,Xj, ... ,Xk+1)
(2.1.2)
para o € T(A*(E*)) y X1,..., Xy €TE.
Teorema 2.2. El operador D (2.1.1) es un operador de cohomologia en E — M.
Demostracién. Primero que nada notemos que D? es derivacién, luego, operador

diferencial de primer orden, y como tal, es determinado por su accién en formas
de grado menor o igual a 1. Sean f € A’E* y A, B € TE. De la férmula (2.1.1) se
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(¢A((De)(B, C)) — (Da)([4, B], €)),

O

(D*a)(A, B,C) =

y otro célculo largo pero sencillo nos muestra que esto se reduce a la identidad de

Anélogamente, si o« € A'E* y A, B,C € T'E, obtenemos la suma ciclica
Jacobi para [, |:

Algebroides y Operadores de Cohomologia

sigue que
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La derivacién D definida en el fibrado vectorial E — M por las férmulas (2.1.1)
es bien conocida (ver, por ejemplo, capitulo 7 en [22]), y llamada algunas veces

diferencial de De Rham del algebroide de Lie. El siguiente ejemplo nos muestra el

por qué de este nombre.
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Ejemplo 2.3. Sea (T'M,Id,],]) el algebroide de Lie trivial en TM. Por la Propo-
stcion 2.2, sabemos que éste induce un operador de cohomologia D, utilizando la
formula (2.1.2), obtenemos

Da(Xy,..., Xpr1) =(=1)™ Xi(a( X1, ..., Xiy oo, Xig1))
+ (—I)Hja([Xi,Xj],Xl, .. .,XZ‘, - ,Xj, R ,Xk+1)
:dOé(Xl, s 7Xk+1)7

para o € QF(M) y X1,..., Xpr1 € Xar. Asi que es claro que hemos recuperado la
diferencial exterior, que da lugar a la cohomologia de De Rham.

Veamos otro ejemplo un poco menos trivial.

Ejemplo 2.4. Recordemos que toda variedad de Poisson, (M,{,}), induce un
algebroide de Lie (WM, q,[,]), con

q(df) = ady,

donde ad : C*°(M) — Xpr y ad(f)(g) = {f, g} para cualesquiera f,g € C°(M). Y
el corchete es dado por

[[Oé, ﬁ]] = Zq(a)d/B - Zq(B)da + d(/B(Q(a)))

para o, B € QM.
El operador de cohomologia dado por (2.1.2) serd entonces:

DX (a1, ..., 0p01) =(—1D) gl (X (o, ..., d4, ..., ap41))
+ (—1)i+jX(|]Oéi,Oéj[|,Oq, .. .,di, - ,OZ]', .. .,ak+1)

para X € T(AFTM) y aq,...,ap11 € T(T*M) = QY (M). En particular, si X €
C(AYTM) =X y aq = df, az = dg con f,g € C*®°(M), tenemos

DX (df,dg) ={f,X(9)} —{9, X ()} = X({[. 9})-

Notemos que el operador D (2.1.1) es una derivacién de I'(A®*E*), asi que puede
descomponerse a la Frolicher-Nijenhuis. En la siguiente subseccién veremos como
es esta descomposiciéon en un caso particular, pero instructivo.

2.1.2 Caso E=TM

Supongamos E = TM y sea (T'M,q, [, ]) un algebroide de Lie. Recordemos lo
siguiente (ver [17]).
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Definicion 2.5. Dada una operacion bilineal o en las secciones de un fibrado
vectorial £, y un morfismo de fibrados ¢ : TE — U'E, el corchete deformado de la
operacion es dado por Ao, B := ¢(A)o B+ Aop(B) —¢(AoB), para A,B € TE.

En nuestro caso, la operacién bilineal en I'T'M es [, | y el morfismo ¢, asi que
el corchete deformado del corchete de Lie por la aplicacién ancla del algebroide es

[(X,Y],=[¢X, Y]+ [X,qY] — ¢[X,Y], (2.1.3)
para X,Y e I'(T'M).

El siguiente resultado es consecuencia directa de la descomposicion de Frolicher-
Nijenhuis para D.

Proposicién 2.6. Sea (T'M,q,[,]) un algebroide de Lie. Su diferencial de De
Rham D (2.1.1) se puede expresar de la forma

D=L+
donde
L(X,)Y)=[X,Y], - [X,Y]. (2.1.4)

Demostracion. Ciertamente, tenemos que K (dado por el Teorema 1.19) es
KX(f) = Df(X) = ¢X(f),
para cada f € C*°(M), X € Xps, y también
(D — Ly)()(X,Y) = (ira)(X,Y) = o(L(X,Y)). (2.1.5)

Esto es suficiente para caracterizar i7,, porque es determinado por su accién en
1—formas . Desarrollemos el lado izquierdo de (2.1.5),

(Da)(X,Y) = ¢X(a(Y)) — ¢¥(a(X)) — a([X,Y]).
De la definicién de L4, obtenemos
(Lqa)(X,Y)
— 4X(a(Y)) - a([gX, Y]) - a¥ (a(X)) + a([g¥, X]) + a(q[X, ¥])
=gX(aY)) = ¢¥ (X)) — a([¢X,Y]) — a([Xq, Y]) + a(q[X, Y]).
Luego,
a(L(X,Y))

4X(a(Y)) — g¥ (a(X)) — a([X.Y]) - ¢X (1))
+q¥ (a(X)) + a([gX,Y]) + a([Xq,Y]) - a(q[X, Y])
— a([gX, Y] +[X,qY] - [X.Y] - [X.Y]).

Como esto es valido para o € Q' (M) y X, Y € X, arbitrarios, tenemos (2.1.4). O
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Veamos un ejemplo de esta descomposicion.

Ejemplo 2.7. Sea (T'M,1d,[,]) el algebroide de Lie trivial en TM. Por la Pro-
posicion 2.6, la descomposicion de su diferencial de De Rham (Teorema 1.19)

estd caracterizada por
K = 1d,

L(X,Y)=[X,Y]1qa— [X,Y] =0,

es decir D = L1g4. Lo cual era de esperarse, pues ya vimos que, en este caso, D es
la diferencial exterior d.

2.1.3 Descomposicion de Frolicher-Nijenhuis de un operador de
cohomologia en haces vectoriales arbitrarios

Sea £ — M un haz vectorial sobre una variedad diferencial M. La cuestién
ahora es cémo obtener un resultado andlogo al de la subseccién anterior para un
algebroide de Lie arbitrario (E,q,[,[), donde D € DerI'(A*E™*). El problema con
el que nos enfrentamos es que no tenemos un operador como la derivada de Lie
a nuestra disposicién, para resolverlo procederemos fijando una conexion lineal V
en F.

Sea {s,}'_; (con r = rankE) una base de secciones de TE y sea {n°};_,
la base dual. También sea {0;}7*, una base local de campos vectoriales en M
(con dim M = m). Entonces, todo K € I'(AE* ® TM) se puede expresar como
K = K!n°®0;. Rcordemos que, podemos definir Vi : ['(AE*) — I'(AE*) mediante

Vi =Viiness, = Kin® A Va,. (2.1.6)

El siguiente resultado nos sera util para calculos posteriores.

Lema 2.8. Sea K : E — T'M un morfismo de fibrados vectoriales sobre M, y sea
V una conexion en E. Sia e TE* y A, B € TE, entonces,

(Vka)(A, B) = KA(a(B)) — a(ViaB) — KB(a(A)) + a(VrpA).

Demostracion. Consideremos una base de secciones de T'E, {sq,},_; (con r =
rankE), y sea {n°}7_, la base dual. También sea {0;}™, una base local de cam-
pos vectoriales en M (con dim M = m). Entonces, tenemos expresiones locales
A= A%, B=DB,,yK=Kn® 0;. Podemos escribir

Vg =V

K£7IC®8]' = Kgnc A vaju
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y calcular
(Vka)(4, B) = (Kin A Va,a)(A, B)
KI(n°(A)(Vo,0)(B) = n°(B)(Va,a)(A))
= K1(A°(Vo,(a(B)) — a(Vy,B)) — B(Vo,(a(4)) — a(Vo, 4)))
= Vi aco, ((B)) = KlA°(V, B) = V 1 gy (a(A)) + KIBa(Vg, A).

Notemos que KA = K, J A°0;, por lo que podemos reacomodar la expresién anterior,
usando también la C*>°(M)—linealidad de «, como

(Vika)(A,B) =Viga(a(B)) —a(VkaB) — Vigp(a(A)) — a(VigpA)
= KA(a(B)) — KB(a(A)) + a(VkpA — VigaB).

O]

Una prueba analoga a la del teorema clasico de Frolicher-Nijenhuis clasico
(Teorema 1.19), nos da el siguiente resultado.

Teorema 2.9. Sea m: E — M un haz vectorial sobre la variedad M. Sea D €
Der*'(A*E*), y sea V una conexidn lineal en E. Entonces, existen unos tinicos
campos tensoriales K € T(E* @ TM) y L € T(A*1E* @ E), tales que

D =Vg+1r. (2.1.7)

1

Demostracidn. Supongamos que D es una derivacién de grado k. Sean o, ..., oF €

I'(E) secciones. La aplicacién

f— (Df)(a?,... ,o/“),

con f € C*°(M), es una derivacién del dlgebra de funciones en M. Por lo que define
un campo vectorial en M, que denotaremos por

Ahora, la aplicacién de I'(E) x --- x I'(F) a X(M) definida por
(al,...,a") = K(a,...,a")
es C*°(M)—lineal y antisimétrica, por lo tanto K € I'(A¥F®@T M), la cual satisface
Vif=Df

para todo f € C>°(M). De esta forma, el operador D — Vg es una derivacién
de grado k que actia trivialmente en C*°(M). Por lo cual es un endomorfismo
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C*>°(M)—lineal de T'(AE™*) que es determinado por su accién en secciones de grado
1. Entonces, si s € T'(E*), la aplicacién

s — (D —Vkg)s

define un morfismo de I'(E*) en I'(A*!'E*) asi que existe una seccién L €
(A E* ® E) tal que (D — V)s = 115. El operador 27, es una derivacién de
grado k que se anula en C*°(M) y que actia como D — Vi en las secciones de F'.
Entonces,

D=Vg+1r.

O]

Notemos que, cuando tenemos un algebroide de Lie (F,q,[, ]), K : TE —
I'T'M es tal que, para cualesquiera A e TE y f € C*(M),

K(A)(f) = Df(A) = qA(f), (2.1.8)
asi K = ¢, como antes.
Observacion 4. En el caso particular de E = TM, tenemos dos descompo-
siciones, una proveniente del Teorema 1.19, que es D = Lg + 17, para algu-

nos K € QF(M;TM), L e QFY(M;TM), y otra proveniente del Teorema 2.9,
D =V +1z, donde, otra vez K € QF(M;TM), L € QY (M;TM). Es ficil ver
que ambas estdn relacionadas mediante

Vik =LKk —1v,,
asi K=K yL=L-Vk.
Ahora, podemos conocer a L en la descomposicién (2.1.7). Empecemos con:
(D = Vg)(a)(A, B) = () (4, B) = a(L(4, B)).
Usando la ecuacién (2.1.1),
(Da)(A, B) = qA(a(B)) — ¢B(a(A)) — o([A, B]),
Por el Lema 2.8
Vqa(A, B) = qA(a(B)) — a(VgaB) — ¢B(a(A)) + a(VysA).

Asi,
a(L(A, B)) = (D = Vg)(a)(4, B) = a(V4aB = VA - [A, B]).
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Por lo tanto:
L(A,B) =V4B—-V,8A—[A,B]. (2.1.9)

Recordemos ahora la nocién de E-conexiones. Sea (E,q, [, ]) un algebroide de
Lie sobre M. Sea V' — M otro haz vectorial sobre M. Una E—conexién en V es
una aplicacién R—bilineal 6 : TExI'V — I'V, cuya accién se denota 0(A, s) = d 45,
tal que, para cualquier f € C*(M),

dras = foas,

6a(fs) = (qA)(f)s + foas.
Una E—conexién es simplemente una F—conexién en £ mismo (ver [13, 22, 2] para
referencias de conexiones en algebroides de Lie y sus aplicaciones). En este caso, es
posible definir la torsién de § como la 2—forma E—valuada Tord € Q*(E; E) dada
por la expresién usual', pero usando el corchete del algebroide de Lie en lugar del

corchete de Lie:
Tord(A, B) :== 4B — dpA — [A, B].

Notemos que cada conexién lineal V en E determina una E—conexién 6. Sim-
plemente definiendo
6B :=V,aB. (2.1.10)

La torsion de esta conexién es entonces
Tor 6V (A, B) = VyaB — V54 — [A, B],
que es precisamente nuestra expresion (2.1.9).
Resumimos los cédlculos anteriores en el siguiente resultado.

Teorema 2.10. Sea (E,q,[,]) un algebroide de Lie y D € DerI'(A*E*) su dife-
rencial de De Rham, definida en (2.1.1). Entonces, dada una conexion lineal V en
E, D admite la siguiente descomposicion

D:Vq—l—sz,

donde q es el ancla del algebroide y LV € T(A’E* @ E) es la torsion de la
E—conezion 6V (2.1.10), dada por

LY(A,B) = VyaB — V,5A — [A, B],

para A, B € TE.

'Recordemos que cuando se tiene una conexién lineal V : I'TM x I'TM — I'T'M, dados
A,B € I'TM se define TorV(A,B) := V4B — VA —[A, B].
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En el caso particular de un algebroide de Lie en el haz tangente, se puede
reescribir el resultado anterior, y nos ofrece una interpretacion alternativa del
corchete deformado [X,Y], en términos de la torsién de la 7'M —conexién 6 en
(2.1.10). Para esto, observemos que si E = T'M, entonces, dada cualquier conexién
lineal simétrica V en T'M, la torisén de la T M —conexién correspondiente, 8V, es
dada por

TorsY =LV (X,Y)
=V,xY -V X - [X,Y]
:[X7 Y]q +(Vyg)(X) = (Vxq)(Y) — [[Xv Y]],

para cualesquiera X,Y € X),.

2.2 De operadores de cohomologia a algebroides de
Lie

Empezaremos con un operador de cohomologia en las secciones del algebra
exterior del dual de un haz vectorial arbitrario, a partir de él definiremos una
aplicacién de las secciones del haz con el que iniciamos al haz tangente de la
variedad base, y un corchete en las secciones del haz inicial, que serd un corchete de
Lie y que junto con la aplicacién anterior conformaran una estructura de algebroide
de Lie. Después nos enfocaremos en la estructura de dicho algebroide cuando el
haz inicial es un haz tengente. Y finalmente veremos algunos ejemplos.

2.2.1 Resultado principal

Supongamos que tenemos un haz vectorial m : E — M | y una derivacién
D € Derl'(A*E*) tal que D? = 0. Entonces, podemos definir una aplicacién q :
I'E — I'T'M de la siguiente manera,

q(A)(f) :== Df(A), (2.2.1)

para cualesquiera f € C*°(M), A € TE.

Definimos un corchete en las secciones de E de la siguiente forma: si A, B € T'E,
entonces su corchete [A, B] es la tinica seccién de E que satisface

a([4, B]) = D(a(B))(4) - D(a(A))(B) - Da(A,B),  (2.2.2)

para cualquier o € I'E*. De manera que se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.11. El triple (E,q,[, ]), definido por (2.2.1) y (2.2.2) es un algebroide
de Lie.

Demostracion. Probemos que ¢ es un morfismo de C*°(M)-médulos que satisface
q(]A, B]) = [q(A),q(B)] VA, B € TE. Se tiene que

q([A, B)(f) Df([A, BY)
D(Df(B))(A) — D(Df(A))(B
D(q(B)(f))(A) = D(q
q(A)(a(B)(f)) —a(B)
[9(A), ¢(B)](f)-

para toda f € C*°(M).

La R—bilinealidad y la antisimetria del corchete son claras. Sélo resta probar
la identidad de Jacobi. Teniendo en cuenta que D es un operador de cohomologia
y usando la propiedad probada anteriormente, tenemos

0

A,B,C

I
C
5
>
L2
&
Q

Asi (TE, |, |) es dlgebra de Lie. Adicionalmente, con respecto a la estructura de
C>°(M)-mébdulo se cumple la regla de Leibniz, es decir, si A,B € TEy f € C*(M):

14, FB] = ¢(A)(f)B + f[A, B
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Esto es asi, pues para toda a € I'E™ se tiene

a([A, fBJ) D(a(fB))(A) - ( (A)(fB) — Da(A, fB)
( a(B))(A) = fD(a(A))(B) - fDa(A, B)
Df(A)a(B) + fD(a(A))(B) — fD(a(A))(B) — fDa(A, B)
q(A)(f)a(B) + fa([A, B])
= a(q(A)(f)B) + []A, B]).

Se sigue de los teoremas 2.2 y 2.11 la siguiente consecuencia importante

Corolario 2.12. Existe una correspondencia uno a uno entre algebroides de Lie
en E y operadores de cohomologia en T'(A®E*).

Para distintas versiones de este resultado ver [20] y [6].

2.2.2 Caso E=TM

Vamos a profundizar en la estructura de este algebroide de Lie cuando E =
TM. En este caso, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.13. Sea D wuna derivacion, D € DerlI'(A*T*M), tal que D* = 0,
luego, tiene una descomposicion de Frélicher-Nijenhuis D = L 417, donde K €
QY M;TM) y L € Q2(M;TM). Entonces, el triple (TM,q,[,]) es un algebroide
de Lie con

q=K

[X,Y] = [X,Y]x — L(X,Y), (2.2.3)

Demostracion. Por la definicién de la aplicacién ancla tenemos

Df(X) = (Lx+u)(f)(X)
Lk(f)(X)
= K(f)(X)

para f € C*(M) y X € Xy, luego ¢ = K.

La férmula (2.2.3) puede ser deducida observando que D es precisamente el
operador asociado al algebroide de Lie mediante la construccién en la Proposicién
2.6. O
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2.2.3 Ejemplos

En esta seccion veremos algunos ejemplos de algebroides de Lie construidos a
partir de operadores de cohomologia con algunas caracteristicas particulares.

Notemos que, como la aplicacién ancla de un algebroide de Lie (E, K| , |)
es, en particular, un morfismo de algebras de Lie, la distribuciéon que induce es
involutiva, pues [K X, KY] = K[|X,Y]| € ImK para todo X,Y € TE.

Tensor de Nijenhuis

Cuando la torsién de Nijenhuis de K es nula, entonces [, |k es un corchete de
Lie (ver, por ejemplo, [16]). Tomando la accién de K en ambos lados de (2.2.3),
obtenemos

KL(X,Y)=K[KX,Y]+ K[X,KY] - K*[X,Y] - K[X,Y].
Pero, como ya sabemos, K = ¢ es un morfismo de algebras de Lie, luego
[KX,KY] - K[KX,Y] - K[X,KY]+ K?[X,Y] = -KL(X,Y),
que, en términos de la torsién de Nijenhuis de K, significa
Tx(X,Y)=-KL(X,Y). (2.2.4)
Esta expresion nos permite probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.14. Sea K € Q'(M; TM). Entonces, la derivacion D = Ly induce
una estructura de algebroide de Lie en T M con aplicacion ancla ¢ = K y corchete

(X, Y]|x =[KX,Y]+ [X,KY] - K[X,Y],

si y solo si K es integrable (i.e, Ty =0).

Demostracion. Por el Teorema 2.11, lo que tenemos que probar es que D = Lk es
un operador de cohomologia si y s6lo si K es integrable.

La condicién Tk = 0 se sigue de (2.2.4). Por otro lado, la suficiencia es garan-
tizada por

l)2 = %[D,D] = %[ﬁKa‘CK] = %E[K,K}FN = ﬁTK = 0.
0

Observaciéon 5. La parte ‘si’ de esta Proposicion estd dada como Teorema 3.7
en [17] y como ejercicio 40 en [5].
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Recordemos que, dado un morfismo de haces N : TTM — TM, cuando T = 0,
N se llama tensor de Nijenhuis. Por la Proposicién 2.14, sabemos que todo tensor
de Nijenhuis induce un algebroide de Lie, luego, cualquier estructura compleja
(K? = —1I), estructura tangente (K2 = 0) o estructura producto (K? = I), define
un algebroide de Lie en T'M con aplicacién ancla K y corchete [, |k.

Endomorfismo invertible

Veamos qué sucede cuando el término L # 0 no es trivial. Seguiremos pidien-
do que D = Lg + 11 sea de cuadrado cero. Lo haremos en dos pasos, primero
asumiendo que K es invertible.

Si K : I'TM — I'T'M es un endomorfismo invertible, definimos la 2—forma
valuada vectorial L € Q%(M;TM) mediante

L(X,Y) = -K 'Tg(X,Y), (2.2.5)
para cualesquiera X,Y € I'TM, y el corchete [, | : TTM — I'TM como
[X,Y] = [X,Y]k + K 'Tx(X,Y), (2.2.6)
para X,Y e I'T'M.
Lema 2.15. El corchete (4.1.3) satisface

[X,Y] = K'[KX,KY].

Demostracion. Es un célculo sencillo:
[X,Y] =[X, Y]k + K 'Tx(X,Y)
=[KX,Y]+ [X,KY] - K[X,Y]
+ K YKX,KY] - K[KX,Y] - K[X,KY] + K?[X,Y])
=K '[KX, KY].
O

Proposicién 2.16. El triple (TM, K, [, ]), con el corchete definido en (2.2.6), es
un algebroide de Lie.

Demostracion. Que (TTM, [, ]) es un élgebra de Lie es inmediato, (la identidad de
Jacobi resulta de aplicar el Lema 2.15), y K es un morfismo de C*°(M )—mdbodulos,
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asi que sélo necesitamos probar la regla de Leibniz:

[[Xv fY]] = [Xa fY]K+K_1TK(fX7Y)
= [KX,fY]+[X,fKY] - K[X, fY]+ fK Tk (X,Y)
= fIX,) Yk + KX(/)Y + X(/)KY — X(f)KY + fK 1Tk (X,Y)
= f[X, Y]+ KX(f)Y.

O]

La siguiente proposicién nos dice que todo algebroide de Lie inducido por una
endomorfismo invertible es isomorfo al algebroide trivial.

Proposicién 2.17. Los algebroides de Lie (TM, K, [, ]) (dados por la proposicion
2.16) y el trivial (T'M,Id,[, ]) son isomorfos.

Demostracion. El isomorfismo deseado es ¢ = K~ : T'TM — I'T'M, porque

Kop=KoK'=1Id,

$([X,Y]) = KH([X,Y]) = KT ([K o K~(X), K o K~'(Y)]) = [6(X), ¢(Y)]
por el Lema 2.15. ]

Resumiendo, obtenemos el siguiente resultado que, en particular, puede ser
aplicado a estructuras casi-complejas o casi-producto.

Teorema 2.18. Sea K : TM — TM un morfismo invertible de haces vectoriales.
Entonces, una derivacion de la forma

D = L + 1, € Der'Q(M),
con L € Q2(M:TM)) es de cohomologia si y sélo si
( ; gia si y
L=—-K 'Tg.

Mas atn, la estructura de algebroide de Lie en T M determinada por D es isomorfa
a la trivial.
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Capitulo 3

Algebroides de Lie asociados a
endomorfismos idempotentes

En el siguiente paso, consideraremos la situaciéon general de una derivacién
de Q(M) de Z—grado 1, D = Lk + 11, donde K no necesariamente es invertible.
Trataremos de ver cuando D es un operador de cohomologia para después estudiar
la estructura de algebroide de Lie inducida por el.

3.1 Ecuaciones de cohomologia

Sea D una derivacion de Z—grado 1, con descomposicién de Frolicher-Nijenhuis
D = Li + 11, donde K es un endomorfismo de I'T’M y L una 2-forma valuada
vectorial. El propédsito es encontrar bajo qué condiciones para L y K la derivacion
define un algebroide de Lie. Como ya se menciond, lo haremos viendo cudndo D
es un operador de cohomologia.

Teorema 3.1. Sean K un endomorfismo de I'TM y L una 2-forma valuada vec-
torial. Entonces la derivacion D = Lk + 11, es un operador de cohomologia (i.e
D?=0) si y solo si K y L satisfacen las siguientes ecuaciones

1
i[K,K}FN—}-lLK:O, (3.1.1)

(K, Llrn + %[L, Llrn = 0. (3.1.2)

Demostracion. Por las definiciones de los corchetes de Frolicher-Nijenhuis y
Richardson-Nijenhuis, la linealidad del conmutador graduado de endomorfismos

43
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v la Proposicion 1.24 tenemos

1 1
D? = i[D’D] = 5[/:,[( —i—ZL,[,K +ZL]

1
- §£[K7K]FN + ik Lpy T Lok + SUL.LlrN

- ﬁé[K,KlmmK T UK L) pn+ L (L L rn

lo cual es equivalente a (3.1.1) y (3.1.2). O

La primera de estas condiciones (3.1.1) ya la conociamos, viene de imponer que
el corchete del algebroide de Lie debe ser de la forma [X,Y] = [X,Y]x — L(X,Y)
y no es mas que la ecuacién (2.2.4). Un célculo sencillo muestra que, de hecho,
también es equivalente a D?f = 0, para cualquier f € C*°(M).

DDf) = (Lx+w)(Lx +.(f))

(
Lk +1)(Lr(f))
( )

)
)
Lr~+11)([tk,d]
)
= g (d(x(df))) — d(ux (x (df))) + on(ex (df)),

—~ T~~~

(f
Li +1g, (ZK(df))

y haciendo actuar esto sobre A, B € X;;, obtenemos

D*(f)(A,B) = d(uxdf)(KA,B)—d(udf)(KB, A)
—A(ure (1 (df))(B)) + Blux (1 () (A))
+urc (e (d)) ([A, B) + (e (d))(L(A, B))
= KA(uk(df)(B)) = B(ux(df)(KA)) —ux(df)([KA, B])

© -
—KB(ux(df)(A4)) + Atk (df)(KB))
+ux (df)([KB, A]) — A(d (B)) B(d(K*(A)))
+dfK*([A, B]) + df (K (L(A, B)))
= KA(df(KB)) - (df(KZA)) df(K[KA, B])
—KB(df(KA)) + A(df(K*B)) + df(K[K B, A])
—A((K*B)(f)) + B(K*A(f)) + K*[A, BI(f) + K(L(A, B))(f)
= ([KA,KB] - K|[KA,B] - K|[A, KB+ K?[A, B))(f)
= Tk(A,B)+ K(L(A, B))(f).

La segunda condicién (3.1.1) es mucho mas dificil de satisfacer. En lo que
sigue construiremos algunas soluciones en el haz tangente de una variedad M con
relevancia geométrica.
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3.2 Resultado principal

Aqui probaremos un resultado muy importante, pues nos dice cémo, a partir
de un endomorfismo idempotente podemos contruir un algebroide de Lie.

Sea T'M — M el haz tangente sobre una variedad conexa M,y sea N : T'M —
TM un endomorfismo idempotente (N? = N). El siguiente resultado nos dice que
N tiene rango localmente constante.

Lema 3.2. Sea N : TM — TM wun endomorfismo idempotente. Entonces, el
conjunto de m € M tales que rank(Ny,) = q es abierto y cerrado en M.

Demostracion. Como en cada fibra la identidad es la suma de dos proyectores
complementarios Id = Ny, +(Id— N,,), tenemos que rank(N,,)+rank(Id—N,,) =
n = dimM. Ahora, el conjunto de todos los puntos m € M tales que rank(N,,) =
g es al mismo tiempo el conjunto de todos los m € M con rank(Ny,) < qy
rank(Id — N,,) < n —gq, el cual es un conjunto cerrado, y el conjunto de todos los
puntos m € M tales que rank(Ny,) > q y rank(ld — Ny,) > n — g, el cual es un
conjunto abierto. ]

Recordemos que si N : TM — TM es un morfismo de haces vectoriales y
rank(Ny,) es localmente constante, entonces los espacios vectoriales KerN e InN
son haces vectoriales. (ver [18]).

Lema 3.3. Sea N : TM — TM un endomorfismo idempotente con ImN distri-
bucion involutiva, entonces se cumple lo siguiente:

N[NX,NY]=[NX,NY]. (3.2.1)

Demostracion. Como ImN es involutiva, existe Z € I'T'M tal que [NX,NY] =
NZ, y aplicando N a ambos lados de esta ecuacién,

N[NX,NY]=N?Z =NZ = [NX,NY]

O]

Consideremos la torsién de Nijenhuis de N. En nuestro caso, se puede reescribir
como

Ty(X,Y) = [NX,NY] - N[NX,Y] - N[X,NY] + N[X,Y].

Aplicando N a ambos lados, obtenemos

NTn(X,Y) = N[NX,NY] - N?*[NX,Y] - N’[X,NY] + N?[X,Y].
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Usando el Lema 3.3 junto con la propiedad N? = N, tenemos
NTn(X,Y) = [NX,NY]-N[NX,Y]-N[X, NY]+N[X,Y] = Tn(X,Y). (3.2.2)
Por tanto, K = N y L = —Ty es solucién de las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.2).

Proposicion 3.4. Si N : TM — TM es un endomorfismo idempotente del haz
tangente de M tal que N> = N y que ImN es un subhaz involutivo de TM,
entonces

NIn =Ty, [N,Inlpn =0 y [In,IN]gy =0

donde T es la torsion de Nijenhuis de N.

Demostracion. La primera afirmacién es una consecuencia directa de la definicion
de torsién de Nijenhuis,

NTn(X,Y)=N([NX,NY] - N[NX,Y] - N[X,NY] + N?[X,Y])
=[NX,NY] - N[NX,Y] - N[X,NY] + N?[X,Y]

para todo X,Y € Xj;.
Como L = —3[N,Nlpn, y (Q*(M;TM),[, |rn) es un dlgebra de Lie gradua-
da(ver [25]), tenemos
1
[N, Llpn = =5 [N, [N, N]pnlrn = 0.
Ademss, como L € Q?(M;TM), se sigue que [L,Llry € Q3(M;TM), i €
DertQ(M), y L,y € Der?Q(M); por tanto, i[L,L]py ©S completamente ca-
racterizada por su accién en O—formas (funciones diferenciables) y 1—formas. Pe-
T0 4[],y €S una derivacion temsorial, luego se anula en C*>®(M). Ahora, dada
a € QY (M) tenemos L, Ly @ € Q3(M). Asi, para cualesquiera X,Y,Z € I'TM,
(i(p, @) (X, Y, Z) = a([L, LIgn (X, Y, 2)) = 2i7a(X,Y, Z)
=20 ipa(L(X,Y), Z)
— 20 a(L(L(X,Y), Z))
=20 a(IN(Tn(X,Y),Z)) =0,
(aqui O denota la suma ciclica en (X,Y, Z)) porque
=[NTN(X,Y),NZ] — N[NTx(X,Y), Z] — N[Tn(X,Y),NZ] + N2[Tn(X,Y), Z]
=N[NTx(X,Y),NZ] — N[Tn(X,Y), ] N[Tn(X,Y),NZ] + N[Tx(X,Y), Z]
=0,

(X
(X
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hemos usado el Lema 3.3, la ecuacién (3.2.2), y la propiedad N2 = N. O

Combinando (3.1.1) y (3.1.2) con la Proposicién 3.4, llegamos al siguiente re-
sultado.

Teorema 3.5. Sea N € QYM;TM) tal que N> = N y Im N es involutiva.
Entonces, las derivaciones Ly +1-7y € 1_1, Son operadores de cohomologia.

Demostracion. Para la primer derivacién, basta con hacer K = Ny L = -Ty y
sustituir en las ecuaciones 3.1.1 y 3.1.2, para obtener:

1
§[N’ Nlpny —tryN =Ty — NTy =0,
1
[N, TN]FN + §[TN; Tn]rn = 0.
Y para la segunda es un céalculo andlogo haciendo K =0y L = —Tl. O

Notemos que cuando IV es un tensor de Nijenhuis, automaticamente ImN es in-
volutiva, pues en este caso [N(X), N(Y)] = N([N(X),Y]+[X,NY)]-N([X,Y)))
para todo X,Y € I'T'M. Y si se tiene que Ker N y Im N son involutivas, se sigue
que N es un tensor de Nijenhuis.

Corolario 3.6. Sea N € Q'(M;TM) tal que N> = N y Tx = 0. Entonces, la
derivacion dada por D = Lig_N € DerlQ(M) es un operador de cohomologia, esto
es D> =0.

Demostracion. Primero observemos que (Id — N)? = Id — N. Ademis, si X,Y €
X, tenemos

[(Id— N)(X),(Id— N)(Y)] = [X,Y]-[NX,Y]—[X,NY]+[NX,NY]
= [X,Y]—[NX,Y] - [X,NY]
+N(X,NY]+[NX,Y] - [X,Y])
= (Id-N)([X,Y] - [NX,Y] - [X,NY]),

es decir, Im(Id — N) es involutiva. Por ttlimo, usando la identidad [Id, N]py =
—[N, Id|pn, obtenemos

Tig-n =[Id — N,Id — N]rn
=[Id,Id|pny — [N, Id|pn — [Id, N]pn + [N, N]pn
—0,

El resultado se sigue del Teorema 3.5. O
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Aplicando los resultados del Capitulo 2 (ecuacién (2.2.3)), podemos definir un
algebroide de Lie inducido por el operador D = Ly — 17, como sigue.

Teorema 3.7. Sea N € QYM;TM) tal que N> = N y Im N es involutiva.
Entonces, existe una estructura de algebroide de Lie (T'M,q,], |) con aplicacion
ancla g = N y corchete

[X, Y] = [X, Y]y +Tn(X,Y),
donde [, |n denota el corchete deformado (Definicion 2.5).

Notemos que, este resultado es valido también en el tangente complexificado y
que, el corchete en T'M construido de esta manera es dado por la suma del corchete
deformado [, |n y la torsién Ty. Otra expresion ttil para este corchete es

|X,Y] = [NX,NY] + (Id — N)([NX,Y] + [X,NY]). (3.2.3)

3.2.1 Relacion con la diferencial exterior foliada

Sea F una foliacién regular en una variedad M y TF C T'M su haz tangen-
te. Denotemos por j : TF — TM la inyeccién canénica. A cualquier foliacién
podemos asociarle un algebroide de Lie de dos maneras.

(a) Elespacio de las secciones tangentes I'(T'F) es cerrado con respecto al corchete
de campos vectoriales en M, por la integrabilidad de F, luego, tiene un corchete
(foliado) natural [-, -], que es justo la restriccién del corchete de Lie a F.
Entonces,

(E=TF,[,|r.q=7j:TF < TM),

es un algebroide de Lie, llamado el algebroide de Lie de la foliacion F . En
este caso, el operador de cohomologia correspondiente es la diferencial exterior
foliada dr : T(APT*F) — T(APHLT*F), que da lugar a la cohomologfa de De
Rham foliada

(b) Sea H una conexién de Ehresmann en M complementaria a la distribucién
TF ([26]), esto es, TM = H & TF. Denotemos por « la proyeccién asociada
F,v:HeTF —TF, H=keryyTF = Imry. Se sigue que v es una 1—forma
valuada vectorial tal que v> = =, y entonces la curvatura de la conexién se
define como la torsién de Nijenhuis

1

R = 5[%7]FN =T,.
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En T'M podemos construir el algebroide de Lie dado por el Teorema 3.7. En
este caso, la expresion explicita del corchete puede ser calculada:

[X, X', =0, para todo X, X' € H,

[X,Y], =[X,Y] —~[X,Y], paratodo X € H,Y € I'(T'F),
Y, X], =Y, X] —~[Y, X], para todo X € H,Y € ['(TF)
[Y,Y'], =[V,Y’], para todo Y,Y' € [(T'F).

La aplicacion ancla, es dada por ¢ = . Esta estructura coincide con la anterior
si la restringimos a I'(T'F), independiente de la eleccién de la conexion .

La escisién inducida por v, TM = H® T F, define una bigradacién en Q(M). Una
forma diferencial w en una variedad foliada se dice de tipo (p, ¢) si tiene grado p+q
y w(X1,...,Xptq) = 0 siempre que los argumentos contengan mas de ¢ campos
vectoriales en I'(T'F), o més de p en H. De acuerdo a esta bigradacién, tenemos
una descomposicién de la diferencial exterior en M,

d= dl,O + dQ,,l + d(]’l , (324)
donde d; j : QP4(M) — QPTHITI(M).

Observacién 6. Denotemos por h : T(AT*F) — T'(AHY) la identificacién natural,
notemos que do 1 es una extension y—dependiente de la diferencial exterior foliada,
esto es,

(dopoh)w=(hodr)w,
para todo w € I'(AT*F).

La descomposicion de Frolicher-Nijenhuis de los operadores que aparecen en
(3.2.4) se pueden calcular.

di,0 = Lig—~ + 2R,
dO,l = Efy — IR,

d27,1 = —IR.
De (3.2.4) y d? = 0, se sigue que

d3,1 =0= d%,—1 .

Ademss, la derivacién dj g es operador de cohomologia si y sélo si la curvatura
de la conexién v es nula.
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Teorema 3.8. El operador de cohomologia asociado al algebroide de Lie en T'M
descrito en (b), es dado por

D =dp;.
Ademds, el algebroide de Lie de la foliacion F y la restriccion a TF de el alge-
broide de Lie asociado a la conexion v en T M, coinciden. Consecuentemente, los
complejos asociados a los operadores de cohomologia dr y d[)J’I*(AHO) SON 1SOMOT-

fos.

Demostracion. La primera afirmacion es una consecuencia del Teorema 2.2 y de la
Seccion 2.1.2. La segunda de los resultados precedentes junto con la Observacién
6. O]

3.2.2 Algebroides de Lie complejos asociados a estructuras com-
plejas

Construiremos un endomorfismo idempotente a partir de una estructura com-
pleja para después aplicar el Teorema 3.5 y obtener un algebroide complejo.

Recordemos que una estructura casi-compleja en una variedad M es una
1—forma J € Q'(M;TM) tal que J? = —Idry;. Para poder diagonalizar el endo-
morfismo J, trabajaremos en el haz tangente complexificado TCM, y extendemos
por C—linealidad todos los endomorfismos reales y operadores diferenciales en T'M
(con abuso de notacién, denotaremos estas extensiones con los mismos simbolos
que sus andlogos reales). El corchete de Lie de campos vectoriales también puede
extenderse por C—linealidad.

La estructura casi-compleja J se dice integrable si su torsién de Nijenhuis es

cero, esto es, para todo X, Y € X,
1
T;(X,Y) = i[J’ Jrn(X,Y) =[JX,JY]| - J[JX,Y] - J[X,JY] - [X,Y] =0.

El Teorema de Newlander-Nirenberg establece que esto pasa si y sélo si M tiene
estructura de variedad compleja.

De la condicién J? = —Idz, sabemos que J tiene eigenvalores 4i. Si definimos
los operadores de proyeccion

1
pt o= SUdFiJ): T°M — T°M,
obtenemos las propiedades usuales
(r™)? =p*,

pT+pT = ldgeyy,
prop  =0=p op",
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que determinan una descomposicién T¢M = T+M & T~ M, donde
ITE*M ={Z e TT°M : JZ = +iZ}.
Notemos que Imp* = T*M,y kerp™ = TTM, y que si Z € I'TTM, entonces su
conjugado complejo Z € I'T~ M (y viceversa).
Necesitaremos los siguientes resultados técnicos.
Lema 3.9. Sea J € Q'(M;TM) una estructura casi-compleja en M, y sea T su

torsion de Nijenhuis. Si Ty = 0, entonces su extension compleja también satisface

T;=0.

Demostracion. Sea Z = X +iY,W = X' +1Y’. Un célculo sencillo nos muestra
que
THZW) = [JZ,JW) = JTZ,W] = J|Z,JW] - [Z,W]
=T;(X, X') = T;(V,Y") +i(T,(Y, X') + T5(X,Y)).

O

Proposicién 3.10. Una estructura casi-compleja J € QY(M;TM) es integrable
siy sélo si [TTM, TTM] C TTM, esto es, la distribucion definida por TTTM es
involutiva.

Demostracion. Consideremos primero el caso de J € Q'(M;TM) integrable. Por
el lema 3.9, si Ty = 0, entonces también 7; = 0. Si Z,W € I'T"M, tenemos
JZ =iZ y JW =W, asi
0=T3(Z,W)=[iZ,iW] = J[iZ,W]|— J[Z,iW] - [Z, W]
=—[Z, W] —=iJ[Z,W]| —iJ[Z,W] - [Z, W]
= =2([Z, W] +iJ[Z,W]),

esto es J[Z, W] = —1[Z, W] = i[Z, W], luego [Z, W] € [T M.

Reciprocamente, si asumimos que [Z, W] es un campo vectorial en T M siem-
pre que Z, W lo son. Dados campos vectoriales arbitarios X,Y € I'T'M, podemos
reescribirlos en la forma X = Z + Z, Y = W + W para algunos Z, W € I'T+ M.
Entonces, se demuestra ficilmente que 7;(Z, W) = T;(Z,W) =0, y

Ty (X,Y)=THZ,W)+T;(Z,W).

Para campos vectoriales en I'T*M sabemos que T;(Z,W) = —2([Z,W] +
iJ|Z,W]), y, como [Z,W] es holomorfo por hipétesis, J[Z,W]| = i[Z, W]. Por
tanto T;(Z,W) = —2([Z,W] + i?[Z,W]) = 0. Un calculo similar muestra que
T;(Z,W) =0, y concluimos que J es integrable. O
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Ahora estamos listos para construir un algebroide de Lie candnico asociado a
una variedad compleja. Recordemos (ver [36]) que un algebroide de Lie complejo
sobre la variedad M es dado por un haz vectorial complejo E sobre M dotado con
una estructura de algebra de Lie compleja en el espacio de secciones I'E, junto con
una aplicacién de haces g : E — TCM (aplicacién ancla) que satisfacen la regla de
Leibniz

[A, fB] = f[A, Bl + (¢A)(f)B

para cualesquiera A,B € 'E,y f: M — C diferenciable. El principal ejemplo de
algebroide de Lie complejo es dado por la inclusién g : T M < TCM del subhaz
I'T+TM en una variedad compleja. Notemos que el haz vectorial en este caso es
E=T%tM,no T®M.

Observacién 7. Nosotros queremos usar la propiedad (p*)? = pt del operador de
proyeccion pT = %(Id—iJ), y los resultados anteriores para construir un algebroide
en el cual pt serd la aplicacion ancla, y todo TCM el haz correspondiente.

Sin embargo, como Imp™ debe ser involutiva, la Proposicién 3.10 nos restringe
a variedades complejas.

Nuestro resultado principal entonces, es el siguiente.

Teorema 3.11. Sea J € QY (M;TM) una estructura compleja en una variedad M.
Entonces existe una estructura de algebroide de Lie complejo en M, (T°M,q,[, ]),
donde la aplicacién ancla es ¢ = p™ = %(Id —14J), y el corchete

Mw:mwngmm—wwm.

Demostracion. Primero probemos que

Ty =477
Sean Z, W € Xc(M),
Tt (Z, W) = [p+Z,p+W}—p+[p+Z,W] prZ,pt W]+ (ph)?[Z, W]
= [%(Id—ij) (Id—iJ)W]—f(Id—zJ)[%(Id—zJ)Z W]
—ﬁ(fd—zJ)[ sId— i)W+ (3(Id —iJ))*[Z, W]
= 1(zw]- [ZU( ) = [ (Z), W]+ [iJ(2),i] (W)]
—[Z,W]+[iJ(Z), W] +iJ(]Z, ])—zJ([ZJ(Z), W)
—[Z W]+ [Z,iJ(W)] +iJ([Z,W]) —iJ([Z, J(W)])
+[Z, W] —iJ([Z,W]) —iJ([Z,W]) — (Z )2(1Z, w)))
= =1 ([U(©2),JW)] = J([J(2), W]) = J([Z, J(W)] + J*([Z,W])))
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De acuerdo con el Teorema 3.7, el endomorfismo idempotente p™ induce un
algebroide de Lie T¢M — TCM donde la aplicacién ancla es precisamente ¢ = p™,
y el corchete [Z, W] = [Z, W]+ 4 T,+. Pero, lo dicho en la Observacién 7 implica
que T+ = 0, asf el corchete es simplemente

[Z,W] =2, Wi+

Un célculo sencillo muestra ademas que

2, W], = %([z, W] - i[Z,W])).

Notemos que, este algebroide es diferente al que se obtiene aplicando la Propo-
sicién 2.14, donde el corchete resultante es | Z, W| = [Z, W] (esto es, la extensién
C—lineal de [, ]; a T®M).

Observacién 8. La prueba se extiende de manera trivial al caso de un endomor-
fismo J € QY(M; TM) tal que J?> = —>Idrp; con e € R — {0}.

3.2.3 Algebroides asociados a estructuras producto

Aqui construiremos un endomorfismo idempotente a partir de una estructura
producto, para después poder aplicar el Teorema 3.5 y obtener un algebroide de
Lie.

Consideremos ahora una estructura casi-producto en una variedad M, esto
es, un endomorfismo de haces vectoriales P : TM — TM tal que P> = Idyyy.
Este define dos operadores de proyeccién asociados a sus eigenvalores A = +1,
pt = %(Id + P). Tenemos una descomposicién del haz tangente analogo al caso
complejo, TM = T+M @ T~M, donde, esta vez, T*M = Imp™.

Un resultado bésico es que las distribuciones complementarias T M son inte-
grables si y s6lo si P es integrable, en el sentido de tener torsién de Nijenhuis nula
(ver [10]), esto es, T M son integrables si y sélo si P es una estructura producto.
En este caso, ambos T*M son involutivos. Un célculo simple muestra que

1
Tpi - ZTP,
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en efecto, sean X,Y € X,;, se tiene
T, (X,Y) [PiX pEY] = pEp* X, Y] — pF[X, p*Y] +
= [L (IdiP) ,s(Id£P)Y] -1 P
3(Id+ P)[X,3(Id+ P)Y]+ (3(Id £ P))’[X,Y
([ Y]+ [X, P(Y)] £ [P(X), Y]+ [P(X), P(Y)
(X, Y] ¥ [P(X),Y
Y]F[X, P(Y)

Il
w\

|
|MH|

=
—[X, | F
[X, Y]+ P([X,Y]) +
([P(X),P(Y)] - P
TP(X7 Y):

_l’_

([P(X), YDP([X, P(Y)] + P*([X,Y])))

M s | =

por lo tanto, en el caso de una estructura producto tenemos 7),- = 0.

Por la Proposicion 2.14, dada una estructura producto en M podemos construir
un agebroide de Lie inducido por el operador D = Lp. El corchete es entonces el
corchete deformado,

1X,Y] =[X,Y]p.

Como ya sabemos, el algebroide de Lie obtenido de esta manera es isomorfo al
algebroide trivial en TM (recordemos la Proposicién 2.17). Sin embargo, es posible
definir otra estructura de algebroide de Lie.

Teorema 3.12. Sea P € QY(M;TM) una estructura producto en una variedad
M. Entonces existe una estructura de algebroide de Lie en M, (TM,q,[, ]), donde
la aplicacion ancla es ¢q =p~ = %(Id — P), y el corchete

[X,Y] = [X,Y],- = 5(IX.Y] - [X,Y]p).

Demostracion. Esta afirmaciéon no es mas que un corolario del Teorema 3.7. La
dltima ecuacién es un calculo sencillo, pues sabemos que, para X,Y € Xy, el
corchete es [X,Y] = [X,Y],- + T,-(X,Y), pero ya vimos que T,,- (X,Y) =0, y
desarrollando el otro término obtenemos:

X, Y] = [ (X), Y]+ [X,p~ (V)] - p7[X,Y]
= (X, Y] - [PX,Y] +[X, ] (X, PY] = [X, Y]+ P[X,Y])
= 3 (X.Y]-[X.Y]p).

O]

Observacién 9. El teorema aplica también al caso de un operador P €
QYM;TM) tal que P?2 = €®Idryy, con e € R — {0}.
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3.2.4 Algebroide de Lie asociado a la estructura tangente canoéni-
ca y a una conexion

Recordemos que, como hemos visto en la Seccién 1.3, en una variedad del tipo
TM, tenemos una estructura tangente candnica, denotada J , y ademas también
tenemos el campo vectorial de Euler, denotado C.

Recordemos también que una conexién (no lineal) I' en T'M es una forma
valuada vectorial I' € QY(TM; TTM) tal que

JoI'=J=-TolJ

Una propiedad bdsica de una conexion es que ésta define una estructura casi-
producto en T'M, esto es,
2
I =Idrrum,

de tal manera que el eigenhaz correspondiente al eigenvalor A = —1 es precisamente
la distribucion vertical. En otras palabras, si definimos los proyectores

1

h = §(IdTTM + F),
1

v = i(IdTTM — F),

tenemos VI'M = Imv, y TTM = Imv & Imh. Ver Seccion 1.4.

Notemos que la distribucién vertical es integrable (Imv es involutiva), mientras
que, en general, la distribucién horizontal no lo es, como es bien conocido, una
condicién necesaria y suficiente para que esto suceda es que la curvatura de la
conexion sea nula.

Por lo tanto, esperamos ser capaces de aplicar los resultados de 2.2 para cons-
truir un algebroide de Lie donde el haz vectorial sea F = TT'M, y la aplicaciéon
ancla v.

Teorema 3.13. Sea M una variedad y J la estructura tangente candnica en TM .
Sea T € QYT M;TTM) una conexion en TM. Entonces, existe una estructura de
algebroide de Lie en TM, (TTM,q,[,]), donde la aplicacion ancla es ¢ = v =
%(IdTTM —T') y el corchete

[A, Bl = % ([A, B] — [A, B]r) + %TF(A,B). (3.2.5)

Demostracion. Este resultado es consecuencia directa del Teorema 3.7, haciendo
N = v. Sélo hay que probar que T,(A, B) = iTp(A,B) para todo A, B € X1,y.
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Lo cual se sigue de calculos directos.

T,(A,B) = [v(4),v(B)] - v([v(A), B]) — v([A,v(B)]) + v*([A, B])
(Id—T)A,4(Id—T)B] — (Id - T)[3(I1d

L(Id-T)[A,LX(Id-T)B] + (3(1d -

[A,B] - [A,I(B)] - [['(A), B

B, Al + [I'(A), B] + I'( )

B] +[A,T(B)] + I(
| —T([A, B]) - I'(]
(B)] - L(['(A), B])

——

o= S

B
B

Il
| I
vb—;”—‘/\m

N

+
S|

NN
[
o,
=
—

E
S

[A, B], =[vA, B] + [A,vB] — v[A, B]
:%([A _TA,B|+[A,B—TB] - [A,B] +T[A,B]
:%([A, B]— [[A, B] - [A,T'B] + T[4, B))
:%([A,B] A, Blr).
OJ

Un método facil para obtener conexiones en T'M es eligiendo un semispray.
Recordemos que un semispray (o ecuacién diferencial de segundo orden, ver [1])
en M es un campo vectorial S € X, tal que

JoS=0C, (3.2.6)

donde J es la estructura tangente candnica (1.9) y C el campo de Euler (1.8).

Para cualquier semispray S, el endomorfismo I' = —LgJ es una conexién en
T M, con proyectores asociados

1
h= i(IdTTM —LgJ)

1

para mas detalles consultar (ver [1, 10]) .

Observacion 10. Esta relacion entre semisprays y conexiones se ha utilizado en
fisica para estudiar el problema inverso de la dindmica Lagrangiana [7], sistemas
Lagrangianos degenerados [3], o la mecdnica y geometria de haces tangentes de
orden superior [9].
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Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.14. Sea M una variedad y J la estructura tangente candnica en T M.
Sea S € X1 un semispray en M. Entonces, existe una estructura de algebroide de
Lieen TM, (TTM,q,[, ]), donde la aplicacion ancla es g = v = %(IdTTM +LgJ)
y el corchete

1 1
[[A7 B]] = 5 ([A7 B] - [AvﬁSB]J - [B7£AS}J + [57 [A7 B]J]) + ETESJ(Av B)
(3.2.7)
para cualesquiera A, B € X1 ,,.

Demostracion. Tengamos en cuenta (3.2.6) y recordemos que para cualquier X €

%TMa
(LsJ)X =[S, JX] — J[S, X]
:[S7X]J_ [JSvX]
:[S>X]J_ [C>X]>

esto es, I'X = [C, X] — [S, X] .
Ahora calculemos —[A, B|r para A, B € X1, pues lo que sigue es sustituir lo que
resulta en (3.2.5),

—[A,Blr = [['(A),B]+[A,T(B)] -T[A, B]
—[[C, A], B] + [[J S, A] + [S, JA] — J[S, A], B]
—[[B,C], Al + [A,[JS, B] + [S,JB] — J[S, B]]
—[[4, B],C] = [JS, [4, BH (S, J[A, B]] + J[S, [A, B]]
= —[JB,[A S]]+ [S,[A,JB]] + [S,[JA, B]] - [B, J[A, 5]]
+[A, [JS, B]| + [A,[S, JB|] — [A, J[S, B]]
—[JS,[A, B]] =[S, J[A, B]] + J[B, [A, S]] + J[A, [S, B]]
= —[A,LsBl; = [B,LaS]; +[S,[4, B] ]

Asi, finalmente tenemos

[4,B] = @&E—L&mﬂ+iﬂﬁ&3

M\HM\H

(14, B] ~ [A, L5 By — [B, £a8)s + [S,[4, Bla)) + {Teos(A, B).
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Capitulo 4

Aplicaciones

En esta capitulo aplicaremos los resultados obtenido a lo largo del trabajo
a algunos sistemas Lagrangianos y con esto, obtendremos los algebroides de Lie
correspondientes.

4.1 Conexiones y algebroides de Lie

Recordemos que, dado un corchete de Lie, [, |, y un endomorfismo, N, en I'E
se define el corchete deformado por N mediante
(X, Y]y = [N(X), Y]+ [X,N(Y)] - N([X,Y]) (4.1.1)

para X,Y € T'E.

Recordemos también el siguiente resultado (Teorema 3.13): Cada conexién I' €
QY TM;TTM) en TM induce una estructura de algebroide de Lie en T M,

(TTM7Q> [[7]]1_‘)’ (412)
donde la aplicacién ancla es ¢ = v = %(I drry — 1) y el corchete
1 1

Més atin, se tiene que el algebroide (4.1.2) es regular y el dlgebra de Lie de
isotropia, g, = kerq,, es conmutativa para todo z € T M. Para probar esta ultima
afirmacion, veremos el siguiente lema.

Sea U C M un abierto con coordenadas locales {z'} y denotemos {3’}
las coordenadas inducidas en T'M. Consideremos { 5695“ %} la base de I'(T'TM)
definida por (1.15).

59
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Lema 4.1. Sea I' una conexion. En la base local {55;, a%j

estd dado por:

s
52527 )| . =
S
52 0 |), =
R —y
[LOy" Oy ||

Donde <% se define mediante (1.15). Ademds, se tiene que

oxt
AW o\ 0
WNozi ) = ? oyt ) oyt

}, el corchete (4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

Demostracion. Recordemos que en la base local {%, %}’ la conexién I, tiene

la forma (1.17). Luego

6 _ ¢ 6 o 1 o 61
F(éml)  Sxt? [W’ﬁ] =0, [F (ézi)’W] =0,
[ é _ [ 0\
[ srlr =00 To (5 59) =0,
de donde 5 s
~ oy T 5 == O
ozt dxd ||
Anélogamente
o) _ o) o) 9 | _ o) o | _
C(a) = o lorar| =0 T (3) 3| =0
o) o) _ o) 0 _
|:8yi) yj F_O TF <8y“@> _O)
lo cual implica que
a 0
Ty A o == O
oy oy || p
Y finalmente
Li}__larf o [F(L) o] 1917 o
oxt Oyl | T 2 0yl Oy” oxt) oyl | T 2 0yT Oy
Lp(iﬂ_lawa F(Li _ 197 o
Szt oy’ T 209yl oy oz Oyl 209yl oy

5 9 _ 1017 5 8 8\ _
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y asi concluimos que

Obsérvese que

)
kerq, = H, = span< — » e Imq, =V, = span 8. .
oxt 0y’

De esto se siguen las afirmaciones (4.1.5). O

Observacion 11. Por el “local splitting theorem”(Teorema 1.8), cada algebroide
de Lie tiene localmente una forma normal, es decir, alrededor de un punto dado es
isomorfo al producto de un algebroide tangente y otro algebroide cuyo rango en el
origen es 0 . En el caso de un algebroide inducido por una conexion fija (Teorema
3.13), las relaciones (4.1.4) y (4.1.5) presentan una realizacion del “local splitting
theorem”para el algebroide (4.1.2).

4.2 Algebroide de Lie inducido por conexiones adap-
tadas

Como consecuencia de los Teoremas 1.36 y 3.13, tenemos el siguiente resultado
que nos sera 1til mas adelante.

Teorema 4.2. Sea S un semispray tal que S|y =0 . Entonce:s, existe una estruc-
tura de algebroide de Lie (TTM,q,[,]) con ¢ =v = $(Id —T) y corchete

[X,Y]: = [X, Ylrs — S[X,V]a + ~Ta(X,Y)
. 2 4 (4.2.1)
— L (ALK YIr, +Ts(1X, Va — [Ps(X), A1) ~ [A(X),Ts(V)])

Donde T' es una conexidn tal que =8y [X,Y]rg es

X, VI, = 5 (14, B = [4, Blrs) + 1 Trs (4, B)

N

(por (3.2.5)).

Demostracion. La conexién T’ existe por el Teorema 1.36, y es de la forma I' =
I's + A con A una 1-forma semibésica, y el Teorema 3.13 nos da la estructura del
algebroide.
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4.3. Semispray asociado a sistemas Lagrangianos

Es claro que la aplicacién ancla es ¢ = v = %(I d— f) Para el corchete necesi-

tamos algunos calculos. 3
Sean X,Y € Xp,, debido a que I' = T'g + A, tenemos que

Th(X,Y) = [[(X),T(Y)]-I([(X),Y]) - T(X,T(Y)]
= [Ps+A)X),Ts+A)Y)] - (Ts+ A)([(

—(Ts + A)([X, (Ts + A)(Y) )?

= [[s(X),Ts(

(

,A
—A([I's(X
_FS([XvA
+IE ([
Try (X,

+AX), Ts(Y)] = Ts([X, Y]a) = A([X, Y]rs).

Y como [X,Y]; = [X,Y]r, + [X,Y]a, al final,

[X,Y] =

%([ Y] = [X,Y]§) + 1T5(X,Y)

7 ([(X,Y] = [X,Y]rs — [X,Y]a)

+i(Trs(X Y)+Ta(X,Y) + [Is(X), A(Y)]

+[A(X),T (Y>] Ls([X,Y]a) — A([X,Y]rg))

[X,Y]ry — 3[X,Y]a + 1Ta(X,Y) — JA[X, Y]ry
i(Fs([X Y]A — [Ps(X), A(Y)] = [A(X),Ts(Y)]).

4.3 Semispray asociado a sistemas Lagrangianos

Comenzaremos con algunas definiciones. Sea U C M un abierto con coordena-
das locales {z'} y denotemos {z',y'} las coordenadas inducidas en T'M.

Un Lagrangiano diferencial es una aplicacion L : TM — R de clase C*° en T'M.

El Hessiano de un Lagrangiano diferencial, con respecto a y*, tiene los elementos

1 9%L

9ij = 20y oy

El conjunto de funciones g;;(x,y) son componentes de un tensor simétrico cova-

riante de orden 2.

Un Lagrangiano L se llama regular si rank(g;;) = n en TM =TM \ {0}.

Es decir, si det(g;5) # 0, por tanto, si un Lagrangiano es regular, la matriz (g;;)
es invertible y a los elementos de la matriz inversa los denotaremos por g¥.
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Un espacio Lagrangiano es un par (M, L(z,y)), donde M es una variedad n-
dimensional y L un Lagrangiano regular para el cual el tensor g;; tiene signatura
constante en T'M.

En un espacio Lagrangiano el tensor (g;;) se llama tensor métrico.

A continuacién veremos dos maneras (equivalentes) de definir el semispray
asociado a un sistema Lagrangiano.

4.3.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son las condiciones bajo las cuales cierto tipo
de problema variacional alcanza un extremo. Aparecen sobre todo en el contexto de
la mecénica clasica en relacion con el principio de minima accién aunque también
aparecen en teoria cldsica de campos (electromagnetismo, teoria general de la
relatividad).

Cosnideremos un espacio Lagrangiano (M, L(z,y)). Se llama operador de
Euler-Lagrange a

9 _d29
YU oxt dt oyt

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son entonces

ar
dt

%

EZ(L) = 07 =vy.

Tenemos un resultado importante, para su prueba consultar [27].

Teorema 4.3. Si L™ = (M, L(z,y)) es un espacio Lagrangiano, entonces el siste-
ma de ecuaciones diferenciales

dx’

dt

se puede escribir de la siguiente forma

2, , . i
d“x +2G2<:c d:n)zo7 yZ:dSL'

dt? T dt dt
donde oL d JL
E(L)= — — ——,
(L) ozt dt Oy

. 1 .. 0°L oL
i — 4 k_
2G4z, y) 27 {8yj3xky oxI } '
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Este Teorema nos dice que las ecuaciones de Euler-Lagrange para un espacio
Lagrangiano estan dadas por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden. Dichas ecuaciones son curvas integrales de:

9 (2, y) -2

S =y

es decir, determinan un semispray, llamado semispray canonico del espacio La-
grangiano y explicitamente es:

.0 oL L\ 9
= - - - 71 T .. 4- .1
S=VaiTa (83:1 Dy Dk ) oy (43.1)

Este semispray es global.

Corolario 4.4. Si L™ = (M, L(x,y)) es un espacio Lagrangiano, entonces existe
un semispray intrinseco asociado a L, localmente definido por (4.3.1).

4.3.2 Forma simpléctica

Sea L € C7;. Se define la siguiente 2-forma en T'M
L, =—dLjL, (4.3.2)

donde J es la estructura tangente candnica (1.9). Se tiene el siguiente resultado
(ver [10])

Proposiciéon 4.5. La forma wy, es una forma simpléctica en T M si y sélo si para

L o . . 2
cualquier sistema de coordenadas (x',y"), la matriz Hessiana ( 0L ) es de rango

Oy'OyI
mdrimo.
La demostracién es consecuencia de la siguiente representacién local para wy,.

2
Oyt oyI

1 2L 2L
wL:2< 0 0 dy® A da,

) da' Add +
ox'dyl  Oytox? )
Ahora, sea L™ = (M, L(zx,y)) un espacio Lagrangiano, entonces L es regular, luego,
por la proposicién anterior, wy, es simpléctica, en particular no degenerada y se
sigue que la ecuacion

1swy, = dFEp, (4.3.3)

admite una tnica solucién Sy, i.e, 15, wr, = dEp, donde E, = C(L) — L es la
funcion de energia asociada a L . Ademds se tiene lo siguiente.
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Proposicién 4.6. El campo Hamiltoniano St definido por (4.3.3) es un semis-
pray.

Para la prueba de esta Proposicién consultar [10].

Ahora, si Sy, es el semispray dado por (4.3.3), localmente tenemos

0

S =y'— +5"—
L + ay”

y ox*

luego

o’ . 9*L . 9L .\ ,, O’L .
= ) — —y - — 57 ) dz* ——y? dy’
1S L (833183/] YT o 8yly OytoyJ s ) v Oytoyd s

por otro lado

0L
B — 0 22
y por tanto
0’L . OL » 0’L . .
dE;, = — ) — — | do* —— 7 dy’,
L (Gzﬂayﬂ 4 8xz> v oytoy’ vy
como 15, wy, = dEr, obtenemos que
#L ., 0L L
S = — ———y
oytoy? ozt O0xIdy

2L
Oytoyl

2 -1 2
gi— (0L (9L OL
Oytoy ozt Oxkoy
1< <n,
y entonces, el semispray Sy, tiene la siguiente forma

0 2L \ /oL  9*L ,\ 9
Sr=y Ox? * (ayaw) (8xZ 8xk8y1y ) oy (434)

para 1 < i <n.Y como ( ) es invertible, resulta que podemos conocer los

coeficientes de St

Queremos saber cudndo para este semispray existe una conexién no lineal T’
tal que { = Sf, y de acuerdo con el Teorema 1.36, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.7. Sea Sy, el semispray definido por (4.3.3). Las siguientes condi-
citones son equivalentes.
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1. Sy, tiene una conexidn adaptada T
2. Sclm=0

3. dL|py =0 =1"(dL) = 0. Donde v : M — TM denota la seccion cero del haz
tangente.

Demostracion. Como
Sulr = [ (2L AN |
L= OytoyI ozt ) ayi | M

se tiene que Sp |y = 0 siy sélo si ngi|M =dL|y = 0.

O]

Observacion 12. Notemos que el semispray definido de manera global por la
forma simpléctica wy, (4.3.4), coincide con el semispray candnico del sistema La-
grangiano, (4.3.1).

4.3.3 Generalizaciones

Sea L € Cgy, regular y denotemos 7 la proyecciéon T'M — M. Definimos la
siguiente 2-forma en T'M
Wy, = —dL JL.

Sabemos wy, es una forma simpléctica y que la ecuacién
wswr, = dE7, (4.3.5)
donde Ep, = C(L) — L, admite una tnica solucién Sr,. Ahora definimos
Qp(o, L) :=7"(0) + wr,

para cualquier o € Q?\/l cerrada. En términos locales

2

OytoyI

FPL L
0xidyl  OytdxrI

1 o 4 4 4 4
Q=3 (Uijyzdwj + ) dat A d? + dy* A da?.

Resulta que también es una forma simpléctica y tenemos ademas lo siguiente.

Proposicién 4.8. Para cualquier u € C3y, el campo Hamiltoniano, S, definido
por
150 = d(Er + 7" (u)) (4.3.6)
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es semispray y tiene la siguiente forma
S=85.+72 (4.3.7)

donde S, la solucion de (4.3.5), Z es un campo vertical solucion de

1zwr, = d(7*(u)) — Yoy (4.3.8)
Y Yo =15, 7 (0).
Demostracion. Por las Proposiciones 4.5 y 4.6 se tiene que (4.3.6) tiene una tnica
solucién y dicha solucién es un semispray. Ahora, desarrollando el lado izquierdo
de (4.3.6)

1592 = 15,7 (0) + s, wr +1z7*(0) + 17w
= Yy +dEL +17w0L,

asi que, Z es solucién de

1zwr, = dr*(u) — Y,

Dicha solucién existe debido a que wy, es una 2-forma no degenerada. O

Nos interesa conocer una féormula explicita para el semispray S. Sea Z = Z k%
luego
9

2
]
8yiij dz’.

a?gi + 89 (x, y)% y mto = %O’Z‘jd.%'i A dz?, se tiene que

1wy, = —

Por otro lado, como Sy, = 3

Ve =15, 7 (0) = Uijyidzz:j.

Y asi, de (4.3.8), llegamos a que

o’L .. . ou ) ‘
_ J 2 R )
8yi8ij dx’ = (8CL‘i 0y ) dx’,
es decir, podemos conocer los coeficientes de Z mediante
: 1 ../ 0u
Z] = —§gl] <8$7/ — O—qiyq) s (439)
1_9%L

donde ¢ es el inverso del Hessiano de L definido por 2By

Finalmente, la forma explicita del semispray S = St + Z es

0 1. (0L 0*’L . Ou g\ 9
- - . T = < 7 - = y T . 4.3. 10
<8xﬂ dyioak? ~ Bai R oyt ( )

S =g —
y8x1+2g

Observacion 13. Para este semispray, la conexion adaptada a S, f‘, existe si Y
solo si du = 0, pues del Teroema 1.36 sabemos que I' existe si y sdlo si S|y = 0.
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4.4 Ejemplos

4.4.1 Variedad Riemanniana

Consideremos ahora una variedad Riemanniana (M,g;;(z)) y la funcién
L(z,y) = gij(x)y'y’, L € C¥,;. El semispray asociado a (4.3.3) es

g — o _ (L \ V(L koL o
= Yo Oyt oyI 8y.7'6xky ozI ) Oyt
001 ij 99jq(x) _ 99pq(@) | . p,q) O
= You 29 2 OxP OxJ vy Ay*
i 0 1,45 (|99p(x) | 99iq(x)  Ogpe(x) | p, g\ O
= You 29 oz + OxP OxJ vy oy?

— 0 T .paa 0.
- y oxt quy y 8yi7

donde g% es la inversa de 9ij ¥ F;,q son los simbolos de Christoffel de la conexién
de Levi-Civita asociada a g;;. Con esto, la conexién no lineal T tal que =8
(conexién no lineal adaptada a .S) es (por (1.26))

0

—dy -
y®8yl

~ 9 4
I'=dz'® e 2l ytda? @

oyt

Esta conexién no lineal induce una descomposicién TTM = H & V, donde H :=

span { 521- } y

6 (@ o 1= 0 ) 0
— = ) = — 4+ TV = TSy . 4.4.1
L <8x1> ot + 2 "0yl Oxt i Jy* ( )

Resulta que la conexién no lineal adaptada al semispray Sy, T, coincide con

la conexién homogénea de Eheresmann asociada a la conexién de Levi-Civita, es

: V_m : o V(0
decir, HY = H, o equivalentemente, 5 = hor ( 8:1:1')'

Ahora veamos la estructura del algebroide de Lie inducido por .

En la base usual, {%, a%i}, veamos como actia la conexion,

1

2l _ 0 rk,r 0
(37) = a5 — 2004 55

=
o) _— __90

1
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con esto, la aplicacién ancla, = %(I drry — f‘), sobre elementos de la base es,

q(5r) = l(aiz s+ 205y ay)
= Pzry EIE

1(a) = 3 (o + o)
- 2,

y el corchete lo calcularemos también sobre elementos de la base. Empezaremos
con [[%, %ﬂf, para esto, calculemos la torsién de Nijenhuis,

T (o) = [D(5%) T (%)) - ([P () 5% ))

R
(P Go)]) 1 U )

= [aii - 2ffr?f%’ a7 — 205, ] -T [ Chy ayk’ a?ga}
= [a?w o5 — 205,y ags

= 2 (= & Ty | — Dby o | + 2 [Chy 2. D57
+I ( Ly agkv o5 ) +T aii’fjpypazs] )

- ( U5py” [8&:“ | 507 (ijyp) 823 ~ Tty [%’ %}
+505 (Fzry ) 3y 12 (Ffrfjpypy |:8yk’ o } +Thy oo (f§p9p> 508
T () ) = 0 (00 [ ] + s (o)

) )
_P< FSpyp [ax“ 35 } +azi (I‘spyp> 35 )

oyt Oy*

ors yP ark yr k )
— Jp ir JP
= 2| 3% , —|—2F ay By°

N afzey afEyr 5 0TSy g

— S yp__irZ O _ Jp
QF pY "oy T < axﬂ Yk oxt Oy®
ars ark

- (_ b 0 Ol 0 ofk yr P 0

i~ ark yr ark yr 8 8F ¥P 9
_ S D ird O ir Jjp
2Fjpy oys  oyk + oxi  Oyk Ozt Oy*
ors VL Tk ¥y =~k ars yP 8f\1§ Yy o
— _ P ir _U T Jp S ir _0
= 4 ozt Oy g oy T L oy~ By F dys oyk
—_ o 6f r _ r Pk _0
= 4|y 81‘3 oyF -y 8:1:1 8y +y FW ik By Y Fjprzr OyF
= 4 P F 9 + pI‘ p]:w* FS
- Y BzJ oy* le 8y Y Llip ]ka s Yl zray
ars ors,
_ D ip r s
- (amj 9 +PZ’P ik PJPF’”> y®>
= 4R,

]Z 8ys b
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donde R;j» es el tensor de curvatura de Riemann de la conexion de Levi-Civita

inducida por g. Luego,
o 0 1(0 0 0 Bkor 00
lo a7llr = 3 ([ a5] — lgwr — 2050 5o 507
o d R 0 S
—la55 307 — 2050 55| + (57 @]))
V(Th(2, 2)
4 \"I'\ 9z Oxd _
_ 1 ory, o o5, o
= 2 (_er aer ayF 2V gt ay3>
1 0
1 (4yp i ays)
ors ars P
= v (Rf-ji o T o > ay®

rk T r T g
e (rfpr;?k - F;rpr;,) 2.

Ademas, podemos calcular

(i) - [RGB

0
9 rk,r_0 9
([a = 20hw 3 535 ])

orLy” 9 ~(OT5y" 8
= 2 oy 8y’“+r( oy’ dT/’“)
_ )
—2(Tar —Tijae
— O7
asi
0 0 _ 1 0 0 0 Pk 0 0
[ o)) = 3 (G o)~ s — 2050 5 o)
0 0 a 0 0 1 0 0
[~ + Tl 550 + 3 (Tr( 52))
__Otkym
= T oy agF
f"?yiy
1j Oyk
Por tdltimo,
. (0 0 — D (90 {2\ _1(IT(2 0
Tf(ay"’ayf) - [F(ay" T3y F([F(Byi)’ayj})
=(lo =(.0 o ([a o
1 ([55:T (a5)]) + 7 ([ o]
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implica que

[ 5], = (& - 1% 2]
Oyt OyI P 2 Oyt OyJ Oyt OyJ

Resumiendo, el corchete del algebroide de Lie inducido por T, en la base men-
cionada esta dado por,

o) o) _ k
oo a7l = (F L3 _ngFfr) oy
[[i iﬂ — _fis.i

ozt oyl ||p 1J Oyk

Hégmfza

Y en la base { 0 } donde —i estd dada por (4.4.1), el algebroide de Lie

5zt Oyt
inducido por T es (TTM, q, [, Iz), con ¢ = %(IdTTM —T) y corchete definido por
(4.1.4).

4.4.2 Lagrangiano de magnetismo

Sea (M, gi;) una variedad pseudo-Riemanniana y consideremos L(z,y) =
megi; (z)y'y+2 A;(2)y', L € CF,, donde m, ¢y e son constantes y A = A;(z)dx es

una 1-forma, llamada potencial vectorial con dA = szdx ATy Bij = gﬁ; %;13
De acuerdo a (4.3.1), el semispray asociado a (4.3.3) es

B B A O

= g e (St -2 ) vl o st (T - 25 ')
= Yk — Gy + g (S5 - 25 ) kD

i 0Ap(z) _ 9A;(2) P
= Vg - (quy"—m% 9”( o5 0o ))ypayi

5 r
= yzaxl (I‘lqu - m2 g”BJp) Yy’ oy’

donde g% es la inversa de g;; y I‘;q son los simbolos de Christoffel de la conexién
de Levi-Civita asociada a g;;. Notemos que este semispray es como el del ejemplo
pasado, de una variedad Riemanniana, més el término —% g% B;,y?-2-. Con esto

) ) m2c JPI By )
la conexién no lineal adaptada a .S, I' es

0 0
oyt oy

_ D
O =do' @ g =2 (T = 500" By
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Nuevamente, la conexion adaptada a S' es la misma que la del ejemplo Riemanniano
7 ’ . e 'L] . ¥
mas el término 2—5-¢" Bj,da? &

o)
oyt *
Veamos la estructura del algebroide de Lie inducido por la conexién adaptada,
T.
En la base usual, {%, ii}, la conexién sobre elementos de la base actua de
T ozt Oy
la siguiente manera,

m(_0 _ b
r (8#) - 8:(;’ 21—\,”1]] dy + 2mc2ga Bbl Oy’

) _
Far) = o

con esto, la aplicacion ancla, que es = %(I drry — 1), sobre elementos de la base
es,

0 1 b
q (Bxl) 2 ( R 83;1 + 2F2ry vk 2mc2ga Bbzay )
_ T b
- Fz Tay mczg“ BbiaT/aa
e} _ 1 o)
(3) = (a2
- 0
= 5,

Para calcular el corchete nos ayudaremos con los calculos hechos en el ejemplo
anterior.

. (.0 0 _ s e _ab o)
TF (&vi’&rj) - R]l(‘)y +2 [chg Bb’@ya’azﬂ}

_ e _,ab o) s
4 mc2 g Bbl aya 9 F 8:1/5

4 | g™ Bui e 2mgchdja%}

mc2

o) o)
+2 Dt mec2 QCdijW} [Fzry DyF 8029 dj By }
T b o 9 3]
—QF([me@ga BbiWa@]) _2r(|:8z”mc2g Bd]ay ])

= 4prS]l oys 2 %gaﬂ By + gab%l;l;i ga
—4 e2gabBbZFjaay +200 (amz By + w%) 820
+4-%5 g% By Th O B
120 (5% (%5 Bui + 952 ) o2

ot e g¢¢ cd9Baj\ 9
2T (iz (% Ba+9 aﬁ)ay >

_ s e abOBy; \ 0O

- ( R .72 ay m02 ( 8LBJ B + 8;p] ) aya
b o cd

EQQCL Bbz ja 8y +7e (78‘(;,- ij

mc2

d 9B i) d k
U5 ) e+ g Byl o)
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luego,
[ dslle = (-2 o + 205
ozt 9z I T 2 Yy (%ﬂ 6y Y o oy®
ab o I5) e _cd 0
2m02 g BbZ aya B 81’3 i| - [8m’ ) 2m62,g Bd] 8yc:| )
]_ S _ e 8g ab 8Bb
Z (4y R j’L 8y mc2 (8:13] B bi + g ale ya
e _ab s e Cd 9By
me2 9 Bbnga Jy® T ne ( 97" Bd] Jz' y©

d k 0

+m€ Ci Bd]F'LCay ))
k b

Og® b OB, 2l

- 1 _ P o9~ . abObp;i |\ _O

- 2y 890] 8yk + 2 ac‘ 8y +2m02 (8:ch Byi + 9 oz ) Iy

e ddij o) 1 s
_2m02 (8&:’ Bd] Ozt ) Byc> + ( ( "R Jlay

e (adg:cﬂ Byi + ab%ﬁgl % - mngabBblrjaé?y
+s <%gxz By Cda(;z?) e T mczQCdijchag ))
= -y (9:)3] ('9yk +yp8<9I;v’ 82 + mec2 <8:1:7 By +gab%) 32“
_mec2 8951 BdJ Cd 885;?) oy° +y stl oy*
e 8@; Bﬁg“%) = 0Bl a5y
+55 (% By +g daai?) F + ez 0 Byl g

= (7 (P = TR) — i (9Bl — Bl

De manera andaloga calculamos

. (0. 0.
TF (8:1:“ 8yj>

= 0+ [2-5,
— 0,
por lo tanto,
9 0 _ 1(jo 2 9 9 0
H@x“@Tﬂﬂf = 5([@a@]—[w—2rwy aylmaya]
9 _ 97, PO 0 9
L, ~am] + E(l D) + (T o)
_ Pk D bp, 0 0
= —FZ] 8y — [Qmecgg“ Bbzayaa @]
- Ik 20

ij oyk
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Para el dltimo caso no hay nada que calcular. Asi que, en resumen, el corchete del
algebroide inducido por I' es

mk T mk T B B o)
Jeo= (v (D5~ T505) = 55 (9Bl — 9By ) ) o
4], - T
dxt’ ByI || ¢ 1j Oyk

l2.2]. = o

Por otro lado, en este ejemplo

6 _ 8 ] q 6 jp 8
i (i - mzed Byi) oyl

y el algebroide de Lie inducido por T, es (TTM, g, [,1z), con ¢ = %(IdTTM — f‘) y

corchete definido por (4.1.4) en la base {%, aiyi}'

4.4.3 Semispray generalizado en variedad Riemanniana

Sea (M, g;j(z)) una variedad Riemanniana y la funcién L(z,y) = gij(x)y'y?,
L € CF. Siu € C™ es cualquier funcién diferenciable y o una 2-forma en M que
es cerrada, el campo Hamiltoniano asociado a (o, L), definido por (4.3.6) serd

0 , 1 .. ( 0u 0
G — ot Pyl o g g i
Y or ( p YT 99 (8:1:3 Oq5Y >> oy’
donde I’;,q son los simbolos de Christoffel de la conexién de Levi-Civita asociada a
Gij-

Podemos separar este semispray en tres partes S = .S;, + A+ B, donde

i 0 i
SL =Y @ — (quypyq) s (442)
1 ,.( Ou
A=——g" | — 4.4.
3 (). (143
L iig
B = 597 045y". (4.4.4)
Es facil ver que Sy, = yPhorY (a%p) y que A = —3(grad(u))®. Para conocer B,

recordemos que, dado el tensor métrico g, se define ¢* : TM — T*M mediante

9"(w)(v) = g(u,v)
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para v € T*M, y andlogamente para o, se define ¢®. Afirmamos que B = %C o

(g°)~! 0 0, basta con hacer célculos sencillos pero largos.
Asi que, finalmente, podemos dar .S como

S = yPhorY <(;fcp> - %(grad(u))” + %C o(g°)Loo (4.4.5)
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