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INTRODUCCION

El estudio de los procesos de transferencia de
masa, energia o momento ha ocupado un lugar importante en la
investigacién en Fisica, dada la gama tan amplia de siste-
mas donde se presentan éstos. La existencia del proceso
esta condicionada al hecho de que prevalezca una situacidn
de no equilibrio en el sistema que se estudia. Esta situa
cién puede originarse por la no uniformidad de los valores
de alguna o algunas de las variables que caracterizan al
sistema como son: temperatura, potencial quimico, presién o
mediante la existencia de alguna reaccién quimica dentro
del sistema. Envestudio simplificado puede seleccionarse
una situacién en la que solamente se tenga no uniformidad
de una sola variable caracteristica; en el caso mas general
puede tenerse esta falta de uniformidad en todas las varia-

bles e incluir ademds reacciones quimicas.

El presente trabajo se concreta al estudio de
un proceso de transferencia llamado difusidén, que consiste
en el transporte de masa en un sistema en fase sbélida debi-
do unicamente a la existencia de un gradiente de potencial

quimico entre dos partes del sistema.

La descripcién del proceso puede hacerse des-
de un nivel macroscdpico o bien desde un nivel microscépi-
co. En este trabajo partiremos desde la base empirica, que
nos da el nivel macroscépico hasta culminar con el modelo

microscdpico.

El grado de complejidad de la descripecidn del
proceso esta determinado por la estructura interna del sis
tema, el tipo de elementos que lo componen, la cantidad de
impurezas contenidas en &1, el tipo de interacciones entre

las partes de &1, etc. Es por esto que en la totalidad



del trabajo se presta atencidén unicamente al proceso de di
fusién en sélidos cristalinos, que por su naturaleza per-

mite un estudio muy simplificado.

La importancia del estudio del proceso de di-
fusidén en un sélido cristalino se debe a que, a nivel até-
mico es un proceso elemental que ayuda a conocer la estruc-
tura y los defectos que posee el s8lido; ademds es un proce
so que se da muy frecuentemente en una amplitgg muy vgriada
de condiciones y desempefia un papel muy importante eﬁ otros

procesos que determinan las propiedades del sélido.

Los métodos y resultados obtenidos en el trata
mientp del proceso de difusidén tienen una gama muy amplia
de apiicaciones como son el estudio de: luminiscencia, poli
meros en volucidén, procesos metallrgicos, biologia molecu-

lar, etc.

El trabajo esta estructurado de la siguiente
forma:

En el capitulo I se establecen las ecuaciones
fenomenolSégicas que gobiernan al proceso de difusidn.

En el capitulo II se estudia al procesoc de di-
fusibén en base a la termodinémica de no equilibrio.

En el capitulo III se expone la teoria micros-
copica, basada en el modelo del camino aleatorio y la del
camino aleatorio modificado, considerando la estructura mi-
croscépica del sélido cristalino, con lo cual se llega a es
tablecer una ecuacidén generalizada para el procese.

En el capitulo IV se expone la teoria de pro-
cesos estocdsticos necesaria, para obtener la ecuacién (de
Fokker-Planck) que satisface la distribucién de probabili-

dad para la posicién de las particulas que se difunden.

Finalmente se incluyen dos apéndices gue serén
un auxiliar para el material expuesto en el nicleo de este

trabajo.



CAPLT UL B I

ECUACIONES FENOMENOLOGICAS PARA EL PROCESO DE DIFUSION

El estudio del procese de difusién fué inicia
détnen la primera mitad del siglo XIX, por Thomas Graham
(1805-1869) que abarcd desde el estudio de la absorcidn de
gases por liquidos (1826) hasta el estudio de la oclusidn
de gas hidrbgeno en metales calentados (1868) pasando por
la difusidn en gases (1833), donde establecid la ley que
lleva su nombre, y la difusidén de liquidos (1850).

\ En 1855 Adolf Fick con los trabajos previos
de Gréham, Fourier y otros investigadores, establecid 1la
ecuacién de transporte que gobierna al proceso, ahora co-
nocida como primera ley de Fick. Los trabajos posterio-
res sobre difusién llevados a cabo por Loschmidt, Stefan
y otros diernn lugar a que Maxwelf”en 1873 realizaﬁ& una -
revisién, sintesis y extensién de la teoria reviviendo el
modelo microscdpico para gases establecido por Bernoulli
en 1738.

Se consideré"que fué hasta 1896 cuando se em-
pezaron a realizar experimentos sistemdticos para estudiar
la difusidén en sélidos; W. Ch. Roberts-Austen, en ese afio,
observé que al establecer una juntura de oro y plata, man-

tenida durante diez dias a 200°C, éstos se interpenetraban.

Los resultados empiricos mostraron que para
todos los casos la ecuacidén que gobierna al proceso es la
primera ley de Fick independientemente de cual era el esta
do de agregacidén del sistema donde se observaba la difu-

sién.

LEYES DE FICK.

Podemos resumir los resultados encontrados



empiricamente considerando un sistema en equilibrio y/me-
cinico en el cual existe un gradiente de la concentracidn
de alguna de los componentes del sistema y que ademds no
es afectado por fuerzas externas. En estas condiciones se
observa un transporte de masa de la regidén de alta concen-
tracidén a la de baja concentracién. Esto permite definir
el flujo como la cantidad de sustancia de la componente
que se difunde, que cruza la unidad de &rea perpendicular
a la direccién de movimiento de la sustancia en una unidad

de tiempo.

Si se escoge un sistema de coordenadas carte-
siano de tal forma que el gradiente de concentracién tenga
solamente componente en la direccién de uno de estos ejes
(por ejemplo el eje x), y si el sistema es isotrdpico y
homogeneo, podemos establecer la relacién que guarda el
flujo con el gradiente de concentracién. Primeramente se
establece que el flujo, denotado por ;T , €s proporcional
al gradiente de la concentracién, denotado por C

Joc - 28

X
donde el signo negativo tiene como origen el hecho de que
el flujo se establece de la regién de alta concentracién a
la regidn de baja concentracién; estableciéndose la igual-
dad en la relacidn anterior mediante la introduccién de
una constante de proporcionalidad D , llamada coeficiente

de difusiéﬁu

|
iJ=‘D§§Z (1.:1)

esta ecuacién es conocida como primera ley de Fick.

Dependiendo del arreglo experimental puede!'te
nerse un proceso estacionario o no estacionario, es decir

donde el flujo sea independiente del tiempo o dependiente



del tiempo respectivamente. Cualquiera que sea el caso se

cumple la ecuacidn (1.1).

i el gradiente de concentracidén tiene compo-
nentes en los tres ejes coordenados la primera ley de Fick
puede ponerse como

-

—
J=-2DVC ¢4,.53
En el capitulo II de este trabajo se verd que |
una condicidn que se debe satisfacer para gue esta ecua-
cién sea correcta es que la componente gue se difunda debe
ser ideal (infinitamente diluida), en caso contrario el pa
pel de la concentracién es tomado por el potencial quimi-

2o,

Veremos mis adelante como la ecuacidn (1:.1) o
(1.2) tienme que ser modificada para la difusidn en siste-

mas multicompanenteé?ﬂ

Existen ecuaciones andlogas a la ecuacidn

(1.1) para otros procesos de transferencia como son ¢

a) La ecuacibn de Conductividad Térmica que

establece

aT
Je=K oy (1.3)

donde J es el flujo de energia (calor), K es el coefi-
ciente de conductividad térmica y T la temperatura.

b) La ecuacién de Conductividad Eléctrica que
establece

s e
J”'Ea; (1.4)

donde J es el flujo de carga eléctrica, ¢ la conductivi
dad y {/ el potencial eléectrico.



¢) La ecuacidn de Transporte de Momento Li-

neal gue establece
- _n2Y
J"Tlax £1.53

donde J es el flujo de momento lineal, 7 el coeficiente
de viscocidad y ¥V la velocidad.

La caracteristica comun de las ecuaciones
(1.1, (21.3), (1.4) y (1.5) es gue el flujo tiene una de-
pendencia lineal con el gradiente. Este hecho es generali
zade en la teorfia que se expone en el capituleo II donde a-
dem@g puede contemplarse la presencia simulténea de dife-
rentés gradientes, en un mismo sistema.

En el caso de la difusidn no estacionaria no
es suficiente la ecuacién (1.1) para el estudio del proce-
S0, es necesario en este casc hacer uso de la ecuacifn de
continuidaé“(apendice A) que en una dimensidn establece

gus

%‘—‘E-A*ﬁ (1.8)

Si en esta ecuacidn se introduce la expresidn para el flu-
jo dada por la primera ley de Fick se obtiene

e<
g: %_(D 2 (1.7)

Y si ademds el coeficiente de difusién es constante, como
serlia el caso en un medio homogeneo,.se obtiene

1
2¢ 7 2C

Ecuacidn conocida como Segunda ley de Fick o Ecuacién de
difusién.



La generalizacidén a tres dimensiones es inme-

diata y esta dada por

2c - DVEC
oy (1:..9)

donde Vl es el operador laplaciano.

COEFICIENTES DE DIFUSION.

El coeficiente de difusién que aparece en la
primera ley de Fick es de gran importancia, ya que su va-
lor, para una situacién experimental dada, determina mu-
chas\de las propiedades del sistema en cuanto a su estruc-

tura.

Dependiendoc de la situacién experimental pue-

den definirse distintos coeficientes de difusién en el es-
tado sélido como son:®

i) E1 coeficiente de difusién isotdpico. U-

sualmente es denotado por D" y se define cuando se utili-
zan trazas de isétopos radiactivos (muy diluidos) como ma-
terial difundente. En el caso de que el medio donde se da
la difusién sea de la misma especie que los elementes de la
traza radiactiva al coeficiente se le llama de autodifu-
sién y es definido para el caso de que no existan fuentes

de arrastre externas que contribuyan al flujo.

En el caso de que exista una fuerza de arras-
tre externa, esta producird un arrastre de la sustancia que
se difunde que contribuye al flujo con un término dado por

C{v) , donde C es la concentracién y {v)es el promedio
de la velocidad de arrastre. Cuando se incluye la fuerza
de arrastre la primera ley de Fick toma la forma siguien-
te

J=-9 %—;+C<v>



donde el primer término se debe al movimiento resultante

de la sustancia debida al gradiente de concentracidn.

ii) Coeficiente de difusién intrinseco. En
algunos casos importantes la fuerza de arrastre y por lo
tanto la velocidad de arrastre es proporcional al gradien
te de concentracién. Esta situacién permite definir el
coeficiente de difusién intrinseco que en el caso de difu-
sién de la i-esima componente de un sistema multicomponen-

te se define como

—

L (°%%r. )

1
donde Iﬁ denota el coeficiente de difusién intrinseco. De

I > Ci >
D, e

esta forma la primera ley de Fick queda expresada como:

Ju=Th o5
¢ 2y
para el caso en que dos especies se mesclen entre si debe
tomarse en cuenta que la razdn de mezcla depende de la ra-
z6n de difusién de ambas especies, es decir que los compo-
nentes tienen diferente movilidad en el proceso de inter-

mesclado.

Cuando las dos especies no tienen igual coe-
ficiente de difusibén intrinseco, se podrd medir el flujo
desde un plano que se encuentre en la regién de difusién,
desde el cual el proceso de entremesclado sea igual para
las dos sustancias. Denotandec como Ux 1a velocidad de es-
te plano con respecto a uno fijo, la expresidén para el flu

jo de la especie i através de el plano fijo seria
= Ji+ G Vi

donde J{ es el flujo de la especie i através del plano que

se encuentra en regién de difusién, si se incluye la pre-



sencia de una fuerza de arrastre externa la ecuacidén ante-
rior queda de la siguiente forma

J;= = Dt(%)*‘ C:i(uy + Cz U

Eri base a lo anterior definimos el coeficiente de interdi-

fusidn como
i ~1§ ak;
J}='"I)(‘3E)

que en el caso de gue las especies tengan el mismo coefi-
ciente de difusién intrinseco es igual al coeficiente de
- ‘ » =

interdifusién ya que =09 .

En el resto del trabajo supondremos gue siem-
pre se tiene el arreglo experimental gque permite trabajar
solamente con el coeficiente de difusién isctdpico, gque de
agui en adelante se denctard 1.

Existen dos situaciones experimentales que
permiten definir otros coeficientes de difusién. Una de
ellas es cuande tenemos un sistema multicomponente con mas
de un gradiente de una componente & especie. En general,
el coeficiente de difusién es una cantidad que depende no
sole de las concentracicnes, temperatura y presidn de la
especie que se difunde sino que también puede depender de
los gradientes de concentracifén de otras componentes & es-
pecies. ©Si este es el caso no es conveniente usar una ex-
presién como la ecuacidn (1.1) para definir el coeficiente
de difusidn, sino que es mads conveniente usar la expre-

Sy, (2
=~ZD¢(31) (1.10)

k=1

sifn:

&~

donde le es el coeficiente de difusién, parcial de la es-
pecie i debido a un gradiente de concentracién de la espe-

-



cie k.

Esta ecuacién muestra explicitamente que el
flujo J; puede depender del gradiente de concentracidén de

otras especies.

La otra situacién se obtiene cuando el medio
donde se da la difusién es Anisotrépico. Para ello consi-
deremos un sistema en que se difunde una sola especie con
gradientes de concentracién a lo largo de los tres ejes
coordenados cartesianos, entonces el flujo en la direccidn
x dependerd tambien del gradiente de concentracidén en las

otras direcciones
\
! *

Jv. = 'Dxn .ij 2Y Dn %%. *+ C <"5;>

donde a través del Gltimo término hemos considerado la e-
xistencia de una fuerza de arrastre.

De igual forma para las otras componentes del flujo:

R S (e TR o G 14
“Dﬁx K D“ 2y 191 * C (Va7

* ac
Jl’ 1x ax Dz —-Dz-x"a—i*c(’dl)

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como una sola

ecuacién, para ello usamos:

J, i 1) '
J' i J.' , VC = 3(/9,1 ’ (‘U} = ("IJ'-[} f1.331)
34 *n VY

para tener la ecuacidén vectorial



J--T Tc+ o

donde hemos definido la cantidad

ﬁ;: D"‘l D:‘L
D =|\Ps By Ty (1:12)
Dl‘ ‘D‘i, D’Z‘

que tiene la estructura de un tensor y es llamado tensor
de difusién. Puede mostrarse que el tensor de difusién ‘
siemp?e es simétrico, es deciI'IEJ=I¥f , V en consecuencia
siempre se puede determinar los ejes principales que per-
miten diagonalizarlo. Entonces, un estudio de difusién
planar a lo largo de cada uno de los ejes principales per-

mite conocer el tensor de difusidn.

Supongamos ahora que tenemos un sistema con
gradiente de concentracién de una componente O especie a
lo largo de una direccién arbitraria F 4 81.Ry ¥y 2 BON
los ejes principales y & , f , ¢ son los angulos que
forma el eje con ellos, se tiene que los gradientes corres
pondientes a lo largo de los ejes principales son (#¥ '3'% >
mp% , cm¥ :—; respectivamente y los flujos resultantes

a través de planos normales a los ejes principales son
" . 2C
Je= —Dix ra 5 + (U7
» gc
== e U.
J,=-Dum? 2 +eud
1" zzm a} i

hemos incluido la presencia de una fuerza de arrastre ex-



terna con direccién arbitraria.

El flujo a través de un plano normal a la di-

reccién de difusién estd dado por:
];:JXCM“+J.,WF+ Jy e ¥

que se puede expresar COmO
J;_—D S 4+ c (%)

donde

* * 3+
D = Die wosat + Dy w’? + Dy, s ¥

Uy = (U nd + (W) eon f 4 V) eon ¥

de esta forma el coeficiente de difusién a lo largo del
-~
eje ; queda expresado como combinacién lineal de los coe-

ficientes de difusién principales.

En resumen, podemos asegurar que una vez deter
minado el arreglo experimental con el'que se estudiard el
proceso de difusién queda determinado el tipo de coeficien

te de difusién y la ecuacién fenomenolégica a utilizar.

En el caso de difusién en una estructura cris-
talina se observa experimentalmente que el coeficiente de
difusién depende de la temperatura, de la concentracidn,
de la propia estructura del cristal (su simetria), del ti-
po de elementos que componen al cristal, de la presién,
etc. Podemos inferir entoces que el coeficiente de difu-
51on es un pardmetro que proporciona una gran cantidad de

informacidn sobre la estructura del crlstaf}



La dependencia mds relevante es con la tempe-

ratura y obedece una relacién de Arrhenius
»
V=D, GXF{-EIKJ (1.13)

donde D, y E se determinan experimentalmente y son inde-
pendientes de la temperatura. E es la llamada energia

de activacidn de la difusién.

Para cerrar este capitulo queremos sefialar
que experimentalmente hay dos problemas importantes en el
proceso de difusién, el primero es la determinacién del co
efiqiente de difusién y el segundo la obtencién de las cur

vas de concentraciédn.

. (v)
Existen dos métodos para obtener las curvas

de concentracién en un experimento:
a) Métodos Directos.
b) Métodos Indirectos.

En los métodos directos se realizan medicio-
nes directas de la concentracién en diferenter regiones de

la muestra (sistema).

En los métodos indirectos los cambios en la
concentracidén se determinan por el cambio de alguna propie

dad de la muestra.

Entre los métodos directos el m&s utilizado
es en el que emplean isétopos radiactivos como material di
fundente y se procede después a separar capas de cristal a
las cuales se les mide la actividad radiactiva, ésta es
proporcional a la concentracién; se grafica luego el loga-
ritmo de la actividad radiocactiva contra la profundidad a
la que se encontraba la capa a la que se le mide dicha ac-
tividad. El1 calculo de 1D se cobtiene a través de la pen
diente de la recta obtenida.



Existen otros métodos mds elaborados para de-
terminar la concentracién y el coeficiente de difusién y
que no se incluyen por no ser el objetivo central de este

trabajo.

i



carPITULO IT

"TERMODINAMICA DEL PROCESO DE DIFUSION"

Las leyes de la Termodindmica Cl&sica permi-
ten estudiar a los sistemas en equilibrio termodinamico a
través de los procesos que se dan entre los estados de e-
quilibri&? En particular la segunda ley de la Termodind-
mica determina la direccidén en que se dan los procesos de
transporte en términos del concepto de entropia, estable-
ciendo que, para procesos irreversibles, el sistema evolu-
cionaréd en la direccién en la cual la entropia crece hasta
ser méxima cuando el sistema alcanza el equilibrio termodi
nédmico. Sin embargo, nada nos dice respecto al proceso de
transporte, es decir, no permite establecer relaciones en=

tre las cantidades involucradas en el proceso.

Por otra parte la cinética fisic£1permite en-
contrar relaciones fenomenoldgicas para los procesos de
transporte a partir de un modelo microscépico, particular
del sistema, bajo estudio. A pesar de que ofrece una ex-
plicacidén completa del mecanismo del proceso y de que con-
duce a valores numéricos de los coeficientes que aparecen
en las relaciones fenomenoldgicas, ésta teoria se ha desa-

rrollado para ciertos procesos de transportequ

La termodindmica de los procesos irreversi-
bles (o de no-equilibrio) establece una descripecidn macros
cbépica de todos los procesos irreversibles, incluyendo a-
quellos que surgen de la interferencia de dos 6 mas de e-
lles.

William Thomson en 1854 fué el primero que
hizo consideraciones termodindmicas para estudiar procesos
irreversibles al estudiar el fendmeno de la termoelectrici
dad. Aunque, anteriormente en 1850 Clausius habia propues

to un cambio en la segunda ley de la termodiné&mica para



procesos irreversibles, en lugar de considerar que para

todo proceso irreversible se debe cumplir la desigualdad:

as v é’_?c". (2.1)

Claussius introdujo un nuevo término que denominé "calor

no compensado" y establecié la igualdad:
5= 404 45 = &S+ &S

donde 1}&3 es el "calor no compensado". Actualmente es-
te nombre no es utilizado, y se interpreta la ecuacién an-
tezdbr'como: el cambio en la entropia del sistema en un
cierto intervalo de tiempo debido al cambio de entropia re
sultado del calor suministrado al sistema por los alrede-
dores y a la entropia producida en el interior del sistema
por la:naturaleza irreversible del proceso. 'Si el sistema
gs-abierto’ entonces d¢S contiene un segundo término que
representa la entropia transportada por el fluido de mate-

ria.

Investigadores como P. Duhem, L. Natonson, G.
Jaumann y otros obtuvieron expresiones para el cambio de
entropia en sistemas no uniformes combinando la segunda
ley de la termodindmica con las leyes macroscépicas de con
servacién de masa, momento y energia.

En 1931, L.-Onsageépgstablecié las relaciones
reciprocas, que son relaciones entre los coeficientes que
aparecen en las leyes fenomenoldgicas que describen a los
proceses irreversibles. H. B. G. Casimir en 1345 reformu-
16 las relaciones reciprocas para aplicarlas a una#gama
mas amplia de fendémenos irreversibles. Despues J. Meixner
en 1941 y I. Prigogine en 1947 desarrollaron la teoria de
procesos irreversibles en forma consistente aplicando las

relaciones reciprocas a cierto nimero de sistemas fisicos.



TEORIA -DE ONSAGER.

(3-10)
La teoria de Onsager da un esquema general

con ayuda de la cual se pueden describir los procesos de
transporte mas simples como los descritos por las ecuacio-
nes (I.1), (I.3), (I.4) y (I.5) y otros como la difusidn
en sistemas multicomponentes, el desplazamiento de defec-
tos y principalmente los fendmenos cruzados (interferencia

de dos &6 mas procesos irreversibles).

La termodindmica de procesos irreversibles es

ta sustentada en cuatro hipétesis, a saber:
i) Bquilibrio Local.

Que establece la existencia de la funcidén en-
tropia para para cada elemento de volumen de un sistema

fuera de equilibrio, es decir

SED = S{uEwn, gED, G @A, o

i
€ neva o
donde W es la en%rgpéa interna por unidad de volumen, E
es la densidad, C; es la concentracién de la i-esima com-
ponente del sistema, etc. Asi mismo la hipbtesis exige

que se cumpla la relacién de Gibbs

T‘-ﬁ"— %*ZM%& (2.2)

donde S es la entropia por unidad de volumen.

ii) Compatibilidad con la Segunda Ley de la Termodindmica.

Que establece la ecuacidén de balance para la
entropia, tomando en cuenta la condicién de equilibric lo=-
cal, las ecuaciones de conservacién y la definicién del
flujo de entropia; esta hipStesis se expresa matemdticamen

te como



%_tg—“' Js = 8 (9:3)

donde § es la produccién de entropia debido a que el pro-
ceso es irreversible y cumple con 620 , por compatibili-

dad con la segunda ley de la termostdtica.
iii) Correspondencia Lineal entre Flujos y Fuerzas.

El origen de los fendmenos irreversibles es
la existencia de un desequilibrio, gque puede ser en la tem
peratura, en la presién, en el potencial quimico, etc.

Al gradiente que resulte de este desequilibrio le llamare-
mos "fuerzas" y las designaremos con el simbolo Ke (i=1,
2, 3, ...5 n). Estas fuerzas originan los flujos que de-

notaremos por Jl (321, 24 85 wewghde

La hipétesis consiste en suponer una relacidn

lineal entre flujos y fuerzas, es decir

J = ZL&X& (2.4)

‘h:l

a los coeficientes Lu_ se les llama coeficientes fenomeno
1l6gicos. Esta relacidén significa, por ejemplo, que cuando
en un sistema existen dos fuerlas, o mas, el flujo resul-
tante no es la superosicidén simple de los flujos que pro-
duce cada fuerza, sino que se encuentran términos de inter
ferencia, por ejemplo, un gradiente de concentracién y un
gradiente de temperatura pueden ambos causar flujo de di-
fusidén (ordinaria y térmica) y las mismas dos fuerzas pue-
den causar flujo de calor (efecto Dufour y conduccién de
calor ordinario). Para este caso particular se tendrian

dos ecuaciones como (2.4) cada una con dos términos.

La relacién lineal entre flujos y fuerzas no
es arbitraria, sino que debe cumplirse el principio de Cu-

{ 1



rie gque establece gque las fuerzas deben tener un solo ca-.
racter; es decir, son cantidades escalares, © son vecto-
riales, o son tensoriales y en consecuencia en las ecuacio
nes (2.4) no aparecen mezcladas fuerzas escalares con vec-
toriales o tensoriales.

iv) Simetria de los Coeficientes Fenomenolégicos.

Esta 0ltima hipétesis establece que la matriz
de los coeficientes fennmenol§31005 es simétrica, es

decir

Lult \_ﬁ;,_ {2:5)
)
esta simetria se conoce como relaciones reciprocas de On-

sager.

Finalmente, con ayuda de las ecuaciones de
conservacién, de la ecuacién (2.2) y con la derivada hidro

dinamica
—_—
_é._.-; 3_"],' -\j’*?
TR
se demuestra gue la procuccién de entropia se puede ex-

presar en la forma siguiente
L]

G = Zl)(; | (2.6)

al par J{,X; se le llama par de pardmetros conjugados.
Entonces, la ecuacién (2.8) expresa que la produccién de
entropfa es la suma de todos los productos de parémetros
conjugados que tiene el sistema.

Para un proceso irreversible de complejidad
arbitraria se procede a determinar primerc los flujos ¥
fuerzas conjugadas a partir de la ecuacibén (2.6}, calculan
do la produccidén de entropia, y en segundo lugar se



plantean las ecuaciones fenomenolégicas (2.4) simplifican-

dolas a traves de las relaciones reciprocas (2.5):
ECUACIONES DE BALANCE Y DIFUSION.

Para aplicar la termodindmica de procesos i-
rreversibles al proceso de difusidn; consideremos un siste
ma multicomponente y continuo, esto es, un sistema formado
de varios componentes donde las variables intensivas son
funciones continuas de las coordenadas y del tiempo; que
estd sujeto a fuerzas externas. Para determinar la fuerza
termodindmica que origina el proceso de difusidén es necesa
rio tontar con tres ecuaciones complementarias, la de con-
servacién de la masa, la de conservacién de energia y la

ecuacién fundamental de la termodindmica cldsica.

Imponemos la condicién de que en el sistema
no existan reacciones quimicas de tal forma que la conser-

vacién de sustancia para cada componente del sistema viene
C1e)

dada por la ecuacién de continuidad <
DCK - Cv. V (K' 1.2 “)
2k -~ _ V. 3 1 s 2.7
'QI 13 ( )

donde hemos supuesto que el sistema tiene n componentes,
hemos denotado con C« la concentracidén de la componente

K vy V{, la velocidad de la misma.

Sumando para todas las componentes se tendria

donde

L= iék

£ X

es la concentracidén del sistema multicomponente y

=



es un campo de velocidad media en el sistema.

i
E1l flujo de la componente K , dado por Ch Vi
puede descomponerse en un flujo medio gque contiene a la ve

locidad V y un flujo relativo, de la siguiente forma
CeViz GVF+ Ce(V-V) (2.9)

clanamente el flujo relativo es un flujo de difusién ya
o - : —
que Vi~V es la velocidad de difusién respecto a V ,

si denotamos por Jk al flujo de difusién

—s

J= Cu (Ne-V) (2.10)

observemos que

m e
ZJ,,, =0 (2.1%)

Kz
es decir, para un sistema de "™ componentes existen sola-

mente n-1 flujos independientes.

Por otra parte sustituimos la ecuacién (2.9)

en la (2.7)
- —_— -
C TV V-~
% . G TV~ V- V0 - V-3, —
et
y utilizamos la identidad entre operadores
L
cH:_ 2t (2.13)

para que la ecuacién de continuidad adquiera la forma



— -

.Ell._c.‘.‘_-_-_c.. 9.-v- V-3 (2.14)
dt

que serd la ecuacién que utilizaremos méds adelante.

Consideraremos ahora un sistema isotrdpico,
que no esta electrizado ni magnetizado, y sobre el cual ac
tua una fuerza externa, la ecuacién de balance de momento
tiene la siguiente forma"“

& j": £ E=~TP
N —
d.‘t = L L (2.5

\
donde Q es la densidad, E. la fuerza externa molar yPla

presién.
_ Cuando el sistema se encuentra en eguilibrio

mecénico %%=0por lo que

ZC"E‘ = WF (2.16)

K=

A su vez, la ecuacién de balance de energia para este mis-

" 2 ()
mo sistema tiene la forma

G,z 2 . D.(u)r V- [LGR- P
RGPt 6-[_:/1 %]

z=y

donde Si es el flujo de calor, que se establece entre el

247

elemento de volumen considerado y el medio que lo rodea
cuando entre ambos hay un gradiente de temperatura,les la
energia interna por unidad de volumen y /ﬂ el potencial

quimico de la k-esima componente.

Consideremos al sistema en equilibrio térmico
y en equilibrio mecénico, entonces la ecuacién (2.17) 1la

podemos reescribir en este caso como



N

-Vu

SEei-ien-F[LAL]  aaw

=i

5‘{‘.’-"

y usando las ecuaciones (2.10) y (2.16) y reagrupando tér-

minos queda expresada como

.Qu__v('uv)-fZ—FJ'a‘-VW’ V[PVf[/j] (2.19)

=y

Por otro lado, a partir de la relacidén termodindmica (2.2)
aplicada a un elemento de volumen del sistema isotrépico ¥y

considerando una posicidén fija (derivada local) se obtiene

\
t 3 d=e. 9%
2t~ T 9t TK-Z'I/‘: oF (2.20)
donde
7)
S:'-—-S—' ; L(_-_—_-(_)_ o Cg: '9""(" (2-21)
v 1%
Introduciendo las ecuaciones (2.19) y (2.12) obtenemos
25 - LV [uVrPV)-L 7 7 +LV-PP
2t T [ '7 T ZAJ"’ i (2.22)

+-%:ii}idl + ;i}é% -GV

=1
que a su vez se puede reducir al usar la identidad vecto-"

rial
2B - Bo(aB)- A-Fo
y la ecuacién (2.10), para tener finalmente
.g_%:~.5_.p(uv) fvwrz:/“ P. GV
(2.24)

S2 (A - iZF .

con el flujo de entropia definido como



i D s h oo o
J.= *}f-_ﬁ{uv,)-r; vy Z‘/?‘E VoGV (2.25)

F.H
la ecuacidn (2.24) gqueda expresada finalmente como
2s 7 +4 TR P43
R0 - ’ (2.286)
2t 5 7 = 'S /Z ke

que nos indica que el cambio de entropfa especifica tiene
un origen doble, el negativo del flujo de entropia y un tér
mino de produccién de entropia dado por

\ g= Li[é“ﬁ}‘ﬁji (2.27)
T

entonces, la fuerza termodindmica responsable del proceso
estd dada por

.“.ZH = ,ii-]f;/z‘ \/f (2.28)

En el caso en gue no existan.fuerzas externas
— —3
Xe = - VA o

DIFUSION EN UN CRISTAL.

Apliquemos ahora los resultados anteriores a
la difusidn isotérmica en un cristaf'éue contiene Atomos de
dos clases y vacancias. En el sistema aparecen tres flu-
jos, dos de &tomos y un tercero de vacancias.

De acuerdo a la relacién general entre flujos

y fuerzas (2.4)

- -k

j—f:lile 'f"i_m_ f-}_ g LI.!- X.!



— =

Jetu X+ A X,

- —

J., = Ly, X, + Ls2 '5(.1. # das 5(:3

Como lo muestra la ecuacién (2.11), los flujos no son inde-

pendientes y esto nos lleva a que se cumple la ecuacién

3

3
Z L“XJ = Q
421

i=)
Dado que esta ecuacién se satisface para cual

quier valor de .Xj ,» obtenemos

\_“ ¥ \-u % \'N =9
\-v:_,'\' L + \-17_ =0 (2.29)
\_“ X \_13 i i Lr& e

utilizando las relaciones reciprocas de Onsager, consideran

do el caso en que no existen fuerzas externas e identifican

do al tercer flujo como el de vacancias, la expresién para
-

j} vy Jz se reduce a
~La V(P )LV (A )
“ldzfagﬂ'/i)"111256/;;/i)

De acuerdo a la Primera Ley de Fick cada uno

3}

3

(2.30)

]

L)

de estos flujos debe ser de la forma

—

T =~DPC,

Comparando las ecuaciones (2.30) con esta expresién deduci-
mos tres condiciones de aplicabilidad de la Primera Ley de
Fick:

a) E1 flujo de &tomos de cualquier clase no



depende del gradiente de concentracidén de
los étomos de la otra clase, es decir,l,=0
, entonces la Ley de Fick corresponde

al modelo de &tomos que no interaccionan.

b) Las vacancias se encuentran en equilibrio,
el
es decir,% ~0 debe existir uniformidad

en la distribucidén de vacancias.

c) La solucién es ideal, es decir, que el po-

tencial quimico de cada componente se pue-

(18)

de escribir como

/’f=/1(7)7‘h7—/£" G (2.31)

de tal forma que

S

DK = =T Jc

Ci

{

X

Entonces las expresiones para los flujos en (2.30) pueden

escribirse como

- by 1= D
% & 2w v (2.32)
e identificamos el coeficiente de difusién con

D= e kT (2.33)
&
Para obtener expresiones mas generales que la
(2.32) se pueden eliminar las restricciones a), b), c) de

la forma siguiente:

Si los flujos de &tomos interaccionan (Li. 39)
) v se conservan las condiciones de equilibrio para las
vacancias y de idealidad para la solucién y considerando

que la temperatura y la presién permanecen constantes se



tendria:

L
J,--#r(%‘:' = -'i—‘) 76

donde se ha tomado en cuenta que los potenciales quimicos
estan relacionados por la Ecuacién de Gibbs-Duhem

C‘,;P;'j+C;L:f'j/‘1:O (2.34)

] Eliminar la condicidén de idealidad significa

poder expresar el potencial quimicotﬁﬂu

f}? =f/?m.+ 4E?:j; a{

donde (:*%C:, siendo (: la actividad termodindmica, que es
un pardmetro que nos indica la desviacién de la solucién i-
deal y ¥, el coeficiente de actividad.

Por Ultimo eliminar la condicidén de uniformi-
dad en la distribucidn de vacancias siginifica que en las
ecuaciones (2.30) el gradiente del potencial quimico para
las vacancias es diferente de cerso.



Las ecuaciones fenocmenoldgicas (2.4) con las

relaciones de reciprocidad de Onsager (2.6) son validas

si tomamos las siguientes suposiciones:

1) E1

2) El
en el tiempo.

3) E1

ni magnéticamente.

4) EV
cionales.
5) El
magnéticos.
' 6) E1

del equilibrio.

sistema

es isotrépico.

campo de fuerzas externo es constante

sistema

sistema

sistema

proceso

no esta polarizado ni eléctrica
no sufre desplazamientos rota=
no esta en presencia de campos

irreversible toma lugar cerca

Debido a la suposicidn 6, a la teoria de Onsa

ger se le conoce como Termodindmica Irreversible Lineal

(TIL). Aungue esta teorfa tiene sus limitaciones, sus mé-

ritos son: que por un lado describe correctamente muchos

procesos irreversibles, y por otro, que aplicada a los

fluidas genera la Hidrodin&mica Cldsica de Navier-Stokes.



CAPITULDPO III.

INTRODUCCION.

En los capitulos Iy II no fué necesario con-
siderar la naturaleza atémica de la sustancia que se difun
de para formular las ecuaciones que gobiernan al procesoO
de difusidén, por esta razbn los resultados obtenidos son

limitados.

En este capitulo consideraremos la naturaleza
atémlba de la sustancia que se difunde y el caracter dis-
creto del medio en el cual se da la dufusién; con esto, Se
determinan las relaciones entre parametros microscdpicos ¥

los macroscépicos de los capitulos I y II.

Consideraremos unicamente el caso en que el
medio en el cual se da la difusién esta en fase sdlida.
Los SOlldOSnEn general se clasifican en amorfos ¥y cristali
nos; siendo amorfos aquellos en los cuales existe poca ©
nula regularidad o periodisidad geométrica en la forma en
quelos étomos estan dispuestos en el espacio; ¥y cristali«
nos aquellos que se caracterizan por una regularidad en la
estructura de los elementos que lo componen. A su vez los
sélidos cristalinos pueden clasificarse tomando en cuenta
el tipo de interaccidn de sus componentes, en ionicos, coO-
valentes, metallcos y moleculares. Para cada uno de estos
tipos de s6lidos cristalinos se tienen diferentes arreglos
de los componentes. -AﬁUl sera suficiente utilizar el he-
cho de que los elementos que componen el cristal estan dis
puestos en redes formadas por planos cristalinos que estan

separados una cierta distancia uno de otro.

La difusibén es un fenémeno en el cual influye

1a estructura del medio, reflejandose en el hecho de que



1a velocidad de desplazamiento de los &tomos en el cristal
depende considerablemente de la estructura del mismo, DPero
podemos anticipar que el estudio de la difusidén en sélidos
cristalinos se facilita debido precisamente a la regulari-

dad que presenta dicho medio.

A pesar de que una estructura cristalina puede
contener una variedad muy amplia de defectos (imperfeccio-
nes), en el tratamiento que aqui seguiremos se tomaréd en
cuenta solamente a un cristal perfecto .con, a lo mas, un
tipo de defecto puntual llamado vacancia; esto es la ausen
cia de un ion o &tomo en un sitio de la red del cristal.
La ipclusién de otro tipo de defectos dificulta el trata-
miento del proceso a nivel microscépico. E1 tipo de defec
to y la estructura del cristal determinan en gran medida

el mecanismo a través del cual se realiza la difusién.

Dado el cardcter discreto del cristal la hipd-
tesis necesaria para explicar la difusién es que cada dto-
mo que se difunde realiza una serie de saltos entre varios
sitios de equilibrio de la red del cristal. E1 tipo de me
canismo involucrado en el proceso de difusién se défine a
partir del tipo de salto que realiza el &tomo entre dos si
tios de la red. Existen once tipos de mecanismoéﬂy de és-
tos los mas importantes son los llamados de vacancia e in-

tersticial.

Debido a que en equilibrio térmico cualquier
cristal real a una temperatura dada contiene sitios de red
vacantes, estas vacancias proporcionan cierta facilidad pa
ra la difusiﬁn. En este mecanismo llamado de vacancias el
salto elemental consiste en el paso de un étomo desde un
sitio de red normal a una vacancia vecina, al saltar este
étomo para ocupar la vacancia deja un lugar vacante que
puede ser ocupado por Otro 4tomo vecino y asi sucesivamen

te se van dando intercambios 4tomo-vacancia que en su con-



junto dan el efecto macroscépico de difusibén. En el meca-
nismo intersticial (directo) el salto elemental consiste
en que un &tomo pasa directamente de un sitio intersticial

a otro en todo el cristal.

En la siguiente seccién, para obtener la ecua
cién generalizada de la difusién en un cristal, considera-

mos solo el mecanismo de vacancia.

ECUACION GENERALIZADA PARA EL FLUJO.

gi estudiamos el movimiento de un dtomo que
pasa de un sitio de red a un lugar vacante en el cristal,
el cémportamiento en un intervalo de tiempo grande seria
el andlogo de una caminata al azar. A L. Bachelieﬁ"ge le
da el credito de hacer conexidén entre camino aleatorio y
difusién y a P. Ehrenfest por extender esta conexidén al ca
mino aleatério con un centro atractor que corresponde al

caso de la difusién con fuerza de arrastre.

La teoria del camino aleatdério para el estu-
dio del proceso de difusién puede ser discutida desde tres

puntos de vista independientes:

a) A través de la relacién entre los flujos ¥y
1os cambios en la concentracién en un pla-
no del cristal en términos de saltos atémi
cos entre planos vecinos.

b) A través de suponer que los dtomos que se
encuetran en un plano dado a un tiempo t
estarin distribuidos en el cristal a un
tiempo posterior de acuerdo a una funcién
de distribucién Gnica que para muchos pro-
pésitos no es necesario conocer explicita-
mente.

c) A través de la funcidn distribucién y con

la hipbtesis de %ue el nfimero de saltos

»



por unidad de tiempo y la fuerza externa
son independientes de las coordenadas es-
paciales y el tiempo. Las conclusiones se
pueden sacar de la forma de esta funcidn

de distribucién.

Aqui seguiremos el primer punto de vista, aun-
que no es la forma convencional. Con este propésito, fije-
monos en el movimiento de una de las particulas que se di-
funden a través del cristal; en un tiempo dado, ésta se en-
contrard en un plano de la red cristalina. La probabilidad
de salto (W) de esta partfcula al siguiente péTno de la red
depenflerd de la probabilidad de que la particula abandone
su posicién de equilibrio en este plano (que 1lamaremos ¥ )
y de la probabilidad de que la posicién de equilibrio final
esté libre, esto es, que exista una vacancia en la posicidén
final, (a la que llamaremos T{{ ). Ahora, supondremos que
éstas dos dltimas probabilidades son independientes, y se

21)

tiene que:
W=T[”}b (3.1)

Estas funciones (1 vy ‘P ) pueden depender de
1% coordenada de posicidn de la partfcula, de la concentra-
cién de particulas en el plano donde se encuentra ésta, de
la temperatura, etc. Aqui consideraremos Gnicamente la de-
pendencia de'ﬁ v ﬁ’ en la coordenada de posicién é en la
concentracién. Para cada uno de estos casos determinaremos

la expresién para el flujo.

1) pEPENDENCIA EspactaL DE Y v T .

Estudiaremos primero el caso en que ﬂ) v Tt de
penden de la posicién, supongamos ademﬁs que qi depende de
1a direccidn de salto; esto es dado un sistema de coordena-

das y el proceso de difusién desarrollandose a través de



los planos perpendiculares al eje x, la probabilidad de
que se dé el salto hacia planos con valores crecientes de
x es distinta a la probabilidad de salto hacia planos con

valores decrecientes de x y supongamos gue la distribucién

de vacancias es inhomogenea.

Consideremos los planos del cristal (a y b)
que contienen ﬁ& 37]J5 particulas que se difunden por uni
dad de &rea y tomemos un plano imaginario perpendicular al
eje x que pasa entre los planos del cristala y b , equil-
distantes a ellos, las coordenadas de estos planos son
X- 8/2 y X+§&/» respectivamente, donde § es la separa
cién entre los planos & y b .

Llamemos fP* a la probabilidad, por unidad de
tiempo, de que la partficula abandone su posicién de equili
brio y se traslade en el sentido de x creciente y P a la
probabilidad, por unidad de tiempo, de que se traslade en
el sentido de x decreciente. Entonces, el nimero de par-
tfculas que por unidad de tiempo atraviezan el plano ima-
ginario en la direccién x positiva es héq%+7ni y el nimero
de particulas que lo atraviezan por unidad de tiempo en la
direccidn x negativa es M 'P; 7. , la diferencia de estas

nos da el flujo a través del plano imaginario:
+ -
T=Y%NT = V% M. (3.2)

donde los subindices indican la referencia a los planos 0O
y b del cristal.

Si las funciones 'Y"r 5 "}f 5 o y N varfan
suavemente de un plano a otro pueden considerarse funcio-
nes continuas de x. Hacemos un desarrollo en serie de Tay
lor de estas funciones y despreciamos términos de orden

superior para tener en primera aproximacidn:



i

%:: ’Sb*/x- )z Yx) - E-}f

N, =N{T—J/z) = N(*)-J/za%x

. =77/x+é£)5‘ﬁ?k)f%L§%'

y_ B B E N (3.3)
=Y (x5 V)t a5

N, = Nix+%)2 Nbo v % .

W= Mx-5)= M- 3%

sustituimos en la ecuacidén (3.2) y reagrupamos téminos pa

ra tener el flujo dado por:

T- Nyt y e Sn E (919) -V § 350y
| Sur2 () VR (I +E TN 2 (V) =y

4 Ix oX
A primer orden en Jd el flujo queda como

T=nit(ges)e SN (V¥ )- LT3 (V44¥)- m2(W¥) G

introduciendo la concentracién volumétrica C= N/S y reagru-

pando los dos Gltimos términos de (3.5) se tiene:

T= cns(-¢) e L 8(4t)-n 2[4 (M¥1G (3.6
denotamos con P y W(x) a las cantidades
D) = {—WH—‘P”) (R
U = 8 (VH-¥) (3.8)

para tener la expresidn generalizada del flujo en la forma

jz“ng[ﬁﬂ"’[ﬂu*ﬁ% c (3.9)



que puede reescribirse como
Ehid
J= —%([ﬂ‘BC]*[ﬂu‘LZ-B %/ © (3.10)

o bien como

. _ap 3C M _» 3
J=-TH & +[7m*'o'99x 71'3-"% e (3.11)

II) DEPENDENCIA EN LA CONCENTRACION DE’P Y Tt .

Estudiemos ahora el caso en que‘*’ vy m depen-
den  de la concentracién, la probabilidad de salto entre
dos planos que contengan un nimero diferente de particulas
es distinta, entonces el flujo de particulas entre 1OS pla

nos & y b , por comparacién con (3.2), esta dada por:
T= V() Na 7 (6)-PYG)N T () (3.12)

donde Ca es la concentracién en el plano a ¥y Co es la
concentraczén en el plano b . Concideraremos a ?’ ' w
como funciones continuas de la concentracién y a N como
funcidn contfnua de la coordenada x. Hacemos el desarro-
llo en serie de Taylor para'w y T en términos de la con-
centracién y para M en términos de la coordenada para te-

ner a primer orden

Co= Clw-9h)% CO)-%h 55
Co = C(x+8h) 2 C0 + 6 35

‘P(CG)E \P(C" J/L;c/:x) = "}L(C)_ 7 g_;. %‘%’.
V@) =P (cr th *%y) = P+ 3¢ 3

No = N(x-£) 2 N/x)—d’/z?g—“'



= N(x+%) 2 Nlx) + % -?5%

c 2N
Yoy T(cran )z MO+ %h 55 3¢

W)= 77[(:-5/,_;’{] g g -9 328

X ¢

introduciendo los desarrollos anteriores en (3.12) a pri-

mer orden en S se obtiene

dr d¥
T-dnE - - VT 5 T

\
Definimos la concentracién volumétrica C= N/§ vy peagrupa-

ndo términos obtenemos la expresién para el flujo generali

zado _ | /‘
- é, o VLY, Le ek
J'.___ T( c.“h ’l,bc c’ﬂ" 1 3C =T o ety e e
/ IX ) ETIEA
- D :" A?‘ "":_ (28 /ﬁ*; P {./J-:( , /:,.\/-
Las expresiones (3.9) y (3.13) para el flujo “* 7"/

son el resultado mas importante de esta seccién y fueron
'reportados originalmente en el trabajo de R. Sh. Malco-
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CASOS PARTICULARES.

A continuacién analizaremos diferentes casos
particulares que se siguen de la expre81on generalizada.pa
ra el flujo dada por la ecuacién (3.11). La estructura de
las ecuaciones, en todos los casos particulares, nos per-

miten identificar al coeficiente de difusién como

A) Distribucién Uniforme de Vacancias, sin

Fuerzas de Arrastre.
’—_-__'______._--—.-ﬂ._"'—-_"
En este caso la distribucit_Sn uniforme de va

cancias significa que M es constante y de la ausencila de

fuerzas externas se tiene que YHQ’V' - constante; es de-



1

z . -
cir, U=0 ¥ D-§ 'f’ . quedando la expreslon para el flujo

—— . T E W P fAa un MJ_: ,(‘ )‘_‘ e
2 | L 4 e D
= = = | Lt A i il bane e
J 1_@” t (3.1
— V=T ;ig_ Ao L—l‘ Qurnatlrn 1'-. L Liw

que concuerda con la primera ley de Fick. Sustituyendo 1la
expresidén para P se obtiene D= &'W que coincide con el co-
eficiente de difusién obtenido por el Método Convencional.
Haciendo uso de la ecuacién de continuidad y utilizando la

expresién para el flujo (3.14) obtenemos

2
¢ _ B s (3.1
_— — . 5)
at Ix*

\
que coincide con la segunda ley de Fick, con la expresién

para el coeficiente de difusidén dada anteriormente.

B) Distribucidn Uniforme de Vacancias, con

Fuerza Externa Constante.

" Al igual que en el caso A, la probabilidad
M es constante para una distribucién uniforme de vacan-
cias y la condicién de que la fuerza externa sea constante
significa que P*#¥~ con Yt y P~ constantes, quedando la
expresién para el flujo

ac
F=-THEL +TUC (3.16)

que coincide con la primera ley de Fick con fuerza de a-_

os la velocidad media de arrastre CO-

mo (@i'ﬂu_ . Haciendo uso de la ecuacién de continuidad

————

y la expresidn anterior para el flujo, obtenemos

rrastre e identificam
_rrastre e identilliz

2 . qp 2 _qru2S
Z = LD o = (3.17)

que coincide con la segunda ley de Fick con D v <vu) espe

cificadas anteriormente.



C) Distribucién Uniforme de Vacancias y Fuer-
za Externa Dependiente de la Posicién.

Al igual que en los casos Ay Bj la proba-
bilidad Tt es constante ya que la distribucidn de vacan-
cias es uniforme y la condisién de que la fuerza externa
dependa de la posicién significa que v'r(ﬁ)%'%fx) guedando la

expresién para el flujo en la forma
J= -whE +[ﬂ’u— aﬂr]C (3.18)
2x 2%

identificando la velocidad de arrastre como

\
' ~ 2ND
vy Tu - £

En este caso existen dos contribuciones a la velocidad de

arrastre, uno MW , debido unicamente al hecho de que la

fuerza externa existe y el otro, %:39 , debido al hecho

de que la fuerza externa depende de la posicién.

No encontramos, en la literatura, expresiones
andlogas a la (3.18) para el flujo, cuando en el proceso

se establecen las condisiones especificadas en este caso.

Haciendo uso de la ecuacidén de continuidad y
de la expresién para el flujo (3.18) obtenemos la segunda

ley de Fick para este caso

ac _ 2 25._9_['_211_:@ (3.19)
2t 9x[fr'8 BX-} X T ax -

D) Distribucidén No Uniforme de Vacancias, Sin
Fuerzas Externas.
En este caso la distribucién no uniforme

de vacancias significa que la probabilidad T{ depende de



la coordenada x y de la ausencia de fuerzas externas se
tiene que ‘\"*: "4" - constante; es decir, WU=0Y O = cons-

tante quedando la expresién para el flujo en la forma

3= —ﬁﬁ%%(+3_%i—gc (3.20)

en donde la contribucién a la velocidad de arrastre se de-
be unicamente a la no uniformidad en la distribucién de va

cancias.

En la literatura no encontramos expresiones
anélogas a la ecuacién (3.20) para el flujo que establece

con las condisiones marcadas para €ste caso.

Haciendo uso de la ecuacién de continuidad y
de la expresién para el flujo dado por la ecuacidén ante-

rior obtenemos la segunda ley de Fick para este caso!

BS-A[T;’OQ&C.]_A[Q_@Q (3.21)

M I % x| oX

E) Distribucién No Uniforme de Vacancias Con_
Fuerza Externa Constante.

En este caso la distribucién no uniforme
de vacancias significa que la probabilidad T depende de
la coordenada x y cuando la fuerza externa es constante, "~
se tiene que V'#VY~ con vty }"' constantes, es decir

wto v L: constante, quedando la expresidén para el flujo
2C
JZ"’[@;‘*[TEU“F Q%Q}C (3.22)

teniendo en este caso dos contribuciones a la velocidad de
arrastre, uno /Y » debido a la existencia de la fuerza
de arrastre y el otro, .%ggg , debido a la no uniformidad

en la distribucidn de vacancias.



Para este caso, existen en la 1iteraturéggx-

presiones andlogas para el flujo, sin embargo no se especi
fica cual es la razén por la cual el coeficiente de difu-

sién depende de la posicién.

En todos los casos particulares, hemos identi
ficado al coeficiente de difusién como D=7LH , entonces
podemos atribuir dos causas por la cual D depende de la
posicién, una es por la existencia de distribuciones no
uniformes de vacancias y la otra por la dependencia en la

coordenada de la fuerza externa.

\ La ecuacidn (3.11) entonces nos describe el
caso mas general, es decir, cuando existe dependencia en
la coordenada de la fuerza externa y existe no uniformidad

en la distribucidén de vacancias.

En el desarrollo de este capitulo no se ha
tomado en cuenta el hecho de que en los procesos reales
de difusidn en cristales existe un factor de correlacién
caracteristico del cristal determinado por la estructura
de éste. Incluir este factor de correlacién implica modi-
ficar la ecuacién (3.1) o modificar la identificacién del

coeficiente de difusién dada en este capitulo.

>



CAPITULO 1v.

"PROCESOS DE DIFUSION"

La teoria de procesos estocdsticos permite es-
tudiar a los sistemas fisicos cuyos estados (o variables
que lo caracterizan) varian en el tiempo de una forma alea-
tdria (estocéstica). Si con es sistema que se desea estu-
diar se realizan n experimentos iguales (en las mismas con-
diciones) y atendemos al estudio de una de las variables
que caracterizan al estado del sistema y se observa que es-
ta varlable toma valores diferentes (en cada uno de los n
experimentos) a un mismo tiempo, habiendo partido del mismo
estado inicial en los n experimentos, entonces se dice que

esta variable tiene un comportamiento estocdstico.

Como resultado de cada experimento se obtiene
una fqncién del tiempo (llamada realizacién), de la varia-

ble que es de interés.

Al conjunto de funciones del tiempo que se ob-
tienen en los n experimentos se le llama proceso estocésti-

co y lo denotaremos por:
X (L) (4.1)

donde ; es el conjunto de realizaciones (;1, E 0> 33,. .o ?n)

Por facilidad en la interpretacidn de R(Q{L

su estudio se puede desglosar como sigue:

1. 83 t ¥ ; son variables entonces tenemos
que i(h{)representa una familia de funcio-

nes del tiempo:

Tald) 5 et )



2. Si t es variable y § es fija tenemos una

funcién Gnica del tiempo X ().

3. Si t es fija y ¥ variable tenemos una va-
riable aleatéria X= {'X,.]]

4. Si t es fija y 3 es fija tenemos un nime-

ro real.

Si consideramos el proceso completo i{f,f) s
se tiene que para cada t hay una variable aleatéria ¥(t),
entonces la funcién distribucién de ésta dependeré, en gene
ral, de t. Denotando por h}ﬁq{)J} a la funcidén distribu-
cién (de probabilidad), entonces

q

Wixidx = P{X< X< X4dx}

Si se conocen todas las distribuciones de pro
babilidad posibles asociadas a todas las variables aleaté-

rias que podamos tener
W,(x'fJJN = Pixe X(tl< x +dx}
Wa (x4, ) d5 % = P X< xt3¢ ki, , %, ¢ %lt) <KpdX)]

W, (. .., X, ) dX =PI X lbD X AdX 5 - -+ < K Xalt) € rHx }

se conocerdn todas las propiedades estadisticas de las va-
riables aleatérias gue caracterizan los estados que son ac-

cesibles al sistema; es decir se conocerd el proceso.

El conjunto de funciones W: forma una jerar-
quiéukn cuanto al conocimiento del preceso, entre mayor es
el nimero de W, que se conozcan, en mayor detalle se cono-
ce el proceso; esto permite hacer una clasificacién general

de los procesos estocdsticos en:

a) Procesos Aleatérios Puros: Son procesos en

los cuales conociendo solamente VU; 5 Sl

T dAdVLLOYYe IV THIALAVL L LQlIVD . JT uTiliiviiiliiia a Lg

' do proceso para el cual es necesario cono-=
cer Wi , con 4 mayor que dos, para de-

terminarlo. En estos procesos la correla-

ol e s imn v e o o e o i L el e WS



2. 8i t es variable y £ es fija tenemos una

funeidn dnica del tiempo X(¢).

3. 51 t es fija y § wvariable tenemos una va-
riable aleatéria K= {'LS

4. 8i t es fija y 3 es fija tenemos un nidme-

ro real.

8i consideramos el proceso completo i{f,?) >
se tiene que para cada t hay una variable aleatéria ¥(t),
entonces la funcién distribucién de ésta dependerd, en gene
ral, de t. Denotando por HJP&{JJ? a la funcién distribu-
cidén (de probabilidad), entonces

Wix,t)dx = P f X< X(e)< 'x+d‘x-}

8i se conocen todas las distribuciones de pro
babilidad posibles ascciadas a todas las variables aleatd-
rias que podamos tener

W, (x,t)dx = Pix< Xt < x + dx}
Wa (b, x4) 4% % = PI X< xte s, % ¢ %lk) < ';a.Mx)}

WL G, b )= dx, = PIGC R cxddX s - o Ko Ha N € tHdx.

se conocerdn todas las propiedades estadisticas de las va-
riables aleatérias gque caracterizan los estados gue son ac-
cesibles al sistema; es decir se conocera el proceso.

El conjunto de funciones W: forma una jerar-
qu;éu%n cuanto al conocimiento del proceso, entre mayor es
el nimero de W; que se conozcan, en mayor detalle se cono-
ce el proceso; esto permite hacer una clasificacidén general
de los procesos estocdsticos en:

a) Procesos Aleatdrios Purcs: Son procesos en
los cuales conociendo solamente W, , el



proceso gqueda completamente determinado,
con la consideracién de que entre cual-
quier par de valores sucesivos de la varia

ble no hay correlacién.

b) Procesos Markoffianos: Son procesos en los
cuales conociendo U& el proceéo queda de-
terminado, se caracterizan por el hecho de
que en estos procesos existe cierta corre-
lacién entre dos valores sucesivos de la

variable.

c) Procesos No-Markoffianos: Se denomina a to

-

do proceso para el cual es necesario cono-
cer W; » con 4+ mayor que dos, para de-
terminarlo. En estos procesos la correla-
cién entre valores sucesivos de la varia-
ble es mucho més fuerte que en el caso de

los Markoffianos.

PROCESOS MARKOFFIANOS.

El tipo de proceso que nos interesa es el Mar
koffiano. Se tratarid de definirlo con mas precisién. Si
solamente es necesario conocer MA‘ para describir el proce
so, entonces, debe existir una condicién gque nos permita,
a partir de M& , conocer las W ({2 ) para poder des-
cribir el procesc en forma completa. Daremos la condicién

y se verd gque es suficiente.

Para este tipo de proceso la probabilidad con
dicional de gque la variable X esté en el intervalo (X.,
Zotd% ) al tiempo {h » dado que tomé los valores X,, Xa

X -ee s, Xy » @ los tiempos f.,flj .- (con
tad tnad mu.)*a) respectivamente, depende solamente del va
lor que toma X al tiempo {h,\ ; es decir, todo proceso

Markoffiano queda caracterizado por la condicién:



|27 R | RN B Y A | AR (4.2)

donde hemos usado la probabilidad condicional que, en gene

ral, se puede definir a traves de la siguiente igualdad
W.,,(Zﬂ‘-‘,, - l’.h) = We (X, @;,.,,kak)ﬁ, (I.ﬁ,...,xiﬁ}h«zm;---xué- )(4 .3)

para K= W~ , e imponiendo la condicién dada por la ecua-

cién (4.2), queda

Wq\, (x4, Xk =W (X ey YoerBre) P. (x». E,,_,[cx_ {__‘) (4.4)

Por otro lado, Wh-; puede escribirse de forma
andloga a Wax , como en 1la ecuacién (4.3), v haciendo
K=n2 e imponiendo la consicién dada por la ecuacidén (4.2)

queda
W@,-, ('I;f, ks L-Jh-l)'z wﬂ-z(]"&“‘"r I'"L“)R{?x-;!'rl , Xu-u L‘—') (4.5)

sustituimos (4.5) en (4.4) y obtenemos
W‘"’a‘ (Xf{:fl "'JY“}-" ) = Wn—'l.(?"l{l, —ip xﬂ—‘{"""—)g(x’l-t {.n-c.,xH.L-‘)E{xm lu-r Ix-» {'n)

Siguiendo este procedimiento podemos llegar hasta

W (i, ok ) = Wo (i, L) R (1 1) - -~ Bl b i) (428D

A las probabilidades £, de 1as expresiones anteriores se
les llama probabilidades de transicién; estas al igual que
las densidades de probabilidad W, satisfacen las propie-
dades de:

a) Positividad:



B 2o ., Wy, 0 (4.7)

b) Normalizacién:

ﬁ(Xf‘E;IXL{'I}J’XZ =1 ) fwﬂn JX, Jx'! =1 (4.8)

c) Compatibilidad:

j‘w‘ﬂ JXJ = Whna (Xi{U ) "‘%’-r{}'-r ; th g'ﬂ 1y X t‘-l

(4.9)
\‘I jwf (XJ)E(T!EIXL{-L)JX; = W| (XI—)
Entonces si usamos
W-, (7(5& smu{m)
xt' {'l' St ) =
AT ay
la ecuacidén (4.6) queda como:
WE (s o) = Wl Kae) - Wy (o B . 503

T Wl('x:) W(Xﬂ T Wn(X«\-i)

Esto es, en un proceso. Markoffiano las distri=
buciones de probabilidad de orden mayor o igual a tres que-
dan completamente determinadas a prtir de la segunda distri
bucién de probabilidad.

ECUACION DE FOKKER-PLANCK.

Para todo proceso Markoffiano existe una rela-
cién entre la probabilidad de transicidén entre dos estados
del sistema y las probabilidades de transicién de estos a
un estado intermedio cualquieré?) Para encontrar esta rela

ciém tomemos a X{ como el valor que toma la variable x,al



tiempo t: vy Xp el valor de la misma al tiempo {k {%i}LL}
y llamamos Xj al valor intermedio gque toma la variable X

al tiempo -EJ (4 Lj.g ty)  entonces, de la ecuacidn (4.10)

obtenemos

W, Ok, Xy, ke )= Wi (k)R 0 [ ) (4.11)

integramos la ecuacién con respecto a X

[ttt by = (Wt 30 by

por 1lg propiedad de compatibilidad (4.89) el lado izquierdo
se reduce a W,[nﬁ‘,hﬁ} quedando entonces

WL(IE{'E;KE’['L) :jwifﬁl{'t;%é)?a(%é)xﬁf})o’% (4.12)

Este resultado se conoce en la teoria de procesos estoclsti
cos como Ecuacién de Smoluchowsky y caracteriza a todo pro-
ceso de Markoff.

Si omitimos los indices de W y P y se hace
'éj:'t s te=tin 3 Kj=X 3 Xp=%e¢ 3 K=o t:=0 o la e-
cuacidén (4.12) gqueda expresada como

W (%r ,£4%) = Ew(mf) POxt | % tre )d X (4.13)

Introducimos la funeién caracteristica del in=-
cremento aleatdrio X¢-X , en un intervaloﬁ:,ﬂ‘]f} definida
como la transformada de Fourier de la probabilidad condicio
nal

Olux)= Cex g [t (%)) p= EFPFH (% jpf?‘rﬂ Xet+e X, i A

La transformada de Fourier inversa nos proporciona la dis-
tribucién de probabilidad a partir de la funcién caracteris



tiea
Pt | % ﬂf) ;E]‘r eX [m(x.,—- ﬂ @(WX) e/u (4.15)

Sustituyendo la ecuacién (4.15) en (4.13) se tiene que

W%, ) =5LWJJ%X }:"H(th’ @(ﬂ;r) W(EHJXUIH (4.16)

Por otra parte observamos gue si en la ecua-
cién (4.14) se deriva "™ veces con respectoelW y se evalia
en =9 , la integral del lado derecho se reduce a la ex-
presi?n para el momento de orden N , es deecir,

i@yﬁ} = iﬂﬁ?T'XTF{%f}xr;f+?)sz-‘-f”?.?’;‘,, (4.17)

A u"“ w=d

Desarrollamos la funcifn caracteristica en serie de Maclau

rin . 3
tds (iélb?ﬂ
B(u;x) = 5 di (4.18)
LA 4
ft=o
e intreoducimos la ecuacidén (4.17) en (4.18)
ob
3
Q=1+ ), G me
= I

Usande este resultado en la ecuacidén (4.16) se obtiene
5 / . o
W{?’fr,'ﬁf'f}:Z;'-;T‘Fns () W fidxl;} ﬁ;y,[.m . ;;mm] T
5 5p

Bor otra parte tenemos que:

éﬁxxbz:iu(x?-rjﬁ'afd{u -:(- = )J(?‘frrx) (4.21)

DXz

por lo gue, sustituyendo e integrando con la funcién delta

se obtiene



Wetebm)= Wi 4+ 2 P GOWIR) iy

£=1

De aqui, pasando al lado izquierdo el termino VU(&},f), di-
vidiendo los dos miembros de la igualdad entre P y sacan-

do el limite cuando -0 se obtiene
®
J

W= 23 SV T

azy

Definiendo los coeficientes Ks como
! K;{‘I,‘E‘): ,guvvl Mt} (4.23)
To i 4

se tiene finalmente la llamada Ecuacidn Estocéstica que es
valida en tode prcocesc de Markoff

% S 42 [emowme)]

sz

Entre los porcescos de Markoff existe una cla-
se particular conocidos como procesos continuos, o proce-
sos tipo difusidn, y que se caracterizan porque Ks= © para
$%3 , esto es en intervalos de tiempos pequefios. Para es
tos procesos la ecuacién estocdstica se reduce a la ecua-
¢idn de TFokker-Planck

2
%L__;:{ 5 o %{ZK;EHJWKK)}+-§%1I’E*(KJM(”J (4.25)

la estructura de esta ecuacidn es la misma que la estudia-
da en los capitules anteriores y de ahi gque la clase de
procesos que caracteriza se conozcan come procesos tipo di

fusiﬁn?QJ



CONELYSIONETS

La difusién es un fenSmeno muy complejo cuan-
doe se toma en cuenta tedos los factores involucrades en é1;
a pesar de ésto, es posible establecer un modelo microsecéd-
pico muy simple como el del camino aleatoric 6 del camino
aleatorio modif icado, para estudiar la difusibn en crista-
les. Al formular este modelo no fue necesaric especificar
el tipo de estructura del cristal para obtener relaciones
entre los parémetros macroscépicos de la difusién y los mi
Erﬂﬂcﬁpiﬂﬂﬁ que caracterizan al cristal. En el presente
trabajo el modelo lo hemos considerado en su forma mas sim
ple, sin embargo puede ser ampliado para considerar facto-
res adicionales, como puede ser correlaciﬁn u otros.

En los capitulos II, III y IV hemos llegadc a
ecuaciones que tienen la misma estructura que la ecuacidn
de difusién, asentada en el capitule I, pese a la naturdle
za diferente de las hipStesis en que se sustenta cada ca-
pitulo. Esto es completamente justificable cuando se tra-
ta de los capitules II y III pero no asi con el cap?tulo - :
IV, ya que si bien la teoria de procesos estocasticos, res
tringida a procesos continuos, permite encontrar una ecua-
cién que gobierna la distribucién de probabilidad, median-
te la cual se pueden calcular promedics de cantidades rele
vantes para el proceso, no existe una identificaciﬁn de
términas entre ésta ecuacién de Fokker-Planck y la ecua-
cibn generalizada de difusién del capitulo III. Para en-
contrar una identificacién plena entre éstas ecuaciones es
necesario responder una serie de interrogantes cuya res-
puesta no es simple v que forma parte de un programa de
trabajo mas ambicicseo que escapa del objetiveo del presente

trabajo.



AFE END I B e
~ ECUACION DE CONTINUIDAD -

sea C(¥1) 1a concentracién de una sustancia en

¥ al tiempo t , P(7t) la velocidad de ésta en T al tiem

po t ¥ V un volumen fijo arbitrario localizado en la re--

gidén de interes delimitado por una superficie S . La can-
tidad de sustancia (nfimerc de moles) total dentro de V ,

N = f cl+ t)d?

v

serd:

y la razén de cambio en el nimero de moles dentro de V es-
t& dado por:

(1)

N 2C(7.t) J.;i
;E - 3t

v
con |/ fijo en el espacio.

Imponiendo la condicién de gque dentro de V no
existan fuentes & sumideros, la razdén de cambic en el nime-
ro de moles dentro de V debe estar dado por la razdén a la
cual la sustancia fluye a traves de la superficie 5

Definimos un elemento de superficie vectorial
Jg‘tal gque la magnitud decJE es igual al area de JS ¥
la direccidén de J3 es normal, hacia afuera del wolumen V .
S8i denotamos par'ﬁi al vector unitarioc dirigido hacia afue-
ra del volumen cerrado, se tiene entonces qued

J§= ';‘;JS (ver figura)



b

Denotemocs por & &=l flujo de sustancia, enton-
ces:

= —
J=c¥
}
. *J_‘r
y la componente de flujo, normal al elemento ds es CvedS,

Integrando sobre toda la superficie S tenemos que:

s
serd la razén total de flujo de sustancia a través de la su

perficie § . El signo negativo indiea que un flujo de sa-
lida de sustancia conlleva un valor negativo de dM/At , es

decir gue F-JS €8 menor gue gerc si ? apunta hacia aden-

tro de \V y es mayor gque cero en casc contraric. La inte-

gral de superficie puede ser transformada a una divergencia
de Bauss, que establece:

ey dB = ﬁ(c F)J*’F
s v

es decir que,

(2)

N _ (B (0)d7
T LP(C)

si restamos las ecuaciones (1) y (2), tenemos



S[e__+ . .:u]Jr =%

v

y dado que V es arbitrario se cumple gue:
It

gque P’L’l&'dE EXpregarse como

[_’ — —
;—{- r -0:J (3)

1lamada Ecuacitn de Continuidad.

En los ecapitules I, II y III se utilizé la e-
cuacién (3) unidimensional, es decir, en la forma:

DJ
af



APENDTICE B.
-~ SOLUCION A LA ECUACION DE DIFUSION -

La solucifn a la ecuacién de difusidn estd de-
terminada cuando se especifican las restricciones scbre
los pardmetros involucrados como B , < V7Y , etc. y las
condiciones a la frontera para la funciﬁn que la satisfa-
ce, ademas especificando las dimensiones de la muestra en

donde se lleva a cabo el procesc.

En 1la frontera., entre medic ambiente y muestra
se realiza un proceso cinético como puede ser, adsorcién,
reaccién quimica, sublimacifn, etc. que esta caracterizado
por la constante cinética , esto hace necesario intro-
ducir la llamada constante de difusién efeectiva, definida

COomo :

KD
ﬁfl_ﬂ. + K

!\D:

donde L es la llamada distnacia de difusién, que represen
ta la distancia media que recorre una particula que se di-
funde durante un experimento ( L ~\pt ).

En base a lo anterior, en el proceso de difu-
sién, pueden diferenciarse dos condiciones extremas:

a) Euandc:%, (K , ("D2D ), el procesc es
llamado lentc, en este caso predomina la di
fusibn.

b) Cuando % DK L CD *-’HLI}._. el procesc es
llamade rdpido, en este caso predomina la
cinética en la frontera.

si f es 1a dimensifn de la muestra podemos to



mar el siguiente criteric para determinar cuando “supmner”
en las ecuaciones, dimensifén finita o infinita para la mues
tra. 8i L_({;i, diremos que la muestra es infinita y cuan-
do L_j}),, diremos lo contrario.

A continuacién daremos la solucidén a la ecua-
cifn de difusién para diferentes condiciones.

Para todos los casos se resolvera la ecuacidn
de difusifén unidimensional.

a) Considerando el coeficiente de difusién
constante, ausencia de fuerzas externas de arrastre y ade-
mas con:

C(x0)= Codlx-x) ~00¢ X & 0O

'D 9;(,"' (1)

Multiplicande por E;V ambos miembros de la ecuacidn (1) e
integrande respecto a la variable X en todo el rango tene-

mos
7]
;L.'.N. l-;t”' 1C J
L =0]e £ % (2)
Zw -
siendo
o
th¥ e
¢ — 2C[ht)
& ét é? = *‘Tﬂ;'* (3)

@
donde Cmrﬂ es la transformada de Fourier de C(’ﬂaf}.

Resolviendo por partes la integral del lade derecho de la

ecuacidén (2) encontramos
o

ez 1 - T X
Je §'f: dx = -k C(ht) il

sustituyendo las ecuaciones (3) y (4) en (2) obtenemos



ot . _kDc
a2t €5)
con la condicidn inicial
= C ikx, -
C{{“ﬂ)r ”E = W0y (8)
Ver
la soluciﬁn de la ecuacidn (5) es directa
N . k't
Clht)= G € 7

entonces tomande la transformada de Fourier inversa en (7)

con la condicién (6) obtenemos

(5-%s)
(o 4 ot
((xu'f) = =7
Verdt

que es una BGaussiana centrada en X, .

b) Considerando el coeficiente de difusidn

constante, ausencia de fuerzas externas de arrastre y ade-

mas con:
= ¢, _ 0 £K$ {
Cfﬂat} 3 - (e, 0) = —F(}c} fss
C(d+t)= CI i

donde C, , €, son constantes dadas y {6 una funcién dada.

pld P
=" L (1)
Se propone la solucién del tipo:
Clx, t) = Uk + Wi t) (2)

donde Ifﬁﬂ es funcién independiente del tiempo que repre-
senta el estado estacionario y Lm&ifﬁ una funcibn gue re-



presenta la desviaci&n del estado estacionario.
Introduciendo (2) en (1):

4

c v 3]
d}("‘ =5 {3}
¥
i
w g 3w
- -— I-I-
It Ix? s
Utilizando las condiciones a la frontera se
tiene:

; U’fﬂl‘: ﬂ. ; ‘1"{.{): 4 . Ue"fﬂ,t,l::ﬂ !ufﬂ;f‘],ﬂ £ 5
ﬂ}(‘.ﬂ;aj1 15..!":-:1.- b"'fx) 0 & X b

Resolviendo la ecuacidén (3) se tiene

'D'(x}: f-a'f“ %(Cf‘c"} (8)

Podemos resolver la ecuacién (4) por separa-
cién de variables, es decir, proponiendo:

W t)= X&xTk) (6)

introduciendo (B} en (4) y llamando -w* a la constante de
separacidn, se tiene:

i.‘_;l'l :-t.u"
G dxt {7)

__1_ é:[ = l.lJ:'
Dt 4L (8)

de donde facilmente obtenemos que



X(x) = Aerwx + Blacawx -

Ths € exp (- w*nt) (10)

1
donde AI 2 B v C‘ gon constantes. Sustituvende (9) vy
{10) en (6):

Lx?‘(*x,f):(&cwui +Bmw}<).¢)§b (- u.ﬁai') (11)

donde A= .I"»jltl':r 4 = Bll{:b-

Con la condicidn Wiot)=o se tiene que A=0,

y con la Sendteisn Wt b se Fisne que
B s i E’x/b (-w'pt) = ©

cuya soluci&n no trivial ( R=0 ) viene dada cuando

seawl =0 que se cumple siempre gue

ful 7T G il R A
ir
£
Para cada ¥ , podemos tomar una constante

B , diferente de cero, como para cada ¥ existe solu- -
cién, la combinacifn lineal de éstas ( para diferentes 7 )
serd solucidn, de tal forma que la ecuacién (11) puede es-

cribirse,
= (-rtot y I X
mw,ﬂzfﬁ-fﬂ i )*“""‘T (12)

Introduciendo (5) y (12) en (2) obtenemos




=l ﬂ
C('K';'U: Lo f%f{,-(}) f'zlgrf‘y’ (R s }FX (13)
con la condicidn wh(ke) = F/x)-1%x) se tiene que
D Byam X L £00- DO (14)
Y

ey

Multiplicande ambos miembros de la ecuacidn
(14) por el ptw. T W?‘fg e integrandc respecto a la variable
% desde 0 hasta %, y utilizando la propiedad de ortonor-

malizacibn se tiene gque
\ 9

‘ Bﬁﬁ = g E%bﬁ 1}ﬁd]ﬂhm E X dx

Sustituyendo la expresidn de 1}{H)dada por la
ecuacién (5} se reduce a:

5 _Jf&?mm”x 4= [(“ ) G- fﬂ] (15)

Finalmente la ecuacidn (13) gueda expresada co

TGS

Clxd)= C.-FV(E Qj*ii%ffﬂm‘{:—% dx +3 Eﬂfc‘- fa} g)}p('.":[i:uij#ﬂ If

Fii

¢) Considerando, el coeficiente de difusién
constante, ausencia de fuerzas externas de arrastre y ade-

mas:
Clxo0)= & ; Clot)=¢q %5;) =0
x=4
p< AL @ t>0
1 €19
ac . g 3¢
9—"'. 3)(.7'

Si resclvemos la ecuacidn:



i (2)

¥ en la solucién de esta hacemos la sustitu-
ciédn 1T por Dt se tiene la solucién de la ecuacidén (1).

Tomando la transformada de Laplace en la ecua-
cién (2) y utilizando la condicién C(¥wl =0 se tiene

d Clxp) = pC(xp) (3)
d xt

la solucién de la ecuaciﬁn (3) es directa:

| clx p)= Aeead J7 X + Band /P X (%)

con A y B constantes de integracién. Ademas con la con-
dicién (Wo,t)z Co  tenemos que C€(0,p)- %/ y con la condi-
cidn @‘}’ﬂ‘}xﬂm se tiene que

[EE =0
P g

Utilizando estos resultados obtenemos

= - mﬁ(f*?‘)ﬁ 7
b= G,[ P ok a V7~

Tomando la transformada inversa de Laplace en

Y ) (9’1 '}J‘T T an-)(l-=) T
Clx t)= C},[ (h:ﬂ E?)YJ[ E_ -

=Mz

la ecuacidn (5)

remplazando + por PT se obtiene finalmente

ctyt)= Gyl Z":ﬂf % (Maif EEJ (”;yrx}




d) Considerando, el coeficiente de difusién
constante, la presencia de una fuerza de arrastre constan-

te externa v ademas

Clx,0) = Cod (X~ ~00 X < oo
2C | 13T _ gy 2 (1)
2t ox* 2

donde vy es la velocidad media de arrastre.

Multiplicando la ecuacidn (1) pmr-évvﬁﬁiﬂe in
tegrandc resPecto a la varlahle X tenemos
)
ikx kex
SE 2 dy. = ‘Dfe < dx - <) é =< 47‘ (2)

— L
observando gque:

| b o
JE R ke = 2RI (3)
Fia 0K 2t

donde C(k,}) es la transformada de Fourier de C(=x,t) -

Resolviendo por partes las integrales del la-
do derecho de la ecuacién (2) quedan finalmente

hx A
fe 2 dx = -k (&) (4)

ox
e i :
JE’ %15{3‘*:-"&25('&:1‘) (5)
—a

Introduciendo las ecuaciones (4) y (5) en (2)
tenemos

}ﬂﬁ —-—(Dﬁ*fﬁf¥>) (8)
ot



La solucién de la ecuaciﬁn (6) es directa,

guedando
Ct) = G exp [~ (p#* itk cus) [t
/e ihex,
donde C,(Jg,a} =6 e entonces
A J
= c}.é : F(nf-af{u‘;} ¢ (7)
(! Varr /b

Sacando la transformada de Fourier inversa de
la ecuacidn (7) y resolviendo la integral resultante, ob-
tenemcs finalmente

1
Clx t)= G e,VD *_fX-xo* cuyt)
yarpt 4Dt
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