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Introduccion

No es extrafio encontrarnos con la frase “propiedad deseable” dentro del
contexto matematico. Con esto entendemos que hay ciertas cualidades que
hacen que sea mas agradable lidiar con un objeto matematico que con otro.
Por ejemplo, en cuanto a funciones reales definidas sobre un intervalo [a, b,
muchos coincidiran en que es preferible trabajar con funciones continuas,
que con discontinuas. Similarmente, muchas veces preferiremos al conjunto
de los reales R sobre el de los racionales (Q, pues en el primero a diferencia del
segundo, toda sucesion de Cauchy es convergente dentro del mismo conjunto.
Lo que sugerimos con estos ejemplos es que propiedades como la continuidad
o la completez son consideradas deseables.

Para las funciones de variable compleja, una propiedad deseable es la
analiticidad. Asi, las funciones ideales en este caso serian las enteras, pues
son analiticas en todo C. Sin embargo, no todas las funciones analiticas son
enteras, v algunas ven restringido su dominio de analiticidad a un subcon-
junto G C C. En particular, nos interesa el caso G = D, el disco unitario. Es
aqui donde surge la pregunta, ;Qué ocurre en la frontera de D7 ;Es posible
extender estas caracteristicas deseables a la frontera. o hay algo que nos lo
impida? Estas cuestiones han sido ampliamente estudiadas, y hoy sabemos
que el comportamiento de una funcién puede diferir mucho entre D y su

frontera. Resultados notables al respecto han sido obtenidos por Hadamard,

xi
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Ostrowski, Lohwater o Binnmore, sélo por mencionar algunos.

En el afdn de encontrar respuestas a este tipo de preguntas, dedicamos
esta tesis a estudiar, mediante herramientas de la teoria de espacios de
Hilbert, el comportamiento frontera de funciones suaves y analiticas en el

disco. El texto consta de cinco capitulos distribuidos de la siguiente manera:

El primer capitulo estd dedicado a dar un breve resumen de la teoria
general de espacios de Hilbert. En él abarcamos los conceptos y herramientas
que habremos de utilizar a lo largo de todo el trabajo.

En el segundo capitulo estudiamos el espacio L*(T") como espacio de
Hilbert y encontramos una base ortonormal para éste. Introducimos los
conceptos de coeficientes y serie de Fourier para una funcién f, y utilizamos
dicha base ortonormal para obtener expresiones concretas para éstos en el
caso f € L*(T). De este andlisis, deducimos la respuesta en el sentido posi-
tivo al problema de la convergencia de la serie de Fourier bajo el contexto de
L?(T). También damos solucién a este problema para el caso C(T'), pero en
esta ocasion de manera negativa.

En el tercer capitulo estudiamos un espacio de Hilbert de funciones analiticas
en el disco, el espacio de Hardy H?. Damos una definicién para éste en
términos de coeficientes de Taylor y demostramos que es equivalente a la
defincién usada tradicionalmente. Obtenemos también al subconjunto de los
nicleos reproductores de H?, los cuales nos ayudan a describir los demds
elementos del espacio, v que utilizamos para probar varios resultados. En-
tre ellos, las formulas integrales de Poisson y de Cauchy. Finalizamos este
capitulo demostrando el teorema de Fatou, el cual nos garantiza la existencia

de limites radiales para funciones en H>2.

En el capitulo 4 exponemos ejemplos de espacios de Hilbert de funciones

que toman valores en los complejos en los que el mapeo que asigna a cada
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funcién su evaluacién en un punto fijo resulta una transformacion continua.
Esta caracteristica nos asegura que podemos encontrar nucleos reproductores
en estos espacios, tal y como lo hicimos para H?. Calculamos las expresiones
de estos nicleos para algunos de los ejemplos presentados. Posteriormente,
usamos estos nucleos para definir el simbolo de Berezin y demostramos algu-
nas de sus propiedades. Entre éstas, demostramos que a través del simbolo
de Berezin podemos obtener funciones infinitamente diferenciables en el disco
a partir de operadores que actian en el espacio de Hilbert correspondiente.

Finalmente, en el dltimo capitulo examinamos el comportamiento frontera -
de funciones suaves en el disco dadas mediante el simbolo de Berezin de
un operador en L£(H?). En este sentido, demostramos que el simbolo de
Berezin inducido por un operador compacto es igual a cero en la frontera
v exhibimos un operador acotado en el que los limites radiales ni siquiera
existen. También damos condiciones suficientes y necesarias en términos de
simbolos de Berezin para garantizar un buen comportamiento frontera para
cierto espacio de funciones analiticas. Concluimos el capitulo presentando el
ejemplo de una funcién que es analitica en el disco y carece de limites radiales
en todos los puntos del circulo unitario.

Hemos ademés agregado dos breves apéndices en los que incluimos mate-
rial relacionado a la funcién maximal de Poisson y a la teoria de operadores
compactos, con el objetivo de que éstos puedan complementar lo visto dentro

del cuerpo de la tesis.
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Capitulo 1

Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert ocupan un lugar de enorme importancia dentro del
conocimiento matematico. Esto no deberia causarnos ninguna sorpresa. pues
fue el estudio de sus propiedades lo que en su momento guié a los matemaéticos
hacia la generalizacién. Usaremos estas propiedades en el desarrollo de los
demas capitulos, por lo que destinamos este primero a recordar las defini-

ciones y resultados bésicos de la teoria de espacios de Hilbert.

Definicién 1.0.1 Sea H espacio vectorial sobre un campo K (ya sea R o C)

y sean z,y,z € H , A € K. A una funcion ( , ) : H x H — K que satisface:
i) (x+y,2) =(z,2) +(y,2) ,
ii) (z,9) = (y,2) ,
wi) (Az,y) = Mz,y) ,
w) (z,z) >0,
v) (z,z) =0 siysdlosi z=0,

se le llama producto interno en H, y se dice que H es un espacio con producto

interno o un espacio pre-Hilbert.
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Algunas consecuencias inmediatas de las cinco condiciones anteriores son:

i) y ii) implican la distributividad en la segunda componente:

(@,y+2)=(z,9) + (z.2).

e ii) y iiil) muestran que (z, \y) = Mz, y).

iii) implica (z,0) = (0,y) = 0.

e iv) nos permite definir

|z = (z,)

la cual resulta ser una norma en H. Nétese que v) garantiza que el

vector cero en H es el tinico con norma igual a cero.

A la norma que queda definida de esta manera se le conoce como la norma

inducida por el producto interno ( , ).

Definicidon 1.0.2 Sea H espacio con producto interno. Decimos que H es
espacio de Hilbert si es completo con respecto a la métrica d(z,y) = ||z — v/,

donde || || es la norma inducida por el producto interno.

Con el fin de ilustrar las definiciones anteriores, damos los siguientes

ejemplos.

Ejemplo 1.0.3 Espacio Euclidiano K"

El espacio euclidiano n-dimensional K™ = {(xl, wrlind) | i) € K} es espacio
de Hilbert, pues la norma euclidiana || (z1,...,2s) |l2= ( Somy | i |2 )¥?

con la cual sabemos que es completo, es inducida por el producto interno

( (xlv--:zn)?(ylﬁ"wyn) ) = waﬁ .

i=1



Ejemplo 1.0.4 Espacio £?

Consideremos

2= {x= {rato; | z, € K, i[:}:n I’< oo} X

n=1

el cual es un espacio de Banach con la norma || X ||p= ( Yooy | 2 ? )1'}2

(ver [11], pdg. 35). Para cada parcja x,y € {* consideremos
oo
(x‘! Y> = Z‘T’ﬂ% 3
n=1

el cual por la desigualdad de Holder estd bien definido. Asi ( , ) define un
producto interno en £ que induce a || ||;2. Por lo tanto, (* es espacio de

Hilbert.

Ejemplo 1.0.5 Espacio de Lebesgue L*(X,F, i)

Sea (X, F, ) espacio de medida, y consideremos

LA(X, F.p) = {f . X 5 C | f es medible y ||f||2 =/ |2 du < oo} .
b3
Por la desigualdad de Holder sabemos que fg € L. Asi podemos definir

<f,g>=/Xf§d,u.

De esta forma ( , ) define un producto interno en L?*(X.F,p), e induce la

norma || ||2 :

0= ([ 17 du)m = (f1se du)m =11l -

Sabemos que L? es completo con esta norma (ver [5]. pdg. 183), asi (L%, {, ))
es espacio de Hilbert.
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Ejemplo 1.0.6 Espacio de Bergman L%(G)
Sea G C C abierto. El espacio de Bergman para G se define como

L(G) = {f:G—HC ‘ f anaiitééa,]f | flz+iy) |? dmdy<oo} :
@

Ndtese que esta inlegral se toma con respecto a la medida de Lebesgue bidi-
mensional. Ademds, dado que L2(G) C L%(n), donde n es la medida de
Lebesgue en G, tenemos que L2(G) hereda de manera natural el producto

interno y la norma de L*(n).

A continuacién presentamos un par de resultados que nos ayudaran a de-

mostrar que L2(G) es espacio de Hilbert.
Lema 1.0.7 Sea f analitica en una vecindad de B,(2y). Entonces

0= [ [ S dudy.

Demostracién: Haciendo el cambio de coordenadas rectangulares a polares

y usando la propiedad del valor medio para funciones analiticas tenemos:

rrr2//( )f(;t:y dzdy = ﬂz// f(zo + te®)t dodt
20

== [ flzo + te®) dﬂ} dt

?rir‘2 0
1 T
= FQ'H‘I(Z(])/{; t dt
2 2
= S5 = ).

Corolario 1.0.8 Si f € L2(G) , 20 € G y 0 < r < d(29,0G), entonces

| f(20) | \/-||f||2-



Demostracién: Como r < d(zy, 0G) entonces B,(z) C G. Aplicando la

desigualdad de Cauchy-Schwarz y el lema anterior tenemos:

|l = _/"/r(mf g dxdy‘

1 1/2 1/2
e 1 Wy
mr Br(20) +(20)

2 _ 1
—3llflla ()% = —=llfll .

2

IA

e

Proposicién 1.0.9 L2(G) es espacio de Hilbert.

Demostracién: Sea n la medida de Lebesgue en G. Sabemos que L2(G) C
L%(n) y que L?(n) es Hilbert. Por lo tanto bastard con demostrar que L2(G)
es cerrado en L?(n).

Sea {fn}22, sucesién en L2(G) convergente a una funcién f € L3*(n) , es
decir, [ | fa— f |> dp — 0 cuando n — oo. Queremos demostrar que
f € L3(G).

Sea, m un disco cerradoen Gy z € m Entonces como
d(Br(20),0G) < d(z,8Q), para cualquier 0 < § < d(B,(z),0G) se tiene

0 < d <d(z,0G). Usando esto y el corolario anterior:

| Fn(2) = Fm(2) | = | (fu z}i_d\/—llfn frll2 -

Asi {fn}52, es uniformemente de Cauchy en cualquier disco cerrado en G.
De la teoria estdndar de funciones analiticas se sigue que existe una funcién
¢ analitica en G tal que f, — ¢ uniformemente en discos cerrados de G.
Ademds como f, — f en L*(n), sabemos que existe una subsucesion { fy, }32;
tal que fn (2) — f(z) para casi toda z € G . Luego, f = g casi en todo
punto de G, y por lo tanto f € L2(G).
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Al surgir los espacios de Hilbert de manera natural como una generali-
zacion a dimension infinita de los espacios euclidianos, éstos preservan muchas
de sus caracteristicas deseables. Una de estas caracteristicas, es la del con-

cepto de ortogonalidad.

Definicién 1.0.10 Sea H espacio de Hilbert. Decimos que dos vectores
x,y € H son ortogonales si (z,y) =0, y lo denotamos por x L y.

Asimismo un congunto V. C H es ortogonal, si (u,v) =0 para todosu,v € V.

Definicién 1.0.11 Sea {u,} un subconjunto de vectores en H, donde «

varia sobre un conjunto I de indices. Decimos que {uy} es ortonormal si

1 sia=4
(um uﬁ') =
0 sia#p
Dicho de otra forma, {u,} es ortonormal si es ortogonal y || us ||= 1

para todo o € I.

Exponemos a continuacion un par de resultados que son de utilidad dentro

de este contexto.

Teorema 1.0.12 Desigualdad de Bessel
Sea H de Hilbert y {u, : o € I} un subconjunto ortonormal. Entonces para

cada x € H se tiene

>z ua) P <l

acl



Demostracién: Ver (3], pagina 15.

Teorema 1.0.13 Proceso de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt

Sea {x,, : n € N} un subconjunto linealmente independiente de un espacio de
Hilbert H. Entonces existe un subconjunto ortonormal {u, : n € N}, tal que
para cada k € N el subespacio generado por {ui,...,u} es el mismo que el

generado por {1, ..., Ti}.

Demostracién: Ver [11], pagina 157.

Al agregar a los conjuntos ortonormales la condicion adicional de maxi-
malidad, obtenemos una familia de subconjuntos que nos es de especial in-
terés: las bases ortonormales. Su relevancia radica en el hecho de que nos
permiten describir a cualquier elemento del espacio, asi como también nos

proveen de féormulas explicitas para expresar la norma y el producto interno.

Definicién 1.0.14 Diremos que un subconjunto € = {e; : i € I'} de un espa-
cio de Hilbert H es un sistema ortonormal completo o una base ortonormal,

si € es ortonormal y es mazimal con respecto a la ortogonalidad.

Esta ultima condicién de ser maximal se puede reescribir como: £ tiene
la propiedad de que si existe algiin € H tal que (z,e;) =0 paratodai € I,

entonces z = (.
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Teorema 1.0.15 Caracterizacién de Bases Ortonormales
Sea € = {e; : 1 € I} un subconjunto ortonormal de H. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

a) € es una base ortonormal.

b) El subespacio generado por €, ( £ ), es denso en H.
¢) Para cada x € H se tiene x =), (z,e;)e;.

d) Para cada x € H se tiene ||z]|* = Y., [z, e:)]?.

e) Siz,y € H entonces (x,y) = > ;c/(T, €)Y, €)-

Demostracién: Ver [3], pdgina 16.

La igualdad en ¢) es llamada la representacion en Serie de Fourier de z,

mientras que la igualdad en e) es conocida como la Identidad de Parseval.

De manera similar a muchas otras ramas de la matematica, nos interesa
saber cuando dos espacios preserven la misma estructura basica, y por ende,
son esencialmente el mismo. Para nuestro interés, dicha estructura es la del
producto interno, y las transformaciones que lo preservan son las isometrias.
El resultado que enseguida mostramos nos brinda una identificacién de este
tipo, va que nos afirma que todos los espacios de Hilbert con una base ortonor-

mal numerable son, desde nuestro punto de vista, el mismo.

Teorema 1.0.16 Caracterizacion de Espacios de Hilbert Separables
Sea H espacio de Hilbert con base ortonormal numerable {e,}5>,. Entonces

H = (? isométricamente, con la isometria dada por

p: H—



p(z) = {(z, en) }nts

Demostracién: Ver [17], pagina 169.

Para concluir este capitulo presentamos una tltima definicién: el com-
plemento ortogonal. En particular, haremos uso de esta nueva herramienta
para demostrar el bien conocido Teorema de Representacion de Riesz. Este
teorema nos permite hacer una identificacion entre los funcionales lineales
acotados definidos en un espacio de Hilbert con los elementos del espacio

mismo.

Definicién 1.0.17 Sea A C H. Definimos el complemento ortogonal de A
como At :={z € H:(z,a) =0 Vac€ A}

A partir de esta definicién no es dificil comprobar que A+ es un subespacio

lineal cerrado de H, y que si A es subespacio cerrado propio de H, entonces

At £ {0}.

Teorema 1.0.18 Teorema de Representacion de Riesz
Sea L : H — K un funcional lineal acotado. Entonces, existe un unico

zy € H tal que L(z) = (z,z0) para cada x € H. Mds atn, ||L|| = ||zo||.

Demostracion: Si L = 0, basta con tomar zg = 0. Supongamos entonces
L+#0yseaM=ker{L}. Asi M C H. Ademés como L es continua, M es
un subespacio lineal cerrado de H y por lo tanto M+ # {0}. Sea z € M+,

z # 0. Para cada @ € H consideremos el elemento z — %z € H. Entonces

L@\ oy E@
L(:r L(z)z)—L() L(z)L() 0.
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De donde se sigue que z — i((g‘. € M. Luego

0= <:.c~— igiz,z> (z,2) — LEx]H 1%,

lo que implica
L(z)
L(z)

L(z) = <:c g ﬁiﬁlz> .

Como esta igualdad se tiene para cada z € H, tomando zg = ﬁ‘z(ﬁ%z tenemos

[121|* = {z,2) .

Consecuentemente

que L(z) = (z, zo).

Para la unicidad, supongamos que z; € H tal que L(z) = (z,z) = (z, ().
Luego (z,z9 — zp5) = 0 para toda x, en particular para z = o — . Esto

implica ||zo — zp|| = 0 y por ende z;, = .

Por 1ltimo , utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|(z, HETERI]

<sup ———

|I$l| =20 ||zl

Para ver que se tiene la igualdad, basta tomar z = x.

||L||=51:£ = [lzol| -



Capitulo 2

Series Trigonométricas

En este segundo capitulo nos ocuparemos en desarrollar algunas aplicaciones
de la teoria de espacios de Hilbert que presentamos en el primer capitulo.
Estas aplicaciones estaran por el momento, dirigidas hacia el contexto de
las series trigonométricas. Posterior a esto, emplearemos la teoria estudiada
para dar solucién al problema de la convergencia de la serie de Fourier de
una funcién f a f en L?(T), para luego abordar el mismo problema de con-
vergencia con f en C(7T). Para concluir, plantearemos diferentes tipos de

convergencia de la serie de Fourier: casi en todas partes y en L?(T).

Sea T = {z € C: |z| = 1} la circunferencia unidad en el plano complejo,
y sea F' una funcién definida en T° que toma valores en C, i.e., F: T — C.
Si definimos f : R — C por f(t) = F(e"), tendremos que f es una funcién
de periodo 27, Reciprocamente, si f : R — C es de periodo 27, entonces
F : T — C tal que F(e") = f(t) resulta una funcién compleja definida en
T. Asi obtenemos una identificacién natural entre las funciones complejas
definidas en T y las funciones complejas definidas en R de periodo 27. Para

simplificar la notacién, en ocasiones escribiremos f(t) en vez de f(e®), ain

11



12 CAPITULO 2. SERIES TRIGONOMETRICAS

cuando estemos considerando a f como una funcién definida en T'.

Teniendo presente los convenios anteriores, para 1 < p < oo definimos
LP(T) como la clase de todas las funciones complejas, Lebesgue medibles y

de periodo 27 definidas en R para las cuales la norma

Il =52 [ 1or et

es finita. Dicho de otra forma, consideramos LP(u), donde u es la medida
de Lebesgue en [—m, 7] (o en T'), multiplicada por el factor 5-. Nétese que
este factor se agrega solamente con el fin de simplificar el formalismo que se
desarrollara , pues por ejemplo, hace que la norma L? de la funcién constante
1 sea igual a 1.

Consideraremos también la clase L*(T') de las funciones de periodo 27

de L*°(R), con la norma del supremo esencial:

Iflle =inf { a€R: p({z:|f(@)]>a})=0}.

Asi como a la clase C(T) de todas las funciones complejas continuas sobre T’

(o complejas continuas de perfodo 27 sobre R) con la norma del supremo!

1fllee = supl )] -

2.1 El Sistema Trigonométrico

Definicién 2.1.1 Un polinomio trigonométrico es una suma finita de la
forma
N
f@® =au+Z( ancosnt +b,sennt ) , tER,
n=1

donde ay,...,an y by,...,by son nimeros complejos.

1Para la norma del supremo usamos también la notacién || || , pues para el caso

continuo coincide con la norma del supremo esencial .



2.1. EL SISTEMA TRIGONOMETRICO 13

Debido a la identidad de Euler podemos reescribir el polinomio trigonométrico

en la forma

N
)= 3 cne™,
n=-N
donde los coeficientes quedan determinados por ¢, = “—”'T‘b“h T Gy = 9%“5"
Ademds es claro a partir de la definicién que todo polinomio trigonométrico

es de periodo 2.

Definimos el producto interior en L2(T) por

(f.9) = %/_ﬂ F(t)g() dt .

Esta definicién concuerda con la de || ||2, pues (f, f) = || f||3 , i.e., genera la
norma en L2,

Para cada n € Z escribimos u,(t) = ¢™. De esta forma tenemos

| of T 1 sim=n
(Ui} = / en—mt gt —

27 Jm 0 sim#n

Lo anterior muestra que Y = {u, : n € Z} es un subconjunto ortonormal
de L?(T), habitualmente llamado sistema trigonométrico. Nuestra intencién

es mostrar que U es maximal, y por lo tanto, una base ortonormal para L*(T).

Por el Teorema de Caracterizacién de Bases Ortonormales, sabemos que U
serd base ortonormal si y sélo si su conjunto generado ( &/ ) es denso en
L?(T), es decir, si el conjunto de polinomios trigonométricos es denso en
L?(T). Ademds, sabemos que C(T") es denso en L*(T) ([16] pag. 69) , por
lo tanto, basta con probar que dada f € C(T) y € > 0 existe un polinomio

trigonométrico P tal que ||f — Pl|s <.
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Ahora, como

L e L e,

2 2 2 Il 2
=— t)? dt < — dt = Ldt= :
ol =57 [l at < 5o [ ol ae =25 [ 1ae= ol
tenemos que ||g||2 < ||9]|oc para cada g € C(T'). Debido a esto, la estimacién
||f — P||2 < ¢ se verificara si || f — P||oc < € . Por esta razén mostraremos el

siguiente resultado.

Teorema 2.1.2 Sea f € C(T) y € > 0. Eziste un polinomio trigonométrico

P tal que
|f(t) = P(t)| <e VteR.

Demostracion: Supongamos que tenemos una sucesion de polinomios tri-

gonométricos @, s, ... con las siguientes propiedades:

(a) Qk(t) >0 YteR.
(b) 5 J . Qult) dt =1.

(c) Sine(d) = sup Qi(t) , entonces lim n(8) =0 Vd > 0.
s<lti<n ke
(Equivalentemente, para cada § > 0, Qk(t) — 0 uniformemente en

[—m,=6] U [0, 7] ).

A cada f € C(T) le asociamos las funciones P, definidas por:

Pit)= % / l f(t—s)Qk(s)ds , k=1,2,.. (2.1)
Haciendo un cambio de variable s = —s’, y luego s’ = § — ¢t obtenemos
1 i )
RO =5 [ f6)Qut-3) ds.
T J—mtt

Considerando que tanto f como @ son periddicas, el valor de la integral serd
el mismo en intervalos de longitud 27 por lo que, sin perdida de generalidad,

renombrando a § como s, obtenemos

Pult) = 5 / " F)Qult - 8) ds . (2.2)
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Luego, como cada @) es polinomio trigonométrico, se puede escribir de la

forma

N
Qx(t) = Z Gike™ 5
n=—Nj
v asi
Ny
Qk(t _ S) L Z an,kemte—am
n=—Nj

Sustituyendo esta expresién en (2.2) obtenemos:

P(t) = —/ f(s) Z O pe™e™™ ds

n=—N

- L)

n--—-}\'k
N

= Z (an,k(f,un))e""’:,

n=—Nj.

lo cual prueba que cada P es un polinomio trigonométrico.

Sea ahora ¢ > (0. Como f es uniformemente continua (es continua en un
compacto) existe 6 > 0 tal que |f(t) — f(s)| < €/2 si |t — s| < d. Haciendo
uso de (b)

0 =105 [ Qo) ds =5 [ fOQu(s) ds

Aplicando esto en (2.1)

PO - 10 =5 [ (7= 5) - FD)Q(o
v luego considerando (a) obtenemos
RO - 0 < - [ 1£=5) = FOIQuLo

=5 [ V=9 -1 ds +5- [ 1ft=9)~ FDIQs) ds.

|s|<é 5<|s|<n
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Denotaremos estos sumandos como A; y As, respectivamente.

Para A;, como |(t — s) —t| = |s| < 0, por la continuidad uniforme tenemos
If(t—s) — f(t)| < €/2 y se sigue
€/2
/ /Qk ) ds <-—— Qk() = €/2
?T ot
|s|<5

Para Aj;, si 6 < |s| < 7 tenemos Qk(s) < ne(d) y entonces

Ay < ”‘m flt—s)— f(t)| ds
J€|s1<'rr
m(o
< B /lf(t )~ £(t)] ds

< ”;E:) [/ £ — )| ds + /:Tlf(t)l ds}

< 25 o o+ 27l = 2fllemld) < /2

para k suficientemente grande, debido a (¢). Como todas estas estimaciones

son independientes de £, tenemos que para esta misma k

IPk(t)—f(t)lsA1+Ags§+f=e VteR,

b

como queriamos demostrar.

Ahora, sélo hace falta demostrar la existencia de los Q. A una familia de
funciones con dichas caracteriticas se le llama aproximacion de la identidad.
Hay muchas maneras de construir dicha sucesién, a continuacién presenta-
k
mos una de ellas. Sea Qx(t) = ¢ (2£2=¢)", donde ¢ = ﬁr Ast
2n f—vr( ) di
tenemos que las funciones cumplirdn con (c¢). Se puede demoatlal por medio

de induccién que estas funciones son polinomios trigonométricos; ademas es

claro que cumplen (a).
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Figura A: Graficas de cost y gL,

______________________________________________________________________________

Figura B: Gréfica de Qx(t) = (M)k . k= 10.

2

Sélo nos resta probar (c). Como @ es funcién par, usando (b) y que sen ¢

es positivo y menor que 1 para t € (0,7) tenemos

w k g k
I (1+cost> & > Ck (I—I-cost) e 2¢k ‘
7 Jo 2 T Jo 2 w(k+1)

De aqui se sigue que ¢ < ﬂ"”zil Como @ es decreciente en [0, 7|, se deduce

Qr(t) < Qw(d) <

m(k+1) (1+cosé\*
2 2

para 0 <4 < |t < 7.

Ahora, puesto que 1 +cosd <2 si 0 <d < m, tenemos (#) < 1y por
lo tanto

m(k+1) [1+cosd\*
21 (L=l o

cuando k& — oo. De esto se sigue que Qx(t) converge a 0 uniformemente en

d < [t| < 7, es decir, se satisface (c). Esto concluye nuestra demostracion.
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Con esto, podemos concluir que U = {u, : n € Z} es una base ortonormal
para L?(1'). Esto nos permitird més adelante aplicar varios resultados vistos

en la seccion anterior.

2.2 Series de Fourier

A mediados del siglo XVIII, al tratar de resolver el problema de la cuerda
vibrante, a Daniel Bernoulli se le presenté el problema de representar una
funcién f definida en R a través de series de senos y cosenos. Este mismo
problema fue estudiado después por Euler v d’Alembert, pero fue Fourier
quien en buena parte de su “Théorie Analytique de la Chaleur” (1807 la
primera version, 1822 la ultima) desarrollé en mayor medida esta teoria. El
problema habia surgido ante é1 de manera natural, al intentar resolver la
ecuacién diferencial parcial que modela la distribucién de calor en un cuerpo

sélido a través del tiempo.
Definicién 2.2.1 Dada f € L(T) definimos sus coeficientes de Fourier
mediante la formula
X 1 [ .
= — te ™ dt Z.
foy=g- [ remar, ne
Asi, a cada funcién f € LY(T) le asociamos una sucesién {f(n)}nez C C .

Definicién 2.2.2 Definimos la Serie de Fourier de f como

Z f(n}eint

n=—oc

con sumas parciales

N
Snft)= Y fm)e™ , N=0,1,2,..
n=—N
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En esta primera instancia la definicién para serie de Fourier es tinicamente
formal, en el sentido de que hasta ahora no sabemos si la serie converja a f

en algin sentido.

Dado que L?*(T) C LY(T), estas férmulas se pueden aplicar a cualquier
f € L%(T), v en este caso, ndtese que f(n) = (f,un), donde u,, son los
elementos del sistema trigonométrico. Teniendo esto en mente, expresamos
en este contexto especifico algunos resultados que en el capitulo anterior

dimos de manera general.

A) Caracterizacién de Espacios de Hilbert Separables (Teorema
1.0.16)

La transformacion

w: L{T) — £(2)
f— .f:: {f(n)}nez

es un isomorfismo que preserva la norma: ||f|{zz = || f||ez. Debido a
esto, sabemos que dada una sucesién {c, nez de nimeros complejos en

72, existe f € L*(T) tal que {(f, un) }nez = {cn}nez , es decir

= {frun = 5 [ SO dt = ()
para cada n € Z.

B) Identidad de Parseval (Teorema 1.0.15, inciso ) )
Para cada pareja de funciones f, g € L*(T) tenemos

oo

(fi9) = Z (fsun) (9, un) = Z f(n)m

—D0

n=—od
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C) Representacion en Series de Fourier (Teorerﬁa 1.0.15, inciso ¢) )

Para cada f € L%(T) se cumple

o0 o0

&)=Y (fum(t)= Y fln)e™.

n=-—00 =—00

Dicho de otra forma, si Sy f(t) = Zf:_N f(n)e™ | entonces

||ISnf—flla=0

lim

N—oo
es decir, la serie de Fourier de f converge a f en L?. Con esto responde-
mos de manera positiva, para este caso, al problema de representacién

de f a través de su serie de Fourier.

En vista de C), es natural hacernos la pregunta: ;Representa la serie de
Fourier de f a f en algin otro sentido? Contestamos de forma parcial a esta

pregunta a través de criterios de convergencia puntual.

Criterio de Dini: Si existe > 0 tal que

/ fz+1t) = f(z)
It|<6

t
entonces ;\h}}l Snflx) = f(zx).

dt < oo

Criterio de Jordan: Si f es de variacién acotada en una vecindad de

x, entonces

[ flz—)+ f(z+) ]

[Nl ]

lim Syf(z) =

N—oo

Las demostraciones de estos dos criterios pueden ser consultadas en [4],

pagina 3.
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A partir del criterio de Jordan, sabemos que la serie de Fourier de una
funcién de variacion acotada puede converger aun en un punto en el que se
presente una discontinuidad de salto. Esto nos dice que la continuidad no es
una condicién necesaria para la convergencia. Mas atn, las funciones con-
tinuas no necesariamente cumplen con alguna de las condiciones requeridas
para los criterios anteriores. En este sentido, du Bois-Reymond demostrd
en 1873 que la continuidad tampoco es condicién suficiente, al exhibir una
funcién continua cuya serie de Fourier diverge en un punto.

Du Bois-Reymond construyé una funcién con dicha propiedad, pero aqui
demostraremos su existencia haciendo uso del principio de acotamiento uni-

forme.

Teorema 2.2.3 Principio de Acotamiento Uniforme
Sea {T,,}52, una sucesion de transformaciones lineales acotadas
T, : X — Y donde X,Y son espacios normados, X de Banach. Si la
sucesion {T,,} es acotada puntualmente, esto es, si para cada v € X emiste
¢z € R tal que

|| Tnz]

X Scm

para toda n € N. entonces la sucesién de las normas de las transformaciones

en L(X,Y) es uniformemente acotada, es decir, existe c € R tal que
[|Ta]] < ¢
para toda n € N.

Se puede consultar una demostracién de este principio en [11], pégina

249.

Teorema 2.2.4 Eriste una funcion ¢ : R — R continua cuya serie de

Fourier diverge en un punto ty € R.



22 CAPITULO 2. SERIES TRIGONOMETRICAS

Demostracion: Dada una funcién 2n-periddica x, podemos expresar su
serie de Fourier de como

1 [o o]
§ag + Z [am cos mt + b, sen mt) ,

m=1

donde los coeficientes a,, v b,, estan dados por

1 27 1 2T
i = —/ z(t)cosmt dt y  bp=-— / z(t)senmt dt .
mJo T Jo

Por conveniencia para nuestro propésito, usaremos esta manera de e}.(presar
la serie de Fourier de z, la cual es consistente con la dada al principio de la
seccidn.

Sea X = {f: R — R | f es continua y de periodo 27} con la norma del
supremo || ||o. Por facilidad, hagamos t; = 0. Consideremos la familia de
funcionales f, : X — C , fu(z) = %ag + > i Gm. Esto es, fu(z) es igual
al valor en t = 0 de la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de x(t).

Asi

fn(m) — _‘;‘aﬂ"“zam

m=1
2m 1’1 1 27
= — z(t) dt + (—/ x(t) cosmt clt)
i P0Er 2 la )
i e 1 <
_ ! s t
:rr/g z(t) 2+Tnz=:]amcosmt d

Buscamos representar lo que estd dentro de la integral de una manera que

nos resulte mas conveniente:

Sen (%t) mizl onisliad) == :; B (%t) epsfinit)
- Efm((e-2)) (e

- (D)) om (3

b =
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Dividiendo entre sen (%t) y sumando 1 en las expresiones inicial y final

de la pasada cadena de igualdades obtenemos:

s sen ((n+1)t) —sen (3t) sen(it)
1+ 22;1005(771,??) i (%t) + o (ét)
sen (('n + %) t)

sen (%t) ’

lo cual utilizamos para escribir la férmula para el funcional f,, de una manera
mas simple, a saber,

.
T o

2m
fal) /ﬂ 2(£)aa(t) dt |

donde ¢,(t) = w A estas funciones se les suele llamar el micleo de
Sen(it)

Dirichlet. Nétese ademds que g, esta bien definida de esta manera. pues

1 1 1 1
B
2 2 2 2

Figura C: Gréfica de g,(¢) , para n = 5.

Puesto que deseamos hacer uso del principio de acotamiento uniforme,

buscamos ahora mostrar que f,, es un funcional lineal acotado. Claramente
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es lineal, veamos que es acotado:

1 2m L 2%
@l =gz [ atomo at| < = [0y ar,

por lo que
2
| fa(2)] lelee P27 1g,(8) dt 1 /%
=su S su = == t dt == n 5

Més atn, queremos ver que se da la igualdad. Hagamos |g,(t)| = y(t)q(?),

donde

1 sig(t)>0
y(t) =
-1 sig(t) <0

Asi y(t) no es continua, sin embargo, mostraremos que dado € > 0, existe
una funcién continua z. tal que ||z¢|lec =1y

1
2w

/0 ﬁ[:}:e(t) —y(t)]gn(t) dt| < €.

Para esto, notamos que y(t) es discontinua cuando g,(t) = 0. Luego,
para cada n € N existe una cantidad finita de puntos en [0, 27| donde y(t)
es discontinua.

Sean t,....t; dichos puntos de discontinuidad y sea ¢ > 0. Hagamos
0= m En los intervalos

[tj —0‘{34-6] j‘: 1,k
consideremos la funcién z(t) como el segmento que va de

(t; —0.—1) a (t; +4,1) siy(t) pasade —1al,

(t; —d,1) a (t; +9.—1) siy(t) pasadela —1

e igual a y(t) en el resto de [0, 27].
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ult

I #ll)

Figura D: Graficas de z.(¢) y y(t).

Entonces
2 k ti+d
e WACCRYCCE D o) MRCCROIACE:
k ti+6
< ), -yl
=

k
”%”oc :
o jgﬂl 2-24

|lgnloo ( em )
e— 4k =€ .
2m 2k||gn|]o

Ademds como sup |z.(t)] = 1, ||z¢||cc = 1. De esta forma z. cumple con
teR

las dos condiciones deseadas. Luego

2m 9
3| 0 at - | vom dt{q

——1 < €

27
fled =5 [ laa(o)] @

= [falz) = llgalls| < ¢,
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de donde

||G'n“1 < |fn(36)|+f
| fa(zd)|
||Zelloo
| fall +€ .

+€

A

Como esto se cumple para cualquier ¢ > 0 , se sigue ||gq||1 < ||fal]. Por lo

tanto concluimos que

1 27
all = lanll = 55 [ lan(0)] .

Veamos ahora que la sucesion {||fn||}oe; Do es acotada.

1 [*|sen((n+3)t) 1 /2 |sen((n+1)t)
[FATE ) e 12 P s\ LU
0 sen(ﬁt) ™ Jo
pues sen £ < £ en [0, 27]. Haciendo v = (n+3)¢
(2n+1)w 2n (k+1)m
=%/ |se;1v| do — %Z/ [se:;a,r| do
0 k=p ¥ kT
2n
1 1 e
- L L
= ’rrkg{;(k+1)1r /}m |senv| dv
2n
78 l:
= — _—‘2
ﬂ;(k-l-l)'ﬂ'
2n
2 1
ngﬂ R

cuando n — oo, pues esta 1ltima expresion estd escrita en términos de las
sumas parciales de la serie armdnica. Por lo tanto, efectivamente la sucesion
de las normas de los funcionales {||fx||}o-, no es acotada.

Entonces, por el principio de acotamiento uniforme, sabemos que existe
z € X tal que {||fn(z)||}o=, Do es acotada, es decir, existe una funcién
continua z(t) tal que las sumas parciales de la serie de fourier de z en t; = 0

divergen.
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Nétese que este resultado nos asegura la existencia de dicha funcién, pero
no nos dice como encontrarla. Ejemplos de tales funciones fueron propor-
cionados por Fejér. Uno de estos ejemplos se puede consultar en [15], pagina

76.

Con la aparicion de la teoria de la medida y los espacios LP fue posi-
ble plantear el problema de la convergencia para la serie de Fourier de una
nueva manera, considerando convergencia en la norma correspondiente. Nos

podemos ahora preguntar, para 1 < p < oc :
a) ; Es J‘&im ||Svf — fllp =0 para f € L? ?
—r00
b) ¢ Es j&im Sy f(xz) = f(z) casi en todo punto para f € LP ?
—00

Ya vimos que la pregunta a) se responde afirmativamente para p = 2. Si
1 < p < o0, a) también se responde de manera positiva, pero su demostracién
requiere méas trabajo. En cambio, para p = 1 la respuesta es negativa. En
cuanto a b), este problema es mucho mas dificil. Kolmogorov construyé en
1926 una funcién integrable cuya serie de Fourier diverge en cada punto, de
modo que la respuesta es negativa para p = 1. Para 1 < p < oo si se tiene la
convergencia en casi todo punto, como demostraron Carleson en 1965 para

p =2y Hunt en 1967 para p > 1.
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Capitulo 3

Valores Frontera de Algunas

Funciones Analiticas en el Disco

El objetivo que nos planteamos para este tercer capitulo es estudiar el com-
portamiento cercano a la frontera de cierto tipo de funciones analiticas en el
disco unitario. Especificamente, enunciaremos y demostraremos el teorema
de Fatou, el cual nos brinda condiciones para asegurar un comportamiento
deseable para transformaciones de este tipo. Para lo anterior, primero pre-
sentaremos un espacio especial de funciones: el espacio de Hardy H?, a veces
también llamado espacio de Hardy-Hilbert. Es en este espacio donde encon-

traremos las herramientas que nos permitiran llegar al resultado deseado.

3.1 El Espacio de Hardy H?

Dedicaremos esta primera secciéon a exponer las principales propiedades del
espacio de Hardy H?, asi como algunos resultados relacionados con él y su
estructura. Como veremos, éstos se encontraran estrechamente ligados a

la teoria de espacios de Hilbert y series de Fourier que hemos desarrollado

29
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anteriormente.

Definicién 3.1.1 El espacio de Hardy H? es el espacio de todas las fun-
ciones complejas definidas en el disco unitario D, analiticas en el origen y
cuya serie de potencias tiene coeficientes que forman una sucesion en (2.
Esto es:

ng{f:D—HC‘f(z)=Zanz"', Z|an]2<oo} !

n=0 n=0

Si para f,g € H? con f(z) = 3" yan2z™ , 9(2z) = Y e bnz™ escribimos

oo

(f,9)=_ anby ,

n=0

esto define un producto interno en H?, e induce la norma

- 1/2
| flaz = (Z |an|2) -

Consideremos ahora el mapeo {a,}52, — f(2) = > .o, an2".
Si {a.} € Pylz <1,
oo oo 1/2 /.05 1/2
Sa| s (Shl) () <on,
n=0 n=0 n=0

lo cual implica que f es analitica en el origen, y por lo tanto estd en HZ.
Asi, dicho mapeo resulta un isomorfismo entre £2 y H?, por lo que podemos
concluir que H? es espacio de Hilbert. Procedemos a estudiar las principales

propiedades de las funciones en este espacio.

e o0 e V] F ) 5
Dado que f(z) = > o ,a,2" € H? es analitica en el origen, sabemos que
es analitica en alguna vecindad de él. Veremos a continuacién que dicha

vecindad se puede extender a todo el disco D = {z : |z| < 1}.
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Teorema 3.1.2 Toda funcién f € H? es analitica en D.

Demostracién: Sea f(z) = > >0 an,2" € H? |z| < 1. Mostraremos que
Yoo 5 Gnzly converge.
Como |z| < 1, la serie geométrica ) - |20|™ converge. Ahora, como {a,} €

?, existe K € R tal que |a,| < K para toda n. Entonces

oo oo (s o]
Z|anzf]’”| = Z lan||z0)™ < KZszﬂ < 0o,
n=I[) n=0

n=0

Luego ) -, anzj converge absolutamente, y por lo tanto, f es analitica en

todo D,

Habiendo demostrado esto, quisiéramos indagar qué tanto mads se puede
extender el dominio de analiticidad de una funcién en H2. En este sentido,
mostramos con el siguiente resultado que en general dicha extensién no se

puede hacer mas alld del disco unitario.

Proposicién 3.1.3 Sea e’ € S'. Eziste f € H? tal que f no es analitica

en e,

Demostracion: Consideremos

—iné,
Como Y o2 | [<=—[> = 3> | & < o0, fy, esta en H?. Ahora mostraremos
que conforme z se acerca a e'® manteniendo el dngulo 6y fijo, | fs,(2)| toma
valores arbitrariamente grandes.

En efecto, sea M € R. Existe N tal que 21}::17—11 > M + 1. Ahora, existe
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o < 1 tal que rf’ > 'M% Entonces rge'® € D y

90 —infg 0 n
h iflg _ € n_infp| __ T_U
|f(roe™)| = rgenl = 3
n=1 n=1
Y o 1
0 N
> — = i —
M
(MH) (M+1) = M.

Por lo tanto, no hay manera de definir fj, en z = €% tal que fj, sea analitica.
|

Inversamente, tiene sentido preguntarnos si toda funcién analitica en el
disco estd en el espacio H?. Exponemos a continuacién un ejemplo para

mostrar que lo anterior no es necesariamente cierto.

Ejemplo 3.1.4 La funcién f(z) = 1% es analitica en D, pero no estd en el

. 9
espacio H*.

Sabemos que f(z) = ;& = > 0" 2" para z € D. De aqui que f es analitica
en D. Por otro lado se tiene que la sucesién {a,} de los coeficientes de su
serie de potencias es la sucesién constante {1}, que no estd en 2. Por lo

tanto, f no estd en H>.

De lo visto en los capitulos anteriores sabemos que una parte importante de
la exploracién de un espacio de Hilbert recae en el estudio de sus funcionales
lineales acotados. es decir, de su espacio dual. Por el momento nos ocupamos
en una familia especifica de funcionales que nos seran de gran utilidad: las

evaluaciones puntuales.

Teorema 3.1.5 Para cada zo € D, el mapeo ¥, : f — f(20) estd en el

dual de H?.
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Demostracién: Claramente ¥,, es lineal. Para ver que es continua, primero
notamos que {|z|"} € f2. Esto se tiene debido a que 3% (|z|")? =
>0 o (|20*)" converge ya que [2z]? < |z9| < 1. Luego

1/
oo _ o M)l _ ) 15 nanzal\m.
o Il po llfllee r0 (%0 |an)?)

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la expresién anterior puede estimarse

1/2 7 oo 1/2 - 1/2
ZI%F) (Z|zu|2n) - (Z|zo|2n) _
n=0

sup 7 (
(D u| an|?) d n=0 a=2

Por lo tanto, ¥,, es funcional lineal acotado, con

o 1/2 . 1/2
Wy || e < ] = ——1 .
o (§) - ()

Un poco més adelante mostraremos que esta dltima desigualdad es real-

por

mente una igualdad.

Por el teorema de representacién de Riesz sabemos que cada funcional
lineal acotado se puede representar como el producto interno con algin vector
en el espacio. Nos interesa entonces buscar la funcién en H? que representa

en este sentido al funcional ¥,,,.

Definicién 3.1.6 Sea zy € D. El miicleo reproductor para zy en H? es la
funcion

ky:D—C
= 1
z)=nz=0znz :1—z_gz'

Es directo a partir de la definicién que k., es analitica en D, y como {Z"}

estd en (2, k., estd en H”.
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Teorema 3.1.7 Para 20 € D , f € H? se tiene f(z) = (f, kz) ¥

1 1/2
kol = ——— ) .
|| (!HH'2 (1_ |Z|‘_}[2)

Demostracion: Sea f(z) = Y oo a,2". Como k. (z) = > - ,Z"2" tene-
mos

{fib) = )0 = fl).

n=0

Para estimar la norma

e = §m "z = i . N .
4 3
= 1= |zf?

n=I(

1 1/2
k =|——s .
|| ZIJ”I"{2 (1_ |Z{j|2)

Este resultado nos dice que k., es precisamente el elemento de H? que

| kZO

de donde

representa al funcional lineal ¥,, en el sentido que ¥.,(f) = (f, k.,) para toda
f en H? Ademds, por el teorema de representacién de Riesz. sabemos que
190 a2y = [V l12 = (1 = |z0]) ™.

Otra aplicacién importante de los niicles reproductores, es que nos per-
miten establecer una relacién entre la convergencia en H? y la convergencia

estandar de funciones analiticas.

Teorema 3.1.8 Si una sucesidn {f,} de funciones converge a f en H?,
entonces { fn} también converge a f uniformemente en subconjuntos cerrados

de D.

Demostracion: Sea z; € D. Entonces

|fn(20) = f(20)| = |(fu = F)(20)| = [{fn = F, Foz0)]
1fn = fllmz - Kzl

IA
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' 1/2
Sea K C D cerrado. Luego, sup (1-_-};[7) es finito. Denotando por M a
zeK

este supremo, tenemos que para cualquier z; € K

1 1/2
Iz || 72 = (m) =M.

Aplicando esto en la primer desigualdad, obtenemos

|fn(20) — f(20)| < M||fn — fl|z2

para todo zg € K; lo cual implica la convergencia uniforme.

Nos proponemos en lo siguiente encontrar una manera alternativa para
representar al espacio H2. Para esto, lo asociaremos con el siguiente subes-
pacio de L?(T).

Definicion 3.1.9 Definimos el espacio H? como el de todas las funciones en
L2(T) con representacion en serie de Fourier de la forma f(e) = S.°0 ; ane™®.
Es decir
H? .= {feL2 i (fyun) =0 Vn{O} ;
Comenzamos probando que este subespacio es cerrado.

Proposicién 3.1.10 El subespacio H? es cerrado en L3(T).

Demostracién: Sea {f;} sucesién en H? que converge a f en la norma de

L2(T). Luego, {f,u,) = 0 para toda k y para toda n < 0. Entonces :

[(f. tn) — (fer n)|
(f = Fieswn)|
< = Fillzz - Nwnllze = 1If = fillz= -

|(faun)|
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Tomando el limite cuando k tiende a infinito, obtenemos que |(f,un)| = 0

para toda n < 0. Por lo tanto f € H?, y H? es cerrado.

Obtenemos ahora una identificacién natural entre H? y H?. A la funcién
fe H? con serie de Fourier > €™ le asociamos la funcién analitica
f(z) = > 0" anz™ ( Recordemos que la serie converge en |z| < 1 pues {a,} €
% ). Dado que esta asociacion la estamos construyendo a partir de identificar
nuestras funciones a través del espacio 2, es inmediato que se trata de un
isomorfismo. Mads atn, por la identidad de Parseval, sabemos qﬁe dadas dos
funciones f(e?) = 3.2 ane™ y G(e®) = 320, bae™ en H? C L*(T) su
producto interno estd dado por ) - anb,. Puesto que ésta es precisamente
la forma en la que definimos el producto interno en H?, se tiene que ambos
coinciden, es decir

(f:g )H2 = < ]Fé )L"?
para cualquier par de funciones f.g .

Si f y f estan relacionadas mediante el isomorfismo anterior, f es una
funcién definida en D, mientras que f estd definida en 7. Asf, aunque esta
identificacién resulta natural en términos de las representaciones de f v f, no
nos brinda una forma de relacionarlas en primera instancia como funciones.
Exhibimos esta relacién en nuestro siguiente teorema, cuya demostracién
requiere auxiliarnos de una familia parametrizada de funciones, la cual pre-

sentamos a continuacion.

Definicién 3.1.11 Sea f € H? con serie de Fourier Y00 an,e™ y f € H?
con serie de potencias Yy oo anz". Para 0 < r < 1 definimos f, : T — C

mediante
oo

fr(ﬂm) - f(?,,eiﬂ) - Z anrneifw .

n=>0
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Definidas de esta manera, es directo que f, € H? para cada 0 < r < 1.

Teorema 3.1.12 Sea f € I?Q, fr definidas de la manera anterior. Entonces

lim || = fillz = 0.
r—1

Demostracion: Sea ¢ > 0. Como Y > |a,|? < oo, existe N € N tal que

N s lan|? < 5. Ahora elegimos s € (0, 1) suficientemente cercano a 1, de

forma que

e N-1 E_
5 <\/;(

o oo
“f "B f?"l |i2 = Z aneinﬂ — Z anrnei'ng

Entonces tenemos:

n=0

oo

n=0
o

n=0

— an(l _ Tn)ei'nﬁ
3

n=I(

2

L2

= Y laa(l )P
n=0

1

N—
== Z |aﬂ[2(1 =

r)

Bl

2

L?

( Identidad de Parseval )

2+ (1 )2

n=0 n=N
N-1 0o
< A=s"1P2Y jal+ ) lamf  (Parar>s)
n=0 n=N
< € 5 E
— - =€
2 2

Lo que demuestra el resultado.

Una consecuencia importante del teorema anterior es el siguiente resul-

tado.
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Corolario 3.1.13 Para cada f € H? eziste una sucesion creciente {r,} de

numeros positivos convergente a 1 tal que

lim f(rac?) = f(e)

n—oo

para casi toda 6.

Demostracion: Se sigue directamente del teorema anterior v el hecho de
que convergencia en L? implica convergencia de una subsucesién para casi

todo 6.
m

En la siguiente seccién de este capitulo demostraremos el Teorema de Fa-

tou, que generaliza este resultado.

Una caracterizacion muy 1til para el espacio de Hardy H? es la siguiente.

Teorema 3.1.14 Sea f analitica en D. Entonces, f € H? si y sélo si

1 2% n 12
sup — f(re?)| df < oo .
0<r<1 27 J | ( )l
Més aiin, para f € H?
2 1 2 " 9
I£1 = sup o= [ (e[ a6 .
O<r<1 2T Jp
Demostracién: Sea f analitica en D con serie de potencias f(z) = > o an2".

Para 0 < r < 1 tenemos
2

[fre®)|” = f(re)f(re?)

n=(0

co o
i § :E [Inﬂ_m?“ﬂ+m81(n_m)€ )

=0 m=(

3
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Integrando ambas partes de la igualdad, y usando la conve

forme de la serie para integrar término a término obtenemos

1

(=) Supongamos f € H?. Para toda 0 < r < 1 se cumple

oo o0
S lanlr™ < S faal? = (1115 -

n=0 n=0
Asi, por la igualdad (3.1)
1 P iy |2 2
sup — [ |f(re®)|"dé < |Ifllf < 0.

0<r<1 27 Jo

(<) Supongamos f ¢ H?. Por lo tanto, Y oo, |an|* diverge

M € R. Luego, existe N € N tal que 33 |aq|> > M + 1.

2N M
r € (0,1) tal que r*¥ > 37%7. Entonces

oo N
Z |{Ln|2?"2n ~ Z ;a“|2r2n
n=0 n=0
N
> 2N Z lan|?

n=0

M
‘I/J.r ]_ ZJM.
Lo

Por lo tanto Y oo, |an|*r*" diverge. Esto a su vez implica, por
(3.1), que sup 5= 02# ‘f(ire‘:‘g)l2 df no es finito.
0<r<1

Nétese que (3.1) también implica

1 2‘E

0y |2 2
sup — Te dé = .
Sup o A | f(re®)] | £[ |72

39

rgencia uni-

2n e 2
5 i9y |2 = —n+mi i(n—m)f
= [l fan = 5w L [ cemmeag

. Sea ahora

Tomemos

la igualdad
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A manera de comentario, podemos agregar que desde un enfoque mas
tradicional esta condicién para la integral es tomada como la definicién na-
tural de H2, mientras que la definicién inicial que nosotros dimos en términos
de los coeficientes {a,} es tomada como una caracterizacién. Esto debido a

que la primera surge como el caso particular p = 2 de la condicién

S g 0\ |P
sup — re?)|"df < oo,
D<r£1 2m Jo |f( )l

la cual sirve para definir los espacios de Hardy H? para 0 < p < cc.

Resumimos a continuaciion algunos puntos importantes vistos en la de-

mostracion del teorema anterior,

Corolario 3.1.15 Para cualquier funcion f analitica en D, la funcién

1 27 .
M;(r) = 5- /0 | f(re)|” a8

es creciente en (0,1). De esto se sigue que ]'11}1 Mg(r) = sup My(r) , y por
r—+l= D<r<l
lo tanto f € H? si y sélo si im My(r) < oo, en cuyo caso lir? M¢(r) =
r—=1- r—1-

[1f 112

Demostracion: Es consecuencia de la igualdad (3.1).
E

La siguiente coleccién es un ejemplo de funciones en H? con el cual ilus-
tramos también la utilidad de la caracterizacion que hemos obtenido previa-

mente.

Ejemplo 3.1.16 Para s € (0,3), la funcidn

1]

f(z)zm

estd en H?.
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Demostracién: Sea s € (O,%) fijo. Por el corolario anterior, basta de-

mostrar que :

! dé

(1 —ret)s

1 27
My(r) = o /ﬂ

estd acotado uniformemente para r € (0,1). Primero, notemos que
|1 —re®?=1-—2rcosf+r?.

Por lo tanto, sustituyendo y usando la periodicidad del coseno:

i = 1
M = — de
#(r) 27 Jo (1 —2rcosf+r?)s

1, fF 1
B ;_/D (1- 27‘0059+?‘2)Sd9

= l/% 1 c149+l/fr 1 dé
7)o (1—2rcosf+r2)s mJz (1—2rcosf+1?)°
= A1+A2.

Estimamos cada parte por separado.
Para A;: Comenzamos notando que 1 — 2rcosf +r? = (r — cos6)? +

sen?f > sen?#. Lo cual implica:

A = . /% - dé
YT on o (- 2rcosf +r2)e
1. r% 4
= = L
= /0 (sen? S)Sdg

1 f4 1 1§32 1
= — ——df + — ——dd
T /0 sen?s + T /4% sen? f

1 i g il e i
Ya que —4+ es continuo en [Z, Z], el sumando = f% —5+5d0 es finito. Por
s :
lo tanto A; converge si y sdlo si i J& ﬁdﬁ es finito. Para demostrar esto,

primero usamos que # < tan# para 6 € [0, 7]. Esto implica que  cosf < sen§

en [0, X, y por lo tanto 795 < senf en [0, %]. Considerando esto tenemos

i

1[5 1 25 (% df
- ——df < — —
11'_/0 sen®*f6  — w J, 6%
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y esta tltima integral es finita, ya que 2s < 1.
Para A;: Como cosf < 0 en [Z, 7], tenemos 1 — 2rcosf +r2 > 1+1% y

por lo tanto

1 ™ 1 1 1
- dd < - —df
ﬂ'/% (1—2rcos@+r2)s — w_[ (1472

1

1
el
2T+r2) = 2

(&

* Usando todas estas estimaciones podemos concluir que

Mf(?')ﬁlfz o 6‘-1—2; 4Edf?+1
= 0

T sen?s f g2s 5"

Como esta cota es independiente de r, lim My(r) < oo , y por lo tanto
r—1=
el — 1 2
f(2) = g € H*.

Otro espacio de funciones analiticas que surge naturalmente en el estudio

de H? y que esta estrechamente relacionado con él es H.
Definicién 3.1.17 FEl espacio H™ estd definido como
H*®:={f:D— C | f es funcién analitica y acotada } ,

donde la suma y producto por un escalar son definidos de la forma usual y

la norma estd dada por

[[fllec = sup|f(2)] .
zeD

Una importante observacién que podemos hacer respecto a H* es que este
espacio es de Banach, pues la convergencia en la norma || - ||, es equivalente
a la convergencia uniforme. Ademsds, se tiene que H™ esta contenido de

manera densa en H?.

Corolario 3.1.18 Toda funcién en H® estd en H>.
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Demostracion: Sea f € H*™. Entonces tenemos

L g, o IR [
5 [ lreenPes < M= [Tap — s,

de donde
lilll Jflf(?") S ||f||gc < oo 1
=1

y por lo tanto f € H2.

Teorema 3.1.19 H™ es denso en H2.

Demostracién: Sea f € H?, f(2) = 3. a,2" y € > 0. Dado que {a,} €
%, existe N natural tal que Y -\ |as|? < e. Consideremos la funcién p(z) =

N-1
Y neo Gn2". De esta forma

N-1 N-1
p(2)] < D lanll2]” < D lan| < 00,
n=0

= n=0

y se sigue que p € H*. Luego

(f=p)(2) Zanz —Zanz —Zan

y por lo tanto ||f — p|lgz = 3 ooy an]? < e

Teorema 3.1.20 Si f € H® y f no es constante, |f(z)| < ||f||lee para toda
ze .

Demostracién: Es una consecuencia directa del teorema de médulo maximo.
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A continuacién presentamos como ejemplo una familia de funciones en

FH™

Ejemplo 3.1.21 Para cadat € R la funcion

= (22

estd en H™.

Demostracién: Hagamos w = 1*2. De esta forma podemos ver a w como
una transformacion de Mobius que manda la circunferencia S' en la recta
imaginaria, y el disco D en el semiplano derecho. Por lo tanto, podemos
i0

escribir w = re* con ¢ € (—%, 7). Luego, si elegimos la rama principal del

logaritmo tendremos

it _ itlogw

w =€

; 9 g - G
a., eztlog(re - ezt(iog'r‘+a€) =e Bt+itlog r i

de donde se sigue que |w¥| = e~ < €% | y por ende |f(z)| < e3 para

toda z € D. Por lo tanto f € H*™.

Retomamos los nticleos reproductores. Ahora los emplearemos para de-

mostrar una relacién que asemeja a la formula integral de Cauchy.

Teorema 3.1.22 Sea f € H? , zy € D. Entonces

£(z0) 1 [ A,

2mi s1 2 — Zp

Demostracién: Recordemos que el nicleo reproductor de z; en H? es la
funcién k., (2) = Y -, Zo"2". Luego

1

fore)
Fa(e®) =Y e = —— .
0 1= z—nezﬁ

n=0
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Entonces para zy € D:

P .2?]- -~ -
-f(zo) N (f: kzo)HQ = (f kzo)L2 = % /0 f(ew) Tz (3“9) de
1 o it 1
B E_/C. fle )l—zge w 46
1 27 f(eie)

Haciendo el cambio de variable z = € | dz = ie??df obtenemos

flz) = i . *—szzio dz

como queriamos demostrar.
[ |

Para concluir con la seccién, hacemos un acercamiento similar para la

férmula integral de Poisson.

Definicién 3.1.23 Para 0 < r < 1, t € [0,27] , definimos el nicleo de

Poisson como
1—r2

P.(t) = i
»(?) 1—2rcost+1r?

Nétese que P,(t) esta bien definido, y mas aiin es siempre positivo, pues

1—-72>0 y 1—2rcost+7r?>(1—7)?>0.

Teorema 3.1.24 Férmula Integral de Poisson

Si f € H? yre®* € D, entonces

2n
flret) = 5- [ Fenro-v @,

Demostracién: Sea zp € D. Al igual que en el teorema anterior tenemos

2m Froaif
F(z0) = i£ iGNy

2 1 — zge~®
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Ahora, como

1

i _—ij6
1 — zpe™

o0
=14 2 + 2™ + .. = Zzﬂe ,
=0

tenemos

1 —o0
TR —J ,ijf
— =1 = E IR,

1 — ze
0 Pt

Es decir, en la expresion en series de Fourier de k,, — 1 todos sus coeficientes
con indices no negativos son iguales a cero. Por lo tanto esta funcién y f son

ortogonales en L2(T), pues f € H?. Entonces

P 1 s i0 1
(fnluzg—l)[ﬁ = % ! f(E )(m—l)dg = 0z

Sumando este cero en la expresién inicial para f(zp) obtenemos

Sy = [ 7 (ot T 1) 0
)= o o ¢ 1—2ze %  1—7pe? '

Queremos mostrar ahora que la expresién dentro del paréntesis en la

igualdad anterior es precisamente el micleo de Poisson valuado en 6 — t.

Sustituyendo zg = re' en dicha expresién obtenemos:

1 1 1—re® D 41— pei-1)
1 — re—i6-0) + 1 — rei-t) 1 = 11— rei®-o2 -1
1—1r?
T 1—2rcos(6—t) +r2
= PF.(0-1).

Por lo tanto

2m

fore) = 5= [ FeP0 1) a0

como queriamos demostrar.
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3.2 Teorema de Fatou

En general, a pesar de que una funcién f sea analitica en el disco unitario
D, ésta puede presentar comportamientos muy accidentados cuando nos a-
proximamos a la frontera D = S!. En la proposicién 3.1.3 de la seccién
anterior ya vimos un ejemplo de una funcién analitica en el disco que no
converge a ningun valor cuando nos acercamos a un punto ¢, de la frontera.
M4s atin, este mismo comportamiento errdtico puede presentarse en subcon-
juntos mucho mayores de S'. Ejemplos de funciones con estas caracteristicas
se pueden encontrar, por ejemplo, en el ejercicio ib‘, pégina 196 de [17], asi
como en el teorema 9.2.1, pagina 286 de [8]. En el primer caso, la funcién
falla en converger para un subconjunto denso de la frontera, mientras que
en el segundo caso ninguin punto p en @D es regular, es decir, f no puede
extenderse como funcion holomorfa a un conjunto abierto que contenga a D
y al punto p. Por esta razén es que resulta interesante preguntarnos: ;Cémo
podemos asegurar que una funcién analitica en D converja, en un sentido
apropiado, a valores frontera en el circulo unitario?

El teorema de Fatou, a cuya demostracion dedicamos esta seccion, da respues-
ta a esta pregunta, proporcionando una condicién suficiente para asegurar la
convergencia de una funcién en el sentido radial para casi todo punto sobre

la frontera.

Comenzaremos precisando el tipo de convergencia que manejaremos.

Definicién 3.2.1 Sea f definida en D. Decimos que f converge radialmente

para el punto —m < 8 < w del circulo unitario, si

lim f(re®)

r—1-

eriste.
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En nuestro recorrido con miras a demostrar dicho resﬁ]ta,do, el nucleo
de Poisson P.(t), que ya presentamos al final de la seccién anterior, jugara
un papel de enorme importancia. Es por ello que iniciamos nuestro desa-
rrollo enunciando algunas de sus propiedades. que seran indispensables mas

adelante.

Proposicién 3.2.2 El nicleo de Poisson P.(t) posee las siguientes propiedades:
i) BAt) = ki rlkl gkt
i) 0 < P,(t) < 1% para toda t.
ii) = [T P.(t)dt = 1.
i) Para cada0 < § < 7, P.(t) converge uniformemente a0 end < |t| < 7,
cuando r converge a 1.

Demostracion:

i) Tenemos

o0 oo oo
§ : T‘lkl‘ﬁzkt = § T,keikt+§ :T,ke—'xkt
k=—o0c k=0 k=1
>0 oo
o 7 E :(rezt)k o E :(re—zt)k =
k=0 k=0
1 1

v g
1—ret " 1—re®
Como ya vimos dentro de la demostracién del teorema 3.1.24 | esta

iiltima expresién es igual a P.(t).

ii) Cuando definimos el nicleo de Poisson demostramos que es positivo.

Para establecer la otra cota notemos que

1 —r? 1—1r2

Fult)= & ——

®) 1—2rcost+1r? (1-r)?
147 2

& .
l1—r 1—r
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iii)

iv)

Usamos la identidad probada en el primer inciso para calcular la inte-

gral:

1 T 1 T oo )
P ] k| ikt
= /~ ) (1) dit = E river di

T k=—00
O gkl pr
T ;
- >5[ ea
k=—00 T Jen

Esta ultima igualdad se verifica por la convergencia uniforme de la
serie. También sabemos que f:ﬁ e dt = 0 si k # 0. Luego, el tinico

término que se suma es cuando k = 0 y por lo tanto

1 “ 1 n
Er-[ﬁPr(t)dtz 55/ i &L

Sea 0 < d <myd <|t| < Luego cost = cos|t| < cosd, y por lo

tanto 1 — cost > 1 — cosd. Esto a su vez implica

1—2rcost+7r2 = (1—7)%42r(1 —cost)
> (1-7)%+2r(1 —cosd)
> 2r(l—cosd) .
Entonces

1—r? & 1—r?
1—2rcost+r?2  2r(1 —cosd)

Po(t) =

para toda t € [—m, —6] U [, 7], ¥ por lo tanto

su P (t) o 1“_—?”2
§£|t|2‘rr " - 2?"(1 we 0056) '

Tomando el limite cuando r tiende a 1, la expresién del lado derecho

tiende a 0, lo que implica la convergencia uniforme.
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Nétese que las dltimas tres propiedades implican que el nucleo de Poisson
forma una aproximacién de la identidad parametrizada por r. Otro concepto

que nos sera de utilidad es el de funcién maximal de Poisson.

Definicién 3.2.3 Para f € L'([—m,7]) se define la funcién mazimal de

Poisson por

P*(f)(0) = sup [(P-*f)(0)],

0<r<i

donde P, x f denota la convolucion de P, con f, es decir

(s 9)0) =5 [ PO-0)5) &

ks

Proposicién 3.2.4 La funcion mazimal de Poisson es de tipo débil (1,1) ,

esto es, existe una constante C > 0 tal que para toda A > 0
. C
|[{6€l-mm] : P(/)O) >N} < nUALE
donde las barras denotan la medida de Lebesque del conjunto.

Demostracion: Ver el apéndice A.

La relevancia del nicleo de Poisson para nuestro actual propdsito queda

exhibida en gran parte por el siguiente resultado.
Proposicién 3.2.5 Sea f € L'([—w, 7). Entonces
(P, f)(0) — f(0) cuando r— 1"

para casi toda 6 € [—7, 7.
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Demostracién: Consideremos los conjuntos
a={ocioral ¢ BB 1)0) - £0)] >}

Basta demostrar que cada A, es de medida cero, pues en dicho caso

3

{96 [—m, 7| : (P [f)(6) - f(#) cuando r—>1'} = UA;

serfa tambien de medida cero, que es lo que queremos demostrar.

Sea entonces s > 0. Como C([—m,7]) es denso en L*([—m,n]), dado € > 0
existe g € C([—m,n]) tal que ||f — g|[ < €. Haciendo h := f — g tenemos
que f =h+g, con ||hll; <eyge C([—mn 7).

Asi para cada 6 € [—m, 7] y cada 0 < r < 1 tenemos

(B (B + 9))(6) — (h+ g) ()]
< (B xh)(0)] + (P = 9)(60) — 9(8)] + |h(6)] -

(P £)(8) — f(O)]

Como g € C([—m.7]) es uniformemente continua y {P:}reo,1) €5 una
aproximacion de la identidad, en este caso se demuestra que (P, * g)(8) —
g(8) usando la misma técnica que usamos en la demostracién del teorema

2.1.2 en el capitulo 2. Por lo tanto

Tm [(Px £)(0) = f(0)] < Tim [(Brxh)(6)| + h(0)|
< sup [(B % h)(0)] + |R(6)|

0<r<l

P*(h)(6) + [R(6)] -

De esto se sigue que si @ |(P, % f)(6) — f(#)| > s, entonces al menos
r—l=

uno de P*(h)(€) o |h(f)| es mayor que 5. Luego

A, C {Ge [, 7] : P*(R)(0) > g} u {0€l-m : |nO) > g}

L

4] < Hee [~m, 7] : P*(h)(6)>%}| + |{9e[—w;ﬂ] . |h(8)] > %H .
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Acotamos por separado la medida de estos dos conjuntos. Para el primero

{oet-nm : 0@ >3} < Zinil < 2

ya que P* es de tipo débil (1,1). Mientras, para el otro sumando

S[{oet-nm - mon> 3} < [{ O L
[ 1n@) a8 = bl < .

=1

IA

Asi

‘{9 € [-m 7] : |h(O)| > §}| < %c ,

v por lo tanto

|As] < £E+z€ = (2C+2)c.
s s s

Como € se tomé arbitrario, se sigue que |A,| = 0, como queriamos.
L

Usamos este resultado para demostrar un dltimo teorema de convergencia
antes de probar el teorema principal de esta scccion. Veremos a continuacidn
como podemos usar la convergencia a una funcién f en términos de la con-
volucién con el nicleo de Poisson para reformularla en términos tinicamente

de los coeficientes de Fourier de f.

Teorema 3.2.6 Sea f integrable en [—m,m| y sean a, sus coeficientes de

Fourier. Entonces

oo
§ an?,,|n|em|9

n=—co

tiende a f(6) para casi toda 8, cuando r tiende a 1.
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Demostraciéon: Consideremos

oo

f@—=t)P(t) = f(8—-1) Z Pl gint
= i T-|“|f(€ gy t)eént )

Luego, por el teorema de convergencia dominada

/ i i ritl f(6 —t)e™ dt

" FO—HP(t) dt

= Z/ riml £(6 — t)e™ dt .

Por otro lado, haciendo un cambio de variable t' = 6 — t:

i P T‘lnlf(g _ t)eim dt = _ﬂ £ f(tr)ein(ﬂ—tf) df,
2m - 2m w4+
oo A oy
= |n|em9__ ¢ e—mt dt
rltline / NG
-, anr|ﬂ[emﬁ' .

Asi, podemos establecer

=2 - 1
Y Gurle™ = %/f(&—t)P,(t) dt .

n=—0o0
Lo que concluye con la demostracién, pues por el teorema anterior sabe-

mos que el limite cuando r tiende a 1 de la expresién en el lado derecho de

la igualdad es precisamente f(f) para casi toda § en [—m, .

Contamos finalmente con todas las herramientas necesarias para culminar

la seccién con la demostracidén del teorema, de Fatou.

Teorema 3.2.7 Teorema de Fatou
Toda funcion f en H? tiene limites radiales para casi toda 6 en el circulo

unitario.
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Demostracién: Sea f(z) = .00, a,z" en H. Entonces, f(8) = 3.2, ane™

esté en L2. Como L2 C L', podemos aplicar el teorema anterior a f, v asf
oo

lim Z anr™e™ = f(6)

r—1-
n=—oo

para casi toda 6. Pero dado que todos los coeficientes de Fourier de f con
indices negativos son iguales a 0 tenemos
foe] oo .
E : laﬂ_},.|1'1.|em|‘9 — E :anrnemﬂ — f(?"e“g) ;
n=-—o0 n=0

y por lo tanto

lim f(re?) = f(6),

r—1-

lo que demuestra el teorema.
=

Ya que H*® C H?, el teorema anterior se cumple en particular para toda
funcién analitica acotada en el disco. Esta formulacién es a veces la que suele
presentarse en la literatura, y con la cual podemos apreciar de mejor forma
porque el resultado es un teorema notable en el analisis complejo. A pesar
de que su demostracién requiere combinar elementos de teoria de espacios
de Hilbert v series de Fourier, su enunciado es breve y general, y no hace

mencién de nada de ello.

A manera de cierre, podemos agregar que la condicién de estar en H?

dada en el teorema de Fatou es suficiente, pero no necesaria. Para notar esto

podemos considerar la funcién f(z) = —=. Ya vimos anteriormente que f

1=z
es analitica en D, pero que no estd en H?. Sin embargo, f si tiene limites

radiales para casi todo punto en el circulo unitario, puesto que sélo presenta

problemas cerca de z = 1.



Capitulo 4

Espacios de Hilbert con Ntcleo

Reproductor

En el capitulo anterior estudiamos ampliamente el espacio H? y algunas de
sus propiedades. De entre éstas, destacamos la presencia de los nicleos repro-
ductores k. los cuales se convirtieron en una eficaz herramienta para mostrar
varios de los resultados mostrados. Es por esto, que resulta interesante pre-
guntarse para que otros espacios es posible llevar a cabo dicha construccion.
En la primera parte de este capitulo nos dedicamos a exponer varios ejemplos
de espacios que cumplen lo necesario para poseer nicleos reproductores. En
la segunda seccién, presentamos los nicleos asi obtenidos y mostramos un
método para calcularlos explicitamente, el cual usaremos para obtener las
expresiones de éstos en varios espacios. Concluiremos el capitulo utilizando
los nicleos reproductores para definir el simbolo de Berezin, concepto que
nos permitird obtener funciones suaves en el disco a partir de operadores en

un espacio de Hilbert H.
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4.1 Espacios Funcionales de Hilbert

Cunado estudiamos el espacio H?, la existencia de los nicleos reproductores
k. fue garantizada a partir del hecho de que el funcional que evalia cada
funcién del espacio en un punto fijo z era continuo. Los espacios que presen-

tan esta caracteristica se vuelven, por lo tanto, nuestro objeto estudio.

Definicién 4.1.1 Sea H un espacio de Hilbert cuyos elementos son fun-
ciones definidas en un conjunto X y que toman valores en los complejos.
Decimos que H es un espacio funcional de Hilbert sobre X si las evalua-
ciones puntuales son transformaciones continuas, esto es, para cada v € X

el mapeo dado por ¥, : f — f(z) es un funcional lineal acotado.

Presentamos a continuacién ejemplos de espacios que caben dentro de la

anterior definicion.

Ejemplo 4.1.2 Espacio de Hardy H*
Este espacio ya fue abordado en el capitulo anterior, donde uno de los resul-
tados que probamos fue precisamente que el funcional ¥,, es acotado para

cada zp € D,

Ejemplo 4.1.3 Espacio de Bergman L%(D)
Recordemos del primer capitulo que el espacio de Bergman para D se define

por
L2(D) = {f :D—C | ¥ analz’t?lca,/ | f(2) P dz < oc} 3
D

donde dicha integral se toma con respecto a la medida de Lebesgue bidimen-

sional en D, y cuyo producto interno estd dado por

(v =7 [ £ d.
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Existe una manera alternativa de expresar este producto interno y que a
continuacion presentamos. Sean f,g € LZ(D) con coeficientes de Taylor ay,

y b, respectivamente. Entonces

(f,.9)z = / / (Z anr’e m"') (ib_jrje_“”) r dfdr

= / / ’ i i anb;r" It ei =08 dgdr

n=0 j=0

1 o0 -
- nbj+l |~ i(n—7)0
2./ E E abtr‘ [ﬂ_/_ﬁe dﬂJ dr

n=0 j=0

s / Zan n,r.E'n-i-l dr
= Zan ] 2r°nth dr = Z:;;f"l

n=0

De esto obtenemos

1£113 -Z Sl _zw = 1713 .

lo que implica que ||f|[z2 < [|f||z2-
Adecuando el corolario 1.0.8 del primer capitulo con el factor de norma-

lizacién 1/7 que hemos agregado en este caso, obtenemos

1
|f(z0)] < ;||f||L§ -

donde r es tal que 0 < r < d(z9, dD). Concluimos que la evaluacién puntual

es un funcional continuo.

Ejemplo 4.1.4 Espacio de Dirichlet D
Definimos el espacio de Dirichlet como el de todas las funciones analiticas en
el disco D tales que su funcidn derivada f estd en el espacio de Bergman.

Esto es

:{f D%C‘fanahfzcaf ELz(D)} .
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A pesar de que resulta intuitivo intentar definir la norma de f en D a través
1] R 4 =) u
de || ||z, esto propiciaria que todas las funciones constantes tuvieran norma

cero. Por lo tanto, optamos por definir la norma de f mediante
oo
A1 =D (n+1)lanf*,
n=0
de manera que ademas se cumple la relacién

1£115 = I 11z + 11 F11% -

Para verificar esto, calculamos

2 2

oo

E a,nz""1

n=1

Iz = 1(n+1)z

LE L;

o0

|@ns1?(n+1)*
= Z +1n+1 Zn|an|2.

n=1

De esta forma obtenemos que

£ 12+ 1£le = D nlanl* + > lanl® + |aof
nn=1 n=1

[ o]

= > (n+1)anl + |ao|
n=1
oo

= Y (n+Daf = |If15,
n=0

justo como queriamos. Nétese que esta relaciéon junto con la desigualdad que

ya establecimos para las normas de los espacios de Hardy y Bergman implica

1£llp >

y D C H? C L?(D). Deducimos ademas que en cada caso la inclusién de un
espacio en otro resulta en una transformacién continua.

Finalmente, usamos esta misma desigualdad para probar que las evaluaciones
puntuales son continuas en D. Dado que en H? si lo son, sabemos que

[f(z0)] < C||f]lzr2 < C||f||p para alguna constante C'.
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Ejemplo 4.1.5 Espacio de Sobolev W7}
El espacio de Sobolev W estd formado por todas las funciones absolutamente
continuas definidas en [0, 1] y tales que el cuadrado del mddulo de su derivada

es integrable. La norma se define por

£ = -/Ul [|f(x)I2 + If’(x)fz] dz .

Demostraremos que la evaluacién en cualquier punto del intervalo [0, 1] es un
funcional continuo.

Sea xp € [0,1]. Ya que f es absolutamente continua, es continua. Luego,
como el intervalo en cuestién es cerrado, la integral coincide con la integral
de Riemann. Entonces por el teorema del valor medio para integrales de
Riemann sabemos existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = ful f(t) dt. Usando ademads

que para cualquier par a,b € R se cumple (a + b)? < 2(a? + b?), tenemos :

fef < (If) - F@I+15E) )
< 2(1f(@0) = QP+ 1))

z( JRCE \) <2 (IF 113 + 1) -

Luego, ya que || f||: < ||f||z2 por la desigualdad de Holder, tendremos que

2
-

Il

/ £(t) at

Fo) < 2(IIF 15+ 11713) = 201£1e .
lo que implica la continuidad del funcional.

Ejemplo 4.1.6 Espacio de Fock

El espacio de Fock consiste en todas las funciones enteras f tales que

[P ds < o,
JC

y se define la norma del espacio como la raiz cuadrada de este valor.
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Sea zy € C y consideremos el disco D = D(zp,1). Usando el lema 1.0.7 del

=[G e

= 2 [0 () (o) e
< (3 for) (& fore)

1
%Hf“Fock ' Cza s

primer capitulo:

| f(20)|

IA

<

1
donde C,, = (% fD e|z|2dz) *. Esta ultima es una constante que sélo depende

de zp y no de f, de donde concluimos que ¥,, es continuo para cada z; € C.

4.2 Nucleos Reproductores

Consideremos H un espacio funcional de Hilbert sobre X. Asi, la evaluacion
en el punto z es un funcional continuo para cada z € X. Luego, por el

teorema de representacion de Riesz, existe una funcién k. € H tal que

(fik:) = flz) VieH.

A esta funcién k. le llamamos nicleo reproductor para z en H, y a esta
relacion se le llama propiedad reproductora. Dado que k, € H, es en si una

funcién definida en X, y por lo tanto
k(w) = (ksykw ) -
Definimos entonces la funcién

K:XxX — C
K(‘LU,Z) = kz(w) = ( Kai ko > 3
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y le llamamos niicleo reproductor de H. Mostramos un par de propiedades

de este nucleo.

Proposicién 4.2.1 Para todo par w,z € X, K(w,z) = K(z,w).

Demostracion:

K(w,2) = { ks ko ) = (( % o )) = [ kake) = Elz1) .-
N

Proposicién 4.2.2 Si H es espacio de funciones analiticas, K es analitica

en la primera componente y conjugada analitica en la sequnda.

Demostracion: Se sigue del hecho que ambas funciones estén en H, pues

K(-,z) = k,(-) € H y, usando el resultado anterior, K(w, ) = K(-,w) =

k.(-) € H. Por lo tanto, ambas son analiticas.

La siguiente proposicién se vuelve de gran relevancia, pues nos brinda

una forma de encontrar expresiones precisas para nuestros nicleos.

Proposicién 4.2.3 Sea H espacio funcional de Hilbert sobre X y sea {e;}icr

una base ortonormal de H. Entonces

K(w,2) =) ea()ew) .

i€l
Demostracion: Es consecuencia de la Identidad de Parseval:
K(w,z) = (kaky)
= Z( nz'.'e'i )( kwae'f )

= > Tenk: Menks) = Y alz)ei(w) .

i€l iel
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[}

Usaremos este resultado para calcular los nicleos de algunos de los espa-

cios que presentamos en la seccién anterior.

e Espacio de Hardy H?
Afirmamos que {z"}%°, es base ortonormal de H?. En efecto, es un
conjunto ortonormal pues para 2" y z™ sus representaciones en series

de potencias son
oa oo
2= E Qji? y M= E Dt 4

v por lo tanto

Mientras que, para verificar que es completo, sea f € H? con serie de
potencias »>° a;27 tal que ( f,2" ) = 0 para toda n. Entonces
o0 o0
0= (fiz") = < > a2 > = oy 22"} = on
=0 =0
para toda n, lo que implica que f = 0.

Empleamos pues esta base para calcular el niicleo de H?:

oo
K (w,2) = Z 2l

0o . 1
- Z(zw} T 1-zw

n=0

A este nicleo se le suele llamar el nicleo de Szego.

e Espacio de Bergman L%(D)

Podemos verificar de manera similar al caso anterior que el conjunto
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{ vn+1z } _o s base ortonormal para L?(D). Calculamos el niicleo

del espacio:

Kpz2(w,z) = Z\/n+lwn\/n+12"

Y (n+)wD)" = Y (n+1)¢"
n=>0 n=0

donde £ = wz € D. Como esta serie de potencias describe una funcién
analitica, se puede integrar término a término dentro de su dominio de
convergencia. Entonces la funcién zn—a FaER _g_ es antiderivada de

K2 (w, z). Por lo tanto

d
raws) = (1)
1 1

T 1-¢f  (O-wz?’

Este nucleo recibe el nombre de niicleo de Bergman.

e Espacio de Dirichlet D
oo
Consideramos para este caso la base ortonormal {ﬁ}rso' Calcu-

lamos:

U (wz)™
R = Zﬂmm Zn—l—l '

Para expresar esta suma de otra manera, recordamos que para |a| < 1

se cumple log(1 + a) = S°0 et ¥ y por lo tanto log(l — a) =

n=1 T

)P %an . Luego, tenemos que

n=1
1 T
—=Tag(l — = F
= 0g(1l — a) E a

De donde concluimos que

1
Kp(w,z) = —&log(l — wz) .
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4.3 El Simbolo de Berezin

Para esta seccién consideraremos espacios funcionales de Hilbert H sobre
el disco unitario D y cuyos elementos son funciones analiticas. Ya vimos
que el nicleo reproductor de H, K(w, z) = k,(w) es analitico en la primera
componente y conjugado analitico en la segunda. También tenemos que
el conjunto de las funciones k., con z € D es maximal con respecto a la
ortogonalidad, pues de existir f € H tal que f L k., para toda z € D,
entonces

0=(fk.)=f(z) VzeD,
v por lo tanto f = 0. Podemos mencionar también las siguientes relaciones:
o ||k.|[* = K(2,2),
o |K(w,2)|? < K(z,2)K(w,w),

las cuales se deducen directamente de la definicién de K y la desigualdad
de Cauchy-Schwarz. Si contamos con que k. # 0 para cada z € D (o equi-
valentemente, para cada z € D existe f € H tal que f(z) # 0), podemos

considerar las funciones

b () — k. (w) _ K(w,z2)
%) =Tl = YRGS

v les llamamos niicleos reproductores normalizados.

Definicién 4.3.1 Sea H espacio funcional de Hilbert con nicleos reproduc-
tores normalizados k. y sea T' un operador lineal acotado en H. Definimos

una funcion T : D —s C mediante

y le llamamos el simbolo de Berezin de T.
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Mostramos algunas de las propiedades de esta funcion.

Proposicion 4.3.2 El simbolo de Berezin cumple:
a) Si T es auto-adjunto, T toma valores reales.
b) Si T es positivo, T es no negativo.

c) T = _f_"_. es decir. el simbolo de Berezin del adjunto, es el conjugado del

stmbolo.

d) El mapeo que asigna a cada operador lineal acotade su simbolo de

Berezin

®:L(H) — L™(D)
T — T

es una contraccion lineal.

Demostracion:

a) Si T es auto-adjunto, entonces { Tk,, k. V= (b, Thy ) = ( Thy, ks ).
Esto es, T(z) = T(z), y por lo tanto T(z) € R.

b) Si T es positivo, ( chz, k. ) > 0, es decir, f(z) > 0.

- -

¢) Se sigue de T#(2) = ( Tk, ko ) = (ks Thy ) = ( Ths ks ) = T(2).

>

d) Sean 73,75 operadores en L(H), A € C. Para cada z € D tenemos

O+ T)(2) = (T +Tks, k. )
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De esto se sigué que ®(ATy + T3) = A®(T1) + ®(T3), y por lo tanto @

es lineal. Luego

sup|’f(z)‘ = sup ‘( Tk, , k., )|
zeD zeD
< sup |[Tk|| [|k-|
zeD
< sup||T||eqmy |1k:11? = Tz -
zeD

Esto demuestra que T efectivamente est4 en L*(D) y que la norma de
® como mapeo de L(H) a L*(D) es menor o igual a 1. Por lo tanto,

.

® es contraccion.
=]

Dado que K (w, z) es analitica en w y conjugada analitica en z, los niicleos
reproductores k, son real-analiticos en z. Se sigue que el simbolo de Berezin
T es una funcién real-analitica y acotada en D. Esto nos dice que cada
operador acotado en el espacio funcional de Hilbert induce una funcién suave
en el disco D a través de su simbolo de Berezin. M4ds atin, como mostramos a
continuacidn, esta asignacion tiene la propiedad de que cada operador queda
totalmente determinado por su simbolo. Esto es, a operadores acotados

distintos corresponden simbolos de Berezin diferentes.
Proposiciéon 4.3.3 El mapeo @ : T — T es uno a uno.

Demostraciéon: Sea T operador en H tal que ®(7) = T = 0. Entonces
( chz, fi‘z ) = 0 para todo z € D. Bastard con demostrar que T es el operador

cero. Consideremos la funcién

F(z,w) = { Tky, k. ) z,weD.
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Si consideramos a T™ el operador adjunto de 7', entonces por la propiedad
reproductora tendremos

Flz,w) = (Tky)(z)s ¥
{ By, Thiy ) = TR k) ST R HW) -

F(z,w)

k,|[2T(z) = 0, se tiene que F es analitica en z,

Ademds como F(z,z) = |
conjugada anaitica en w y cero en la diagonal. Por lo tanto, por un resultado
de la teoria de funciones complejas de varias variables (ver ejercicio 3, pagina

371 de [10]), se sigue que F = 0. Luego

F(z,w)=0 VzweD.

En particular, TIAcw es la funcion cero de H para cada w € D. Sea ahora

f € H. Entonces

(f,Tk;Y=0 VzeD.

|F|

(T"f)(2) =(T"f.k: ) =

Por lo tanto, T f = 0 para toda f € H, y por ende T™ es el operador cero.
Se deduce de esto que 7' = 0.
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Capitulo 5

Comportamiento Frontera de
Clases Especiales de Funciones

O en el Disco

5.1 Valores Frontera de Simbolos de Berezin

Bajo el contexto de la teoria desarrollada en la seccién final del capitulo
anterior. buscaremos en este capitulo retomar el planteamiento que en su
momento nos motivé a enunciar al teorema de Fatou. Hasta ahora, a pesar
de haber enunciado algunas propiedades del simbolo de Berezin, no podemos
decir nada acerca de su comportamiento cerca de la frontera del disco uni-
tario. Ya que este cuestionamiento permanece a la fecha sin solucién para
espacios funcionales de Hilbert sobre D en general, nos enfocaremos en el
caso H?. En concreto, nos dedicaremos a describir el comportamiento fron-
tera de funciones suaves en el disco dadas a través del simbolo de Berezin
de un operador acotado en el espacio de Hardy H?. También mostraremos

como el simbolo de algunos operadores nos puede dar informacién acerca de
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la. convergencia a valores frontera de cierto tipo de funciones analiticas.

Antes de adentrarnos en el problema para algin operador en general,
nos centraremos en explorar el comportamiento frontera de los simbolos de
una familia de operadores especiales, los compactos. Para esto, observamos

primero que para cada f € H?:

VIZTE |( f.k.)]
= VI—P |£(2)] .

| £,k )|

Asi,si f € H®

£ )] < NS lloov/T =122

y deducimos que ( f, k. ) tiende a cero cuando |z| tiende a 1. Ademds, como
H> es denso en H? dicha convergencia se cumple para cualquier f € H2.
Esto nos dice que el espacio H? es estandar, en el sentido que para cualquier
sucesién {z,} en el disco tal que |z,| — 17, se tiene que la sucesién {k., }
de los nicleos correspondientes converge débilmente a cero. Dicha propiedad

es la clave en la demostracién del siguiente resultado.

Proposicién 5.1.1 Sea T operador lineal compacto en H?. Entonces

lim T(z,) =0

n—Foo

para cualquier sucesion {z,} convergente a la frontera de D.

Demostracién: Como {z,} converge a la frontera del disco, |2,| — 17.
Luego, por la observacién anterior, {k., } converge débilmente a cero. Dado
que T es compacto, manda sucesiones débilmente convergentes en fuerte-

mentes convergentes (Ver apéndice B. teorema B.0.11). Asi, Tf&zn converge
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fuertemente a 70 = 0. Por lo tanto

lim |f(zn)

—r0oS

= lim |( Tk,,.k,, )

n—oo

< lim ||Tks, |||k, ||
n—roo

= lim ||Tk,|| =0.

n—00
|

Con esto, concluimos que el simbolo de Berezin de un operador compacto
en H? se anula en la frontera.

En contraste con lo que ocurre con los operadores compactos, el com-
portamiento que se presenta para simbolos en general puede ser bastante
erratico. Corroboramos esta afirmacién exhibiendo un operador acotado en
H? cuyo simbolo de Berezin no tiene limites radiales en ningin punto de la
frontera del disco. Para lograr esto, sera preciso recordar que una sucesion

{a,} de nimeros complejos se dice Abel convergente a a si el limite

lim (1—¢) ) ant"
n=0

t—1-

existe y es igual a a.

Teorema 5.1.2 Sea a, = n*® con ¢ € R\ {0} , y sea Dy} el operador

diagonal en H? cuyos elementos en la diagonal con respecto a la base {2"}
son los mimeros {a,}. Entonces el simbolo de Berezin Dy,,} del operador

Dy,,y no tiene limites radiales en ningin punto de la frontera.

. k —14i o
Demostracién: Hagamos s, = Y, _, n~'**. Estimamos:

: k-1 "
Hi oy — km._ 1 m Zn—1+1€c 1 /L t—l-}—ic dt
g n=1 1
k=1 ant1 k=1 ont1
= Z/ n-1tic dt — Z/ - 1+ie g
n=1v" n=1v"

k=1 ant1 ) .
e Z/ [ n-—l-i—i.c L t—l-i—zc ] dt .
ne—1 Vm
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Por lo tanto, para cada k tenemos

Aer‘ , .
Sk-1 = Z/ gLl T g (6.1)

Examinamos el término general de la 1iltima suma:

n+1 . . n+1
/ [ n—1+zc _ t—l+tc ] dt = f [ i ZC)/ —2+ic ds ] dt
" n+1
= (—1+ic / / —2He gs dt .

Tomando médulos y considerando que n < s <t < n + 1 obtenemos

_— _ . n+1 mn ;
/ [n—1+*c—t“‘+“]dt’ < |—1+ic!/ fs_”“ ds dt‘
n = y
n+1 t 1
< |—1+ic|/ /—2dsdt
T J1 s
. . n+1 i
< [——:wl‘/ / ds dt
n n n
/ 2
S 1+C = O(n_z) .

n2

Esto nos dice que

k=1 an+1 " ; o n+1 i s
: —14ie _ p—1+ic = —ldic _ g—1+ic
lim §n:1: / [ nolHe _ g=1+ie | gy n}ﬂ: /n [ g1 | gy

existe y es finito. Considerando esto en (5.1) obtenemos

— 1 i —1+z'c_t—1+ic dt .
o = m - 24 > [T |

Lo cual, dado que 5‘5 no es sucesion convergente. implica que s; tampoco lo

es. Entonces, como Y " s n™'+ no converge y [n~1*%| = 1, se sigue a partir
de uno de los teoremas de A. Tauber (ver [9], pag. 154) que s; no es Abel
convergente.

Por otro lado, sabemos por (5.1) que sj—; — % tiende a un limite finito
cuando k crece. De aqui deducimos que ar = k* no es Abel convergente,

pues de serlo implicarfa que s lo es.
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Dado que |a,| = |[n*| = 1 (salvo ap := 0), tenemos que {a,} es aco-
tado. Por lo tanto Dy,,} es acotado en H 2 v podemos calcular su simbolo de

Berezin:

5{&,.}(2) = <D{an}’f€z(w)a A"z(w)> = <D{an}

l—-zw ' 1—-Zw

VI V1= |z12>

n=| j=0
o0 oo
= (1-1z%) Zan?"w”‘ ; szu,3>
n=0 =0
o0 o0 {s.e]
= (1-12P% Z Zanfnzj (w"w') = (1-|z%) Zan]zF“ :
n=0 j=0 n=0

Esto nos indica que 5{%} es una funcién radial, es decir, ﬁ{an}(z) = ﬁ{a“}(|z|).

Luego

)
Jim Dia,y(2) = lim (1-¢) 2_:0 aat®
donde ¢ = |2|?>. Como ya vimos, {a,} no es Abel convergente. Esto implica
que el limite en el lado derecho de la igualdad anterior no existe. Por lo tanto,
podemos concluir que el simbolo de Berezin 5{%} no tiene limites radiales

en ningun punto de la circunferencia unitaria.

Estos dos 1ltimos resultados nos indican que dado un operador acotado
cualquiera en H?, no es posible decir en primera instancia algo acerca del
comportamiento frontera de su simbolo de Berezin; al menos no sin conocer
mas acerca de la naturaleza de dicho operador. Cabe destacar que este
resultado también implica que ﬁ{a"} es un ejemplo de una funcién en D que
es O™ pero no es analitica. Esto debido a que si lo fuese, al ser acotada en
el disco, estaria en H* y por el teorema de Fatou tendriamos que sus limites

radiales existen para casi todo punto de la frontera.
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Complementaremos estos resultados relativos a simbolos y limites radia-
les con el siguiente teorema. En ¢l mostramos que es posible dar condiciones
suficientes y necesarias en términos de simbolos de Berezin de operadores dia-
gonales en H? para asegurar un buen comportamiento frontera de cierto tipo
de funciones analiticas. En especifico, consideraremos funciones en (D),
es decir, funciones analiticas en D cuyos coeficientes de Taylor f(n) forman

una sucesion acotada.

Teorema 5.1.3 Sea f(2) =3 >, f(n)2" € £(D). Entonces f tiene limites

radiales para casi todo punto de S' si y sélo si
D jmyemey (V) =O(1 = 1) cuandot — 17,
para casi toda 8 en [0, 27].

(Conservando la notacién usada en el teorema anterior. D {F(m)erme) denota el
operador diagonal con respecto a la base candnica {z"} cuyos elementos en
la diagonal son {f(n)e™} ).

Demostracién: Hagamos z = re. Asi f(z) = f(re?) = 3222, f(n)r"e™.
Ya que la sucesién {f(n)} esta en £, el operador D j(nyeimey €8 acotado.

Entonces, haciendo los mismos calculos que en la demostracién del teorema

anterior obtenemos

flz) = Y fmyre?
n=0

(1=7)Foep f(m)re™ _ Dijmyemney(VT)
1—r 1—r '

Il

De donde se sigue que

; 5 F(r)end r
lim f(re”) = lim {ﬁn)e—}(\/_) ;

r—+1— r—=1- 1—r
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Por lo tanto, f tendra limites radiales para casi todo punto en la frontera si
y sélo si

E{f(n)gane}(ﬁ) =0(1—-r) cuandor — 1~

para casi toda 6 en [0, 27].

5.2 Una Funcioén Analitica sin Limites Radia-

les

Como ya hemos visto. un buen comportamiento de una funcién en el disco
no implica por si solo que éste se pueda extender a la frontera. Para con-
cluir este capitulo, presentamos una funcién analitica en D que carece de
limites radiales en todo punto de la frontera. Nétese que por ser analitica.
esta funcién es mas restrictiva que el simbolo de Berezin I"j{a“} expuesto en
la seccidén anterior; mientras que por no tener limite en ningun punto fron-
tera, su comportamiento es mucho peor que los ejemplos mencionados en el

capitulo 3.

Teorema 5.2.1 La funcién f(z) = Y oo, 2™ es analitica en D, pero no tiene

limites radiales en ningun punto de su frontera.

Demostracion: La funcién es analitica pues la serie de potencias converge
para |z| < 1.
. ; — 5k e q S s
Sea 0 < 6 < 2 fijo y consideremos s, = 3., €', Si {dx}72,; es sucesién de
complejos con |0x| < 1 para cada k, entonces klim éf + 5,1 no existe. Para
—00 T

ver esto, notamos que la diferencia entre dos términos consecutivos no tiende
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a cero.
B 5 -
_+1+k_(_+sk_1 I PR - Gl
e € e
> ok — |10
B €
2
2 et e I,
e

Demostraremos que existe {d;} con |d;| < 1 tal que

mlr((-g))-(rag)]-0 e

y de esto se seguird que f no tiene limite radial en el punto e de la frontera.

Sea pues 0 = (1 — i-!)k! e'%%'¢. Entonces
k—1 il k!
1Y @Y _ 1\” i L\ on
==} . i it o
+ Z Y
j=k+1
0
= Ayt Ay, (5.3)
e

Estimaremos primero |A; — sg—1|. Para esto usaremos la desigualdad
1—(1—2)™ < Mgz; la cual se cumple para cada M > 1, para todo z € [0, 1]

y puede ser demostrada usando cédlculo diferencial elemental.

k—1 T
|A1 = 8k-1] = Z (1 = E) et — Ze‘gﬂ
i=1 =1
k-1 1\ k1
< S(1-(-8)) < 24
=1 =1
=

(k=9 [B—1)
il ;H il

k—2
= ———+

1% 52
kk—1) &k &k
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Por lo tanto, |A; — si-1| tiende a cero cuando k tiende a infinito. Para lo

. 4 m 5 2,
siguiente, recordemos que (1— 2)" tiende crecientemente a 1 conforme n

k!
(1 _ %) Pkl

aumenta. Asi

|0k| =

Para estimar A, :

= 15 = g
Azl = | 3 (l_kT) fleg 3 (1_5)
j=k+1 j=k+1
it ;
o 1)k!Jk! [=.=] (1)';‘—.
- S8 <=
j=k+1{( K jgri WE
oo i
= 305 -
P

Dado que esta 1iltima expresion es la cola de una serie geométrica convergente,
tendremos que también se acerca a cero cuando k tienda a infinito. Por

tiltimo, empleando (5.3) tenemos

((-8))-Eom)] = s
: [

< ‘Al = Sk—l‘ + ‘A2| ;

lo cual debido a las estimaciones anteriores implica el limite en (5.2). Dado
que 6 fue tomado de modo arbitrario en [0, 27], concluimos que f no tiene

limite radial en ningin punto de la frontera S!.
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Conclusiones

Hemos desarrollado la teoria del andlisis funcional que nos ha permitido
obtener resultados acerca del comportamiento frontera de funciones analiticas
y C™ en el disco unitario. Con el teorema de Fatou, hemos podido asegurar
que toda funcién analitica y acotada en D tenga limites radiales para casi
todo punto en la frontera. Mediante el simbolo de Berezin fuimos capaces
de obtener nuevas funciones suaves en el disco, cuyo comportamiento radial
describimos en el dltimo capitulo para algunos casos.

Ademas, en el tercer capitulo mostramos que la existencia de limites
radiales nos permite recuperar los valores de funciones en D a través de las
integrales de Poisson y Cauchy, asi como pasar de un espacio de funciones a
otro, como lo hicimos con H? y H2. Esto nos reafirma las ventajas de poder
garantizar un buen comportamiento frontera.

Para finalizar, podemos agregar que ain es posible seguir trabajando en
esta misma linea, pues los resultados que se han dado describen el compor-
tamiento frontera con condiciones suficientes sin ser necesarias, o para ciertos
subespacios de funciones analiticas. Siempre serd un reto interesante tratar

de debilitar las hipétesis dadas, generalizando asi tanto como se pueda.
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Apéndice A
La Funcion Maximal de Poisson

En este apéndice argumentamos brevemente por qué la funcién maximal de
Poisson es de tipo débil (1,1). Recordemos que esta funcién se define por
P*(f)(6) = sup |(F = f)(0)] ,
0<r<1
donde P, = f denota la convolucion del nicleo de Poisson P, con f. Para
lograr esto, es necesario auxiliarnos de otra funcién de enorme relevancia: la

maximal de Hardy-Littlewood.

Definicién A.0.2 Sea f € L} ([—m,n]). Para § € [—m, 7] definimos la

loe

funcion mazimal de Hardy-Littlewood M f como
l &
M f(6) = sup {@/ [f(t)] dt: 0 € Q, Q es un intervalo cerrado} ;
Q

donde |Q| denota la medida de Lebesque de @ y Q su interior. Ademds. al
operador M tal que f — Mf se le llama el operador mazimal de Hardy-

Littlewood.

El resultado que deseamos obtener sera consecuencia de dos lemas que a

continuacién enunciamos, relativos a propiedades de esta funcidn.
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Lema A.0.3 La funcion mazimal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1,1),

esto es, eriste una constante C' > 0 tal que para toda A > 0
C
[{bel-mn] : MFO)>A}] < SlIflls -

Demostracién: Ver [7], pag. 143.

Lema A.0.4 Sea f € L*([—m, 7). Entonces
[(Prx f)(6)| < CMf(6,r) ,
donde C es una constante y
Mf(6,r) = sup {lTilzf /Q |f(¢t)| dt : 6 € Q ., Q es un intervalo cerrado de longitud > r}

Demostracién: Ver [7], pagina 90.

Concluimos con la proposicién central de este apéndice.

Proposicién A.0.5 La funcidn mazimal de Poisson es de tipo débil (1,1) ,

esto es, existe una constante C > 0 tal que para toda A > 0
5 C
[{6€l-ma] : P>} < Sl

Demostracién: Sea f € L'([—w.n]). Por el lema anterior existe una cons-
tante C tal que |(B, % f)(0)| < CM f(8,r). Luego

sup [(P, x f)(0)] < C sup Mf(6.7r) < CM[f(8),

0<r<l 0<r<1

y por lo tanto P*(f)(f) < CM f(0). Entonces

{HE[—?T,TF] : P*(f)(9)>,\} C {ae[-w,ﬂ] : Mf(ﬁ)>%} .
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Por lo cual, usando que el operador M es de tipo débil (1,1), tenemos

ng{_ﬂ’ﬁ] : P*('f)(6}>/\}| = HHE["W,’N] : Mf(9)>%}‘

CI Il
< Siisin = S
C

Lo que concluye la demostracién.
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Apéndice B
Operadores Compactos

En este apéndice recordamos algunas propiedades de los operadores com-
P 2
pactos, y su relacién con las convergencias débil y fuerte en los espacios

normados.

Definicién B.0.6 Una sucesion {x,} en un espacio normado X converge

fuertemente (o converge en la norma) si existe un x € X tal que
lim ||z—2:)| =10
n—+00

Definicién B.0.7 Una sucesion {z,} en un espacio normado X converge

débilmente si existe un x € X tal que para toda f € X*,

i Flga)=7le)

n—oo

Una primera observacién que podemos hacer es que convergencia fuerte

implica débil. En efecto, si z, converge fuertemente a x y f € X* tenemos

|f(z) = f(zn)| = |f(z — za)| < [|fl||lz — za]| — O

conforme n tiende a infinito.
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En el caso que X sea un espacio de Hilbert, el teorema de representacién
de Riesz nos permite obtener una equivalencia para la convergencia débil.

Esto es, z, — z débilmente si y sélo si (z,,z) — (, 2) para todo z € X.

Teorema B.0.8 Sea {z,} sucesion débilmente convergente a un punto T en

un espacio normado X. Entonces
a) El limite débil x es 1nico. .
b) Cada subsucesion de {z,} converge débilmente a z.

¢) La sucesiion {||z,||} es acotada.

Demostracién: Ver [11], pag. 258.

Definimos a los operadores compactos, para luego mostrar un par de resul-

tados que nos seran de utilidad.

Definicién B.0.9 Sean X, Y espacios normados. Un operador lineal T :

X — Y es un operador compacto si para cada subconjunto acotado M de

X, su imagen T'(M) es compacto relativo en Y, esto es, la cerradura T'(M)

es compacta.

Teorema B.0.10 Sean XY espacios normados y T : X — Y un opera-
dor compacto. Entonces para cada sucesion {z,} acotada en X, la sucesion

{Tz,} enY tiene una subsucesion convergente.

Demostracién: Como T es compacto y {z, } acotada, la cerradura de {Tz,, }

es compacta en Y. Si {T'z,} es igual a su cerradura, entonces es compacto,



87

y por la definicién de compacidad se sigue que {7'z,} tiene una subsucesién
convergente. En caso contrario, se tendria que {Tz,} tiene al menos un

punto de acumulacion, y por lo tanto. alguna subsucesién convergente.

Teorema B.0.11 Sean XY espacios normados yT : X — Y un operador
compacto. Sila sucesion {z,} converge débilmente a x en X, entonces {Tx,}

converge fuertemente a Tx en Y.

Demostracion: Hagamos y, = Tz, v y = Txz. Mostraremos primero que
{yn} converge débilmente a y. Sea g € Y. Definimos un funcional lineal f
en X mediante f(z) = g(Tz). Como T es compacto, es acotado, y por lo

tanto
[f(2) = 19(T2)| < llglllIT=I| < [lgl|lIT[[lI=] ,

lo que implica que f es acotado. Luego, como {z,} converge débilmente a z,
se tiene f(z,) — f(z), y por ende, g(y,) — g(y). Esto prueba que {y,}
converge débilmente a y.

Ahora, supongamos {yn} no converge fuertemente a y. Entonces, existe

un 7 > 0 y una subsucesién y,, tal que

”y i ym\-“ >1n.

Dado que {z,} converge débilmente, el inciso ¢) de B.0.8 nos dice que es
una sucesién acotada, y por lo tanto {z,, } también. Se sigue del teorema
anterior que {Tz,,} = {yn,} tiene una subsucesién convergente. Sea {g;}
dicha subsucesién, y g su limite. Como esta convergencia es fuerte, implica
la débil, esto es, {¢;} converge débilmente a §. Se sigue de a) y b) en B.0.8

que y = 7. Con esto obtenemos

ly=gll —0 v lly—gll>n>0,
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lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, {y,} converge fuertemente a y.
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