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Introducción 

El objetivo principal de esta tesis es obtener los clásicos resultados de acotación de 

la función maximal y el operador promedio de Hardy-Littlewood en los espacios 

LP(1) y los espacios de Morrey. Para ello, haremos uso de algunos teoremas 

de cubrimiento, los cuales nos proporcionarán una familia a lo sumo numerable 

de cubos o de bolas que logren "cubrir" un conjunto relativamente arbitrario 

del espacio euclideano. Estas familias pueden presentar alguna restricción que 

guarda cierta relación con el problema que se desea resolver. Además veremos un 

resultado fundamental del análisis armónico, a saber, el teorema de diferenciación 

de Lebesgue. 

La notación que emplearemos en esta tesis será estándar. Si B es una bola abierta 

en Rn con centro en x, radio r y a es cualquier número positivo, el conjunto aB 

denotará la bola abierta con centro en x y radio ar; el radio de una bola B 

será denotado por radB. Si A es un subconjunto Lebesgue medible de R', Al 

denotará la medida de Lebesgue de A. Con frecuencia utilizaremos una letra C 

para denotar una constante que podría estar variando renglón tras renglón. 

En el Capítulo 1 presentaremos los teoremas de cubrimiento de Vitali y de Be-

sicovitch, los cuales son útiles para obtener resultados de diferenciabilidad de 

funciones. 

En el Capítulo 2 con el propósito de presentar algunas aplicaciones de los teo-

remas de cubrimiento, introducimos la función maximal de Hardy-Littlewood. 
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Introducción 2 

Después, con la finalidad de mostrar que esta función es continua en el espacio 

L (Ra), presentamos el teorema de interpolación de Marcinkiewicz y concluimos 

probando la continuidad de una generalización de la función maximal. 

En el Capítulo 3 estudiaremos los espacios de Morrey L)(Rn),  los cuales consti-

tuyen una generalización de los espacios L(R),  mostraremos que estos espacios 

son de Banach y probaremos que la función maximal de Hardy-Littlewood es 

continua en dichos espacios. 

En el Capítulo 4 estudiaremos el operador promedio de Hardy-Littlewood, mos-

traremos que bajo ciertas condiciones en el peso tendremos que este operador es 

acotado en L1'(R), 1 < p :5 00 yen L(Wi),  1 <q < 00 y - <) < O. Además 

determinaremos la norma de este operador en dichos espacios. 

En la última parte de esta tesis presentaremos algunas conclusiones personales 

y un apéndice en el que incluimos la demostración de la desigualdad integral de 

Minkowski. 



Capítulo 1 

Teoremas de cubrimiento 

El propósito de este primer capítulo es presentar algunos teoremas de cubrimiento 

en el espacio euclidiano, los cuales utilizaremos para estudiar propiedades de 

diferenciabilidad de funciones. 

Es bien sabido que uno de los teoremas más importantes en las matemáticas es 

el primer teorema fundamental del cálculo el cual dice que si f es una función 

continua en el intervalo [a, bj y si 

I.x 
F(x) 

= J f(t)dt a <r < 
a 

entonces F es diferenciable en [a, b] y su derivada está dada por 

F'(x) = f(x) a <x < b. 

Ahora bien, existe un teorema de Lebesgue que extiende este resultado para el 

caso cuando f es solamente integrable en el sentido de Lebesgue. Se tiene que F 

definida como antes, es una función continua, asegura que F es diferenciable casi 

en todas partes y F'(x) = f(x) para casi toda x [a, b]. Este resultado, conocido 

3 



Capítulo 1. Teoremas de Cubrimiento 4 

como teorema de diferenciación de Lebesgue puede ser demostrado con la ayuda 

de un teorema de cubrimiento de Vitali. 

Aunque al principio no encontremos una relación entre el teorema de cubrimiento 

y el teorema de diferenciación de Lebesgue, en el transcurso de los capítulos 

mostraremos la importancia que tiene. 

Los tópicos desarrollados en este primer capítulo fueron tomados de [8] y  [11]. 

1.1. Teorema de cubrimiento de Vitali 

(versión clásica) 

Presentaremos dos versiones del teorema de cubrimiento de Vitali, sin embargo, 

los enunciados no serán los originales dados por G. Vitali, y además, la demos-

tración de la primera versión que daremos será la desarrollada por S. Banach, 

que es la que aparece en la mayor parte de los textos de teoría de la medida y 

puede ser consultada en [11], p. 448. 

Teorema 1.1.1. Sea E un subconjunto acotado de R. Supóngase que F es una 

colección de bolas abiertas con centro en puntos de E, de modo que cada punto 

de E es el centro de alguna bola en F. Entonces existe una colección a lo más 

numerable de bolas de .F, digamos, {B} tales que: 

1. {B} es ajena por pares. 

2. EcU3B. 

Demostración. Observemos que si el conjunto {radB : B E T} no está acotado 

superiormente, hemos terminado, pues como E es acotado, podemos seleccionar 

una única bola B E J con radio suficientemente grande tal que E C B. 
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Si {radB : B E F} está acotado superiormente, procederemos de forma induc-

tiva. Seleccionamos B1  de forma aleatoria. Supongamos que hemos seleccionado 

las bolas B1, ...,  Bk  con k > 1. 

Definamos 

dk+1 = sup {radB: B E F, B n U B = o}. 

Si no existen bolas con tal propiedad el proceso de selección termina con Bk; en 

caso contrario, escogemos Bk+1 E F tal que 

k 
dk+1 <radBk+l  y Bk+1  fl U B• = O. 

i=1 

Por construcción la colección de bolas {BJ j  es ajena por pares. 

Para probar la segunda propiedad, tomemos x E E arbitrario y sea B E F una 

bola con centro en x y radio r. Notemos que debe existir un k tal que BflBk+l  O, 

pues en caso contrario, si B fl Bk+1 = O para toda k implicaría que la selección 

de bolas nunca termina y además se tendría r < dk+1 para toda k. De aquí que, 

tendríamos una cantidad infinita numerable de bolas Bk+1  ajenas cuyos radios 

satisfacen 

radBk+1  > k 

y por lo tanto 
00 

UBk+1  

CO 

= IBk+1 I = oc, 

 

 

lo cual no es posible pues Bk+1 es un conjunto acotado. Por lo que la bola B 
k=1 

 

intersecta por lo menos a una bola Bk+1. 

Sea Ir0  = mín{k > 1 : B fl Bk+1 O}, así 

Bn1JBj = 0 
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y además 

r < dk0+1 <2radBk0+l . 

Tomando y E B fl Bk0+1, si z es el centro de la bola Bk0+1  se tiene 

Ix-z1 :~ Ix-yl+Iy-z1 

<r + radB +i  

<3radBk0+l . 

00  Por lo tanto x E 3Bk0+l  C 
k1 

Observación 1.1.2. Con una pequeña modificación en la prueba podemos reem-

plazar el factor 3 que aparece en el teorema previo por 2 + e para toda e > O. 

Basta considerar Bk+1  E .T tal que 

dk+1 <radBk+l . 

Sin embargo no podemos asegurar que E C U 2Bk. Para ello analicemos el si- 
k 

guiente ejemplo para el caso unidimensional. 

Ejemplo 1.1.3. Sea E = (-1, 1). Para x E E, definimos r(x) = 1+21x1 así como 

Bx  = (x—r(x),x+r(x)) yF={B : x E=-  E}. 

Notemos que O E Bx  para toda x E (-1, 1), en efecto 

a) Six=Oes claro que OEB. 

b) Si x E (-1,0), entonces x + r(x) = x + 1-2x = ±1 > o. 

c) SixE (0, l), entonces x—r(x)=x— 1±2x = 

Como todas las bolas intersectan al O, consideraremos una sola bola B. Veamos 

que ninguna bola Bx  cumple que (-1,1) C 2.B. 

1 
1+e 
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a) Si x = 0. Entonces B = (-, ) y claramente (-1, 1) 2B. 

b) Si x e (-1,0). Tenemos que x+2r(x) = x+2(-3  2̀ ) = < 1 y por lo tanto 

(-1, 1) 2B. 

c) Si x e (0, 1). Tenemos que x - 2r(x) = x - 2() - — 3 > —lyporlo 

tanto (-1, 1) 2B. 

1.2. Teorema de cubrimiento de Vital¡ 

(versión infinitesimal) 

La prueba de esta segunda versión del teorema de cubrimiento de Vital¡ puede 

ser consultada en [11], p. 479. 

Teorema 1.2.1. Sea E un subconjunto arbitrario de 1R y supóngase que F 

es una familia de bolas cerradas con radio positivo que satisface la siguiente 

condición (la cual llamaremos condición de Vitali): 

dado e > O y dado x e E existe B e 3 tal que x e B y radB < E. (1.1) 

Entonces existe una colección a lo más numerable de bolas de .F, digamos, {B} 

tales que: 

1. {BJ j  es ajena por pares. 

2. E C JJ Bi  excepto por un conjunto de medida cero. 

Demostración. Primero haremos algunas observaciones; resulta suficiente probar 

para el caso en que E es un conjunto acotado; la razón es que E puede escribirse 

como la unión de los subconjuntos acotados 

Efl{xEW:k<IxI<k+1}, para k=0,1,2,... 
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excepto en un conjunto de medida cero. Así que haremos la demostración para 

estos conjuntos. 

Además, por la condición (1. l), podemos suponer que todas las bolas en F tienen 

radio menor que una constante positiva y que cada bola de F contiene un punto 

de E. 

Ahora procederemos a demostrar el teorema; algo interesante de esta demostra-

ción es que sigue un procedimiento de selección similar al del Teorema 1.1.1: 

Seleccionamos B1  de forma aleatoria. Supongamos que hemos seleccionado las 

bolas B1, ..., Bk con k > 1. Si E c U=1 Bi  entonces terminamos. En caso con-

trario la condición de Vital¡ garantiza la existencia de bolas B e T tales que son 

ajenas al conjunto cerrado U=1 B. 

Definamos 

dk+1 = sup { radB : B e F, B fl U B = 0 }. 
Tomamos Bk+1  e T tal que 

k 

dk+1 <radBk+l  y Bk+l fl U Bi  0. 
i=1 

Si el proceso termina en algún paso, hemos concluido. Supongamos que el proceso 

no termina. Por construcción la colección de bolas {Bk }k  es ajena por pares 

así que solo resta probar la segunda propiedad. 

Como las bolas Bk  son ajenas, tienen radio acotado e intersecan a E, tenemos 
00 

que E IBkI  <no. Así lím radBk  = O y por tanto lím dk+1 = 0- 
k=1 k—oo k—c,o 

Ahora probaremos que para cada k e N se tiene 

k-1 00 

E c U B,UU5Bi. 
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Para esto tomaremos un x E E \ U Bi y veremos que necesariamente debe 

estar contenido en 5Bk0  para algún 1c0  > k. 

Sea x e E \ UJBi, por la condición (1.1) existe B E F tal que x E B 

y B fl U B = 0. Observemos que no puede pasar B fl U1 Bi  0 pues por 

definición de dk+1  se tendría que dk+1 ~: radB para toda k E N, lo que contradice 

que dk+1  tiende a cero. 

Sea fc0  el menor entero positivo tal que B fl Bk0  0, notemos que k0  ~ k. Como 

B fl U
1c0-1 
2=1 Bi  = 0, de la  definición de dk0  se tiene que dk0  ~ radB. Ademas, de 

la elección de Bk0  tenemos que radB < 2radBk0. 

De aquí tenemos que si w es el centro de B, w0  el centro de Bk0 , y y E B fl Bk0 , 

entonces para toda x E B se tiene 

Ix—wol=lx—w+w—y+y—wol 

:5Ix—wj+Iw---yI+Iy—wol 

<radB + radB + radBk0  

<2radBk0  + 2radBk0  + radBk0  :5 5radBk0. 

Así x e B c 5Bk0  que era lo que se quería. Como esto se cumple para toda 

k E N se sigue que x E E \ U1 Bi c Uk 5B. Entonces por la monotonía de 

la medida de Lebesgue tenemos que 

00  E \U B  

* 

 

00 00 00 

 

 

< 
~ 

i=k i=k 

  

Como el lado derecho tiende a cero cuando k tiende a infinito se sigue que 

E \ U1 
B* = E \ U1 BI = O. Y por lo tanto E c 1 excepto en un 

conjunto de medida cero. 
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1.3. Teorema de cubrimiento de Besicovitch 

El teorema que presentaremos a continuación nos ayudará a probar una versión 

más general del teorema de diferenciación de Lebesgue, en la cual estarán in-

volucrados unas funciones llamadas "pesos", que son uno de los objetos de los 

cuales hablaremos con mayor detalle en la segunda mitad del siguiente capítulo. 

La demostración que presentaremos es la versión formulada en [8], p. 289. 

Teorema 1.3.1. Sea E un subconjunto acotado de W1. Para cada x E E, sea 

un cubo abierto con centro x y lados paralelos a los ejes coordenados. Entonces, 

existe una colección a lo más numerable de puntos {x} de E tales que: 

1. EcLJQ. 

2. Para casi toda y E R n  se cumple 

>XQrj(Y) < 24'. 

Demostración. Sea so  = sup{(Q) : x E E}, donde t(Q) denota la longitud del 

lado del cubo Q. Si s0  = oc terminamos, pues entonces existe un x0  E E tal que 

£(Q 0 ) > 4L donde E c [—L, L]n y por tanto se concluye el teorema. 

Supongamos que s0  <oc. Seleccionamos x1  E E tal que Iso  <e(Q 1 ). Definamos 

E1 =E\Q 1  y s1  = sup{(Q) x E E1 }. 

Tomamos x2  E E1  tal que si <(Q 2 ). Siguiendo este proceso de forma induc-

tiva tenemos que para k E N se define 

Ek = E \ Uk 
 =1 Sk = sup{(Q) : x E Ek} 
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y seleccionamos Xk+1 E Ek tal que Sk < £(QxkIl). Continuamos el proceso hasta 

encontrar un entero positivo m tal que Em  sea vacío, pues eso indicaría que hemos 

cubierto a E en el paso m - 1. Si tal entero no existe, continuamos el proceso 

indefinidamente. 

Afirmamos que para toda i j se tiene fl = O. En efecto, sea i > j. 

Tenemos que xi  E E_1  = E \ (Q1 U ... U QIi  U ... U Q_1) por lo cual xi  1 Q j . 

Además, como xi  E E_1  Ç E_1  se sigue que 

«Q-¡ ) :5 s_i < 2?(Q). (1.2) 

Ahora por el teorema de Pitágoras, sabemos que el cuadrado de la diagonal de 

un cubo en es igual a n-veces el cuadrado de su lado. Si denotamos con d la 

diagonal del cubo, tenemos que 

d(1  Q.) = = 

De aquí que, si y E fl 

Ixi — xil Ixi — yI+Iy — xiI 

(Qxj) + 

:; e(Q) + 

= 

lo cual implica que xi  E Qa, que es una contradicción. Por lo tanto se tiene que 

QXnQX =0 para ij. 

Procederemos a probar la propiedad 1. Si existe el entero positivo m tal que Em es 

vacío terminamos, pues E Ç U1 Q. Si tal entero no existe, entonces tenemos 

un número infinito de cubos Q. Como los cubos 1Q., son ajenos por pares 

y tienen centros en un conjunto acotado, se sigue que la sucesión ) } 
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converge a cero. Veamos que necesariamente E Ç U=1 Q. Supongamos que 

existe y E E\U1QX  entonces y E E para i = 1,2,..., y  £(Q) si  para 

toda i. Además, como s 2(Q +1) y la sucesión de longitudes converge a cero 

se sigue que £(Q) = O, lo que implica que el cubo Q',, es vacío, lo cual es una 

contradicción. Por lo tanto E Ç U00  1 Q. 

Finalmente mostraremos la propiedad 2. Para esto, consideremos los n hiper-

planos Ii que son paralelos a los hiperplanos coordenados y pasan a través del 

punto y. Así, podemos escribir Rn como la unión de los 2n octantes abiertos °r 

y los n hiperplanos Hi  que tienen medida de Lebesgue cero. 

Observemos que si y « U1 hemos concluido. En otro caso, afirmamos que 

cada octante °r  tiene una cantidad finita de puntos x. En efecto, fijemos un 

octante °r y tomemos Xk0  E E fl °r  tal que Qxk0  contiene a y y la distancia 

de Xk0  a y es la mayor posible; tal Xk0  debe existir, sea D = {Xk : y E Qxk } y 

tomemos M = sup Iy — xkl, el cual es acotado. Si D es finito entonces el supremo 
XkED 

se alcanza y terminamos. Si no, como (Q) tiende a cero se sigue que la sucesión 

y -  xil tiende a cero ya que y E Q. Así para € = M existe un k0  mínimo tal 

que y - xk 1 <M para toda k > k0; luego 1 y - xk 1 = M si 1 k-<—  k0. 

Si x j  es otro punto en E fl °r  tal que Q.,j  contiene a y, se sigue que £(Qxk ) > 

lo que implica que xj  E Qxk0 . Luego por una observación previa j < k0 , 

por consiguiente (Qxk0) < £(Q). Así todos los cubos Q con centro en En °r 

que contienen al punto y tienen lados comparables con la del cubo Qxk . 

Con un argumento geométrico se tiene que existe una cantidad finita de cubos 

Q, de lados entre c y 2a que contienen al punto y y tal que son ajenos 

por pares. En efecto, sea a = WQXJ y sea {Qr}rEJ  los cubos con la propiedad 

deseada. 
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Así tenemos que 

rEI 

     

u 
rEI rEI 

< (4c, 

   

donde la última desigualdad se tiene ya que como todos los cubos Qr contienen 

al punto y y tienen lados a lo más 2a, entonces deben estar contenidos en un 

cubo de lado 4a centrado en y. 

Esta observación muestra que I II < 12  n y como hay 2 1  octantes °r en 

concluimos que 

>XQ(Y) < 24. 





Capítulo 2 

Funciones maximales y el 

teorema de diferenciación de 

Lebesgue 

En el capítulo anterior mencionamos que los teoremas de cubrimiento son útiles 

para estudiar problemas de diferenciabilidad de funciones, por lo que parte de este 

segundo capítulo estará dedicado a presentar algunos resultados en particular, 

como lo es el teorema de diferenciación de Lebesgue y el teorema de Sard. 

Con el propósito de demostrar el teorema de diferenciación de Lebesgue, dedi-

caremos la primera sección de este capítulo a introducir cierto tipo de funciones 

maximales, las cuales a través del análisis de sus propiedades de continuidad, nos 

facilitarán la prueba de este teorema. Posteriormente presentaremos un criterio 

muy útil para mostrar la continuidad de operadores sublineales. 

Por último presentaremos una versión generalizada de la función maximal, lo cual 

nos permitirá obtener un teorema de diferenciación de Lebesgue más general. 

Para el desarrollo de este capítulo, nos hemos basado en [2], [6], [8] y  [11]. 

15 
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2.1. Función maximal de Hardy-Littlewood 

En esta primera sección vamos a definir la función maximal de Hardy-Littlewood; 

presentaremos tres variantes, las cuales pueden ser consultadas en [2], p. 30. 

Antes de dar la definición de la función maximal, vamos a recordar las definiciones 

de espacio local y función semicontinua inferiormente. 

Definición 2.1.1. Para 1 < p < oc, se define el espacio local L(W)  como loe 

el conjunto de todas las funciones Lebesgue medibles tales que, para todo K 

compacto en 

1K 
If(x)Idx < oc. 

Definición 2.1.2. Sea f : W —+ [—oc, oc] una función. Diremos que f es 

semicontinua inferiormente si el conjunto 

E:={xeR'':f(x)>)} 

es abierto, para cada X E R. 

A continuación vamos a definir la función maximal de Hardy-Littlewood. Esta 

función fue introducida en 1930 por G. Hardy y J. Littlewood para n = 1 y en 

1939 por N. Wiener para n arbitraria. 

Definición 2.1.3. Sea f E  Llo (lR). Definimos la función maximal de Hardy-

Littlewood de f como la función Mf en Rn dada por 

Mf(x) sup If(y)Idy, 

donde Q denota un cubo con lados paralelos a los ejes coordenados y el supremo 

se toma sobre todos los cubos Q que contienen a x. También definimos la versión 



1 

IQ IQ 
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centrada en bolas dada por 

Mcf(x) sup 
1

fB(x,r)  
f(y)Jdy.:=

IB(x,r)I  

Observación 2.1.4. Como las medidas de un cubo y una bola son comparables, 

existen constantes c y Cn  que sólo dependen de n, tales que 

c Mcf(x) <Mf(x) :5 CMcf(x). 

Demostración. Sea Q un cubo tal que x E Q. Notemos que Q c B(x, dQ), donde 

dQ  denota la diagonal del cubo Q. Recordemos que por el teorema de Pitágoras 

d = con £Q  la longitud de lado del cubo Q, entonces *dQ = £Q. Así, por 

definición de la medida de Lebesgue 

Ql = = (*)d IB(x, dQ) I = cndn 

De aquí que 

ndn fQ  
f(y)Idy ( 

1
If(Y)ldY 

fB(x,dQ)  
lf(y)ldy 

VIn
)nd

Q  

1 Cnf 
If(y)Idy 

(*)ndci, (x,dQ) 

= 
Cn fB(x,dQ )  

f(y)Idy (--!--)n  cVin- ,2d  

1 

= (*) IB(x, dQ) l Á(x,dQ) 

Cn If(y)ldy 

Cn 
(1) Mf(X) 
n
n 

Como esto se cumple para todo cubo Q que contenga a x entonces también para 

el supremo, por lo que Mf(x) ~ CMcf(x), con Cn = que es una de las 

desigualdades que queríamos probar. 
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Por otro lado, notemos que la bola B(x, dQ) está contenido en un cubo Q con 

= 2dQ. Así, por la definición de la medida de Lebesgue 

IQI = = (2d.). 

De aquí que 

1 
IB(x, dQ)I fB(x,dQ) 

 If()
= CndQ fB(x,dQ) 

If(y)Idy 

< 1 f If(y)dy 
- cd 

'Q2 

1 212 f 

= c fld12Q 2n J 
If(y)Idy 

2 1 r 
= C12 2d 'Q 

If(y)Idy 

2 1 t 

= i[ J If(y)dy 

2 
—Mf(x). 
cn  

Por lo tanto cF12Mcf(x)  Mf(x), con c = i2n- U 

Con base en lo anterior, las funciones Mf y MCf  se pueden intercambiar y 

usaremos cualquiera de ellas cuando sea conveniente. 

Notemos que se obtiene el mismo valor de Mf(x) si en la Definición 2.1.3 sola- 

mente tomamos cubos tales que x sea punto interior. 

Proposición 2.1.5. Sea f E  Llo (R). Para x E R12 , sea 

M'f(x) := 
XEPIPI fp f(y) dy 

donde el supremo se toma sobre todos los cubos P tales que x es punto interior 

de P. Entonces M'f(x) = Mf(x). 

Demostración. Es claro que M'f(x) Mf(x) pues el conjunto de cubos P 

está contenido en el conjunto de cubos Q. 
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Para probar la otra desigualdad, tomemos x E R n  y sea Q un cubo que contiene 

a x, no necesariamente en su interior. Sea {Pk}', una sucesión decreciente de 

cubos tales que Q Ç Pk  para cada k y fl1 Pk = Q. Así tenemos que x es punto 

interior de cada Pk;  además por el lema de Fatou 

fQ f(y)jdy:5líminf la  
f(y)Idy 

k-oo  

y como lím 1 P  1 = Q , entonces 
k-*oo 

jfIf(Y)IdY (lím__Líminf  If(Y)IdY) k-oo IPkI) k-*oo JPk 

=líminf--- [ f(y)dy 
k  --- co IPkI JPk 

<M'f(x). 

Esto pasa para todo cubo Q que contiene a x, por lo que también para el supremo, 

así Mf(x) :5 M'f(x) y por lo tanto Mf(x) = M'f(x). 

Enseguida presentaremos, en forma de observaciones, algunas propiedades de la 

función maximal. 

Observación 2.1.6. La función maximal Mf es una función medible. 

Demostración. En efecto, es Borel medible. Para esto, probaremos que es semi-

continua inferiormente. 

Sea EA = {x E IR n : Mf(x) > }. Si x E EA, por la definición de la función 

maximal, existe un cubo P tal que x es punto interior de P y además cumple 

que 

f f(y)Idy> X. 

IPI 

Como x es punto interior de P se tiene que existe un r > O tal que B(x, r) c P 

y como P C EA, tenemos que B(x, r) C EA. Por lo tanto EA es abierto. 1 



Capítulo 2. Funciones maximales 20 

Para la siguiente propiedad necesitamos recordar cómo cambiar la integración de 

coordenadas cartesianas a coordenadas polares en R'. 

Teorema 2.1.7. Si f es Borel medible en R y f > 0, entonces 

f 
f(x)dx=f

o fs-1    

donde S' denota la esfera unitaria {x E W : lxi = 1}. 

Demostración. Ver [4], p. 78. 

Observación 2.1.8. La función maximal de una función en L1  (R') no necesa-

riamente está en L'(IPJ'). De hecho, si Mf E L'(1R'), entonces f = 0. 

Demostración. Veamos, si a> O y lxi > a, entonces 

Mf(x)  iB(x, 
1 

 2111 fB(x,2jxj) If() Idy 
1 fB(O,a)  

f(y)idy IB(0,21x1)l  

eÁ 
= k'

In  
(O,a) 

f(y)jdy. 

Afirmamos que ixL  no es integrable. En efecto, sea f(x) = IxL', si fuera 

integrable, utilizando el Teorema 2.1.7 tendríamos que 

oo 
>  fR- ixid fl.I>1 1S

ixidy 
= f f ' 

f(r)rddr 

/lo" Isn-1 FI 

/
rr4dcydr = ( / da 

  \Js'-' / r 

= 

 

¡S  n-1
fdr 

= iSi lím 
 ft

r t—*oo r 

= S1i1nr: = iSioc = 00, 

co 

lo cual es una contradicción. 
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Como IXI-n no es integrable para lxi > a, se sigue que fB(O,a) If(y)idy = O y como 

a es arbitrario, concluimos que f = O. u 

Observación 2.1.9. La función maximal de una función en Ll(1R72)  no necesa-

riamente está en L(1R').  Para mostrarlo veamos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.1.10. Para n = 1. La función 

1 
x1 x 

si0<x< 
n

, 

1 

está en L'(IR) pero Mf(x) no está en 

Demostración. Primero probaremos que la función que definimos está en L' (R). 

Sabemos que 

1—lnxx-1, obien, 1— x< — lnx< -1 

la cual es una desigualdad conocida del logaritmo. Se sigue que si O < x < 1 

entonces (1 - x)2 < (— 
 In  X)1 ( - 1)2 ,  luego, como x > 0, tenemos que 

x(1 - x)2  < x(— In X)2 ~ x( — 1)2,  así O < x(— lnx)2 x(1x)2 Como la función 

solo toma valores en O <x < , tenemos que 

0< 1
1 1 

x(1n2x) x(1—x)2  x/4 

Queremos encontrar c E (0,1) y  e> 0 tal que > cxa para O <x < , pues de 

este modo tendríamos 

1
2

1 1 
0< <—<--- 

xln x — x/4 — cx' 

y además 

f (x) = 

0 en otro caso, 

1 1 1 
0<  foi

< f
1

xdx 
 xln2x — e e (1 — o)  

1 1 
— <00, 
— c(1 — c) 21 

2 
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por lo cual f sería integrable. 

Notemos que para O <x < , tenemos > CX, si y sólo si x > 4cxa, si y sólo si 

x - 4cxa > O, si y sólo si Xa(Xl 
- 4c) > O, si y sólo si 

Xa > O y x' - 4c> O ó xa <O y - 4c < O. 

El segundo caso no puede ocurrir pues Xa < O no es posible ya que x E (o, ) 

y a E (0, 1). Así que necesariamente Xa > O y x1  - 4c > O, lo cual equivale 

a x > O y x > (4c) T•  Como queremos que O < x < 1, debemos asegurar que 

(4c)T& < , pero (4c)T < , si y sólo si log4 (4c)T < log4  , si y sólo si 

<log , si y sólo si a < 1 ' 

2 

Entonces basta asegurar que O < 1 
- lo 1 < 1, o bien,  1094 > 1. Si elegimos 

g4 2 

O < c < 1  tendremos lo que queremos. De aquí que, si O <x < , tomando r = x 

en la definición de Mf(x), tenemos 

Mf(x) 
1f2x 

2x 2x 

dy 
2xJ0 y1n2 y 
i[-1] 

= 2x Llny] o 
—1 

2x ln x 

Pero no es integrable cerca de x = O. Veamos, recordando las desigualdades 

para el logaritmo, teníamos x(1 - x) :5 —x(lnx) <x( - 1). 

1 
De aquí que > o bien, j- > Y como fxnx 1—x 0 oo, se sigue que x1nx

f0' dx = oo. Por lo tanto Mf(x) no es integrable cerca de x = O. 
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Para comprender la importancia de estas observaciones, notemos que toda fun-

ción g e L' (R') satisface la desigualdad de Chebyshev, esto es 

Il 1k O <t < 00. {x e : g(x) > t} 

Sin embargo, la implicación de regreso, no es verdadera, es decir, si g es una 

función tal que 
J{xRn:g(x)t}J, O<t<oo, 

no necesariamente g E L1  (R'). Para esto, observemos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.1.11. Sea g(x) = xI y sea t > O, entonces 

Etl=I{xEIR:IxI>t}I 

=I{xER:IxIt}I 

= (t)?2 = t, 

pero por la Observación 1.1.8 sabemos que y no es integrable. 

Un caso similar ocurre con la función maximal de Hardy-Littlewood. Esta pro-

piedad de la función maximal es de gran importancia y es lo que nos ayudará a 

probar el teorema de diferenciación de Lebesgue. 

Teorema 2.1.12 (Teorema de Hardy-Littlewood). Sea f E Ll(lR2) entonces 

I{xEr:Mf(x)>t}I::~IIfIli, O<t< Ce. 

Demostración. Sea E = {x E W Mf(x) > t} y sea x E E. Así Mf(x) > t, y 

de la definición de la función maximal existe O <r < oo, que depende de x, tal 

que 

1B(, r)I  fB(xir) 
 If(y)Idy > t 
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o bien, para toda x E E existe una bola B con centro en x tal que 

IB(x,r)I f(y)jdy. 
t B(x,r) 

(2.1) 

Supongamos que E O pues de otro modo el resultado es trivial. Queremos 

aplicar el teorema de cubrimiento de Vitali pero nos falta la hipótesis de que E 

sea acotado, por lo cual consideraremos k E N, fijo y E fl B(O, k) en vez de E. 

Una vez que estimemos, utilizaremos propiedades de la medida de Lebesgue y 

obtendremos lo deseado. 

Sea T una colección de bolas abiertas B' con centro en E fl B(O, k) y que sa-

tisfacen (2.1). Si E fl B(O, k) O, por el teorema de cubrimiento de Vital¡ 1.1.1 

existen bolas B, B, ... E F tales que 

(1) BflB4'=0,siij, 

(2) EnB(O,k)cU3B. 

Por lo cual se tiene que 

¡ En B(O,k)I < Y 13Dj'j 3IBI 

> 3fl 

1k 
If(y)Idy 

=f t UB 

1R f(y)dy = -IIfIk 

donde la primera desigualdad se obtiene por (2), la igualdad por el hecho de que 

I3BI = 3 IBI, la segunda desigualdad por (2.1) y  la segunda igualdad por (1). 



fB(x'r)  )I  
lím 
,.-+o 

1 
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Como E = Uk EflB(O, k) y la sucesión de conjuntos {EflB(O, k)}k es creciente, 

tenemos que ¡El = lím En B(O, k)I y por lo tanto ¡El :5 çllf Iii que era lo que 
k-+oo 

queríamos. U 

2.2. Teorema de diferenciación de Lebesgue 

Una desigualdad como la que probamos en el Teorema 2.1.12 también se conoce 

como desigualdad de tipo débil (1,1); para ver la definición formal, véase la quinta 

sección de este capítulo. Estamos listos para probar el teorema principal del cual 

hemos estado hablando desde el inicio de esta tesis. 

Teorema 2.2.1 (Teorema de diferenciación de Lebesgue). Supongamos que f E 

L'(R). Entonces para casi toda x e 1R lo 

l
1 

ím 
rO JB(x,r)I fB(x,r) 

If() - f(x)Idy = O. 

En particular, se sigue que para casi toda x E R 

Demostración. Notemos que la segunda conclusión se tiene de manera inmediata 

de la primera pues 

lim lím 
1

Á(x,r) 
f(y)dy—f(x)

1

fB (x,r)  
(f(y)—f(x))dy 

r—*O IB(x,r)I r-+O B(x, r)I  

~ lím 
1 Á 

 f(y) — f(x)ldy r—O IB(x,r)I (x,r) 

=0. 

Por tanto sólo nos ocuparemos de demostrar el primer resultado. 
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Observemos que este teorema es de carácter local, pues dado N e N, si Ix1 < N 

y r < 1, los valores de x IB(,r)I fB(x,r) f(y)dy dependen solamente de las y tales 

que I N + 1. Así podemos suponer que f E L'(R). Además, es conveniente 

considerar una versión local de la función maximal de Hardy-Littlewood, la cual 

llamaremos f* definida por 

lím sup 
1

Á(x,,)  
f() - f(x)ldy.

r-+O IB(x,r)l  

Para probar nuestro resultado principal, vamos a enunciar algunas propiedades 

de la función f* y los usaremos para demostrar que f* 
= O casi en todas partes 

y así concluir el teorema. 

1) f.: > O. 

Es claro por la definición. 

II) (f +9)* 
<f * + g*.  

Por la desigualdad del triángulo tenemos 

fB(
If() + g(y) - f(x) - 

x,r) 

f If(Y)_f(x)ldY+f 

Ahora dividiendo entre IB(x,  r) 1 y usando el hecho de que el límite superior 

de la suma es menor o igual a la suma de los límites superiores, se tiene lo 

deseado. 

III) Si y es continua en x, entonces g*(x) = O. 

Esta propiedad se debe al teorema fundamental del cálculo. Dado E > O, 

existe  > O tal que Ig(y)—g(x)I E para toda y E B(x, 8). Así, si O <r <8 

se tiene 
1 

g(y) - g(x)Jdy 
IB(x,r)I Á(X'r)

E. 
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IV) Si g es continua en 1R entonces (f - g)' = 

Se sigue de las propiedades II) y III): 

(f —g)* <f*(_g)*f*. 

= (f _ gg)* <(f_g)*+g* = (f _ g)*.  

V) f*:5Mf+IfI. 

Esta es una estimación: 

1IB(,r)I fB(x,r)
- f(x)Idy 

1 
< 
- IB(x,r)I Á(X,r)

+ f(x))dy 

1 

= IB(x,r)I fB(X,.) 
If(y)dy + If(x)I 

Mf(x) + If(x)I. 

VI) Se tiene la siguiente desigualdad con la medida exterior de Lebesgue: 

{x E R n :  f*( x ) > t} :5 23 'IIfII, con 0< t <oc. 

Esta es una consecuencia del teorema de Hardy-Littlewood y la desigualdad 

de Chebyshev. Por la propiedad V tenemos que si f* (x) > t, entonces 

Mf(x) > 1  o If(x) 1 > mL. Pues en caso contrario tendríamos que 

t<f *(x)<Mf(x)+lf(x)I 

lo cual es una contradicción. 
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Por tanto 

{x: f*( x ) > t} l* 1 {x : Mf(x) > + I{x: If(x)I > 

: fi  

Finalmente probaremos el teorema principal. Sea € > ü, como CC(R) es denso 

en L'(R'), existe g E C(JRT') tal que ilf 
-

e. Así por las propiedades IV) 

y VI), tenemos que para O <t < oc: 

I{x: f*(x) >t}I*= I{x: (f_g)*(x) >t}I* 

< 2(3 +l) f _ gJj  
- t 

2(3 + 1 

Como e es arbitrario, se sigue que {x : f*(x) > t} = O, por lo cual el conjunto 

{x : f*(x) > t} es nulo y por tanto Lebesgue medible. 

En particular los conjuntos {x : f*(x) > son nulos para toda k E N. 

Así  U
oc * 1 * i * k=i{x : f (x) > = {x : f (x) > O} es nulo. Esto  implica  que f (x) O 

casi en todas partes pero por la propiedad 1) tenemos f O casi en todas partes, 

lo que concluye el teorema. U 

2.3. Conjunto de Lebesgue de una función 

Recordemos que al iniciar la demostración del teorema de diferenciación de Le-

besgue probamos que el primer resultado implicaba el segundo, en esta sección 

vamos probar que la implicación de regreso no es verdadera. 

<'_ 

- 
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Definición 2.3.1. Supongamos que f E L,(R') y x E 11Y. Entonces diremos 

que x es un punto en el conjunto de Lebesgue de f si existe un número A tal que 

lí
1 

m 
rO IB(x,r)I Á(X'r) 

f(Y) - Aldy = O. 

Comenzaremos haciendo algunas observaciones. Primero, notemos que no existe 

más de un número A que cumpla la condición. Esto se sigue de la segunda parte 

del teorema de diferenciación de Lebesgue, pues 

l
1 

ím 
rO IB(x,r)I 

f 
B(x,r) 

f(y)dy = A. 

Por lo tanto A es único y el límite de la izquierda existe. 

Segundo, si x pertenece al conjunto de Lebesgue de f esto es independiente del 

valor de f(x). En efecto, f no necesita estar definida en el punto x. Más aún, 

si f = g casi en todas partes, entonces el conjunto de Lebesgue de f es igual al 

conjunto de Lebesgue de g. Por tanto el conjunto de Lebesgue está bien definido 

para cada elemento de Lloe ( ). 

Tercero, por el teorema de diferenciación de Lebesgue, si f E L(R'), entonces 

casi todos los puntos de Rn pertenecen al conjunto de Lebesgue de f. Más aún, si 

f es un representante particular de la clase de equivalencia f E L1'0  (1Ra), entonces 

para casi toda x, el número A es justo f(x). Así f puede ser modificada en los 

conjuntos de medida cero de tal manera que toda x que esté en el conjunto de 

Lebesgue de f satisfaga 

lí
1 

m 
rO IB(x,r)I fB(x,r) 

f() - f(x)dy = O. 

Para ilustrar mejor lo que querernos probar, vamos a presentar un ejemplo para 

el caso unidimensional. 
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Ejemplo 2.3.2. Sea H la función de Heaviside: 

si x > 0, 

si x = O, 

si x <O. 

Mostraremos que para toda x e R 

1 X+r 

H(x)1ínif H(y)dy 
r—o 2r 

y que O no está en el conjunto de Lebesgue de H. 

Demostración. Haremos la prueba para cada caso. 

Sea x > 0, observemos que podemos tomar un radio r suficientemente pequeño 

tal que (x—r,x+r) c (0,00), así 

 

H(x) 

 

1 /+' 1  f .+' 1
hm  / H(y)dy = lun ldy = hm—y 
r-+O 2r Jxr r-+0 2r r r-+0 2r x-r 

 

=1=H(x). 

  

Análogamente, si x < 0, podemos encontrar un radio r suficientemente pequeño 

tal que (x - r, x + r) c (—cc, 0), por lo cual 

lím— H(y)dy=lím—I x+r Ody=O=H(x). 
1

Í

1
r-+0 2r x-r r-0 2r -r 

Ahora si x = 0, entonces 

iím-J 
H(y)dy=lím_Í

1-r 
ody+ [ldy

1  ,x+r

=lím—y 
r-O 2r x-r r-*0 2r L io ] r-0 2r 

r 1 

=±=H(x) 
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Finalmente probaremos que O no está en el conjunto de Lebesgue de H. Supon- 

gamos que existe A tal que 

iími
f r  

lH(y) —Ady = O, 
r—O 2r  

entonces 

f fo 

1

lím—1 lO — Aldy+ 1 1— Aldyl ==lím 1 {lAlr+11—Alr] 
r—O 2r L r J r—*O 2r 

= lím[lAj + 11—Al] = O, 
r—O 2 

lo cual implica que Al + 11 - Al = O, que no es posible y por tanto O no está en 

el conjunto de Lebesgue de H. 

El uso de bolas no ha sido crucial en los resultados probados anteriormente; pudi-

mos haber utilizado cubos. Más aún, pudimos haber utilizado algo más general. 

Definición 2.3.3. Una sucesión de conjuntos medibles E1, E2, ... converge regu-

larmente a x si existe una constante c > O y una sucesión de números positivos 

r1,r2,... tal que 

a) E,. c B(x,r,.), 

b) línIkI. rk = O, 

c) IB(x,rk )l clE,.l. 

Teorema 2.3.4. Sea f e L,(IR') y sea x E R. Supongamos que x está en el 

conjunto de Lebesgue de f. Si E1, E2, ... converge regularmente a x, entonces 

f(x) = lím -- f  f(y)dy. 
k—*oo lEkl k 
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Demostración. Observemos que 

   

  

ir 

IEk I JE. 
f(y)dy - f(x) 

1k- 

r  / f(y) — f(x)Idy 
I JEk 

  

  

<
fB(X,rk) - B(x,rk )j If() - f(x)Jdy, 

y por el teorema de diferenciación de Lebesgue, la parte derecha tiende a cero 

cuando k tiende a infinito. 

2.4. Teorema de Sard 

Como una aplicación del teorema de cubrimiento de Vital¡ 1.2.1, presentamos el 

teorema de Sard. Para ello necesitamos probar algunos resultados previos y el 

teorema de Sard surgirá como un corolario inmediato. 

Definición 2.4.1. Sea A un abierto de TR y : A -+ R una función. Diremos 

que <D es diferenciable en el punto x de su dominio si existe T una matriz n x n 

tal que para cada e > O existe 6> O tal que si l - xl < 6 entonces 

J(y)-(x) — T(x — y) :5€Iy — xl. 

En tal caso, escribiremos T = 1'(x) y también denotaremos J(x) = det'(x). 

Lema 2.4.2. Sea 1 diferenciable en x y e > O. Entonces existe 8 > O tal que 

para O <r < 8 

I4(B(x,r))I* :5 (IJ(x)I + e)IB(x,r)I. 

Demostración. La prueba se hace en dos casos, dependiendo de si la matriz 

T = '(x) es o no invertible. Como la medida de Lebesgue es invariante ba-

jo traslación, podemos asumir que x = 0 y (0) = O. 



Capítulo 2. Funciones maximales 33 

Por la existencia de la derivada, tenemos que para cada El  > O existe 5 > O tal 

que si 1111 < 5 entonces 

- Tyl €iyI. 

a) T no es invertible. En este caso J(0) = O. Los vectores Ty deben estar con-

tenidos en un subespacio de Rn con dimensión menor a n. Escogemos una 

constante c tal que ITyl cyJ para toda y € 1R'. Entonces para y E B(O,r) 

tenemos ITy1 < cr. Así, si r < 5, se tiene que todos los vectores en 1(B(O, r)) 

están a una distancia c1r de una bola en un subespacio (n - 1)-dimensional 

M, con radio cr. 

Podemos calcular la medida de tal conjunto pero una cota será suficiente. La 

región está contenida en un rectángulo en el cual n - 1 lados tienen medida 

2(cr + €ir) y el otro lado 2e1r. Por lo cual 

f(B(O,r))* <2(e+ei)''e1r 

que es menor que eIB(0, r)I si € 1 es suficientemente pequeña. 

b) T es invertible. En este caso existe la matriz inversa T'. Escogemos una 

constante c tal que T'zl cizi para toda z E R. Entonces 

- < c€iyI, si  II < 5. 

De aquí tenemos que 

IT'(y)I ~ (1 + c€i)iyl, si  II < 5. 

Esto implica que para O <r < 5 

T'(B(O, r)) c B(O, (1 + c€ i )r). 

Y así por la monotonía de la medida de Lebesgue 
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IT_(B(O,r)I* IB(O, (1+ cEi)r)I = (1+ cei)IB(O,r)I. 

Aplicando un teorema que dice que si T es una matriz de n x n y A c 1Ra, 

entonces 

ITAl* = IdetTIiA* y ITAl = IdetTIIAI, 

(ver [11], p. 76), tenernos 

II(B(x,r))I* = ldetTllT_4(B(0,r))I* 

IdetTI(1 + c€i)'JB(O,r)I. 

Finalmente, tomando el suficientemente pequeño 

1detT1(1 + cei)' IdetTi + E. 

u 

Teorema 2.4.3. Sea 9 un subconjunto abierto de Rn yp : í —+ R' una 

función. Supóngase que <D es diferenciable en cada punto del conjunto E c 

y también que existe una constante positiva M tal que IJ(x)l :5 M para cada 

x e E, donde J es el jacobiano de en E. Entonces 

(E)1* < MIEI*. 

Demostración. Observemos que podemos suponer que E es acotado: 

Sea Ek = E fl B(O, k) y supongamos que (Ek)I* :5 MIEk J*. Como Ek c E, 

usando la monotonía de la medida exterior, tenemos IEkI* < 

Ahora, como 'I(E) es la unión creciente, (E) = U1 1'(Ek), se sigue que 

= lím I(Ek)I*. Por tanto 
k-+oo 

I(E)I* = lím I(Ek)I* :5 M,lírn IEk I* <MIEI*. 
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Por lo tanto podemos asumir que E es acotado. 

Sea e > O, entonces existe un abierto G tal que E c C c Q y IGl :5 IEl* +e. Por 

el Lema anterior, para cada x e E existe una 8(x) > O tal que para O <r <6(x) 

la bola B(x,r) c G  l(B(x,r))l* ~ (M+c)IB(x,r)I. 

Las bolas B(x, r) con x e E y O < r < forman una colección de bolas T que 

satisfacen la condición de Vitali. Así por la versión infinitesimal del teorema de 

cubrimiento de Vital¡ tenemos que existen B1, B2, ..., bolas disjuntas, en .F tal 
00 que E c U=1 Bi  excepto por un conjunto de medida cero. 

Más aún, la prueba asegura que para cada k e N 

k-1 00 

E  UBiUU5Bi. 

De aquí que, aplicando propiedades de la medida exterior 

k-1 CO 

I(E)l* I(Bi)I + I5BI' 

(M ±€)IBl + (M + €)I5BI 

00 

= (M+e)IBl + (M+c)>5IBjI. 
j=1 i=k 

Las bolas Bi  son disjuntas y están contenidas en G, así IBI IGl, haciendo 

k tender a infinito obtenemos que 

I(E)I* (M + €)ICI < (M + e)(IEI* + E). 

Como e es arbitrario, queda demostrado el teorema. U 

Corolario 2.4.4 (Teorema de Sard). Sea Q 'un subconjunto abierto de W y 

9 -* R una función. Supóngase que <D es diferenciable en cada punto del 
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conjunto E C 9 y que J(x) = O para cada x E E. Entonces (E) es un conjunto 

de medida cero. 

Demostración. Este es un caso particular del teorema anterior en donde M = O. 

Aplicando el resultado anterior tenemos que 

1(E)1* < OJE" = O. 

Por lo tanto 1 1D (E)¡ = O, que equivale a decir que el conjunto de valores críticos 

de o5 es un conjunto con medida cero. U 

2.5. Teorema de interpolación de Marcinkiewicz 

Uno de los problemas comunes en análisis puede ser planteado, aunque no de 

forma muy precisa, de la siguiente manera: dado un operador T definido en un 

espacio 17 y suponiendo conocidas ciertas propiedades de T como operador en 

]J' y Lq con q > p, ¿cómo se puede deducir información sobre propiedades de T 

como operador en L8, para p < s <q? 

Con base a esta problemática, surgen los conocidos teoremas de interpolación. 

Hasta ahora hemos probado que la función maximal de Hardy-Littlewood no es 

continua para p = 1, si pudiéramos probar algo similar para q> 1, ¿existirá algún 

teorema de interpolación que nos brinde información sobre algunas propiedades 

para 1 <p < q?. 

La respuesta es afirmativa, y una propiedad que logramos conseguir es la conti-

nuidad de la función maximal para 17 con 1 <p < oc, pero antes de presentar 

el teorema de interpolación de Marcinkiewicz, daremos algunas definiciones ne-

cesarias. 
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Definición 2.5.1. Sea (X, p) un espacio de medida y f : X —* C una función 

medible. Se llama función de distribución de f asociada a p a la función a f  

(O,00) -+ [O,00] dada por 

a f () = M({X E X: If(x)I > }). 

Proposición 2.5.2. Sea 0 : [O, oc) —+ [O, oc) una función diferenciable, cre-

ciente tal que «O) = O. Entonces 

fx O(If (x) j)dM  = 

fo  m 
O'(A)a f  (A)dA. 

Demostración. Notemos que el lado izquierdo de la igualdad se puede escribir 

como 
f(x)I 

«If(x)i)d= fx (f (d)d. 

Como '(X) es una función integrable, aplicando el teorema de Fubini para cam-

biar el orden de integración tenemos 

Jx,  

If(x)I 

f '()dd 
= 1 (1 

00 
 

=
'() (I X{x:If(x)I>A} (X)dít) d 

=

'()j({x E X: If(x)l > })d 

=1 o 

de donde la segunda igualdad sale de lo siguiente: para ) > O, XIo,If(x)I)(A) = 1, si 

y sólo si ). < If(x)I, si y sólo si x e fI'(A, oc), si y sólo Si X{yEx:If(y)I>A}(X) = 1. 

Y por tanto se tiene lo que queríamos. 

Corolario 2.5.3. Si «)) = AP,  con p > 1 entonces 

IIfII =P fo dA.  

fx 
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Este último corolario nos será muy útil para demostrar el teorema de interpola-

ción. 

Definición 2.5.4. Un operador T de un espacio Y de funciones medibles a un 

espacio de funciones medibles se llama sublineal si 

IT(f+g) 1 < IT(f)+IT(g)l, 

IT(Af)j = PIT(f)I, 

para todo .X e C y f,g e Y. 

Definición 2.5.5. Sea (Y,jt) un espacio de medida. Sea 1 < p ~ oc y T 

L)'(dp) —+ M un operador sublineal, donde M denota la clase de funciones 

medibles en Y. 

1. Diremos que T es de tipo débil (p, q), 1 < p < oc, si existe c > O (que 

puede depender de n o de p) tal que para toda f e L3'(d/2) se tiene 

E : ITf(x)I > t}) t> O. 

2. Diremos que T es de tipo débil (p, oc) si T es un operador continuo (aco-

tado) de LP(dp) a L00(c4t). 

3. Diremos que T es de tipo fuerte (p, q) si T es acotado de LP(d) a L(dp).  

Notemos que si el operador T es de tipo fuerte (p, q) entonces es de tipo débil 

(p, q), pues por la desigualdad de Chebyshev se tiene que 

tíi({x e R: Tf(x)I > < IlTfllq  :5 cIIfI, 

o bien, 

E R: ITf(x) 1 > t}) 
— 

e
t 
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Teorema 2.5.6 (Teorema de interpolación de Marcinkiewicz). Sean 1 < Pi < 

P2 < oo y sea T un operador sublineal definido en L' (dt) + (dt), que además 

es de tipo débil (pi, pi) y de tipo débil (P2, P2). Entonces T es de tipo fuerte (p, p) 

para toda pi <P<P2. 

Demostración. Dado f E L"(da) con Pi  <p <P2, definamos para cada t> O 

fi = fX{x:If()I>ct} 

f2 = fX{x:If(x)I<ct} 

donde e> O es una constante que escogeremos después, de manera conveniente. 

Notemos que fi  E L' (djt) puesto que como Pi 
- p < O tenemos 

L f1  'd 
=

IfiIfiI1d < (ct)P1_Pf IfiId 

donde la desigualdad se obtiene porque como If(x) 1 > ct, entonces If(x) IP1_P < 

(ct)P1 P. Análogamente f2 E L' (dg) pues como P2 - p> O se tiene que 

L = Ix 
f2  Jf2 22 < (ct) f f2 d < . 

Ix 

Ahora, como T es sublineal y f = fi + f2 tenemos 

ITfi = T(fi + f2)I < ITfiI + lTf2I, 

por lo que 

({x: 1 Tf(x)j > t}) <({x: ITfi(x)I > +({x: ITf2(x)I > 

o bien, en términos de la función de distribución 

aTf(t) <aTf1 () + aTf2 (). (2.2) 
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Por hipótesis T es de tipo débil (P1, P1) y (P2, P2) así, para i = 1,2 se tiene: 

aTf.()
< 
 (21jIlfill.) 

 
— t 

Aplicando el Corolario 2.5.3, el teorema de Fubini, (2.2) y  (2.3) tenemos 

00 

I l Tf 111 = Pft''aTf(t)dt 

C ) 
00  

~ p t 'aTf1  - dt + p1000  t 'aTf2() dt 
f  

p tP-1  
00 (2A1 Pi 

~ 
lo

---IIfiII1) dt+Pf t1_1(-aIIf2II2)dt 

=p
lo 

00
tP_ 1_Pi(2A1)Pi(f 

{x:If(x)I>ct} 
If(x)IP'dí) dt 

+P
fo 

00tP_1_(2A2) (1 Jf(x)IP2d)dt 
{x:If(x)f<ct} 

(x If5 

= 2 Ap IX ( f P 1-p1  dt) 1! (x) ¡Pi  d 

+ 2P2Apf (f;) tP_1 _P2  dt) If(x)IP2 d 

-
2 1 A 1p f If (x) If(x) fP d 

- (p — pi)cP Pi 

+ 
2P2Ap 

IX  
If(x)IIf(x)  11 d(p2_p)cP_P  

= 
(p2P1  A' + p2 A 11  

- p c'
- P CPP2) fII. 

Esto establece el teorema excepto para el caso P2 = oc. Notemos que no se ha 

elegido la constante c así que pudimos haber tomado c = 1. 

Para el caso faltante, elegimos c = donde A2  es la constante para la cual 

se tiene JIT911. < A2II9II00 para toda g E L°°. Observando que f2  E L°° y que 

I1Tf2 1100 :1~  A2I1f2II00 tenemos que 

aTf2 () = ({x: ITf2(x)I 
>

= ({x: ¡f2(x)l > ct}) =0, 

Pi 
(2.3) 
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pues si p(B) = p({x : Tf2(x)I > > O, entonces para casi toda x E B 

<ITf(x)I lITfII A2IIf2II, 

así --- < JJf lo cual es imposible por definición de f2. 

Ahora utilizando el teorema de Fubini y  (2.3) tenemos 

IITfII FO tP1P1 ( 2Ai)P1
£: V (x)I>ct} 

If(x)IP1d)dt 

If(x) 

=p(2A)P1 f If (X)Ipl  f tP-1-Pl  dt)d 

= P —Pi (2A)'
1 1 f(x)Id 

P 

p — Pi 

que era lo que queríamos. 

2.6. Continuidad de la función maximal en 

1<p<oo 

Como ya mencionamos en la sección anterior, el teorema de interpolación de 

Marcinkiewicz 2.5.6 nos proporciona un criterio muy útil para demostrar la con-

tinuidad de la función maximal de Hardy-Littlewood en IJ(RTt), para 1 <p < w . 

Teorema 2.6.1. La función maximal de Hardy-Littlewood es continua en 

para 1 <p < oo. 

Demostración. Probamos en la primera sección de este capítulo que la función 

maximal de Hardy-Littlewood es tipo débil (1, 1). 
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Por otro lado, si f e L°° entonces If(x)I :5 casi en todas partes. Por lo que 

IMcf(x)I = sup
1 

If(y)Idy 
r>O B(x,r) Á(-'r) 

 

sup
1 

r>O B(x,r)I fB (x,r) 
 IIfIIdy 

= IIfII. 

Como esto se tiene para toda x E 1R n  se sigue que IIMCfII :5 IIfII. Ahora, 

aplicando el teorema de interpolación de Marcinkiewicz 1.5.6 concluimos que la 

función maximal de Hardy-Littlewood es de tipo fuerte (p, p) para 1 <p < oc y 

por lo tanto continua en L7(R). 

2.7. Función maximal de Hardy-Littlewood con 

peso w 

Con la intención de presentar una versión más general del teorema de diferen-

ciación de Lebesgue vamos a mostrar una versión generalizada de la función 

maximal definida al inicio de este capítulo. 

Definición 2.7.1. Dado un espacio de medida, un peso w es una función medible 

y localmente integrable que toma valores en [O, oc]. 

Definición 2.7.2. Para 1 <p < oc: 

1. Se define como LP(w) a la familia de funciones Lebesgue medibles definidas 

en R' tales que 

fRn 
If(x)Iw(x)dx < oc. 

1111 1 1 III •II 
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2. Se define como L(w)  a la familia de clases de equivalencia de funciones 

Lebesgue medibles tales que 

f Jf(x)w(x)dx < oc, 

para todo K C R compacto. 

Teorema 2.7.3. La medida dp(x) = w(x)dx es una medida de Borel regular. En 

consecuencia las funciones continuas con soporte compacto C(1R') son densas 

en LP(w). 

Demostración. Sea w E L(R') y denotemos w(E) = fE w(x)dx, con E un 

conjunto Lebesgue medible de W. 

Primero probaremos que la medida es regular exterior. Por la regularidad de la 

medida de Lebesgue para cada k E N existe un abierto Gk E R tal que E c Gk 

Y j1(Gk  \ E) < para toda k. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 

Gk+1 c Gk (basta considerar G1, G1  nG2, G1  nG2  nG3, ...). Así E c fl1 Gk y 

por lo monotonía de la medida de Lebesgue, se tiene que 

1 
(flGk\E) (G\E) <. 

3 

Como esto se tiene para toda j E N, se sigue que i(fl 1  Gk \ E) = 0- 

1. Supongamos que w(E) <oc, en este caso podemos suponer sin pérdida de 

generalidad que w(G1) <oc y por lo tanto 

w(E) 
=  JE 

 w(x)dx 
= ffl (GkflE) 

w(x)dx 

k=1 

límw(Gk flE)= 
k-+oo 

00 

=w(fl (GknE)) 

lím w(Gk ), 
k—oo 

00 
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lo cual muestra que w(E) = ínf{w(G) E c G, G abierto} pues he-

mos encontrado una sucesión {Gk  } de abiertos con E c Gk y tales que 

lím w(Gk) = w(E). 
k—oo 

2. Si w(E) = oc, cualquier abierto C tal que E c G satisface w(G) = oc y el 

resultado se tiene trivialmente. 

Ahora probaremos que es regular interior. Por la regularidad de la medida de 

Lebesgue en R", para E podemos encontrar una sucesión de cerrados {Fk }i' 

con Fk C Fk+1 c E (basta considerar F1, E1  U F2, F1  u F U F3, ...), tal que 

I1(E\Fk) <) para toda kEN. 

1. Si E es acotado, entonces {Fk } 1  son compactos. Además 

( E \U Fk)=(fl E  \Fk) (E\) 
k=1 k=1 .7 

para toda  EN, así L(E\U l Fk) = O. 

Por lo cual 

w(E) f w(x)dx 
=  fuk=l 

w(x)dx 
Fk 

= lím 
fr. 

w(x)dx = lím w(Fk ). 
k- oo k k—*oo 

lo cual muestra que w(E) = sup{w(K) K c E, K compacto} pues he- 

mos encontrado una sucesión {Fk } de compactos con Fk  c E y tales que 

lím w(Fk) = w(E). 
k—*oo 

2. Si E es cualquier subconjunto Lebesgue medible, descomponemos E = 

U
00 
=O Ek donde 

E0  = {x E E: Ix1 <1}, 

Ek.={xEE:2k _l jx<2I } con k>1. 

00 00 
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Así la colección {Ek} es ajena por pares y cada conjunto de la colección 

es acotado. De aquí que, por (a), dado e > O, para cada k e N podemos 

encontrar un compacto K,(')  tal que K c Ek y 

w(Ek) - 
E 

 ~ w(K )) ~ w(Ek). 

a) Si w(E) <oc entonces como 

00 

oc> w(E) = 

podemos hallar N e N tal que °=N+1 w(Ek) < . Sea K = U0 K, 

entonces K es compacto, además K c E pues cada Kk  c E y 

00
00  w(Ek) 

Entonces w(E)—€ < w(K), así w(E) = sup{w(K) K c E,Kcompacto}. 
b) Si w(E) = oc, se procede de manera análoga, tomando en considera- 

00 ción que > k=O w(Ek) = oc. 

k=O k=N+1 
N 

= >w(Ek) 
k=O 

< 
N N 

E 

k=O k=O 
00 

k=O 
E 

=w(K)+. 

. 
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Definición 2.7.4. Sea w un peso y f E L(w). La función maximal generalizada 

de Hardy-Littlewood de f en el espacio Lloc ' (w) es la función M,,f definida por 

Mf(x):=sup
1

fQ(x,r)  
f(y)Iw(y)dy 

r>O w(Q(x,r))  

donde Q(x, r) es el cubo con centro en x, longitud de lado 2r con lados paralelos 

a los ejes coordenados y 

w(Q(x,r)) = 
fQ(x,r) 

w(y)dy. 

Así como con la versión normal de la función maximal, nos interesa conocer si la 

función maximal generalizada es medible o si es continua en 1? para 1 < p < 00. 

Teorema 2.7.5. Sea f E L'(w). Entonces M,f es semi continua inferiormente. 

Demostración. Sea r > O y x0  E R'. Por el Teorema de convergencia dominada 

tenemos que si x, -4 x1  entonces 

w(Q(x,r)) —+ w(Q(xo,r)) 

y también que 

1Q(

f(y)Iw(y)dy  4fQ(xo,r) x,r)  

lo cual implica la continuidad de la función 

x -4
1 

w(Q(x,r)) fQ(x,r) 
f(y)w(y)dy. 

Y como M,f es el supremo de funciones continuas, obtenemos que Mf  es 

semicontinua inferiormente. 

Teorema 2.7.6. La función maximal generalizada es de tipo débil (1, 1), (oc, oc) 

y tipo fuerte (p, p), para 1 <p < oc. 
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Demostración. Con un argumento similar al que dimos para la función maximal 

sin peso, tenemos que la función maximal generalizada es de tipo débil (oc, oc). 

Ahora, para probar que es tipo débil (1, 1), sea E,,, = {x E R' : Mf(x) > X}. Si 

K es cualquier subconjunto compacto de E,,, dado x E K elegimos un cubo Q 

centrado en x tal que 

1 

f W(Q)  
If(y)Iw(y)dy > ), 

o bien, 

f If(y)Iw(y)dy > w(Q). 

Aplicando el teorema de cubrimiento de Besicovitch 1.3.1, existe una colección a 

lo más numerable de cubos {Qa}j de {Qx}xeK  tales que 

K c UQxi 

y para casi toda y E R 

(y) < 24". 

Por lo cual tenemos que 

w(K) <W(UQx) <w(Q) 
j i 

1' 
' 'Qx 

If(y)Iw(y)dy 
3   

21 f 24' 
-

JR? 
If(y)Iw(y)dy  

Tomando el supremo sobre todos los subconjuntos compactos de E,,, y usando 

la regularidad de w(x)dx, obtenemos que la función maximal generalizada es de 

tipo débil (1, 1). 
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Finalmente, aplicando el teorema de interpolación de Marcinkiewicz 2.5.6 conclui-

mos que la función maximal generalizada es de tipo fuerte (p, p), con 1 <p < oo, 

lo que implica la continuidad en LP(w), con 1 <p < oc. U 

2.8. Teorema de diferenciación de Lebesgue con 

peso w 

Para finalizar este capítulo mostraremos la versión generalizada del teorema de 

diferenciación de Lebesgue. 

Teorema 2.8.1. Sea f E Lloe () y dpx) = w(x)dx, entonces para su-casi toda 

x E R se verifica 

Hm
1

£xr) 
f(y) - f(x)Iw(y)dy = O. 

r-*O it(Q(x,r)) , 

Demostración. La demostración de este teorema sigue la misma idea del teorema 

de diferenciación sin peso. 

Puesto que el resultado es de tipo local, podemos suponer que f E L'(p). Con- 

sideraremos una versión local de la función ma.ximal de Hardy-Littlewood gene- 

ralizada: 

f(x) := lím sup
1 

(Q(x, r) IQ(X") 
If() - f(x)Iw(y)dy. 

/L r-*O  

Observemos que 

1) Es claro que f > 0 por definición. 
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II) (f+g)* 

Por la desigualdad del triángulo tenemos 

£X'r) 
Jf(y) + g(y) - f(x) - g(x)Iw(y)dy 

fQ( If()  - f (x)w(y)dy + fQ(
g(y) - g(x)w(y)dy, 

x,r) x,r) 

Ahora dividiendo entre j(Q(x, r)) y usando el hecho de que el límite su-

perior de la suma es menor o igual a la suma de los límites superiores, se 

tiene lo deseado. 

III) Si g es continua en x, entonces g* (x) = O. 

Esta propiedad se debe al teorema fundamental del cálculo. Dado e > O, 

existe 6 > O tal que g(y) - g(x)I :5 e para toda y E B(x,6). Así, si 

O <r < se tiene Vf- 

1

IQ( x,,)  
Ig(y)—g(x)Iw(y)dye. 

jt(Q(x,r))  

IV) Si g es continua en R entonces (f - gw)* 
= f. 

Se sigue de las propiedades II) y III): 

(f _g)* f,+(_g)* = 
f* 

= (f - g + g)* 
(f - gw)* + g (f - gw)*. 
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V) f,_<Mf+IfI. 

Esta es una estimación: 

1 
(Q(x, r)) fQ(X,r)

lf - f(x) Jw(y)dy 

p(Q(x,r)) IQ(.,,)'
+ f(x)Dw(y)dy 

1 
< 
- (Q(x,r)) lQ(.,,) If(y)lw(y)dy + f(x) 

~ Mf(x) + If(x)I. 

VI) Se tiene la siguiente desigualdad con el peso: 

w({x E R n : f
.
* (X) > t}) :, 

2(24+1) 
IIfIIL'() COil O <t < oc. 

Esta es una consecuencia que se obtiene de la prueba de que la función 

maximal de Hardy-Littlewood es de tipo débil (1, 1) usando el teorema de 

cubrimiento de Besicovitch 1.3.1 y  de la desigualdad de Chebyshev. Por la 

propiedad V tenemos que si f.* (x) > t, entonces Mf(x) > o If(x)I > 2 25  

pues en caso contrario tendríamos que 

t<f(x) :5Mf(x)+lf(x)I <— 

lo cual es una contradicción. Por tanto 

w({x : f(x) > t}) <w({x : Mf(x) > }) +w({x: f(x)I > 

IIfIIv(w) + 7IIfIIL'(w) 

2(24' + 1) 
= t

IIfIIL'(w). 

Finalmente, sea e > O, como la medida w(x)dx es regular, tenemos que C(lR) 

es denso en L'(w), así existe una función g € C(I) tal que uf - 9IIL1(w) E. 
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Aplicando IV) y VI) tenemos que 

w({x f(x) > t}) = w({x: (f - gw )*(x) > t}) 

2(24-+1) 2(24 + 1) 
IIf-gIIL'(W) t

e. 

Como e es arbitrario se sigue que w({x : f(x) > t}) = O para toda t > O. En 

particular el conjunto {x f(x) > es nulo para toda k E N. De aquí 

00 

U{x:f(x)>}={x:f(x)>0} 

es nulo, por lo cual f O casi en todas partes. Pero de 1) tenemos que O, 

por lo tanto f = O tt casi en todas partes. U 



111•11111 



Capítulo 3 

Espacios de Morrey 

El concepto de lo que hoy se conoce como espacio de Morrey fue introducido en 

1938 por el matemático norteamericano Charles B. Morrey Jr. como parte de su 

estudio sobre el comportamiento local de soluciones de ecuaciones diferenciales 

parciales elípticas de segundo orden. 

En la primera sección de este capítulo probaremos que el espacio de Morrey 

es un espacio de Banach, y la segunda sección tendrá como objetivo probar la 

continuidad de la función maximal de Hardy-Littlewood en estos espacios. 

Los tópicos desarrollados en este capítulo fueron tomados de [1], [7] y [9]. 

3.1. Definición y propiedades 

Definición 3.1.1. Sea 1 < q < oo y ) > -. El espacio de Morrey L(]Rn) se 

define COmO 

{f e Llo  (R7 ) : IIfIILQ'(r) < oo}, 

donde 

IIfIILQ(R) := sup
[IB(a,r)11

f 

(ar) 
 f(x)IQdx] 

1/q 

aER" ,r>O 

53 
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Notemos que en la definición anterior pudimos haber considerado cubos en vez 

de bolas ya que la medida de Lebesgue de ambos son comparables. 

Observación 3.1.2. Notemos que para ciertos valores de )., el espacio de Morrey 

no es más que el espacio L'. 

a) Si ) = — tenemos que = L (lRn).  

b) Si ). = O tenemos que Lo(Rn) = L°°(R'). 

c) Si )> O tenemos que = O. 

Demostración. 

a) Si ) = —, de la definición de la norma se tiene que 

1 

:= sup 
aER'2 [Lar) 

f(x)dx] 
,r>O 

por lo que es claro que todo elemento de L(l(Rfl) está en (R'). Recípro- 

camente, si f e L' (Rz),  tomando una sucesión de radios {r }. tal que 

r• —+ oc, se tiene que para cada r 

1 

fB(a,ri) 

If(x)Idx] <oc, 

por lo que aplicando el teorema de convergencia dominada se concluye que 

fRn  f(x)dx]Q<oc. 
 

b) Si \ = O, de la definición de la norma se tiene 

1 

[IB(a j )j 
IfI L .o()  := sup 

IB(a,r) 
f(x)ldx

aER' ,r>O

] 
q 
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así aplicando el teorema de diferenciación de Lebesgue 2.2.1 tenemos que 

f(x)I IIfJI Lq,o (Rn)  casi en todas partes, por lo cual f E L°°(R'). Recíproca-

mente, si f E L°°(R) 

1 r 1 

- L IB(a, r)I Á (a,r) l
f

q 

< 
IB(al, fB(a,,) 

IIfIIdx  00  

= uf 1100 <00, 

por lo tanto f E L o  (R72 ).  

c) Si ) > O, necesariamente f = O. Supongamos que \ > O y f O, tendríamos 

que 

1 

[IB(a, r) 1 1+4 
fB(a,r) 

1 
If(x)Idx] 

= r [IB(aj)j fB(a,r) 
If(x)Idx] 

 

 

 

tomando el límite cuando r -+ O en el lado derecho y aplicando el teorema de 

diferenciación de Lebesgue 2.2.1, obtendremos que 

o
1 

ir 1 
= lím-f(a), c > lírn 

rO r LIB(a,r)I IB( a,r ) r-*O r 
If(x)ldx] 

lo cual no ocurre si f jA O. Por tanto f = O. 

En vista de las observaciónes antes mencionadas y con el propósito de no repetir 

los espacios L(1R) sólo consideraremos el caso en donde - <Á < O. 

Teorema 3.1.3. El espacio de Morrey L \ (R12) es un espacio de Banach para 

1 <q < Do  y < < O. — q 

Demostración. Sea (f)1 una sucesión de Cauchy en L(1(R2).  Así, dado e > O 

exite N E N tal que para todo j, k> N se tiene 

1 1 f1 - fi- IIL(Rn) <E, 
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esto es, para toda a E ]R', para toda r> O y para todo j, k > N 

1 
1 

[B(a,r)1+qI IB(a,r) 
f(x) - fk(x)Idx] Hfi f k II Lq(Rn)  <E. 

 

(3.1) 

 

En particular si a = O tenemos que para toda r > O, si j, k > N 

1 

[ 1  
)l+A 

L(Or) 
If(x) - fk(X)dX] < B(O

,r
E. 

De aquí que, para toda r > O y toda j, k > N 

fB(O,r) 
f(x) - fk(x)Idx] 

  

Así, para cada r > O, (fi 1 B(o,r))i=1 es una sucesión de Cauchy en L(B(O,  r)) y 

como este espacio es completo, existe una función, que denotaremos por fB(or), 

en L(B(O,r))  tal que fIB(O,r) converge a fB(or)  en L(B(O,r)).  

Ahora consideremos una sucesión creciente en (O, oc), digamos (r ) tal que r 

tiende a infinito y definimos f : W R tal que f(x) = fB(or2)(x) si x E B(O, ri). 

Veamos que f está bien definida: 

Sea x E W y supongamos que k > j donde x E B(0, r) c B(O,rk ). Tenemos 

que 

fmB(O,r3) converge a fB(ori)  en L(B(O,r)), y 

converge a fB(Ork)  en L(B(O,r )).  

Y puesto que fmlB(Or.)  = (fmIB(O,rk))B(O,rj), se sigue por la unicidad del límite 

en L(B(O,  ri)) que fB(ori) = fB(Ork) 1 
B(O,r) casi en todas partes. 1  

Ahora, sólo nos falta demostrar que f converge a f en L'" (r). 



<líminf 
- k-+c LIB(a, r)l JB(a,r) 

j(x) - fflk(x)ldx] 
1 
q 1 
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Sea a E R y r > O. Supongamos que r < ri  para i E N, tal que B(a, r) c B(a, r). 

Como fB(ar)  converge a f en L(B(a,r)), existe una subsucesión (fr,)i  de 

(fiB)°1 tal que f,,j  converge a f casi en todas partes en B(a,r). 

Así tenemos que para k E N fija 

1 f  L r) 1 14 (a,r) ] 

1 
-

fB( a,r) 

líminf I fi ( x )_ ff lk(x)Idx]
IB(a, r)1+Á 

 

q 

<E 

siempre que k, j sean suficientemente grandes para que se cumpla (3.1). Por lo 

que 

IIf - fIILq(w < e, si j es suficientemente grande. 

Por lo tanto f - f E L)(lRn), y como f j  E L(JRn) se sigue que f E 

y f converge a f en que era lo que queríamos probar. U 

3.2. Continuidad de la función maximal de Hardy-

Littlewood en los espacios de Morrey 

El resultado principal que queremos probar en esta sección es que la función 

maximal de Hardy-Littlewood está acotada en los espacios de Morrey, para de-

mostrar este resultado será necesario introducir los cubos diádicos y los cubos de 

Calderón-Zygmund. Además aprovecharemos para dar una versión alternativa a 

la demostración de la desigualdad débil (1, 1) de la función maximal. 



Capítulo 3. Espacios de Morrey 58 

Definición 3.2.1. Para k E Z, sea Ak = 2kZn,  es decir, el conjunto formado 

por los números Z' dilatados por un factor de 2—k  y sea Dk el conjunto de cubos 

de longitud de lados 2-1c y cuyos vértices están en Ak. Los cubos diádicos son los 
00 

cubos pertenecientes a D = 1J D. 
00 

Diremos que dos cubos Q y Q' no se traslapan si la intersección de sus interiores 

es vacía. 

Observación 3.2.2. Antes de continuar, es conveniente que hagamos algunas 

observaciones. 

1. Si Q, Q' E D y Ql < JQ1, entonces Q' c: Q, ó  Q y Q' no se traslapan. 

. Si Q E Dk, entonces D es la unión de 2n  cubos que no se traslapan perte-

necientes a 

3. Si tenemos una sucesión estrictamente creciente de {Qj }j  entonces JQj J  

tiende a infinito. Además, cuando la sucesión de cubos es creciente y sus 

medidas están uniformemente acotadas, entonces existe un índice k0  tal que 

Qi C Q 0  para toda j <k0  y Q• = Qk0  si j > k0. 

Proposición 3.2.3. Para f E L' (]R') y t> O, existe una familia de cubos {Q}j  

tales que: 
' f f(x)Idx<2t. 

IQ3 Q 

Demostración. Denotaremos por Ct  a la familia de cubos Q E D que satisfacen 

la condición 

t< j1fQIf(X)IdX 

y son maxiniales entre los cubos que la satisfacen. 

Con base en las observaciones anteriores, notemos que cada cubo Q E D que 

satisface (3.2) está contenido en algún cubo Q' E C, pues la condición (3.2) nos 

da una cota superior para la medida de Q, la cual es 1 Q  <t'llf 11i. 

(3.2) 
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Por definición, los cubos en Ct  no se traslapan; también por la maximalidad de 

los cubos tenemos que si Q E D, está en Ct  y Q' está en Dk_1 y contiene a 

entonces 
ir 

IQ'I If(x)dx <t. 

Por otro lado, de la observación también tenernos que Q'J = 2'Q1, por lo cual, 

' r 

jj f f(x)dx 
= j 

2 

 j J 
jf(x)dx 2t, 

y por lo tanto concluimos la proposición. U 

Definición 3.2.4. Sea f E V(R) y t > O. Los cubos de Calderón-Zygmund de 

f correspondientes a t, es la colección C =  {Q j } de cubos diádicos maximales 

para los cuales el promedio de If 1 es mayor a t. 

Haciendo uso de la Proposición 3.2.3 vamos a probar nuevamente que la función 

maximal de Hardy-Littlewood, que presentamos en el capítulo 2, es de tipo débil 

(i,1). 

Teorema 3.2.5. Sea f E L'(R'). Entonces para cada t> O, el conjunto 

Et  = {x E W2  : Mf(x) > t} c 

donde los Q j  son cubos tales que satisfacen 

<j-fIf(x)Idx< 
t 
-, 

y por lo cual se tiene que 

IEtIf f(x)dx. 
t R' 
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Demostración. Usaremos la versión de la función maximal M'f(x) en donde sólo 

consideramos cubos tales que x es punto interior. 

Sea x E E. Por definición existe un cubo P que contiene a x en su interior y 

satisface 

t 
< 

1 

 PI fp  
f(y)dy. 

 

Como los números 2, con k E Z forman una partición de IR, existe un k E Z tal 

que 2—(k+1)n < PI <2—kn. Luego, existe a lo más un punto de Ak en el interior 

de P. Así, existe un cubo Dk y a lo más 2' de ellos, que intersectan el interior 

de P. De aquí que, existe un cubo Q E Dk que se traslapa con P y satisface 

f f(y)Idy> 
tIPI 

nQ 2 

Puesto que II < IQI < I2PI = 2 IPI, se sigue que 

f If(y)Idy> 
tIQI 

nQ
- ;i—,  

por lo tanto 

1 I()Id> 4 .  

Así obtenemos que Q c Q j  E C4-n para alguna j. Por la Proposición 3.2.3 

tenemos que los cubos {Q} satisfacen 

t 1 f t 

IQiIJQ, 
If(x)Idx 2 

Además, como P y Q se traslapan y IPI < IQI se sigue que P C 3Q c 3Qj  por 

lo que Et  c U1 3Q• 
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Esto nos lleva a que 

lEt J3Q  I3Q1I=3IQI 
i 

3 ftfY)dY 

C 
IIf Iii. 

61 

que era lo que se quería. 

La siguiente desigualdad fue probada por C. Feiferman y E. Stein y será utilizada 

para demostrar la continuidad de la función maximal en los espacios de Morrey. 

Proposición 3.2.6. Sea 0 una función medible y no negativa y sea f e loe 

Entonces 

f
[Mf(x)](x)dx < cf f(x)M(x)dx. (3.3) 

Demostración. El procedimiento para probar (3.3) será a través del teorema de 

interpolación de Marcinkiewicz. Primero, probaremos lo siguiente: 

fi-ERn:M, f( X»t }  

(x)dx < f f(x)IM(x)dx. t 11n 

Sin pérdida de generalidad supongamos que f ~ O, pues como f es medible, 

podemos descomponer a f(x) en 

f(x) := sup{f(x), O} y f(x) := sup{—f(x), O} 

donde cada una es no negativa. Luego, existe una sucesión {f } de funciones 

integrables tales que convergen a f de manera creciente casi en todas partes. 

Notemos que 

{x e : M'f(x) > t} = U{x : M'f(x) > t}. 
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En efecto, como f f casi en todas partes, entonces M'f(x)  M'f(x) para 

x E R', por lo que si M'f(x) > t entonces M'f(x) > t. Por otra parte, si x e R" 

satisface que M'f(x) > t, entonces existe un cubo Q tal que fQ  If(y)Idy > t; 

dado que las f convergen a f casi en todas partes y de manera creciente, se 

sigue que jj  fQ  1 f(y)Idy  converge a fQ  1 f(y)dy, por lo cual existe un k tal 
IQI 

que fQ Ifk(y)Idy > t, y así M'fk(x) > t. 

De esta forma, si cada f j  satisface que 

(x)dx f(x)M(x)dx. 
11-ERn:M,fj( X»t }   

tendríamos que 

£ ERIM(X»t}  
(x)dx = lím £ ERn:M,fj(X»t}  °°  

< Hm f f(x)IM(x)dx t j_- 

=f c J&)IMO(x)dx 

por lo cual podemos asumir que f e L1 (1R??). 

Sea t > O, por el Teorema 3.2.5 obtenemos una colección de cubos que no se 

traslapan {Qj}j  tales que 

t 1 
 f f(x)dx< 4n < 

lQI JQ 

{x e W1  : M'f(x) > t} c U 3Q. 
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Así tenemos que 

fIXERn:M,&>t} fuj  3Q 

<>12 f «x)dx 

1 

 f3Q 
(x)I3QIdx >1 3Q.j  

1

13Qj

f
I3QI t 3 

f(Y)dy)dx 

3nflf 
f()( 

i 3Qi1 f3Q 
(x)dx)dY. 

Si y E Qj  entonces y E 3Q, en consecuencia 

1 

 f3,Qj 

«x)dx. 
3QI  

Por lo tanto 

3fl4fl 

£ERn:M,&>t} t fQ~ 
f (Y) ( 1

3  Ql j 1 f3Qj 

 (x)dx
) 
 dy 

f(y)M4(y)dy 
2 

I 

que era lo que queríamos probar. 

Consideremos los espacios LP(Mçb(x)dx) y IJ(ç(x)dx), 1 < p < oo. Lo que hemos 

probado es lo siguiente: 

E R n : M'f(x) > t}) ::~ c 
 IIfIIL'(M(x)dx) 

donde dt(x) = çb(x)dx, es decir, M es de tipo débil (1, 1) con respecto a las 

medidas Mçb(x)dx (en el dominio) y q(x)dx (en el contradominio). 

J- J3Q 
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Pero también, M es de tipo débil o fuerte (oo, oo) con respecto a estas medidas, 

para esto, veamos por casos: 

a) Si M(x) = O para algún x, entonces (x) = O casi en todas partes (respecto 

a la medida de Lebesgue) y así 

L°°(ç(x)dx) = L°°(MçL(x)dx) = O, 

y concluimos. 

b) Si M(x) > O para toda x. Sea a > O tal que a > IlfllLco(M(X)), por lo 

cual Mq5({x E R n : lf(x)l ~: a}) = O, o bien J'{xERn.If(x)j>}  Mq5(x)dx = O. 

Como M4 > O estrictamente, se sigue que l{x E R : lf(x)l ~ a} 1 
= O, lo 

cual implica que lf(x)l a casi en todas partes (respecto a la medida de 

Lebesgue) y entonces 

Mf(x) ~ a. (3.4) 

Afirmamos que necesariamente 11 M 11 L—  (x)d.) a, pues de no ser así tendríamos 

la existencia de un conjunto A de medida positiva respecto a (q5(x)dx) tal que 

Mf(x) > a para toda x E A, donde fA q(x)dx > O, lo que implica que IAl > O 

y así Mf(x) > a para toda x E A, lo cual contradice (3.4). 

Hasta aquí hemos probado que para cualquier a > O tal que a> llfllLAíxdx 

se tiene 

IlMfhlLoo(x)dx) < a- (3.5) 

Ahora tomemos una sucesión (a) 1  c R+  decreciente tal que a> 1 fil L (M(x)) 

para toda n E N y a 
- llfllLoo(M(x)dx). Por (3.5) tenemos que para toda 

n E N 

llMfllLx)cix :5 a, 
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tomando el límite cuando n —+ oc se obtiene 

IIMfHL00((x)dx) IfIIL(M(x)dx) 

Como ya hemos probado que es de tipo débil (1, 1) y tipo débil (oc, co), aplicando 

el teorema de interpolación de Marcinkiewicz 2.5.6 concluimos (3.3). 

Finalmente vamos probar la continuidad de la función maximal en los espacios 

de Morrey. 

Teorema 3.2.7. Sea 1 < q < oc y — < ) < O. Entonces la función maximal 

Mf es acotada en 

Demostración. Sea f E L)(1Rn) 
y 0 = XB(a,r). 

De la Proposición 3.2.6 tenemos que 

fB(a,r) 

[Mf(x)]dx 
= fR 

[Mf(x)](x)dx 

<cf
Rn 
 f(x)M(x)dx 

c
fB(a,2r) 

ff(x)M(x)dx  

00 

+
cÁ(a,2k+1r)\B(a,2kr)  

f(x)Mç (x)dx.  

k1 
 

Ahora, trataremos de acotar ambas integrales por separado. Recordemos que la 

versión con cubos y la versión con bolas de la función maximal son comparables 

por lo cual, para esta prueba, utilizaremos la versión con bolas. 

Notemos que 

fB(x,p)  
Mçb(x) = sup 

IB
XBa,r(Y)dY ( lx,p)Ip>O  

sup 
IB(a,r)flB(x,p)I < 1

5  ~  
IB(x,p)J 
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para toda x E R', en particular, para x E B(a, 2r), por lo que esta cota nos 

servirá para la primera integral. 

Por otro lado, notemos que para que las bolas B(a, r) y B(x, p) se intersecten 

cuando 2'r < Ix - al < 2' 1r necesitamos que p> (2k+1 
- 1)r, por lo cual, para 

estas x tendremos que 

Mq5(x) sup 
IB(a,r) flB(x,p)I 

~  
p>(2k+1 _1)r IB(x,p)l 

sup IB(a,r)I 

p>(2k+1_1)r IB(t, ) 

< 
- c,(2c+1 - 1)nrn 

rn 
-  (I x —aI—r)n' 

donde la última desigualdad se tiene ya que como Ix - al < 211r se sigue que 

(Ix - al - r)n < (2'r - 

Sustituyendo estas desigualdades en la integral principal tenemos 

f ar) B(a [Mf(x)]qdx<cI
f(x)dx 

(, ,2r) 

+Ç c Á( a,2k+1r)\B(a,2kr) 
lf(x)I dx. 

= (Ix - al - r)n 

Ahora, observemos que en la primera integral hace falta el factor 1 B(a, 2r) 11+)q 

para poder acotarlo por la norma IIfllq, (Rn)  y para la segunda integral, hace 

falta el factor 1 B(a, 2' 1r)I1 . Luego, puesto que 2 k  < Ix - al, tenemos que 

2"r - r < Ix - al - r; además para k E N se tiene 2'' > 2k 
- 1 por lo cual 

1 1 < 1 

Ix—al--r (2'_1)r - (2')r 
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Sustituyendo nuevamente, tenemos que 

fB(a,r) 

[Mf(x)]dx <  cIB(a, 2r)J' II.! IILQ)(JR') 

00 

+
1:  (k_1)n B(a, 

= II! II 
q  
L.\(Rn) 

00 

+ 2kn—n2 k+1)n(1+.Xq)n(1+Áq) 

00 

CliflIq 
[i + 

<cli fll n(1+)q) q(n)r [i + 2knA] 

< cIlfllq - ILQ'(1R') 

donde la última desigualdad se obtiene debido a que la serie Em,  2knq  converge 

porque )q < O y además la constante c depende de n, de ). y de q. 

Por último, dividiendo ambos lados por el factor IB(a, r) 1  1+\q se tiene que 

1 

1 

f [Mf(x)]dxj <cIIfLqv), 
11B(a,r)11+1 

 

y por lo tanto, Mf es acotado en lifllLQ'(Rn) para 1 <q < oo y - <,\ < O. U 

k=1 

k=1 





Capítulo 4 

Operador de Hardy 

En este capítulo estudiaremos una generalización con peso del operador de Hardy-

Littlewood y mostraremos que bajo ciertas condiciones en el peso, estos opera-

dores resultan ser acotados en los espacios L(R'), 1 < p < 00 y los espacios de 

Morrey. 

El desarrollo que presentaremos en este capítulo está basado en material que 

puede ser consultado en [1], [5], [9], [12] y  [13]. 

4.1. Versión original del operador de Hardy y 

continuidad en  LP 

El operador promedio de Hardy con peso fue introducido en 1984 por Carton-

Lebrun y Fosset. En esta primera sección nos centraremos principalmente en 

la versión original del operador de Hardy y mostraremos que este operador es 

continuo en los espacios LP(R), 1 <p < oc. 

69 



Capítulo 4. Operador de Hardy 70 

Definición 4.1.1. Sea l' : [0, 11 —+ (0, oc] y f 1' - IR funciones medibles, 

definimos el promedio de Hardy-Littlewood de f con peso & como la función 

Uf (x)
lo 

f(tx)(t)dt. 

Nos interesa clasificar las funciones 0 para las cuales el operador U,, es acotado 

en LP para 1 < p < oc. 

La función U, tiene una relación cercana al operador maximal de Hardy-Littlewood, 

ya que si 1 y  n 1, U 1, se reduce al clásico promedio de Hardy-Littlewood 

P  
Uf(x)=-

1 
 f f(y)dy, 

para x O y en el cual hemos hecho el cambio de variable y = tx. 

En 1920, Hardy logró probar la siguiente desigualdad para el operador clásico: 

Teorema 4.1.2. Dada f : R+ - IR una función medible, para 1 <p <oc, se 

cumple que 
1 1 00

1  < 
p 

 p
1 EL°0 

If(x)IPdx] J I IUf(x)I 
Lo

°dx 

donde Uf (x) = fj f(j)dy, x O. Además la constante es la mejor posible. 

Demostración. Por el momento, sólo probaremos la desigualdad (4.1); que la 

constante es la mejor posible será una consecuencia de lo que probaremos poste-

riormente en este capítulo. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f(y) ~ O para toda y E 1R, 

pues f es una función medible. Para evitar trivialidades supongamos que f 0. 

Sea F(x) = f f(t)dt, tomamos n E N y definimos 

f.= mín{f,n} y F(x) = 

 fo x 
fn  (t) dt. 

(4.1) 
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Elegimos Y0  suficientemente grande tal que las funciones f, f, F no sean nulas 

en (O, Y) si Y > Y0. Así, tenemos que 

p 
dí_l 1-1Y

(F(x) dx 

= 

 

ly 
F(x) 

L 
dx 

\ x 

—1 r' 

= p —1 J (x)-(x')dx 
dx 

- 

_x' 1'F,(x) ' 

+ p f' 
(Ffl(x))p-1 

f(x)dx 
— p -1 p  — 1 x 

p 
fY (F-(x»Y 'fd

p1 x 

donde la tercera igualdad se obtiene ya que como F es continua, entonces es 

Riemann integrable y podemos hacer integración por partes. Luego, la última 

desigualdad sale del hecho de que 

—Y'PF7(Y) 
O 

p -1  

y por el teorema de diferenciación de Lebesgue 2.2.1, si x —* 0 

íF(x)1 
=xl 

 ri 
1 — f(t)dt —O[f(0)]P=o. 

X J [XJo
# 

 

Ahora, si p' es el exponente conjugado de p, es decir, 1  + 1  = 1, aplicando la 

desigualdad de FEilder, tenemos 

dxl [fo  f(x)dxI
i  f' 

(Fn(x)y ~  [ ] [JY 
(F(x)\ 1 '»' Y

o—i L0 ' x) i   

= [ 
p 
1  ] 

[(Y (Fn(X»P 
1 

dx] [f 1 
 f(x)dx. 

Dado que f' es positivo y finito, se sigue que 



F

[f(F(x 

[Jo \  x 1 < (P p 1) [ FO 

1 1 

fP(x)dx] 
, 

y 
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Y(Ffl(x))p 

]1_7 Y 

[L dx
P[f 

f(x)dx]. 

Como f converge a f de manera de creciente, F converge a F de manera 

creciente, f, ~: O y F O se sigue del teorema de convergencia monótona que 

Y 

f,(x)dx—+ 
fo

fP(x)dx, 

f 

Y

Pdx ----> ' ly 
(F) x)P 

cuando n -+ oo, por lo cual, tenemos que 

[fy (F(x)  
)pdx] 

(p —1) f
fP(x)dx  

j 

Por último, haciendo Y —* oo y aplicando nuevamente el teorema de convergencia 

monótona concluimos que 

lo 

que era lo que queríamos probar. 1 

4.2. Generalizaciones del operador de Hardy y 

continuidad en  LP 

En la sección anterior probamos la continuidad en L" (l) del promedio clásico 

de Hardy-Littlewood. En esta sección probaremos que los operadores promedio 

de Hardy generalizados también actúan continuamente en los espacios R. 
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Comenzaremos presentando la desigualdad integral de Minkowski que será nece-

saria para probar los teoremas siguientes, la demostración de esta desigualdad se 

dejará en el Apéndice y también puede ser consultada en [8], p. 194. 

Teorema 4.2.1 (Desigualdad Integral de Minkowski). Sean (X, M, ) y (Y,).!, u) 

espacios de medida o--finitos y f : X x Y - C una función medible respecto a 

la o--álgebra producto M 01.!. 

a) Si f> O y  1 <p < CX), entonces 

1 

[f Udv(y).f  (XI  Y)du(Y))d(x)] f [ff(x, Y)Pd(x)] (4.2) 

b) Sil < p :~ oc, f(•,y) E LP(dji) para casi toda y y la función y — IIf()II 

está en L1(du), entonces f(x,.) e L' (v) para casi toda x, la función x —+ 

ff  (XI  y)du(y) está en LP(p) y 

 

f f(., 

 

f If( y)dv(y). (4.3) 

    

Demostración. Ver Apéndice A. 

A continuación presentaremos el siguiente teorema, el cual nos da una condición 

necesaria y suficiente para que el operador U 1, sea acotado en Rn. 

Teorema 4.2.2. Sea : [0, 1] —* [0, oc) una función medible y sea 1 < p :5 oc. 

Entonces U : LP(R') —* LP(1Rfl) existe como operador acotado, si y sólo si 

f 

 1 
n 

t_  'iJ O(t)dt < oc. (4.4) 

Además, cuando (4.4) se satisface, la norma del operador U,,j, en LP(R') está dada 

1 

IIUIILPRnLPRn = 
 f

t —l-jO(t)dt.  

por 

(4.5) 



fIXI>1xdx 
 

1 

= Isn-11 
1 —PC 

00 

Ji  

ISn_ hIfr__1dr 

f L-1  
/ drrdr 

II f€II 
p - 

LP(Rfl) - 
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Demostración. Observemos que para p = oc, 

fo 

l

fo 

l 

U1,f(x) 
=

f(tx)'çb(t)dt 
<

IfIILoo(t)dt < oc, 

por lo cual 

IIUfIILoo < cllfllLoo , 

donde e = J'0' 'i(t)dt. Ahora, sólo nos falta probar el resultado para 1 < p < oc. 

() Supongamos que U,p es un operador acotado en L'(W1), así existe una cons-

tante e> O tal que para toda f E 

U, fIILP() < cf IILn(Rn)• (4.6) 

Enseguida, definamos para 1 > e > O la función 

f (x) = 
lo silxl<1, 

Notemos que f E LP(R), pues aplicando un cambio de coordenadas para inte-

grar, obtenemos que 

si Ix > 1. 

'sn-1' 
= <oc. 

PC 
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Luego, el operador promedio de esta función está dado por 

¡.1 
U1pf6(x) 

= J f6(tx)'b(t)dt 

= 
fo Itx1 —np ̀ xit.›,7Pffidt 

- 

 

{¡X1- p 4 t(t)dt 

Como (4.6) se tiene para toda función en LP(R), en particular, se cumple para 

f, por lo que, si tomamos 5= c' > 1 tenemos 

'IP 
Iifii,P(lRn) >-  llUfeIILp(n) 

= I., [-- 

>11.1 >ó  [ixi 

f t b(t)dt] dx 

f t b(t)dt] dx 

=  111X I>S
xVdx] t b(t)dt] 

 

donde la última desigualdad se obtiene ya que si lxi > 5 entonces < 1, y la 

última igualdad por el teorema de Fubini. 

Ahora, haremos algunas observaciones para ambas integrales, notemos que ha- 

ciendo el cambio de variable u = en la primera integral, obtenemos que 

fix›6 xldx 
 = fl  ul>1 

=1  5Iui'du 
ul>1  

= < 5 'lIfellLPo. 

si lxi < 1, 

si lxi > 1. 

(4.7) 

(4.8) 
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Luego, observemos que para la segunda integral, dado que 1 < t < 1, por la 

elección de e se sigue que t > 1 y así 

1; 
1 
t(t)dt > f t(t)dt. 

Ji 
(4.9) 

Sustituyendo (4.8) y (4.9) en (4.7) tenemos que 

P

. 

 

IfEI > II! " [s-€ /  t-" 
1 -n r 

LP(1I1) - €IILP(]Rvn)
1 

puesto que todos los factores son positivos, esto a su vez implica que 

c6 > ftb(t)dt, 

esto es, en términos de e 

cC ~ f t--O(t)dt. (4.10) 

Afirmamos que lím € = 1. En efecto, pues lím e = 1, si y sólo si lím in e = 0, si 

y sólo si lím e inc = 0, pero ya sabemos que 

[mxl 1/x 
- lfm =—límx 

x
=0, lfmxlnx lírn — (—xlnx) = - ifni

x—O 1/x2x--->0 x--->0 

en donde para la tercera igualdad hemos aplicado L'Hópital. 

Finalmente, tomando el límite cuando e —* O en (4.10) obtenemos que 

L' 
tb(t)dt 
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(4=) Supongamos que se cumple la condición (4.4). Aplicando la desigualdad 

integral de Minkowski 4.2.1 tenemos que 

lUfIJRn) 
= fo 

f(tx)(t)dt 
 LP(Rn) 

1  [j1 f(tx)IPdx](t)dt 

1 o a 

= IIfIILP(Rn) f t-T-0(t)dt < oc, (4.11) 

donde en la última igualdad hemos hecho el cambio de variable y = tx, y por lo 

tanto U 1, transforma continuamente de LP(R')  en LP(Rn). 

Faltar probar que efectivamente, la norma del operador está dado por (4.5). 

Notemos que en (4.11) hemos probado que 

IIUIILPRnLPn lo t(t)dt, 

por lo que nos falta probar la otra desigualdad. Supongamos que se tiene la 

desigualdad estricta, así existe una constante k > O tal que 

1 

IIUIILPanLPn <k <  lo t(t)dt. 

 

(4.12) 

En particular, para la función f tendríamos que 

   

r 1 ip 
1,.pII: hP > > IIf 

"
€ [t(t)dt] ' IIJIILP(1) - UbffIIP(lfl) 

- fIILP(Rfl)L '€ 

 

 

 

lo cual implica que 

k > e€ft_(t)dt. 

Tomando el límite cuando e —* O, se tiene que 

k > fo t_ F  O(t)dt 

   



1 

IIUIILn(R)Ln() 
= f tdt = 

— + 1 
y 

1 1 

o p-1' 
p 
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lo que contradice (4.12), por lo tanto se cumple (4.5). 

Recordemos que quedó pendiente probar que la constante p  P es la mejor posible 

en la desigualdad de Hardy. Aplicando (4.5) tenemos que para n = 1 y 1 

lo cual demuestra lo que queríamos. 

4.3. Continuidad del operador de Hardy en es-

pacios de Morrey 

En esta última sección probaremos la continuidad del operador promedio de 

Hardy en los espacios de Morrey. Además encontraremos condiciones necesarias 

y suficientes en el peso para que el operador de Hardy sea continuo en estos 

espacios. 

Teorema 4.3.1. Sea [0, 11 —* [0, oc) una función medible y sean 1 <q < oc 

y 

 

—1  <).<0. Entonces U, es un operador acotado en L A(W)  Si y sólo Si 

Además 

o  I tnAO < oc. 
1 

= f
tn,\0 (t)dt. 

(4.13) 

(4.14) 

Demostración. () Supongamos que U b  es un operador acotado en 

Consideremos la función fo(x) = para x E R. Observemos que fo  E 

para esto veamos los siguientes casos: 
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I) Si 2r < ¡al entonces cuando ix - al <r tendremos que 

2r—r< ¡al  — r=ia — x+xj — r<ia — xi+ixi—r<r+ixi—r=Ixi, 

esto es Ixi > r, así para - <,\< O tenernos que 

1 1 IB(a,r)  
rdx B(a,r)J' IB(a,r)

lxidx ~ B(a,r)'+  

= 
1 rnAq  

cnr
= 1. 

n+n.Xq 

II) Si ial < 2r entonces B(a,r) c B(O,3r) (ya que si 1  - al < r entonces 

lxi :5 Ix - al + al <r + 2r = 3r), y por consiguiente 

1 1 
IB(a, r)jl f 

(a,r) 
 lxidx 

. B(O, 3r)l+ 1 lxldx 
B(a,r) 

1 3r

da) r,Aqr,-  ldr = 

9  (a, r) L (1 sn-1  ) 

1 3n(1+4)n(1+)q) 

<oc. 
nc(1 + )q) 

Por lo tanto fo  C 

Ahora notemos que 

Ufo(x) = f fo(tx),O(t)dt  

= f ltxI(t)dt 

= 

 

jxjnA 
fo' tp(t)dt 

= ' fo(x) f  t
nA O (t)dt, 

= CnrnrnAq n(1 + q) 
sn-1 3n(1+?) 



IIUII Lq, (Rn) — Lq(Rn)  > 
ItfO JI Lq ,. (Rn )  
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esto implica que 

1 
IIUfO II Lq:(Rn)  = IIfOIILa(Rn)lo  t'(t)dt, 

y así f tb(t)dt < oc. Además se concluye que 

rl = 
 J t1'(t)dt. (4.15) 

o 

() Supongamos que se cumple (4.13). Utilizando la desigualdad integral de 

Minkowski 4.2.1 tenemos 

1 

IB() 
IUf(x)Idx] 

I
1 q  1
[ f(tx)/,(t)dt dxl 

- [B(a, r)jl B(a,r) JO j 

fB(.,,) (fO l 
 If(tX iP  )(t)dt

)
dX

] 

- 

1 

IB(a,r)I [fB(a,r) (f.l  
1 

B(a,r)I fO1  [fB( a,r) 

If(tx)Idx] (t)dt 

L' [IB(a,  r) 1 IlIq 
L(ar) 

If(tx)Ndx] (t)dt 

L'  [B (ta, tr) 1+q fA (ta,ir)
Idx] t(t)dt 

IIfIILqn) fo 
t(t)dt < oc, 

donde en la cuarta igualdad hemos hecho el cambio de variable y = tx, y el factor 

t' se necesita para compensar la medida de Lebesgue de la bola 1 B(ta, tr)J .  

Así U b  transforma continuamente LÁ(W1)  en sí mismo y además tenemos que 
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la norma del operador 

1 

U I Lq, n)Lq(Rn) 
<lo 

t'(t)dt. (4.16) 

Por último, de (4.15) y  (4.16) se concluye que la norma del operador está dada 

por (4.14). 





Conclusiones 

Empezamos esta tesis presentando teoremas de cubrimiento que posteriormente 

nos ayudaron a probar desigualdades de tipo débil para la función maximal de 

Hardy-Littlewood. Con esta función probamos el teorema de diferenciación de 

Lebesgue, el cual es un resultado clásico del análisis armónico. 

Posteriormente exhibimos el teorema de interpolación de Marcinkiewicz que nos 

proporcionó un criterio muy útil para probar la continuidad de la función ma-

ximal de Hardy-Littlewood tanto en los espacios LP(WZ)  como en los espacios 

(Ra). 

Para estudiar mejor los espacios de Morrey introducimos los cubos de Calderón-

Zygmund que nos permitieron probar de otra manera la desigualdad débil de la 

función maximal. Para finalizar estudiamos el operador promedio de Hardy, el 

cual para el caso unidimensional, guarda una relación cercana al operador ma-

ximal de Hardy-Littlewood. Además lograrnos encontrar condiciones necesarias 

y suficientes para asegurar el acotamiento del operador de Hardy en los espacios 

LP(R') y LÁ(JRn). 

Actualmente, en el área del Análisis Armónico el estudio de los operadores pro-

medio es una línea muy activa. Uno de los trabajos que se está realizando es sobre 

variantes del operador de Hardy, en donde se busca encontrar las condiciones para 

las cuales, tales variantes sean continuas en algunos espacios de interés. 
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Apéndice A 

Desigualdad Integral de 

Minkowski 

Teorema A.O.2 (Desigualdad Integral de Minkowski). Sean (X, M, t)  y (Y,Af, y) 

espacios de medida o.-finitos y f : X x Y -+ C una función medible respecto a 

la o-álgebra producto M ® .Af. 

a) Si f > O y 1 <p < oc, entonces 

[f U 
f(xY)dv(Y))d(x)] f [ff(x,y)Pd(x)]*dv(y). (Al) 

b) Sil < p Ç oc, f(- , y) E L(d) para casi toda y y la función y -> !f()II 

está en L'(dv), entonces f(x,.) e L' (v) para casi toda x, la función x -+ 

ff(x,y)di(y) está en LP( t) y 

 

f f(. 

 

I p 

(A.2) 

    

Demostración. La prueba que daremos aquí fue tomada de [11], p. 194. 
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a) Si p = 1, el resultado no es más que el teorema de Tonelli. Si 1 <p < oo, 

sea q el exponente conjugado de p entonces por el teorema de Tonelli y la 

desigualdad de Hólder se sigue que 

111&1Y)dv(y) ¡ Pdp(x) 
= 

f lf f(x, y)du(y) I'I f f(x, y)dv(y) idp(x) 

= f Iff(xz)dv(z)l'lff(xY)dv(Y)Id(x) 

f 1  f f(x, z)dv(z) Ip-' f if(x, ) idv(y)d(x) 

= 

 

fif f(X, o if f(x,  z)dv(z)i'd(x)]dv(y) 

~ dí(x)1 El f f(x, z)dv(z)IPdji(x)]dv(y), 1[11flx, y) I  

por lo que 

f f(x, y)dv(y)d(x) fLf If(x, y)idp(x)Idi'(y) 

íf ff(x,y)dv(y)IPd(x)]. 

Ahora, si [fi f f(x, y)di'(y) I"dit(x)] = O, la desigualdad se obtiene de manera 

trivial. Luego, si [fI ff(x,y)dv(y)jPd(x)] q <00, dividiendo en ambos lados 

por este factor, se sigue que 

Ef 

 

d(x)] 1 

 

" dv(y). f f f(x, 

    

b) Si p = oo la desigualdad se obtiene por consecuencia de la monotonía de la 

integral. Si p < oc entonces (A.2) se sigue de a) (considerando lfi en lugar de 
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f) y aplicando el teorema de Fubini: 

 

f f(., 

 

p= [
( 1 1f ( - , y)d1,(y)j)'dp(x) ] 

[1(1 f(. Y)dv(Y)) d(x)] 

f (ff(.Y)Ivdx))dv(Y) 

1 
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