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Introduccion

El célculo fraccional es una rama de las matematicas que investiga las propiedades de las
derivadas e integrales de orden fraccional. En particular esta disciplina trata la resolucién de
ecuaciones diferenciales que involucran derivadas fraccionales de una funcién desconocida. La
historia del célculo fraccional empezé casi al mismo tiempo que el calculo estandar. El célculo
fraccional fue mencionado por primera vez en una carta que Leibniz mandé a L'Hospital en
1695 (ver [9]), donde se abordaba la idea de la semiderivada. Muchos matematicos famosos
aportaron al calculo fraccional, Liouville, Riemann, Euler, Lagrange, Heaviside, Fourier,
Abel, etc. Todos ellos propusieron definiciones originales. En una carta con fecha del 30 de
Septiembre de 1695 L'Hospital le escribié a Leibniz preguntando por su notacién particular
de la derivada,

d" f(z)
dz™

que pasaria si n = % Leibniz le contesto: “Una aparente paradoja de la cual un dia tendre-
mos utiles consecuencias”: Fue en estas palabras donde el cdlculo fraccional nacié.

En 1812 Laplace definié una derivada fraccional de orden arbitrario,. El generalizé desde
el caso entero, empezo con

Si n es un entero
d™y m!
dz" ~ (m—n)!
Usando la funcion Gamma obtuvo
dy  T(m+1)

dr® TI'(m—n+1)

m—=n

Asi para el cason = %, m = 1, se obtiene

dy _2/%
dzi V7

La funcién exponencial estd representada en serie como

Aplicando la férmula anterior término a término se tiene

fk v

2 By

k=0

—
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donde v € R*. Esta derivada fraccional de la exponencial no regresa otra exponencial como
es en el caso entero.

Consideremos un entero n, cuando hablamos de z", rdpidamente visualizamos que multi-
plicar n-veces = nos dard el resultado. ahora si resulta ser que n no es un entero va no es
tan facil visualizar el resultado, por ejemplo si pensaramos en 27, es dificil visualizarlo sin
embargo existe, algo similar sucede con la derivada fraccional. Asi como los niimeros reales
existen entre los enteros, las derivadas fraccionales existen entre las derivadas enteras. En
1696 Leibniz mencioné otra forma de derivada fraccional en una carta que le escribié a Ber-
noulli (ver [9]).

El primer paso a la generalizacion fue dado por Fourier en 1821, después de la introduccion
de

'1 0o poo
f@ == [ [ 5w cos(pz — pu)cudp.
J0O o —DO
Su definicién fue obtenida de la representacion integral de la funcién, como

dr 1
e cos[p(z — u)] = p" cos [p(:.‘: —u) + §mrJ 4
de donde se obtiene

dn o] o0 -
dj;(ﬂx) = % /0 /_oc f(u)p"cosp(x — u) + n—z—]dudp.

Esta relaciéon pudo servir como definicién de derivada para n € R. En la actualidad hay
muchas definiciones de derivada fraccional y sirven para diferentes tipos de aplicaciones en las
cuales se generaliza un modelo de orden entero a uno de orden fraccional y se obtienen mejores
aproximaciones a modelos, esto comprobado empiricamente. En esta tesis abordaremos las
principales definiciones de derivadas, Riemann-Liouville, Caputo.



Capitulo 1

Calculo Fraccional

En esta parte se presentan las definiciones del operador diferintegral de Caputo y de
Riemann Liouville, asi como las propiedades bésicas de tales operadores. Finalmente, vere-
mos la expresion explicita de la derivada de orden fraccional, segin las definiciones de los
operadores antes mencionados.

1.1. Funciones Elementales en Calculo Fraccional

La transicién del célculo clasico de orden entero al célculo fraccional es mediante la
generalizacion de algunas funciones elementales. Particularmente, la funcién factorial de
un numero entero juega un rol importante en la definicion del operador diferintegral de
orden entero, y su generalizacién, la funcién Gamma, serd el pilar fundamental del operador
diferintegral fraccional. En este capitulo. se presentaran las generalizaciones de funciones
elementales en el cdlculo fraccional.

1.1.1. Funcién Gamma

La funcién mas importante en el desarrollo del calculo fraccional es la funcidén Gama, la
cual generaliza a la funcién factorial, pues es el pilar de los conceptos tratados en este tema.
Definicion 1.1.1. Si la parte real de un nimero complejo z es mayor que cero, la funcion
r:ct—-cCct

oo
I'(z) = /s*‘le“"ds,
1]

se define como la funcion Gamma.
La funcién Gamma tiene tiene la siguiente propiedad que nos sera de ayuda en el siguiente
capitulo.
Proposicién 1.1.1. Si 2z € C*, entonces
['(z4+1) = 2I'(2).

Demostracion.
oo

Plz+1) = /Sze—sds

0
oo

= [—e'ttz]zo +z/s:_le_“ds
0
=2I'(2).
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Como consecuencia obtenemos también el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.1.2. 5i z € N, entonces

[(z)=(z—1)!

Demostracion. Procederemos por induccién matematica; es claro que I'(1) = 1; ahora su-
pongamos I'(n) = (n — 1)!; entonces

I'(n+1) = nl(n)
=n(n—1)
=n!

lo cual termina la induccién. O

1.1.2. Funcién Beta
Otra funcién importante en el Célculo Fraccional es la funcién Beta.
Definicién 1.1.2. Sean z,y € C*, a la funcion B: Ct x C* - C

1

Bz y)= /sm_l(l — 5)¥ s,

0
se le llama funcion Beta.
Proposicién 1.1.3. Sean z,y € C*, entonces

I'(z)(y)

BE) =Tty

Demostracion. Nétese primero que

I'(z)T(y )——/msf-l _sds/ Vet

f / r— lty 1 —§— i‘.dsdt

Haciendo el cambio de variable s = u? y t = v?

oo oo
I'(y) = 4/ / w2 1y2=1e=(w+v%) gy gy
o Jo

pasando a coordenadas polares

o0 X
I'(y) = 4/ /2 r2@ == 0527=1(6) sen® 1 (§) rdrd6,
0 0
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haciendo t = r2

Ty = 2/ tm"'y‘]e'tdtfz cos?*~1(9) sen™~1(6)df

0 0

k.4

=2I'(z +y) /2 cos?* () sen®~1(#)d,

0

—?((z)i(g)) = 2-/: cos? 1 (8) sen® 1 (8)db.

Haciendo el cambio de variable sin(f) = s, se tiene

1
F@)(y) _ [ o -
B(

1.1.3. Funcién de Mittag-Leffler

La funcién de Mittag-Leffler, al igual que la funcién Gamma, es una de las mds impor-
tantes en el estudio del cédlculo fraccional y en la mayor parte de las aplicaciones.

Definicién 1.1.3. Se define la funcion de Mittag-Leffler de dos pardmetros como

k

T
Eﬂ.-.g(‘r) = g m

Observacion 1.1.1. Denotaremos E,(x) = Eq1(x).

1.2. Diferintegral de Riemman-Liouville

El primer paso, hacia la generalizacion de derivada fraccional, serd construirla para nime-
ros negativos.

Definicién 1.2.1. Sea f : [a,b] — R una funcién Riemann integrable, definimos Jf como
T
If@) = [ fwn

para cada x € [a,b|.

Por el teorema fundamental del cdlculo

= ([ sean) = 160,
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entonces es claro que

¥ que
1 (@) = 1) - 10

Por tanto, J funciona como un inverso de E(i' por derecha, mientras que J funciona como
inverso por izquierda cuando f(a) = 0. Aplicando J repetidamente se obtiene

P(f@) = I = [ ' / * fun)dundun;
P(t@) = PG = [ [ [ f)dududs

) = ) - [ [ [ fundudi - du

El siguiente teorema sera de gran ayuda para generalizar la integral fraccional.

Teorema 1.2.1. Sea [ una funcién Riemann integrable, entonces

/: /:‘ﬂ ./:2 R ﬁ /j(m —u)" f(u)du.

Demostracion. Procedamos por induccién matematica. No es dificil ver que el cason = 1 se
cumple. Supongamos que es cierto para n = k, es decir que

/: /:k .../:2 fuy)dusdus...du, = Ef-—l—l)‘ f;(m — )" f(w)du.

Ahora, por la hipétesis de induccion e integracién por partes

b et [ [ o]~ [ ([ rw)s-or-som)
(e o) ([ 1)
([ ) ([ s
- / ’ / / " Pl ey

lo cual completa la induccién y la prueba.



|

1.2 Diferintegral de Riemman-Liouville

El teorema 1.2.1 nos lleva de forma natural a definir la integral fraccional de orden a de la
forma siguiente:

1

ﬁmg:ﬁa/%pﬂwvmﬁ

Escribiremos la definicién de la integral fraccional en forma precisa.

Definicién 1.2.2. Para oo > 0, decimos que una funcién f : |a,b] — R tiene integral
fraccional de Riemann-Liouville de orden o si el limite

x—h

Iim [ (z—t)*"1f(t)dt,

h=0t J,

eziste para toda x € [a,b] y llamaremos integral fraccional de Riemann-Liouville de orden o
de f a

’ 1 r—h "
lim —)/a (z — )" f(¢)dt, (1.1)

h—0+ I'(a

y la denotaremos por J° f(z). Definimos la integral fraccional de Riemann-Liouville de orden
0 de f como f(x).

Lema 1.2.1. Sea @ > 0 y f : [a,b] — R una funcidén integrable. entonces la funcién g :
[a,b] = R definida por

@) = [ (o—vr st
es continua.

Demostracidn. Como (z — t)®f(t) es integrable en [a,b] estd acotada, por lo cual se tiene
para alguna constante M;:

[(z —1)°f(2)| < My,
para toda z,t € [a, b]. De igual forma, con f se obtiene:
|f(z)| < My,
para toda = € [a,b]. Para h cercana a cero se tiene h*t? < h. Ahora dado ¢ > 0 tomemos

d = min {ﬁf 51} , donde M = max {M;, M}, como la funcién (z —a)® es continua se tiene
que existe d; > 0 tal que

|m+h~@“hﬁm—ﬂﬂﬂ<§

siempre que

|h.1 < d;.
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Ahora

z+h T
o+ m-g@I=| [ @ +n-trsa- [ (I—t)“f(t)dt‘

r+h

_ [f(t)[(ﬂh-t)a . (:r—t)“}dt-l—/

T

(z — 1) f(t)at

IA

/ 1F Ol + h— 1) — (o — )%t + My

< M, /z[(m +h—a)®*— (z — a)%dt + My|h|

M

< == [h*H 4 @+ h—0)™ (2 - a)*" | + Mylh)

< Mh| + |(z + h —a)* — (z — a)*| + M|A|

€ € £
Wges
=¢,
siempre que
|| < 0.
Por lo que g es, en efecto, continua. O

Proposicién 1.2.1. Si f : [a,b] = R tiene derivada f' integrable, entonces tiene integral
fraccional de Riemann-Liouville de orden o para toda oo > 0 y ademds se tiene la relacion

I@) =t [(:c ~as@+ [ - t)"f’(t)dt]

para o > 0.

Demostracion. El caso en que a = 0 es trivial pues

Jf(z) = f(z).

Ahora si a > 0 se tiene que f(t)(z —t)*~! es continua en [a,z — h] y por tanto integrable en
la,z — h] para toda h, por lo que haciendo uso del teorema de integracién por partes, en la
integral que aparece en (1.1) con

u=f(t), du=Fo)d,
(e~ 1)

dv=(z—1)*dt, v=—
v=(r—1t) , v g
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se obtiene

1 r—h " B
o / @- 0" f0d = g7
r—h
Pz —a)*f(@) + = / (z — D) F(t)dt]

Ahora, como la integral

/ "o — e f ()t

es una funcién continua, por el lema 1.2.1, podemos tomar el limite

x—h x
i :— 1) f(t)dt = —t)*f .
lm [ @-nree= [ @
Ademés, se tiene que
o i
fg AE—R) o
h—0+t a4

debido a que f es continua. Asi

h—0+ I'(c)

x—h
/ (z — £)*" 1 f(t)dt

1 i = o ol
zm[(:c—a) f(a)-f-/a (z —¢) f(t)dtJ_

Entonces la integral existe para cada = € [a,b] y se tiene la relacién

T

o _— 1 o
J f(i‘v“)—m [(ﬂf—a) f(a)+/a

(2 t)“f’(f)dt] ..

por lo que la prueba estéd completa. O

Al igual que las integrales usuales, las integrales fraccionales también cumplen ciertas pro-
piedades interesantes y itiles. Una de ellas es la linealidad.

Teorema 1.2.2. Si f,g : [a,b] = R son funciones, cuya integral fraccional de Riemann-
Liouville de orden o existe, entonces

JY(Mf(z) + g(2)),

exriste. y mds aun,
J*(Af(z) + g(z)) = AJ* f(z) + J%g(2)),

con A € R.
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Demostracion. La prueba es clara a partir de la definicién, pues

J* (A (@) + g(z)) = ﬁ / “(@— A (@) + g(o)]de

1 # a—1 a—1
o / [z — )2 (@) + (2 — £)°1g(a)] dt

_ %a) [,\ / “(@— 1) f(z)dt + | / (2 = £)°1g(z)dt

= AJ° f(z) + J*g(x).
O

Teorema 1.2.3. Sea f, : [a,b] = R una sucesién de funciones. con primera derivada
integrable, tal que f, converge uniformemente a f y tal que f converja uniformemente en
la,b]. Entonces J*f eziste en [a,b] y ademds

1im J*fo(z) = J*f(2).

Demostracion. Como las f;, convergen uniformemente se tiene que convergen a f’ y que f
es integrable por ser las f,. Asi, J*f existe por la proposicién 1.2.1. Primero se mostrard que
f1(t)(z — t)* converge uniformemente en [a,b]. En efecto, dado € > 0, por la convergencia
uniforme de las f; existe N > 0 tal que para toda n > N y para toda t € [a, b] se tiene

fae) = £ @) < 37
donde M = (b — a)®. Ahora, para cada z € [a,b] y para toda t € [a, b] obtenemos
[fa@®)(z —1)* = f'(2)(z — )| < |z — ¢ £ () — f(2)]

<8,

Asi, fl(t)(x —t)* converge umformemente a f'(t)(z — t)*, por lo que
nlinc}o f )z —1t)° /ft)x—t
y por la convergencia uniforme de las f,, se tiene
liw fo(a)(z — 0)° = £(a)(z ~ @)

Finalmente, con todo esto junto, se tiene

Ji 9@ = Jim oy e o+ [ - ora
=1"(a1+1)[ Jle—ap /f @ =) ]
= Jof(z). O

Como una consecuencia inmediata del teorema 1.2.3 se tiene el siguiente resultado.
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Corolario 1.2.1. Sea f, : [a,b] — R una sucesidn de funciones con primera derivada
integrable. Suponga que la sucesidn de sumas parciales Sy, : [a,b] — R. definida por

Sn(@) =Y fi(@)
k=0
y su primera derivada
Su(z) = fil=).
k=0
convergen uniformemente. Entonces J*S existe y ademds
T fulm) =D I ().
k=0 k=0
Demostracion. S, converge uniformemente, digamos a
S() = Y fula)

k=0

Notemos que S’ es integrable, pues es suma de funciones integrables. Por tanto S, tiene
primera derivada integrable y por la proposicién 1.2.1, J*S existe. Ahora por el teorema
1.2.3 se tiene

lim J%S.(z)] = J*S(z),

n—oo

esto es
k1 oo
lim J2Y " filz) = J* Y _ ful2),
' k=0 k=0
De aqui que
Tt oo
lim » "I fu(®) = J* ) fu(@),
k=0 k=0
lo cual es equivalente a

NIy =J* Y i)
k=0

k=0

O

Teorema 1.2.4. Sean a.f > 0 y f : [a,b] — R una funcién con integral fraccional de
Riemann-Liouville de cualquier orden, entonces J*(J? f(z)) existe y ademds

J(JP f(2)) =T f(2).
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Demostracion.

(s 1 ’ a—1 : A -
HE) = g / (& —1) j it~ 0

//x-t‘*l w)P1 £ (w)dudt

1 z px il .
:P(a)r‘(ﬁ)/a [ =0 - P sy

= m / " fw) [ /u @)t — u)ﬂ—ldt] du,

Ahora al hacer el cambio de variable

s t—u
T r—u

obtenemos

| =t - v

1
= / (ZL‘ o u)a+ﬁ—lzﬁ—1(1 = Z)a—ldz
]
1
=(z— u)“"'ﬁ_l/ 2P(1 - 2)%dz
0
= (z —u)**"1B(q, B).

Asi

La siguiente proposicion nos muestra como influye la derivada sobre J2.

Proposicién 1.2.2. Sea f : [a,b] — R una funcién con primera derivada integrable. Si
a > 1, entonces J*f es derivable en [a,b] y ademds

£ 1f(a) = I (z).

1 w0 |
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Demostracion. Usando el teorema B.0.3 con la funcién g(z,t) = (x — t)°f'(t) que tiene
derivada parcial con respecto a x continua, se obtiene

2150 = s @ = o) + f -0 )dt}
= [‘(a1+ 1) [“(3: )" a) + / dt]

:_Iﬁ{(m—a“‘lf /8—(’r~t f'(t)) t]

-_—ﬁ [a(x—a)“ Lf(a )—I—a-/c: (a~H)* L ' (1)d ]
- i e+ -0
= () a

Podemos usar la integral fraccional para definir la derivada de orden fraccional.

Definicién 1.2.3. Sea @ > 0 yn € N tal guen — 1 < a < n. Decimos que una funcion
f:[a,b] = R tiene derivada fraccional de orden a si

dn 7’1{!
— T2 (),

eziste, y llamamos a

Do f(x) = = r-af(z),

da™

la derivada fraccional de f de orden c.

Proposicién 1.2.3. Sea f : [a,b] > R y a >0 tal que n — 1 < a < n para un entero n. Si
f tiene n+ 1 derivadas y f"*Y) es integrable, entonces f tiene derivada fraccional de orden
a para z € (a,b|.

Demostracion. Definamos g : [a,b] — R como
9(z) = J*f(=),
bastars con probar que g™ existe. Definamos p, ¢ : [a,b] — R como

p(t) := f'(t),

(_I)T?(I — t)(l‘f’ﬂ,

Q(t) = H;_izl(a_i_j)




14 Calculo Fraccional

Ahora, por la proposicién 1.2.1 y el Teorema C.0.5 se tiene

Pl D )l B / F(t)(z - t)%dt
~(@-a2/@)+ [ a0
= (2~ 0)*f(a) - Y (-1)'pP(@)g"""V(a) + (~1)" / Mg (t)dt
i=0 a
Il C il TS I_(ﬂl (n+1) 4
RZ;, (a+7) Pt o [[i=i(a +J)f L
Definamos
h ~ (z—a)** (4)
(z) = 20: T _H)f (a),
y
B l T (m_t)ﬁ+1r. %
M) = TarD )y Mol
asi ,

g(z) = hy(x) + hao(z).

hi(z) es infinitamente diferenciable para toda x € (a,b] y ha(z) por el Teorema B.0.3 tiene
n derivadas, esto nos dice que g™ existe para toda z € (a, b]. ]

Teorema 1.2.5. Si f,g : [a,b] — R son funciones cuya derivada fraccional de Riemann-
Liouville de orden o existe. Entonces

D*(Af(z) + g(x)),

existe, y ademds

D*(A\f(z) + g(z)) = AD*f(z) + D*g(x)),
para A € R.

Demostracion. La prueba es clara usando la linealidad de la integral fraccional

DM (@) + 8(x) = o= [T (&) + 9(a)]

= & () + ()],

= AD®f(z) + D%(z)).
O

Finalmente, y en base a toda la discusion anterior, podemos unir los operadores fraccionales
en una definicion, en una sola pieza.
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Definicién 1.2.4. Sea a € R y f : [a,b] — R una funcién. Definimos la diferintegral de
Riemann-Liouville de f de orden a, como

Jf(z) st <0
D*f(z) =4 D°f(z) si a>0
f(z) si a=0.

1.2.1. Derivadas e integrales fraccionales de funciones conocidas

En esta parte se mostrara la derivada de algunas funciones conocidas y se vera la forma
de derivar o integrar fraccionalmente.

Proposicién 1.2.4. Sea f(z) = 2" con v € R definida en [0, b], entonces

F(v+1)
F(v-i-l—a)

U=

D°f(z) =
Demostracion. Calculemos primero J~% f(z

J % = / (z —t)"* vt

—ﬂ

_t ul—nlv
—Pkﬂ)ﬁ(l - t°di

ety /‘1( ) ; 5
= — 1—w) " udu
I'(—a) Jo
x—a-}-v B
- 1,—
I(—a) (v+1,-a)

e D =a) Din4-1)
- I(—a)T(—a+v+1)
_ T(w+1) —atv

" T(~ato+1)

Calculemos ahora D*® f(x):
Doz = DIz
! F(U 4 ]‘) v+Hn—o
ezl
= C(v+1)
s n—1
B [F(tl+ﬂ—&+1)
1 Tv+1) .
p— n—1 v4n—a—1
= ]
n—Q[ T(U + l) x‘u+n-a—2]
'v+(n-1)—a)
C(v+1)
Fv+1-a)

(n—a+ o)zt 1

U=

i o ——————— e e
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Proposicion 1.2.5. Sea f(z) = e con v € R definida en [0,b], entonces
D°f(z) = 27*Ey1-q(cz)

Demostracion. Empecemos por calcular J® f(z):

Calculemos ahora D* f(x):

Daf(il:) o ﬁ Jn—aea:]

Z 'n—a+k+1)

d:cf’

[=.=]

gl“ k—a-+1)
o0 k

lm ik —a+k

5 T
i Zr(k—a-!-l)

=0

= .T._GEIJ_G(.'I.').

1.3. Diferintegral de Caputo

Definicién 1.3.1. Sea a > 0 y n tal que n—1 < a < n, decimos que un funcion f : [a,b] —
R, tiene derivada fraccional de Caputo de orden o si

—o [d"f(z)
# [ dzn }7
eziste, y llamamos a
dn
Drfle) = - [£10)]

la derivada fraccional de Caputo de orden o de f.
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Proposicién 1.3.1. Sea f : [a,b] — R una funcién y « € R tal que n —1 < o < n para
algiin n € N. Si f es n+ 1 veces derivable y {1 es integrable, entonces f tiene derivada
fraccional de Caputo de orden a.

Demostracion. Como f(™ tiene primera derivada integrable, por la proposicién 1.2.1, J*= f()(z)
existe. Asi, D2 f(x) existe. O

Definicién 1.3.2. Sea « € R y f : [a,b] = R una funcidn. Definimos la diferintegral de
Caputo de orden o de f como

J=f(2) 8 a<D
D2flzy=¢ D2flz) = o0
f(z) si a=0.

Provisionalmente denotemos la derivada fraccional de Riemann-Liouville como 7D y la de
Caputo como “D¢. Una consecuencia inmediata de la definicién de ambas derivadas es la
intima relacién que existe entre ellas y es muy importante para el andlisis de la seccién 3.3.
Tal relacién se describe en el siguiente resultado.

Lema 1.3.1 ([4]). Sine N yn—1 < a < n, entonces

RLpe g(t) = °D t)+ZI, a+1 2™ (a). (1.2)
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Capitulo 2

Ecuaciones integrales fraccionales

En este capitulo consideraremos las ecuaciones integrales fraccionales mas simples no
triviales que existen: las ecuaciones integrales de Abel de primer y segundo tipo. Se hard uso
de la transformada de Laplace, pues esta hace mas facil y comprensible el tratamiento de las
ecuaciones integrables fraccionales.

2.1. Transformada de Laplace de Diferintegrales

Podemos usar la definicién que tenemos de diferintegral a funciones f : [0,00) = R y
después hablar de transformadas de Laplace de la diferintegral de f. Denotaremos con £ la
transformada usual de Laplace, ver seccién [A].

Proposicién 2.1.1. Sea f : [0,00) — R wuna funcidn con primera derivada integrable,
entonces

Lle ] = s L],

Demostracién. Definamos la funcién ¢, : [0, 00) — R como

Iﬂ

%= T )

Entonces

ff * o = - ) Az(x - t)“f"(t)dt,

Moa+1
por lo que

T 1

FerD’O* Fern , €004

L f(0)L[z] '
= [m + L[da * .f]]

QPﬂ=£[

=IO L L isei) - £(0)

3n+1 g™

= s~ L[f].

Lo cual termina la prueba. 0

19
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Teorema 2.1.1. Sea f : [0,00) — R una funcidn con primeras n+ 1 derivadas integrables.
Entonces

n—1
E[Dﬂf] — Sﬂﬁ[f] _ an—k—lmk—ﬂ+of(0).

k=0

Demostracion. Usando la proposicién 2.1.1 tenemos

LID*f] = LIz T"]
n—1

=" (Lo f]) = Y ot 2 ()]

- k
= 35" (s“””f,[f]) — Z Sn_k_I%[dm_of(O)]
0

k=l
= Saﬁ[f] _ ﬂz_: Sn—k—l]Dk—n+cxf(0)‘
k=0

O

Teorema 2.1.2. Sea f : [0,00) — R una funcién con primeras n+ 1 derivadas integrables.
Entonces

n—1
LID2f] = s*L[f] = >_ s>+ 1 fB(0).
k=0

Demostracion. Por la proposicidn 2.1.1 se tiene

LID:f] = LT**f)]

- Sa_ﬂ'ﬁ[f(n)]

n—1

— gon Snﬁ[f] A Z Sn~k~1f(k)(0)
k=0

n—1

= s2Llf] - 3 sk (o).

k=0
O

La siguiente tabla da un breve resumen de las transformadas de Laplace de algunas funciones
importantes que se requeriran posteriormente.
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Lly] | y(®)
1 T
o ()
1 t&_] at
(s+a)° T(a)©
L ol S )
§* —a
L R Eo(—at®)
s(s® +a)
a o
m 1- Ea(—at )
= 12 Ey or1(at)
s%(s —a) e
grd tP=1E, g(at®)
3% —q
1
(S—(L)(S—b} bia(eat _Ebt)

Cuadro 2.1: Tabla de Transformadas.
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2.2. Ecuacion integral de Abel de primer tipo

En esta seccidn y en la siguiente haremos uso de la herramienta que proporciona la trans-
formada de Laplace que, al igual que en el caso de orden entero, nos ayudara a entender y
resolver las ecuaciones integrales simples de Abel.

La ecuacidn integral de Abel de primer tipo esta definida como

1 T ut) = ¥
ey )y gt = 10

donde 0 < @ < 1y f(t) es una funcién dada. Notamos rdpidamente que podemos reescribir
la ecuacién como

Ju(z) = f(z),
y consecuentemente resolverla en términos de la derivada fraccional
u(z) = D f(z).

Tratemos ahora de expresar la solucién en términos de ambas derivadas fraccionales usando
la transformada de Laplace:

L[J%u) = L[f).

Podemos ahora aplicar la transformada inversa de dos maneras, la siguiente nos da la solucién
en términos de la derivada fraccional

Llu] = £lA]

S—C{

_.(a).

_ 1 d [ i@
W Ta- a)da:/[, @t

Asi,

Apliquemos la transformada de Laplace de la siguiente manera:

£y = &1

L tszifl - ro) + L2

sl—n

De aqui que

xv—a

I'(l—a)

1 ()
w) = Fy_ a) /0 CET T f0)

-

T
I'(l—a)

Por tanto, hemos obtenido la solucién en términos de ambas derivadas.

= D2 f(z) + f(0)
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2.3. Ecuacién integral de Abel de segundo tipo

La ecuacion integral de sequndo tipo de Abel esta definida como

A T u(t) o
"0+ i, gt

donde @ > 0, A € Ry f una funcién dada. En [2] se prueba que la ecuacién se puede escribir
en términos del operador fraccional como

(I + MJ%u(z) = f(z), (2.1)
de donde
u(z) = (I +1J*) 7" f(z)

Ademas, se prueba que

(I X7 fla) (I+Z J‘”‘)
Noétese que

I f(z) = Pan(z) * f(z)

donde

y dado que

podemos escribir, finalmente, la solucién de la siguiente manera

u(z) = f(z) + %EQ(—)\Q:“) x f(z). (2.2)

Es posible obtener la solucién aqui expuesta por medio de la trasformada de Laplace. Si
en (2.1) usamos la transformada de Laplace, obtenemos

1+ 2] = i)

| 1 ] oL CRIN Y RIAN 1) i
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de donde se obtiene

g% Sa—l
il = 5 = s (S5 ) 218
y, dado que,
Sa—l

LIEo(—Az?)] = -
se tiene que
@ = 2 [ fa-DE (-
# Cdx J, * 2
= / (2 — ) Ea(—\2)dt + F(0) En(—A2%). (2.3)
0
Analicemos otra forma de obtener la solucién. No es dificil ver que
S(\

Llu] = g Aﬁ[f]

Sa—l
s(Z5 1) a1+ cin

lo cual implica

4ilic) = /n " flo— t)%Ea(—,\rﬂ)dz + f(2)

= (@) + = Eal~A%) » £ (@),

que coincide con la solucién obtenida en (2.2).

2.4. La tautocrona

La tautdcrona o isécrona es una curva tal que si deslizamos un cuerpo sin friccién a partir
del reposo sobre ella, le tomara el mismo tiempo llegar al punto més bajo de la curva desde
cualquier punto inicial. El nombre deriva del griego tauto, por mismo y chronos, por tiempo.

El problema es determinar la forma de la curva que describe la tautécrona. Puede resol-
verse de diversas formas (generalmente por principio variacional) y siempre se llegard a que
la curva que satisface la tautdcrona es una cicloide, que es un tipo de las curvas llamadas
ruletas, que se generan al girar alguna otra curva (usualmente una circunferencia).
Supongamos que una particula parte del punto P = (a,b) y que la parte inferior de la curva
es el origen, donde

r(t) = (z(t), y(2));

es la curva deseada. Fijemos las condiciones iniciales: queremos que la curva parta del punto
P, por lo que de bemos tener

(2(0),9(0)) = (a,b),
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y buscamos que parta del reposo, es decir
(mf(o)ﬂ yf(o)) = (01 0)

Sabemos que la longitud de la curva del punto P a r(t) estd dada por

(t) = / VE@P T @), (2.4)

v que podemos expresarla como funcién de la altura y de la siguiente forma

() = / "

2
donde f(y) =14/1+ (j—;) . La funcién

fly) = d%&(y), (2.5)

es la razon de cambio de la longitud de arco de la curva con respecto a la altura, que, por el
Teorema Fundamental de Calculo, es

La energia potencial que perdera la particula al recorrer la distancia b — y es
Ep, =mg(b—y),
y en ese recorrido ganard la energia cinética
2 v
muv 1 dy
E,=—— = — — |
=Ty T g (dt) '
donde m es la masa de la particula, g la aceleracion de la gravedad y v la velocidad de la
particula. Por el principio de conservacién de la energia se tiene

v(y) = v29(b—y). (2.6)

La particula recorrerd infinitesimalmente una distancia dada por ds = f(y)dy a una velocidad
v(y) por lo que el tiempo total que le tomara a la particula llegar del punto de partida al
origen sera

‘o f ), "
0 v29(b—y)
El problema nos dice que el tiempo debe ser constante en cualquier punto, es decir, buscamos
que

) .
/[; mdy = ¢\/2g, (2.7)
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para toda b:; para resolver el problema de manera tradicional definamos

h(y) =y77,

entonces

(00 = [ Hdy= ey

Aplicando transformada de Laplace a esta 1ltima ecuacién se tiene
cv/2g
clfjct = 22,

Calculando L[h] y despejando L[f] se obtiene

£l = %

Ahora, tomamos la transformada inversa de Laplace para llegar a

v al despejar el diferencial lo podemos expresar como

da_ [y
dy y
Ahora, usemos el cambio de variable y = k? sen® (%) para expresar la ecuacion anterior como
dr _ (do) (dy
dt  \dy/) \ dt
k2 — k2sen? (£ t t
- c t(z) k*sen | = | cos | =
k2 sen? (£) 2 2

= (oo (3)) (2o (3) = ()

b =+
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20

05

Figura 2.1: Cicloide

Al integrar y considerar condiciones iniciales se obtiene

k2

Zl) = —2~(t + sent).

Andlogamente se puede obtener

y(t)= %2*(1 —cost).

La curva
kZ kQ
7)) = (?(t + sent), ey (1— cost)) ;

es una cicloide y es la curva solucién al problema.

Resolvamos el problema con calculo fraccionario.
Al retomar (2.7), notamos que se puede escribir de la forma

T (%) J2f(y) = c\/2g.

Asi. reescribimos el problema como una ecuacién integral fraccional de la siguiente manera:

JEf(y) = c\/=.

m

Al tomar derivada fraccional de orden % en ambos lados obtenemos.

Flu) = 22y,

lo cual coincide con (2.8).
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Capitulo 3

Ecuaciones Diferenciales Fraccionales

Las ecuaciones diferenciales fraccionales son, en efecto, ecuaciones en las que aparecen
derivadas de orden fraccional. A continuacién, vamos a precisar esto.

Definicién 3.0.1. Sean ay,as,...,a, nimeros reales no negativos, no todos cero y f :
; 0
R™*? — R una funcion. Si f = f(@1,Za,...,Tns2) Y 6—f # 0 para algin j € {3,4,...,n+2},
L5
entonces la ecuacion

f (t,z(¢t), D**z(t), D**z(t),-- - , D*"x(t)) = 0,

se llama Ecuacién Diferencial Fraccional de orden o = méx {ay, 0z, ,an} y una funcion
x:I— R, donde I CR es un intervalo, que satisfaga la Ecuacién Diferencial Fraccional se
llama solucion z.

Observacion 3.0.1. La definicion para una ecuacion en la que aparecen derivadas fraccio-
nales de Caputo es andloga a la anterior.

En algunas partes escribiremos EDOF en lugar de Ecuacién Diferencial de Orden Frac-
cional.

Teorema 3.0.1 ([4], pp. 136-138). La EDOF
D= fleglm)), D g0)=by k=1,2...%

paran—1 < a < n, tiene solucidn y € C[0, h] tinica si f : R> — R es continua. estd acotada
y satisface la condicion de Lipschitz

|f(z,y1) — fz,92)| < My — g2,
donde M es una constante positiva.

Teorema 3.0.2 ([4], p. 141). La EDOF
D¢y = f(z,y(z)), yM(0)=b, k=12,...,n

tiene solucién y € C[0,h] tnica si f : R? — R es continua, estd acotada y satisface la
condicion de Lipschitz

|f(z,0n) — fz,y2)| < M|y — v

donde M es una constante positiva.

Veamos algunos ejemplos de [3] antes de adentrarnos en el anélisis.

29
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25
20+

15fF

-2 -1 b 1 2

Figura 3.1: y(t) = t3E

Ejemplo 3.0.1. Resolvamos la EDOF

Diy(t) = ay(t),

donde a es una constante. Si aplicamos la trasformada de Laplace en ambos lados de la
ecuacién anterior obtenemos

s5Lly) — Jiy(0) = aLly] (3.1)

Denotemos por J 3 y(0) al valor de J %y en t = 0. Llamandole ¢ a este valor, podemos reescribir
la ecuacién (3.1) como

s3L[y] — ¢ = aLfy].

Resolviendo para L[y] se tiene

C

Lly] = Z
S3 —a

Finalmente, al tomar la transformada inversa de Laplace, se concluye
y(t) = ct™3 B3 2 (atd).
En la figura 3.1 se muestra la grafica de esta funcién correspondiente a a = 1.

Ejemplo 3.0.2. Resolvamos ahora la ecuacién diferencial fraccional
Diy(t) = 0.
Al aplicar la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién fraccional obtenemos
siLly] — sJ8y(0) — Diy(0) =0. (3.2)

Al igual que en el ejemplo anterior, denotemos a J3y(0) y D3y(0) por ¢, y co, respectiva-
mente. Ahora, reescribamos la ecuacién (3.2) como

s%ﬁ[y] — ;18— ¢y = 0.
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23
22t
21
20 \
1.8
1 Il L I I
-4 =2 2 4

Finalmente, tomamos la transformada inversa de Laplace de la ecuacion anterior para obtener
la solucién y(t), dada por

o =2 ca 1
)= r_(%_)t 3+ @ta. $.
A continuacién, generalizaremos la ecuacién resuelta en el primer ejemplo.

Ejemplo 3.0.3. Consideremos el problema de condicién inicial

Dy(t) = ay(t), y(0) =k,
donde0 < a £ 1ya € R. Al tomar la transformada de Laplace en ambos lados obtenemos
s°Lly] — J'7y(0) = aLly]. (3.3)

Tal cual hicimos en los ejemplos anteriores, denotemos J'~*y(0) por ¢. Entonces, la ecuacién
(3.3) se expresa como

s°Lly] — c = aLly).

Despejando L[y] obtenemos

Ly = —

s —a’

Luego, al aplicar la transformada inversa de Laplace, se obtiene
y(t) = ct"_lEa_a(at“).

Se puede ver en [4] que

Mm t*7 B, .(at*) = 1. (3.4)

t—0+
Asli,
lim y(t) =c.

t—=0+
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70

60

40

1 L L

=2 -1 r 1 2

Figura 3.3: y(t) = t_%E%r%(t%)
Por lo tanto, se concluye que
Yo = J'°y(0).
Finalmente, la solucién al problema de valor inicial es
y(t) = kt*"1E, o (at®). %

3.1. Ecuaciones de Relajacién y Oscilaciéon

Analizaremos ahora Ecuaciones Diferenciales Fraccionales que generalicen los fendme-
nos de relajacion y Oscilacion, las cuales, en su forma mas simple estan gobernados por
ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden, respectivamente.

Primero, la ecuacién de relajacion cldsica estéd definida como

w(t) = —u(t) +q(8), (3.5)

donde ¢ es una funcién continua cuya, solucién bajo la condicién inicial u(0) = ¢y, es

i
u(t) = coe™" + / q(t — e "dr. (3.6)
0
La ecuacién de oscilacién estd definida por la ecuacién diferencial de orden entero

W (t) = —u(t) + q(t), (3.7)

donde ¢ es una funcién continua. La solucién, bajo las condiciones iniciales u(0) = ¢y v
¥ (0) = ¢y, es

u(t) = cocos(t) + ¢; sen(t) + /ﬂ q(t — 7) sen(7)dr. (3.8)

Desde el punto de vista de Calculo Fraccional, una generalizacién natural es reemplazar la
derivada de orden entero, por una de orden fraccional; para preservar el tipo de condiciones
iniciales impuestas en el problema del fendmeno clasico las remplazaremos con derivadas
fraccionales de Caputo, lo haremos con una de orden 0 < o < 1. Para la ecuacion diferencial
de relajacion se adoptara el nombre de ecuacidn diferencial fraccional de relajacion simple y
para la ecuacién de oscilacidn el nombre ecuacion diferencial fraccional de oscilacion simple.
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3.1.1. Ecuacién Diferencial Fraccional de Relajacién Simple

La ecuacion diferencial fraccional de relajacion simple la definimos como
DZu(t) = —u(t) + q(t),

donde g es continua y 0 < a < 1, sujeta a la condicién inicial u(0) = ¢p.
Para resolver la ecuacion usaremos la transformada de Laplace ambos lados de la ecuacién.
Usando el teorema de la transformada de una derivada de orden o se tiene

Llu]s® — s*'u(0) = —L[u] + L[q]. (3.9)
Al despejar L[u] la expresién queda de la forma
Llg] | cs*!
Llu] = ; .
[u] se+1  s2+4+1 (3:0)
Ahora, dado que -
1
L By o(—t%)] = ;
(7 B~ = =
podemos reescribir la ecuacién (3.10) en la forma
4 casa—l
Llu] = L[g]L[t* ™ Baa(—t%)] + (3.11)

s+ 1
Adicionalmente, se tiene la relacion

Sn—l
se41°

LIEq(—t*)] =
la cual sustituimos en (3.11) y aplicamos la transformada de Laplace inversa para obtener
ult) = /Ut q(t — T)Ef(—7%)dT + coEa(—1%). (3.12)
Ademas, dado que

oo —tk t
Bi-8)= 3 pras =™

k=0

si tomamos « = 1 en la ecuacién (3.12), obtenemos la solucién (3.6) de (3.5), por lo que
recuperamos el caso de orden entero, lo cual no es novedad.

3.1.2. Ecuacidén Diferencial Fraccional de Oscilacién Simple

La ccuacién diferencial fraccional de oscilacién simple la definimos como
Di*u(t) = —u(t) +q(t),
donde g es una funcién continua y 0 < a < 1, bajo las condiciones iniciales

u(0) = ¢, u'(0) = e;.
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La resolveremos por medio de la transformada de Laplace aplicada a una derivada de Caputo
se tiene

s Llu] — s**71£(0) — s2*72f(0) = —L[u] + L[q],
de donde despejamos L[u], para obtener la expresién

Clul Llq] cps?* ! ¢s
u] = ' ;
s22 41 a4l gt

2a—2

Ahora, usando el hecho de que
520—5
g% 41

se tiene, al usar la transformada inversa de Laplace, que la solucién es

= L [P By, 5(—12%)] ,

t
u(t) = _/ q(t — 7)7%° 7 Ega 2a(—T**)dT + CoEza(—t2*) + €1t Enq a(—t>*). (3.13)
0

Si tomamos a = 1 en la solucién (3.13) llegaremos a la solucién (3.8) de (3.7), esto es claro
observando que

2 - (_t .
Ex(—2) =Y ——— = cos(t),
. g T(2k +1)

¥y que
o (l)ktmc B hsand (_l)kt%

Eyo(—t%) = =
A §P(2k+1+1) e (2K + 1)

1 it (_1)kt2k+1 1
==Y ——— = —gen(t).
o |
b (2k +1)! t

3.2. Funcién Exponencial Fraccionaria

Consideremos la funcién exponencial
z(t) = zoe™, zp,a € R,
que es la solucién del problema de valor inicial
2'(t) = az(t) , z(0) = z,.
Buscaremos, de manera similar, definir una funcién exponencial fraccionaria como la solucién
de la ecuacién diferencial fraccional con problema de valor inicial fraccionario de orden
n—1l<a<sn
DPg(t) =a%z(t), D" %(0)=x k=0,1...,0—1,
para el caso de la derivada de Riemann-Liouville; mientras que para la derivada de Caputo
sera
D2z(t) = a®z(t), z¥(0) =z, k=0,1...,n—1,
en el cual supondremos a > 0 para no lidiar con niimeros negativos elevados a una potencia
fraccionaria.

[ i BUan pEmOEAN
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3.2.1. Funcién Exponencial Fraccional de Riemann-Liouville
Partiremos de la ecuacién diferencial fraccional
D*z(t) = a™&(t),
bajo las condiciones iniciales
D“‘k‘lx(ﬂ) =ar, k=0,1...,n—1.
Como ya se ha hecho antes, aplicamos la transformada de Laplace
L{D%z] = a*Liz],

v llegamos a la expresion
n—1
— Z Ui 3 = T il
k=0

Ahora, procedemos, igual que siempre, despejando L[z]

n=1

sk
Llz] = Z = —ZQ'

k=0

Nétese que para cada término de la suma se tiene

sk, T

e —at k(1 (5)%)

Luego, aplicando la transformada inversa de Lap]ace y usando el hecho de que

2

‘(:’[tﬂ 1] (Q)

para « > 0, llegamos a

5 !
oY
Lk sU+Da—Fk

J=0

2 p(+)a—k-1
"ML TG Da—k)

= 2t era+a— k)

3=0
=t LB, e (lad)®).
Asi, finalmente. la solucién es

n—1

= Z ’..tha_k'_lEu‘o_k((at)ﬂ).

k=0
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Definimos entonces
g,k(t) = ta_k_lEa,a—k((at)Q)a

como la funcién exponencial fraccionaria de Riemann-Liouville. Ahora mostraremos que z(t)
en efecto satisface la ecuacién diferencial fraccional. Notemos que

D& (1)

[tﬂ—k_lEQ,a_‘k((at)a)}
t{j+ Da—k-1

E% T(G + 1a — k)

| |

a’®

['((j+1a—k)

De (t(j+1)cr—k—1 )

Pﬂs

0

.
Il

J

:Z:HU+1

8

a ((j' 1)0_ tu+1)n —k—1-a
Jao — k) NG+ Da—Fk—a)

P a;atja—k.—l

T(joa—k)

J=0

Al tomar j = 0 en la suma, el término I'(ja — k) = I'(—k) toma un valor infinito, pues
los enteros negativos son polos de la funcién Gamma, asi que la suma se puede hacer desde
j =1, por lo que podemos re-indexar

o0 giopio—k=1

I(ja—Fk)

i=1

de donde

L] N IEmANEN EEEEEEEEE | ——
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Comprobemos ahora las condiciones iniciales. Para m = 0,1,...,n — 1 se tiene
s +)a—k-1
Da—m—lga (t) = Da—m—l ajﬂ .
a(?) ; I((j + 1)a—k)

1’1 +1)0’ t(_H‘l)ﬁ k—1-(a—m-1)
-k T(([j+1l)a—k—(ac—m=—1))

ajatjcx-—k+m

81M8
'__1

e I'ja—k+m+1)

t—k+m oo ajmjn-k+m

T T(~k+m+1) +§F(_ja—k+m+1)'

Vemos que el primer término toma el valor cero si m < k. Al evaluar en ¢ = 0 todos los
términos de la suma en que j > 0 son cero pues o — k 4+ m > 0, por lo que sélo importa el
caso j = 0; tenemos 3 casos dependiendo de k y m:

i) Si m > k, entonces

Dem1ge L (0) = 0.

ii) Si m =k, nos queda

D“-m-lgg__k(o) =],
iii) Si k > m, se tiene

Da-m-1g8, (0) =0,

Concluimos entonces
0 st m+#£k

D= (0) =
1 si m=k

Por lo tanto, para todam=0,1,...,n—1
n—1
Demz(0) = ) L DO1EL,(0)
k=0
=l

Por tanto las condiciones iniciales se cumplen.

3.2.2. Funcién Exponencial Fraccional de Caputo
Para la derivada de Caputo. consideremos la ecuacion diferencial fraccional

Dox(t) = a®x(t),
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con las condiciones iniciales
e® =z, k=01,....n—1,
De nuevo, aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién
Ll D% =a" L],

y obtenemos
e
s*Llz] — Z s~ *lg = a*L[z].
k=0
Despejando L[z], y re-acomodando todos los términos obtenemos la expresion:

n—1 a—k—1

Lfz] =

1
oo
=Y (“)
= k+1 Z &
=0 gmt Y
n—1 a..’a
= “'"’"“‘Z IOtk

k=0 7=0
Al calcular la transformada inversa de Laplace se tiene

oo tja+k
z(t) =Y ¢ o &
=0 =2 =3 P rr e

Txt* By as1((at)®).

Definimos la funcion
% ik (8) = Ega11((at)®),

a la cual llamaremos la funcién exponencial fraccional de Caputo. Al tomar su derivada de
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Caputo de orden a tenemos
£ tjf:H-k

Zwm ]
I(joa+k+1)

j=0

D22, u(t) = DO
a?®
Fjo+k+1)

d”
n—o Jja+k
J g —(t )
a’® Jn-a P(ja+ k + 1)piath-n
Fjo+k+1) 'ja+k—n+1)

I

s 118

005 g

I

[
Il
=]

pnqg

0

e,
Il

a’®

n—a/gjoat+k—n
e ik—ntD” & b

4 lngil

1l
=]

J

el término en que 7 = 0 es cero, por lo que
al®

n—ofyjotk—n
IF'jao+k—n+1) ¢ )

Ma

ngf.a,k(t) e

1

L,
Il

a’® T(ja + k — n + 1)pjotk-ntn—c
I'ja+k—n+1) I'ja+k—n+n—a+1)

et

1

s,
I

alepG-Datk
I‘((J -la+k+1)
aleietk
¢ T(ja+k+1)
= “5% e (2).

”MS ?Mg

Asi concluimos que la funcién satisface la ecuacién diferencial fraccional, verifiquemos ahora
que satisface las condiciones iniciales.

Param=0,1,...,n—1
am = a’® au . .
= — § L E Ja+k
dtm Eeak(®)] IF'ja+k+1)dtm )

.
]
(=]

a’® I'(jo+ k4 1)ppoth-m
Fja+k+1) Tja+k—m+1)

I
[~]s

o,
Il
[=]

ajcxtja+k—m
IF'ja+k—m+1)

I
M8

o,
Il
=]

Si j > 0 los términos son cero. por lo que sélo nos importa el término inicial

t!.-.—m
I(k—m+1)
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Tenemos otra vez tres casos, si k # m serd cero, si k = m sera 1, asi

qm 0 si m#k
ﬁ&,a?k(o) =
1 & =k
Por lo tanto
am = dm
= = = _ge_.(
dtmI(U) ; :"’"k dtm g*!a,k( )

=

Efectivamente, la solucién satisface las condiciones iniciales.

3.3. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Fraccionales

Para esta parte, estaremos considerando, 0 < a < 2 y omitiremos la definicién de deri-
vada con la cual estemos trabajando. pues en lo que sigue se dardan argumentos de que la
dindmica de un sistema fraccional en principio no depende de la definicién de derivada con
la cual se trabaje.

En general, un sistema dindmico auténomo de tiempo continuo de orden fraccional puede
ser descrito por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de orden fraccional

Dz = f(z); #(ty) = zus (3.14)
donde
D%z, f(z)
pra= |77y = |79 .19
Do, £.()
con z; € R variables reales y f; funciones reales escalares suficientemente suaves. Ademas,
los 6rdenes de derivacién deben ser 0 < a; <2, j=1,...,n.

En la mayoria de los trabajos se trabaja con una forma especifica en los ordenes de derivacién
a; llamada conmensurabilidad, en el siguiente sentido.

Definicién 3.3.1. Si a; = ja, j = 1,2,...,n, entonces el sistema (3.14) se dice ser de
orden conmensurado c.

Si el sistema no es de orden conmensurado, existe una forma de conmensurarlo, sin embargo,
es una parte que no se abordard en este trabajo. pero se puede verificar en [6], [7].

De igual forma que en los sistemas de orden entero, se definen algunos conceptos importantes
para el anélisis de sistemas de orden fraccional. como lo son los puntos de equilibrio v la
estabilidad del sistema en un punto de equilibrio.

Definicion 3.3.2. Un vector constante xy se dice ser punto de equilibrio del sistema de
ecuaciones diferenciales fraccionales (3.14), si

DPxg = f(ap).
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Al igual que en el caso ordinario, cualquier sistema con punto de equilibrio zy # 0 puede ser
trasladado al origen via el cambio de variable y = z — x,.

Observacion 3.3.1. El sistema (3.14) con la deriwada de Caputo tiene el mismo equilibrio
que el sistema de orden entero &(t) = f(z), ésto es. f(xo) = 0. En el sentido de Riemann-
Liouville no es cero, debz’do a que la derivada de Riemann-Liouville de una constante no es
cero. A saber, D%(1) = ru 3’ t > 0. Por tanto, por el lema 1.8.1, el punto de equilibrio xg

en el sentido de R-L satisface f(zo) = F“_a)iﬂn.

Dado que ya se ha establecido la relacién entre la derivada de Caputo y la de Riemann-
Liouville, el siguiente resultado establece la relacién entre los equilibrios con cada una de sus
derivadas.

Lema 3.3.1. Un punto z(to) = zq es equilibrio del sistema fraccional D%z = f(z) si. y sélo
81, Tg es un punto de equilibrio de D*x = f(x), para 0 < a < 2.

Demostracion. Sabemos que D*(1) = y entonces D%z = ———xzy. De aqui que,

t-‘&
T(i=a)' 1"(1 a)
D™y = f(#g) = F(I_Q)S‘L'g Supéngase que D®z¢ = f(zo) = 0. Del lema 1.2 obtenemos la
relacion

—

D%y = Dfmu+mxg
e
DR
= f(2o).
Ahora, supéngase que D%z¢ = f(z0). No es dificil ver que D%z = P:l;_a)xg = D°xq +
F(‘l;_na)mg. Por tanto, D%zy = 0. 0

La estabilidad se define de manera similar al caso entero para cualquier derivada fraccional.
Definicién 3.3.3. El sistema
S (t) = Az(t), z(to) = zo,

se dice estable en el origen si para todo z eriste K tal que para todo t > 0 ||z(t)|| < K. Se
dice asintoticamente estable en el origen si th'm llz(t)|| = 0.
—00

Como es conocido, un sistema lineal también puede ser estudiado como una ecuacién dife-
rencial fraccional, de orden conmensurado a, expresada de la siguiente forma:

> a;D%-sy(t) = 0,
J=0

donde ay,...,a, son constantes, sin pérdida de generalidad podemos suponer a; > o; si
i < j. Haciendo el cambio de variable Dy(t) = x;4,(¢) podemos escribir

D%y 0 1 0 ... 0 T

D%z, 0 0 1 s ) 2 a
. = : : . ) . . | = AT,

=

D, —Qp —Op—1] —CQp-a ... —0] A
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el cual tiene polinomio caracteristico
p(s*) = det(s®] — A) = Zajs"‘("_"'),
J=0

que es un pseudo-polinomio. Asi que, lo siguientes resultados caracterizan a los sistemas
fraccionales estables.

Teorema 3.3.1 (Matignon, 1996 [6]). El sistema lineal fraccional de orden conmensurado
(8

D%z(t) = Az(t), (ts) = xp, (3.16)

donde x € R" es asintéticamente estable en el origen si, y sdlo si. |arg(s;)| > 5, para toda
raiz s; de pa(s*) = det(s*] — A).

En general, el pseudo-polinomio p(s®) no tiene un nimero finito de soluciones. Sin embargo,
si consideramos 0 < a < 2 de orden conmensurado para el mapeo multi-valuado

A C=>C
s = Ms)=s°

con la rama principal de logaritmo definida por —7 < arg(s) < 7 y su correspondiente
dominio A definido por —an < arg()\) < an tendremos un niimero finito de soluciones.

Teorema 3.3.2 (Matignon, 1996, 1998 [6, 7]). El sistema
D*z(t) = Az(t), z(to) = zo, (3.17)

con ¢ € R", es asintdtincamente estable si y sdlo si |arg(X;)| > a%, para toda X\; que sea
raiz de pa(A) = det(A] — A), donde \ = s*.

Definamos los conjuntos C~ = {z € C : |arg(z)| > ’—2'} C* = {z € C : |arg(z)| > a%}. En
este sentido, por el teorema 3.3.2, el pseudo polinomio p(s*) es C~ estable si, y sélo si, el

polinomio de orden entero p(A\) = p(s®)|,=y1/« €s C* estable.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el sistema de orden fraccional conmensurado

0 1 0
Dz=10 0 1 |z (3.18)
=i 85: .19
18 12

cuyo pseudo-polinomio caracteristico es pa(A*) = A3 + ) % — %%/\‘* + 1. Si hacemos el
cambio de variable s = A\*, el polinomio pa(s) tiene raices Az = % + %1 Y Az = _g_ No es
dificil ver que A1z = 2e*'3 y entonces | arg()\;)| > @F para a < 2, j = 1,2,3. De aqui que,
por los teoremas 3.3.1 y 8.3.2, pa(A\*) es C™ estable si. y solo si pa(s) es C* estable, para
a < g Podemos, entonces, tomar a = % para garantizar la C™ estabilidad de pA(/\]E).
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Figura 3.5: 1 <a <2
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L]
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Estable Inestable
an/2
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-2 -1 0 1 2

Figura 3.6: a =1

3.4. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Fraccionales Lineales en
el Plano

Consideremos el sistema auténomo lineal con derivadas de orden fraccional
D2z = ax + by,
D¢y = cx + dy,

donde a,b,c.d € R y ad — be # 0.
El punto (0, 0) es el tinico punto de equilibrio. El objetivo es resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales fraccionales y obtener los planos fase, para analizar la estabilidad o inestabilidad
de los puntos de equilibrio. Haremos una comparacién entre el caso fraccional y el caso
ordinario. Para ello nos basaremos en [10].

Teniendo en cuenta que

DI (Ea(At?)) = AEa(AL%),
y de forma andloga al caso ordinario « = 1, buscamos soluciones de la forma

2(t) = AE, (M%),
y(t) = BEa(At"),

donde es claro que para A <0
z— 0,y — 0, cuando t— oo,
y que para A >0

T — 00,y — 00, cuando t— oo.
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Sustituyendo en el sistema y re-acomodando, obtenemos

(a—A)A+bB=0
cA+(d—NB =0,

() (5)=(5)

y similar al caso ordinario A debe ser solucién de la ecuacién caracteristica

que puede ser visto como

M —(a+d))+ (ad — bc) =0,

De este modo debemos considerar los diferentes casos de las raices.

Raices Reales Distintas

En este caso la solucién general es (ver [10])

2(t) = A1 Bo(Mt®) + AsE,(\at®),
Y(t) = B1Ea(Mt®) 4+ ByEa(Mat®),

donde A;, As, By, Bs € R.

Si las raices son de signo contrario las soluciones tienden a infinito. Si las raices son del
mismo signo, entonces cuando t crece, las soluciones tienden al punto de equilibrio para
raices positivas y a infinito para raices negativas. Para ilustrar el caso consideremos el siste-
ma

Dz = —z,

O, —
D Y= _2y‘
para este caso la solucion general es

= AE,(—t),
y = BE,(—2t),

puesto que la ecuacién caracteristica es
M +3x+2=0.

Podemos observar que en el caso fraccionario el punto de equilibrio presenta un compor-
tamiento similar al caso ordinario. La principal diferencia es que en el caso fraccionario las
soluciones tienden al punto de equilibrio mas lentamente que en el caso ordinario, por tanto
es necesario tomar valores de ¢ muy altos para conseguir que las soluciones se aproximen al
punto de equilibrio.
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Figura 3.7: Plano de fases para el caso ordinario (rojo) y el caso fraccionario con o = 0,9 (azul) y
a = 0,5 (verde).

3.4.1. Raices Iguales
En este caso la solucién general es

z(t) = A1 Eq(Mt™) + Ast®Eq(Aat®),
Y(t) = B1Ea(Mt?) + Bat® Eq(Aat”).

Entonces cuando t crece, las soluciones tienden al punto de equilibrio para una raiz positiva y
a infinito para una negativa. Para darnos una idea del caso, analicemos el siguiente sistema,
que corresponde a la modelacion de un problema de crecimiento descontrolado de poblaciones
de células cancerigenas (ver [10]).

DSg=—g,

148
D Y=Y
con solucién general

z(t) = AE,(-t%),
y(t) = BEo(—t°).

El punto de equilibrio presenta en el caso fraccionario un comportamiento similar al caso
ordinario; las trayectorias son iguales en ambos casos. La dnica diferencia es la velocidad de
aproximacién al punto de equilibrio. Asi, en el caso fraccionario las soluciones tienden a (0,0)
mas lentamente que en el caso ordinario y son necesarios valores altos de t para observar que
las soluciones se aproximan al punto de equilibrio.

Consideremos también el sistema

Dix = -2z
D*Ory =T— 23%

bl
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Figura 3.8: Plano de fases para el caso ordinario (rojo) y el caso fraccionario con a = 0,9 (azul) y
a =0,5 (verde).
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Figura 3.9: Plano de fases para el caso ordinario (rojo) y el caso fraccionario con o = 0,9 (azul) y
a=0,5 (verde).
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con solucién general
z = AE,(-2t%),
A .
y = BE,(—2t%) + —t®E4 o(—2t%),
ol

donde A, B son niimeros reales. Observamos que el punto de equilibrio presenta en el ca-
so fraccionario un comportamiento similar al caso ordinario. Sin embargo, las soluciones
necesitan valores altos de t para aproximarse al punto de equilibrio.

3.4.2. Raices Complejas
En este caso, para raices complejas conjugadas A y A la solucién general(ver [10]) es

z(t) = A1 Re(EL(At%)) + AsIm(EL(AtY)),
y(t) = BiRe(EL(At*)) + BaIm(E4(AtY)).
Asi cuando t crece las soluciones tienden al punto de equilibrio (0,0) para raices complejas
conjugadas con parte real negativa. Para raices complejas conjugadas con parte real positiva
se van a infinito.
Tlustremos la situacién con el sistema
Dlz =y,
Dly = -z,

en esta ocasion la solucién general es

2(t) = AIm(Eq(it*)),
y(t) = ARe(Eq(it®)).

Este es un caso muy curioso(ver (3.10)). En el caso ordinario, obtenemos orbitas periédicas
y el punto de equilibrio es un centro. Sin embargo, en el caso fraccionario las soluciones
pierden la periodicidad y sus trayectorias forman espirales.

3.5. Mecanica Fraccional

Mateméticamente, el movimiento de un cuerpo puede ser modelado a partir de las fuerzas
que actiian sobre él. El principio bésico es la segunda ley de Newton, que se puede formular
en términos de la ecuacién diferencial

F =ma",

donde z es la funcién que determina el movimiento.
Algunos autores (Como Ebaid u Otero, ver [1]) proponen una generalizacién fraccionaria de
la forma

FP=mD"z,

en la que D%z es la derivada de orden 1 < a < 2 de z.

A partir de la ecuacién anterior, seguiremos, el procedimiento habitual para el estudio de
la dindmica de algunos sistemas fisicos clédsicos, como el péndulo y el proyectil. Este nue-
vo enfoque fraccionario de la dindmica conduce a resultados, ecuaciones e interpretaciones
diferentes a los tradicionales.
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Figura 3.10: Plano de fases para el caso ordinario (rojo) y el caso fraccionario con o = 0,9 (azul) y
a = 0,5 (verde).

3.5.1. Péndulo Fraccional

El péndulo simple es un sistema fisico constituido por una particula de masa m que,
suspendida de un punto fijo O por medio de una varilla de longitud L, puede oscilar en
un plano vertical fijo por efecto de la fuerza de la gravedad. La posicién de la particula en
el instante t se especifica mediante el angulo # que la varilla forma con la vertical en ese
momento.

El estudio del péndulo constituye uno de los problemas clasicos de la dinamica elemen-
tal, y todas sus componentes estan perfectamente determinadas desde el punto de vista
matematico. Lo que se pretende con este apartado es realizar un analisis del movimiento
pendular enfocado desde la 6ptica més extensa del Cdlculo Fraccionario, y para ello se va a
generalizar la idea clasica de aceleracién (derivada segunda de la posicién) a una derivada
fraccionaria de Caputo de un orden comprendido entre 1 y 2. Obviamente el péndulo simple
es un sistema idealizado. sobre el que haremos una serie de hipétesis simplificativas:

(1) La varilla que sujeta a la particula carece de masa, es inextensible y siempre permanece
rigida.

(2) El movimiento de la particula ocurre en dos dimensiones: es decir, la particula traza
un arco de circulo en un plano vertical fijo.

(3) El sistema no pierde energia por efecto de la resistencia del aire ni por friccién alguna.

Para determinar la funcién que describe el movimiento del péndulo fraccionario empezamos
buscando la ecuacion diferencial fraccionaria que modela dicho movimiento. La ecuacion
buscada tiene por incégnita la funcién €, que determina en radianes el angulo de la varilla
en el instante t. La particula se mueve sobre un arco de circunferencia bajo el efecto de dos
fuerzas: su propio peso (mg, donde g = 9, 80665 es la fuerza gravitatoria ejercida por la Tierra
cerca de su superficie) y la fuerza de tensién T ejercida por la varilla. Si descomponemos
el peso en sus componentes tangencial y normal, observamos que la componente normal de
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Figura 3.10: Plano de fases para el caso ordinario (rojo) y el caso fraccionario con a = 0,9 (azul) y
a = 0,5 (verde).

3.5.1. Péndulo Fraccional

El péndulo simple es un sistema fisico constituido por una particula de masa m que,
suspendida de un punto fijo O por medio de una varilla de longitud L, puede oscilar en
un plano vertical fijo por efecto de la fuerza de la gravedad. La posicion de la particula en
el instante ¢ se especifica mediante el angulo ¢ que la varilla forma con la vertical en ese
momento.

El estudio del péndulo constituye uno de los problemas clésicos de la dindmica elemen-
tal. y todas sus componentes estan perfectamente determinadas desde el punto de vista
matematico. Lo que se pretende con este apartado es realizar un analisis del movimiento
pendular enfocado desde la dptica més extensa del Cdlculo Fraccionario, y para ello se va a
generalizar la idea cldsica de aceleracién (derivada segunda de la posicién) a una derivada
fraccionaria de Caputo de un orden comprendido entre 1 y 2. Obviamente el péndulo simple
es un sistema idealizado, sobre el que haremos una serie de hipdtesis simplificativas:

(1) La varilla que sujeta a la particula carece de masa, es inextensible y siempre permanece
rigida.

(2) El movimiento de la particula ocurre en dos dimensiones: es decir, la particula traza
un arco de circulo en un plano vertical fijo.

(3) El sistema no pierde energia por efecto de la resistencia del aire ni por friccién alguna.

Para determinar la funciéon que describe el movimiento del péndulo fraccionario empezamos
buscando la ecuacién diferencial fraccionaria que modela dicho movimiento. La ecuacién
buscada tiene por incégnita la funcién €, que determina en radianes el dngulo de la varilla
en el instante t. La particula se mueve sobre un arco de circunferencia bajo el efecto de dos
fuerzas: su propio peso (mg, donde g = 9, 80665 es la fuerza gravitatoria ejercida por la Tierra
cerca de su superficie) v la fuerza de tensién T ejercida por la varilla. Si descomponemos
el peso en sus componentes tangencial y normal, observamos que la componente normal de
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Figura 3.11: Péndulo

esta fuerza se ve contrarrestada por la fuerza de tensién de la varilla. Por lo tanto, la inica
fuerza actuante en lo que concierne al movimiento del sistema sera la componente tangencial
del peso, que tendra signo negativo por ir siempre en direccién opuesta al movimiento:

F(t) = —mgsen(6(t)).
En el modelo clasico se introduce esta fuerza en
F =ma.

Siendo a la aceleracién tangencial del movimiento, y se llega asi a la ecuacién tradicional
del péndulo. Aqui vamos a sustituir, por una férmula alternativa mds general haciendo uso
de derivadas fraccionarias:

F(t) =mDZr(t).

Nos interesa una ecuacién en la variable angulo de la varilla 6(¢), y no en la variable posicién
de la particula r(¢). Por ser un movimiento a lo largo de un arco de circunferencia de radio
L tenemos que r(t) = LO(t), con lo que

Der(t) = LD2O(t),

donde D? es la aceleracién angular.
Finalmente, juntando todo, obtenemos

—gsenfl = LD,
que nos lleva a
D26 + %senf) = 0.

La ecuacién anterior no tiene facil solucién, al no tratarse de una ecuacién lineal debido al
término no lineal sen(6(t)). Ahora, recordemos que sen(6) =~ 6 cuando 6 es pequen particular,
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6 y sen(f) coinciden en las dos primeras cifras decimales cuando # < 7/12. Sustituyendo
sen(d) por @ obtenemos la ecuacién

g

o - .

DJ6+ fﬁ =-§.

Esta es una ecuacién diferencial de oscilacién simple (como las que se estudiaron anterior-
mente), por lo que si suponemos las condiciones iniciales

H(t) = by,
gf(t) = Y,

entonces la solucién es
0(t) = 60 B (F1°) + votEa o~ 7).

Observacion 3.5.1. Para el caso a = 2, la solucion coincide con la del péndulo simple.

3.5.2. Proyectil Fraccional

Otro problema dinamico clasico es el del movimiento de un proyectil. Se sabe que una
particula que es proyectada formando un determinado dngulo con la superficie de la Tierra,
describird una curva de tipo parabdlico. Esta trayectoria estd perfectamente determinada
matematicamente incluso para el caso. un poco mas complicado, en el que consideremos
otras fuerzas involucradas en el sistema ademds de la gravedad, como son las de friccidn,
o fuerzas externas. reas como la balistica han estudiado en profundidad este tema. Aqui,
siguiendo trabajos como los de Antén Lombardero (ver [53]). vamos a estudiar el movimiento
de un proyectil desde el enfoque fraccionario. Para ello, tal y como hicimos con el péndulo,
utilizaremos como hipétesis inicial una férmula generalizada de la segunda Ley de Newton.
Vamos a partir de unas hipdtesis que simplifican el problema, de forma que la inica fuerza
actuante sea la gravedad:

(1) El medio no ofrece oposicién al avance del proyectil ni por resistencia del aire ni por
ninguna otra friccién.

(2) No hay curvatura de la superficie terrestre, que es plana y sin rugosidades.
(3) La fuerza de la gravedad es uniforme, y no disminuye con la altura del proyectil.

(4) No se tiene en cuenta la fuerza de Coriolis, debida al movimiento de rotacién de la
Tierra.

(3) La trayectoria estd contenida en un plano.

Supongamos que se lanza el proyectil, de masa m, con una velocidad inicial de médulo
vp y formando un dngulo ¢ con la horizontal. Escogemos el plano OXY coincidiendo con el
plano de la trayectoria, de forma que el origen O se corresponda con la posicién inicial de la
particula. Podemos descomponer el movimiento en sus componentes horizontal y vertical, que
seran independientes una de la otra. Como la unica fuerza considerada., la fuerza gravitatoria.
solo tiene componente vertical, la trayectoria sera la composicién de un movimiento rectilineo
uniforme horizontal con un movimiento rectilineo uniformemente acelerado vertical. Es decir,
si z(t) e y(t) son las respectivas componentes horizontal y vertical del movimiento, lo anterior
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Figura 3.12: Proyectil
junto con la segunda Ley de Newton F' = ma nos lleva a las ecuaciones diferenciales clasicas

del proyectil:

d?

d2
magy(t) = —mg,

con las condiciones iniciales

z(0) = 0, 2'(0) = vgcos @,
y(0) =0, y'(0) = vosen ¢,

nos llevan a las conocidas ecuaciones del movimiento parabdlico
z(t) = vg cos @,

y(t) = vot sen ¢ — %t2.

Para aproximarnos al problema desde el punto de vista fraccionario sustituimos, tal y como
hicimos al estudiar el péndulo. la férmula clasica de Newton

F = ma,
por la generalizacién fraccional
Fity=mbisit).
Asi aplicando el nuevo enfoque, llegamos a las ecuaciones

Dx(t) =0,
Dy(t) = —g.
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Figura 3.13: Proyectil con diferentes valores de a,¢ = Z,vp = 10%

Las ecuaciones anteriores son sencillas y pueden ser resueltas de manera inmediata via la
transformada de Laplace, las soluciones son

z(t) = vot cos ¢.

gt
t) =1vplsenp — ———.
y(t) = votsen ¢ (o +1)

Eliminando la variable ¢ se obtiene la representacion cartesiana de la trayectoria

2 —gz"
" T(a+1)(vycosg)e

Y + x tan @,

que, al contrario que en el caso a = 2, donde se trata de una pardbola, es un polinomio
fraccionario de grado o.
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Apéndice A
Transformada de Laplace

Definicién A.0.1. Sea f : [0,00) = R una funcién. La transformada de Laplace de f es
una funcion L[f] = F definida como

Fla} = f et f by,

0

para todo valor de s donde la integral converija.

Definicién A.0.2. Sea f : [0,00) — R una funcidn. Si existen constantes k,N y M > 0
tales que para todat > N

[fO)] < Me*,

diremos que f es de orden exponencial.

Proposicién A.0.1. Sea f : [0,00) — R una funcién integrable en el intervalo [0, N| y de
orden ezponencial parat > N. Entonces la trasformada de Laplace de f eziste para s > k.

Demostracion. Es claro que

f\?‘
| e
0
existe, por lo que basta ver que

[ e st

N

converja.

b b
/ e—sff(t)dt’ S / |€"Stf(t)‘ dt
N N

b
<M / etk—=s) gt
N

- ﬂ_ [eb(.‘c—s) - eN(k—s):| .

T k-3
El lado derecho converje a
M N(k-s
e [eNk=9)],

cuando b — oo, esto prueba la proposicién. [}
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Teorema A.0.1. Sea f : [0,00) = R una funcidn diferenciable con transformada de Laplace
L[f], entonces

L[f] = sL[f] = £(0).

Demostracion. Usando integracién por partes se tiene
b
LIF] = lim/ et f (t)dt
b—oo 0
b
= hm [f(b)e_“ - f(0) +/ e““f(t)dt}
0

= sc[f] -

tal cual se queria probar. O

Corolario A.0.1. Sea f : [0,00) — R una funcién diferenciable con transformada de Laplace
L(f], entonces

Jf:[f(n} = 5" Zskf('n 1— k)
k=0

Demostracion. El caso n = 1 ya se tiene, supongamos que es cierto para n, asi por la hipétesis
de induccion se tiene

L[] = L(F™)]
= sL[f") - f‘“)(O)

= s sl - 3 st peton0)| - 00
k=0

- S"’+1ﬁ[f] e Z Skf(n.—k):
k=0
lo cual termina la prueba. O

Definicién A.0.3. Sean f,g: [0,00) — R funciones integrables, se define la funcién f g :
[0,00) = R

(f * 9)(@) = /D " ft)ale —t)dt,

y la llamamos la convolucion de f con g.

Teorema A.0.2. Sean f,g : [0,00) — R funciones cuya transformada de Laplace eziste,
entonces

L[f g] = L[f]L[g]-

siempre que [ * g exista.
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Demostracion. Notemos que

gl /D T e (F x g) ()t

- [Ter[ [ stste-wa]
= -/Ooo flu) Lw e gt — u)dt} du,

ahora, tomando el cambio de variable f = u -+ z. Asi

Lifxg]= /:’ flw) ./000 6's{z+“)g(z)dz] du

:/D e_*“f(u)du/ome'“g(z)dz
= LIf]L[g],

lo cual completa la prueba.
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Apéndice B
Diferenciacion bajo el signo de integral

Lema B.0.1. Sea f(z,t) : [a,b] X [a,b] = R una funcidn continua con derivada parcial
%f(ﬂfat) : la, b] % [a,b] = R continua. Entonces

E% (/cdf(:c,t)dt) = /cd a—if(x,t)dij

para cuales quiera c yd tal que a <c<d<b

Demostracion. Utilizando el primer y segundo Teorema Fundamental del Calculo se tiene

49 4 9
| getanie= [ st
dTr=r*a 1
= 5 -/u /C af(u,t)dtdu-
dTr* =8 1

- 2| [ o - s el

d ¢ Y
:E/c f(:rj)dt—-og-/; fla,t)dt

d d
-2 / f(a, ),

tal cual se queria probar. O

Teorema B.0.3. Sea f(z,t) : [a,b] X [a,b] = R una funcidn continua con derivada parcial
2 f(z.t) : [a,b] x [a,b] = R continua. Entonces

- (/ f(:r:,t)dt) = flz2)+ / %f{x‘t)dt.
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Demostracidn. Sea ¢(z) : [a,b] = R definida como

o) = / " f (o, t)dt,

x+h T
o(z +h) — p(z) = f fa+h it~ [ Szt
T z+h T
=/fw+mﬂ&+/ f@+mﬂﬁ—/f@ﬁﬁ

g z+h
=/ [f(a:+h,t)—f(:c,t)}dt+f f(z+ R ),

ahora usando el Teorema del Valor Medio, existe £ € [z, z + h| tal que

z+h
/ f(z+ h,t)dt = hf(z+ h.£),

por lo que

g:»{:c—l—h;" o(z) =?11_ [/:[f(:c+ h,t) — f(x?t)]dt+hf(:r+h|f)}

:/*Vm+m2_f@ﬁ

]dt+f(:c+h,§),

cuando h — 0 se tiene que £ — z, asf al tomar el limite cuando h tiende a cero obtenemos
, * 0
@)= f@o)+ [ o f o,
5 OF

lo cual es

% ( / ’ f(:r:,t)dt) - fle.0)+ [ ’ %.f(x,t)dt.



Apéndice C
Integracion por partes

Teorema C.0.4. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones con primera derivada integrable,

entonces
| 14 = 11090) - f@)g(a) - [ o1

Demostracion. Por la regla del producto se tiene (fg)' = f'g + f¢', por lo que
/fg—/ fg)—/fc

= [f()g(b) - F(@)9(a)] - / 75,
O

Teorema C.0.5. Sean f,g : [a,b] — R funciones con e-nésima derivada integrable, entonces

n-1 b
[ 18 = S0000) ~ FO@g @)+ (-1 [ 1
'r—U L

Demostracién. Procedamos por induccién, el caso n = 1 es el teorema anterior, ahora su-
pongamos que esto es cierto para n y mostremos para n + 1

/ Fgntt = ] F(g")™

b
—Z FFOB)) 20 = FO@) ) "D (@) + (-1 [ f

n— ]

b
= (1O - fO@g @) + (-1 [ flg

= S (-1 OB ) — £ (a)g(a))+
=0
b
+ (=1 |(F(B)9(b) — F(@)g(a)) - / f{“%}

mn

= 3 DO m(b) — F9(a) g™ (a)] + (~1)* / 1.

=0
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