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Introducción 

La integral de Riemann de una función definida en un intervalo [a, b] de 1l 

con valores reales es probablemente la integral que muchos llegamos a conocer por 

primera vez, ya sea como parte de un curso de cálculo o de análisis matemático, sin 

embargo, como suele suceder comúnmente dentro de las matemáticas, el concepto 

de integral puede ser generalizado, de hecho, una de las primeras generalizaciones 

de la integral de Riemann fue dada por H. Lebesgue, la cual se apoyó en las ideas de 

la teoría de la medida. Por otro lado, la integral de Riemann que estudiaremos en 

esta tesis es una abstracción de la clásica integral de Riemann en un intervalo [a, b]. 

En nuestro caso, los valores de nuestras funciones serán elementos de un espacio de 

Banach, es decir, de un espacio vectorial normado y completo. 

Los primeros análisis sobre la integral de Riemann vectorial fueron hechos por 

L. Graves, los cuales fueron publicados en 1927 en el artículo Riemann integraion 

and Taylor's theorem in general analysis, desde entonces algunos autores han con-

tribuido a la teoría, de hecho dentro de este escrito presentaremos además de los 

descubrimientos de L. Graves algunos avances teóricos dados por A. Alexiewicz, W. 

Orlicz, R. Rejouani, A. Nemirovski, M. Yu Ochan, G. da Rocha y B. Pettis. 

En el capítulo 1 iniciaremos con resultados preliminares necesarios para estable-

cer una base sobre la cual podamos guiamos para nuestro estudio sobre la integral 

de Riemann vectorial, por lo cual, abordaremos algunos puntos de la teoría de la 

integral de Riemann-Stieltjes e integral de Lebesgue y algunos ejemplos de espacios 

de Banach. 

Durante el capítulo 2 presentaremos los conceptos de medida vectorial e integral 
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de Bochner, con el objetivo de presentar otra integral vectorial para una posterior 

comparación con la integral de Riemann. Uno de los teoremas más importantes de 

este capítulo es el teorema de medibilidad de Pettis, el cual nos será imprescindible 

durante los capítulos siguientes. Respecto a la integral de Bochner, conoceremos su 

fundamentación y algunas de sus propiedades, además de otros resultados relacio-

nados con esta integral. 

En el capítulo 3 dará inicio el tema principal de este trabajo. Presentaremos la 

definición de la integral de Riemann vectorial, algunas de sus propiedades básicas y 

abordaremos algunas de las similitudes y diferencias que guarda con su análoga real. 

Sin entrar mucho en detalle podemos mencionar que las propiedades de cada uno 

de los espacios de Banach donde las funciones toman valores tienen consecuencias 

sobre algunas de las características de la integral de Riemann, las cuales nos serán 

de gran interés. 

En el último capítulo hablaremos de la propiedad de Lebesgue de un espacio de 

Banach, para ello empezaremos con lo que llamaremos integral de Darboux vectorial 

y después veremos qué relación guarda con la integral de Riemann vectorial. Una vez 

hecho esto, podremos definir la propiedad de Lebesgue y veremos algunos resultados 

que tratan sobre condiciones suficientes para asegurar que un espacio tenga o no 

esta propiedad. Por último finalizaremos el tema central de esta tesis probando que 

11  tiene la propiedad de Lebesgue. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Tenemos que empezar esta tesis con un capítulo que cumpla dos propósitos. 

Primero, debe de servir como un recordatorio o una introducción a algunos temas 

y resultados necesarios para este proyecto. Por último, debe de ser una sutil guía 

que trace algo del camino que esta tesis planea seguir respecto al tema central. 

Debido al objetivo de este trabajo, es necesario presentar la teoría de la integral 

de Riemann real, de hecho, el discurso estará centrado respecto a la integral de 

Riemann-Stieltjes, que es una integral más general que la integral de Riemann. 

También tendremos en consideración resultados y propiedades de la integral de 

Lebesgue, y no puede faltar un acercamiento a algunos de los espacios de Banach 

clásicos, pues son en ellos donde tomarán valores las funciones que estudiaremos. 

Los resultados que presentaremos en este capítulo, base para nuestro desarrollo 

posterior, han sido tomados de [2], [16], [3], [5] y  [11]. 

1.1. Integral de Riemann-Stieltjes 

La integral de Riemann-Stieltjes involucra dos funciones f y a a diferencia de la 

integral de Riemann. Se construye de manera similar, a partir de particiones y en 

el caso particular cuando a es la función identidad, ambas integrales coinciden. Sin 

embargo, la integral de Riemann-Stieltjes aun tiene sentido cuando a es discontinua 
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1. 1. INTEGRAL DE PJEMANN-STIELTJES 

o incluso no diferenciable. De hecho, es cuando a es discontinua que la importancia 

de esta integral se vuelve aparente. 

En esta sección, las funciones denotadas por f, g, a, fi, etc., se asumirán acotadas 

y definidas en el intervalo [a, b]. 

Definición 1.1. Una partición del intervalo [a, b] c R es un conjunto finito y 

ordenado {t0. t1.....tN_1, tN} de puntos en [a, b] que satisfacen 

a=to<tl< . .. <tN_l<tN=b. 

Denotaremos la partición 7' por 1' = {t} 0  y llamaremos a los elementos ti  puntos 

de la partición. Cuando una partición 7" contiene los puntos de 7', diremos que 7" 

es un refinamiento de 7' y  lo denotaremos por 7' c 7". Si para cada intervalo 

de la partición 7' elegimos etiquetas si  e [t_1, t] diremos que 7 es una partición 

etiquetada y la denotaremos por 7' = {s, [t_1, t]} 1. El símbolo LXak denotará la 

diferencia a(tk) - a(tk _i). De modo que 

Aak = a' (b) - a(a). 

Definición 1.2. Sea 7' = {sk, [tk_i, tkI}1 una partición de [a, b]. Una suma de la 

forma 

S(f,P,a) = f(sk)ak, 
k=i 

se llama una sumwde Riemann-Stieltjes con respecto a a. Diremos que una función 

f es Riemann integrable con respecto a a en [a, b] si existe un número A con la 

siguiente propiedad: dado E > O existe una partición 7' de [a, b] tal que 

IS(f, 7', a) - Al <E 

siempre que TI es una partición etiquetada que refina 

Cuando dicho número existe, está determinado de manera única y será denotado 

por j' fda. En este caso, decimos que la integral de Riemann-Stieltjes existe y 
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1. 1. INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 

escribiremos f E R(a) en [a, b]. Nos referiremos a las funciones f y a como el 

integrando y el integrador respectivamente. 

En el caso particular en que a(x) - x, la integral se llama simplemente integral 

de Riemann y se denota por f' f dx. 

Continuaremos esta sección exhibiendo las principales propiedades de la integral 

de Riemann-Stieltjes y algunos resultados trascendentes. Primeramente observemos 

que la integral de Riemann-Stieltjes es lineal en ambos integrando e integrador. 

Teorema 1.3. Si f  R(a) y g E R(a) en [a, b], entonces e1 f + c2g E R(a) en [a, b] 

para cualesquiera dos constantes c1, c2  y 

l 
b(clf + c29)da = c1 

jb 
 fda + c2 l

a 
gda. 

Teorema 1.4. Si fER(a) y feR(,8) en [a, b], entonces fER(cia+c2/3) en [a, b] 

para cualesquiera constantes c1  y c2  y 

jb 

fd(cia + c2 ) = Cl fda + c2 
fa 

b 

fd. 

Otra propiedad básica que es de esperar, es que la integral es aditiva respecto 

al intervalo de integración. 

Teorema 1.5. Sea c  (a, b). Si dos de las integrales en (1.1) existen, entonces la 

tercera también y se tiene que 

b 

f 

fda +
f~  
 fda = 

 fa 
 fda.  

Usando inducción, este hecho se puede probar para una descomposición finita 

de [a, b]. Una notable relación entre integrando e integrador surge en la integral 

de Riemann-Stieltjes, la existencia de f f da implica la existencia de f ad y el 

inverso se cumple. Más aun, hay una simple conexión entre ambas integrales que es 

conocida como la fórmula de integración por partes. 
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1. 1. INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 

f
Teorema 1.6. Si fcR(ct) en [a, b], entonces aER(f) en [a, b] y se cumple que 

b 
b fda + f adf = f(b)a(b) - 

La integral de Riemann-Stieltjes puede ser tratada mediante sumas superiores y 

sumas inferiores al igual que la integral de Riemann. Pero para ello, el integrador a 

debe de ser una función monótona creciente en [a, b], lo cual denotaremos por a / 

en [a, b]. 

Definición 1.7. Sea 7' = {tk} i  una partición de [a, b] y sea 

Mk(f) = sup{f(x) x E [tk_1, tk]} y mk(f) = ínf{f(x) : x e [tk_1, tkl}. 

Los números 

U(f,P,a) =E Mk(f)ak y L(f,P,a) =E mk(f)Aak. 

se llaman respectivamente, la suma de Stieltjes superior e inferior de f respecto a 

a para la partición P. 

La primera observación es que debido a que a / en [a, b], se tiene que para 

cualquier partición 7' de [a, b] se cumple la desiguadad 

L(f, TI, a) S(f,P,a) < U(f,P,a). 

La importancia de esto, es que nos lleva a un resultado importante conocido como 

la condición de Riemann. 

Teorema 1.8 (Condición de Riemann). Sea a / en [a, b]. La función fE R(a) 

en [a, b] si y sólo si para cada e > O, existe una partición 7' tal que para cualquier 

refinamiento 7 de 2E  se cumple que 

O < U(f, 7', a) - L(f, 7', a) <E. 

Enseguida introducimos la siguiente definición. 
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1. 1. INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 

Definición 1.9. Sea f: [a. b] - La variación de f en [a, b] es el número 

fl 

Var(f) = sup If(t) - 

donde el supremo se toma sobre todas las particiones {[t_1, t]}.1  de [a, b]. En caso 

de que la variación de f esté acotada, diremos que f es de variación acotada. 

Se puede demostrar que toda función de variación acotada se puede expresar 

como la diferencia de dos funciones crecientes. Por tal razón, la variación es una 

propiedad muy importante ligada a la existencia de la integral de Riemann y una 

de las principales consecuencias de su estudio es el siguiente teorema. 

Teorema 1.10. Sea a de variación acotada en [a, b] y supongamos que f E R(a) 

en [a, b]. Entonces f e R(a) para todo subintervalo [c, d] de [a, b]. 

Notemos que en el teorema 1.5 se pide la existencia de dos miembros de la 

ecuación para asegurar la existencia del tercero. Sin embargo, el resultado anterior 

nos permite afirmar la existencia de la integral en cualquier subintervalo, por lo que 

podemos hablar ahora de la integral indefinida de f en [a, b]. 

Teorema 1.11. Sea a de variación acotada en [a, b] y supongamos que f E R(a) 

en [a, b]. Definamos F para x E [a, b] por la ecuación 

F(x) = 
fa' 

fda. 

Entonces 

.1. F es de variación acotada en [a, b]. 

. Cada punto de continuidad de a es también un punto de continuidad de F(x). 

3. Si a / en [a, b], la derivada F'(x) existe en cada punto x E (a, b) donde a'(x) 

existe y f(x) es continua. Para tales x, tenemos que 

F'(x) = f(x)a'(x). 
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1.2. INTEGRAL DE LEBESGUE 

Enunciaremos ahora algunas condiciones que aseguran la existencia de la integral 

de Riemann-Stieltjes e integral de Riemann. 

Teorema 1.12. Si f es continua en [a, b] y a es de variación acotada en [a, b], 

entonces f E R(a). 

Este teorema implica que al intercambiar f con a obtendremos dos condiciones 

suficientes para la existencia de la integral de Riemann de f. 

Corolario 1.13. Cada una de las siguientes condiciones es suficiente para la exis-

tencia de la integral de Riemann de  en [a, b]. 

1. f es continua en [a, b], 

2. f es de variación acotada en [a, b]. 

Por último, sólo hace falta exhibir el importante criterio de Lebesgue para la 

Riemann integrabilidad. 

Teorema 1.14 (Criterio de Lebesgue para la Riemann integrabilidad). Sea f 

[a, b] -* R acotada y D el conjunto de discontinuidades de f en [a, b]. Entonces, f 

es Riemann integrable en [a, b] si y sólo si D tiene medida cero. 

Este teorema es de vital importancia y jugará un papel muy importante en el 

estudio de la integral de Riemann en espacios de Banach. 

1.2. Integral de Lebesgue 

La integral de Lebesgue es conocida como una generalización de la integral de 

Riemann, pues la última es un caso particular cuando se integra bajo la medi-

da de Lebesgue. En esta sección abordaremos el concepto de integral indefinida 

F(x) 
= fa fdt bajo la medida de Lebesgue. Veremos qué sucede con los teoremas 
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1.2. INTEGRAL DE LEBESGUE 

fundamentales del cálculo y relacionaremos el concepto de integral con otros de 

igual importancia. 

El primer teorema de esta sección, afirma la relevancia del concepto de variación 

en un intervalo, dado que tiene consecuencias relacionadas incluso con la derivada 

de una función. 

Teorema 1.15. Si f es de variación acotada en [a, b], entonces f'(x) existe para 

casi toda x E [a, b]. 

Definición 1.16. Si f es una función Lebesgue integrable en [a, b], su integral 

indefinida es la función F: [a, b] —* IR dada por 

F(x) = 

 fa x 
fdt. 

Como aquí estamos considerando la o--álgebra de los Lebesgue medibles de [a, b], 

no hay problema al definir la integral indefinida para cualquier x E [a, b], debido a 

que todos los conjuntos de la forma [a, x] son medibles. 

Al igual que en el caso de la integral de Riemann-Stieltjes, la integral indefinida 

sigue siendo una función de variación acotada. 

Teorema L17. Si f es integrable en [a, b], entonces la integral indefinida de f es 

una función continua de variación acotada. 

Si F es la integral indefinida de f, el teorema fundamental del cálculo para la 

integral de Riemann afirma que F'(x) = f(x) en los puntos de continuidad de f. Sin 

embargo, esta igualdad se tiene de manera más general para la integral de Lebesgue. 

Teorema 1.18. Si f es una función integrable en [a, b] y definimos F(x) = F(a) + 

f fdt. Entonces F'(x) = f(x) ctp en [a, b]. 

Hemos hablado de la integral indefinida de una función f, sin embargo, ¿es toda 

función F la integral indefinida de alguna otra función? El siguiente concepto nos 

permitirá responder a esa pregunta. 
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1.3. ESPACIOS DE BANACH 

Definición 1.19. Una función f a valores reales definida en [a, b] se llama absolu-

tamente continua en [a, b] si dado E > O existe 6 > O tal que 

If(d) - f()I <E 

para toda colección finita {[cj, d]}.1  de subintervalos de [a, b] que no se traslapan 

y tales que 

>dj — cjI <• 

Es fácil probar que una función absolutamente continua es de variación acotada. 

Este hecho junto con el teorema 1.15 asegura la existencia casi en todas partes de 

la derivada de una función absolutamente continua. 

Corolario 1.20. Si ,f es absolutamente continua en [a, b], entonces f tiene derivada 

ctp en [a, b]. 

Los últimos resultados que presentaremos en esta sección, muestran la impor-

tancia de la continuidad absoluta con respecto a la integral indefinida. 

Teorema 1.21. Una función F es una integral indefinida si y sólo si F es absolu-

tamente continua. 

Corolario 1.22. Toda función absolutamente continua es la integral indefinida de 

su derivada. 

1.3. Espacios de Banach 

Un espacio normado es un espacio vectorial con una métrica definida por una 

norma, la cual generaliza la idea de longitud de un vector en el plano o en el espacio, 

y un espacio de Banach es un espacio normado que resulta ser un espacio métrico 

completo. 
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1.3. ESPACIOS DE BANACH 

El estudio de espacios normados de dimensión infinita es una de la razones que 

hacen al análisis funcional tan interesante, pues es en ellos donde encontramos pro-

piedades inusuales y poco intuitivas, que sin duda enriquecen profundamente el 

entendimiento de las matemáticas. 

Definición 1.23. Sea X un espacio vectorial sobre el campo K, donde K es R 

o C. Una norma en X es una función 1111 : X —* R que satisface las siguientes 

condiciones: 

1. 11xil > O para toda xEX, 

2. Si 11xII = O, entonces x = O, 

3. Ii)xIl = iÁii!xli para toda .XEK yxEX, 

4. lix + y lxii + 11yJJ para toda x,yeX. 

A la pareja (X, liii) se le llama espacio normado. 

Al comenzar esta sección mencionamos las palabras espacio métrico completo. La 

completez de un espacio métrico es uno de los conceptos fundamentales en espacios 

donde hay una distancia definida, pues la propiedad de ser completo hace que otro 

concepto esencial en las matemáticas se revitalice, hablamos del concepto de límite. 

Definición 1.24. Diremos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda suce-

sión de Cauchy en X converge en X. 

Definición 1.25. Sea (X, liii) un espacio normado. Definamos la distancia entre 

dos vectores x, y e X como d(x, y) = lix — y. Diremos que el espacio normado 

(X, liii) es un espacio de Banach si (X, d) es completo. 

Los siguientes ejemplos son espacios de Banach muy conocidos. 
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1.3. ESPACIOS DE BANACH 

1. (1P, II) 1 <p < oo, en este ejemplo M = {x = (x) 1  EKN : 

oo} y la norma es 

iixiip= 
i=1  

2. (100 , 11 00 aquí, 100 = {x = (x) 1  E KN : \ 
 
00 es acotada} y 

400 = supIxj. 
nEN 

3. (c, 100)' c = {x = E KN:  (x) 1  converge} y 

IIxII00 = supIx. 
nEW 

4. (co, 111100)' donde c0  = = (x) 1  E KW:  Hm x, = O} y 
n--o0 

IIxIl00 = supIx,j. 
nEW 

5. (C[a,b], 111100)' donde C[a,b] = {f: [a, b] —* K: f es continua} 

IIfII00= sup  If()I• 
xE[a,b] 

6. (B[a,b],II 1100)' aquí, E[a,b] = {f: [a, b] —+ K : f es acotada} y 111100 definida 

como en el ejemplo anterior. 

7. Los espacios (LP(X, E, 12), 11 11P ), con (X, E, 12)  un espacio de medida, f es 

medible y las clases de funciones L7 (X, E, 12) = {[f] : f IfId12 < oo}. Aquí, 

[f={g:X—*K:f=g 12 —ctp}y 

IIfII = (fIfIPd12) 

S. (L00(X,E,12),J00 ) ,  aquí, L00(X,E,) = {[f] M tal que l f(x)l < Mii-ctp}, 

f medible y 

IIfIl00=ínf{M:12{x: If(x)l >M}=O}. 
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1.3. ESPACIOS DE BANACH 

La norma en estos espacios se considerará fija en este trabajo, es decir, siempre 

que mencionemos a l"°, nos referiremos a (l°°, 11II OC))' de igual manera con los demás 

espacios, esto nos evitará un uso excesivo de notación. 

Como observaciones generales de los ejemplos anteriores, se tiene que los espacios 

co y c son subespacios de l°°, y que C[a,b] y B[a,b] son subespacios de L°°([a,bj,C,Á), 

el cual denotaremos simplemente por L°° [a, b] aquí, £ denota los Lebesgue medibles 

de [a, b] y .X la medida de Lebesgue en [a, b]. Siguiendo el mismo estilo, denotaremos 

el espacio L([0],£)) por L'1'([a,b}). 

No es necesario que indaguemos profundamente en estos espacios, por lo que 

exhibiremos sólo algunas propiedades básicas relacionadas con su estructura de 

espacios de Banach y conceptos que nos serán relevantes en el futuro. 

Definición 1.26. Sea (X, III) un espacio de Banach. Una sucesión (x) 1  en X 

es una base de Schauder de X si para cada elemento x e X, existe una sucesión 

única de escalares (a) 1  tal que 

x 
- 

CInXn 

es decir, x = 

Observemos que hay una notable diferencia entre una base de Schauder y una 

base de Hamel. Una base de Hamel de X cumple que cada vector en X puede 

representarse como una combinación lineal finita de elementos de la base. Otro 

hecho, consecuencia del teorema de categoría de Baire, es que, una base de Hamel 

para un espacio de dimensión infinita debe de ser no numerable. 

Teorema 1.27. La sucesión (e) 1  en el espacio (1P, II II) donde 

(z) í 1 si i=n 
- ) n 

10 si in 

es una base de Schauder para l, 1 < p < 00. 
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1.3. ESPACIOS DE BANACH 

No es difícil probar el enunciado anterior, la misma definición de base de Schau-

der y la forma de los elementos de P ofrecen una clave inmediata. El espacio C[a, b] 

también tiene una base de Schauder, ver [11], pág. 352, y  el sistema Haar es una 

base de Schauder para cualquier espacio L[a, b] con 1 p < oc, ver [5] pág. 30. 

Otro resultado adicional es que la existencia de una base de Schauder para un es-

pacio X implica la separabilidad del espacio. También es fácil probar que l'° no es 

separable, lo que significa que para este espacio no existe una base de Schauder; 

L°°[a, b] comparte esta propiedad. 

Definición 1.28. Diremos que (x) 1  es una sucesión básica si (x) 1  es una 

base de Schauder para la cerradura del espacio que genera, es decir, ñ(x) 1. 

No cualquier sucesión (x) 1  es necesariamente una base de Schauder para 

el espacio que genera, debido a que es necesaria la independencia lineal del con-

junto. Claramente una base de Schauder (x) 1  es una sucesión básica, donde 

= X. 

Teorema 1.29. Una sucesión (x)..1  de vectores distintos de cero es una base de 

Schauder para X si y sólo si 

1. span(xn)..1  es denso en X, 

. existe una constante M tal que 

 

QX 

 

<M 

 

ax 

 

       

para todos los escalares (a) 1  y todo n < m, Vm EN. 

Este teorema también implica que una sucesión (x) 1  es una sucesión básica 

si y sólo si la sucesión cumple la condición 2. 

Algunos renglones atrás mencionamos la relación entre base de Schauder y sepa-

rabilidad, y vimos que la existencia de la primera implica la segunda. Una pregunta 
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(Xn+yn) =lím 
n-00 

(O,2) =1. Hm 
fl-00 00 00 

1.3. ESPACIOS DE BANACH 

natural que surge es, ¿todo espacio separable tiene una base de Schauder? La res-

puesta es no, y esto fue demostrado por Per Enflo [7] en 1973. Otra pregunta que 

vale la pena hacernos es, ¿todo espacio de Banach de dimensión infinita contiene 

una sucesión básica? En este caso, la respuesta es afirmativa. 

Teorema 1.30. Cualquier espacio de Banach infinito dimensional contiene una 

sucesión básica. 

Ahora, necesitamos conocer otro concepto que surge en los espacios normados: 

Convexidad uniforme. 

Definición 1.31. Sea (x, III) un espacio normado. Diremos que X es uniforme- 

mente convexo si siempre que (x7,) 1  Y (n)1 

= 1 para toda nEN y tales que 

+ y7,) 

entonces 

lím 
n-*00 

son sucesiones en X con IIxII = 

=1, 

Hm IIx - ynll = 0. 
n-400 

Pensemos en IR2  para entender mejor este concepto. Si tenemos dos sucesiones 

en la esfera unitaria, para que el promedio de las sucesiones se acerque a la esfera, 

es necesario que ambas sucesiones converjan al mismo punto. Por el momento, exhi-

biremos un ejemplo de un espacio de Banach donde es clara la falta de convexidad 

uniforme. 

Ejemplo 1.32. Consideremos el espacio de Banach (R  2,11  11,,j, observemos lo que 

sucede con las siguientes sucesiones. Sean (x7,) 1  y (y7,) 1  tal que x, = (1 - , 1) 

y y7, = ( —1,1). Estas sucesiones cumplen que IIxnII00 y,, 11,,. = 1 VnEN y 

Pero, también tenemos que 

Hm 11Xn - y = lírn 
n-3.00 

 

(2_o) 

 

00 
= 1ím2--=2. 

n-+00 fl 
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1.3. ESPACIOS DE BANACH 

Observemos que lo anterior es una consecuencia de la norma en cuestión, dado 

que con la norma euclidiana es claramente uniformemente convexo. 

Una propiedad que intuitivamente es de esperar en los espacios uniformemente 

convexos es que todo subespacio es también uniformemente convexo. 

Teorema 1.33. Cualquier subespacio de un espacio normado uniformemente con-

vexo es uniformemente convexo. 

Por último, presentaremos una propiedad de los espacios uniformemente conve-

xos, este resultado fue originalmente probado por R. James en [10]. 

Teorema 1.34. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo. Si (x) 1  

es una base de Schauder normalizada de X, entonces existe M > O y r> 1 tal que 

   

(n=l 

00 

 

00 
ax 

 

  

  

   

para cada sucesión (a)° 1  no idénticamente cero de números reales. 
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Capítulo 2 

Integral de Bochner 

La integral de Bochner para funciones que toman valores en un espacio de Ba-

nach es una generalización de la clásica integral de Lebesgue. Como sabemos, esta 

última se sustenta en el concepto de medida, por lo cual, será necesario introducir-

nos de manera somera en algunas de las nociones básicas de teoría de la medida 

vectorial, con el objetivo de poder construir adecuadamente la integral de Bochner. 

En los capítulos posteriores de este trabajo, tendremos oportunidad de examinar 

algunas relaciones entre la integral de Bochner y la integral de Riemann vectorial. 

El material que presentamos en este capítulo ha sido tomado de [6]; también 

aclaramos que en lo que sigile, X siempre denotará un espacio de Banach con 

norma H II. 

Definición 2.1. SeaT un álgebra de conjuntos definida en un conjunto Q. Diremos 

que F : F -* X es una medida vectorial si para cualesquiera E1  y E2  elementos 

ajenos de T, se sigue que F(E1  U E2) = F(E1) + F(E2). Si además, F( U1 E) = 

°= F(E5) en la norma de X para toda sucesión (E) 1  de elementos ajenos por 

pares de .F tal que U°=1 En  e F, entonces diremos que F es una medida aditiva 

numerable. 

Definición 2.2. Sea F: F --> X una medida vectorial. La variación de F es la 
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CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

función IFI : .F —* [O, oc) dada por 

IFI(E) ==sup> F(A)JI, 
AEir 

donde el supremo se toma sobre todas las particiones ir de E en un número finito 

de elementos de 3 ajenos por pares. Cuando IFI() < oc diremos que F es una 

medida de variación acotada. 

Observación 2.3. La variación de una medida F es monótona y finitamente adi-

tiva. 

Demostración. Mostraremos primero que es finitamente aditiva. Sean E y G ele- 

mentos de F tal que E fl G = çb. Supongamos que E U C = U=1 A, con 

una partición de E U G. 
n n 

IIF(A.i)II =E  IIF(A n (E u G))  11 
j=1 j=1 

n 

= IIF(Afl E) + F(An C)II 
i=1 

n n 

IIF(Afl E)¡¡ + 1 F(Aj  nG)II 

~ IFI(E) + IFI(G). 

Por lo tanto, IFI(E U G)IFI(E) + IFI(G). 

Ahora, tomemos E > O. Por definición de FI, existen particiones {B} 1  y 

{C} 1  de E y G respectivamente, tales que 
k 

IFI(E) - I IIF(B)II 2 
j=1  

m 
E 

F(G)I — — IIF(C)II. 2 
i=1 

Como E U G = (U=1 B) u (U1 Ci), entonces 

k m 

IFI(E) + IFI(G) - E < IIF(B)II + IIF(C)II :5 IFI(E u G). 
j=1 j=1 

De ambas desigualdades se concluye que IFI(E U G) = IFI(E) + JFI(C). 

Veamos que 1 FI es monótona. Sean A y B elementos de .F con A c B. Entonces, 

FI(B) = IFI(AU (B\A)) = IFI(A) + IFI(B\A) ~ FI(A). 

18 



CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

. 

Ahora, continuaremos con conceptos básicos de integrales vectoriales respecto a 

una medida escalar. De ahora en adelante en este capítulo, estaremos suponiendo 

que (9, >, ji) es un espacio de medida finita. 

Definición 2.4. Una función f: 9 —* X se llama simple si existen X1, x2, ...,x,1 eX 

y El , E2,...EE> tales que 

f = > Xj XE, (2.1) 

donde XE  (w) = 1 si w E E y XE  (w) = O si w 0 E. Si E fl E = para toda i j 

= U= E, diremos que (2.1) es la representación estándar de f. 

Siempre que hablemos de una función simple f xiXE,, estaremos supo- 

niendo que xiXE es la representación estándar de f. 

La integral de Lebesgue se construye sobre funciones medibles; siendo la integral 

de Bochner una generalización de la integral de Lebesgue, necesitamos introducir 

este concepto nuevamente, además de su versión débil. 

Definición 2.5. Una función f : 9 —* X se llama ji-medible o fuertemente medible 

si existe una sucesión defunciones simples (f) 1  tal que lím IIfn(w) — f(w)Ij = O 
n—oo 

para ji-casi toda wEft 

Definición 2.6. Una función f í —* X se dice débilmente ,u-medible si para cada 

A E X la función compuesta Af : Q —*R es ji-medible. 

El siguiente resultado, cuya prueba será omitida debido a que se aleja de los 

objetivos de esta tesis, es de suma importancia porque caracteriza la medibilidad 

fuerte como la medibilidad débil más una propiedad adicional que en muchos casos 

es fácil probar. Este resultado será de gran utilidad para nosotros en el capítulo 

tres. Su demostración puede consultarse en [6], pág. 42. 
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CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

Teorema 2.7 (Medibilidad de Pettis). Una función f : 9 —+ X es fuertemente 

,u-medible si y sólo si 

1) existe E E E con p(E) = O tal que f(l\E) es un conjunto separable de X, 

2) f es débilmente medible. 

La prueba del teorema de medibilidad de Pettis, produce el siguiente corolario 

que más adelante nos será de utilidad. 

Corolario 2.8. Una función f: í —+ X es p-medible si y sólo si f es ji-ctp el 

límite uniforme de una sucesión de funciones -medibles que toman a lo sumo una 

cantidad numerable de valores. 

Mostraremos ahora un lema que a pesar de su sencillez, guarda una importante 

relación con la integral de Bochner. 

Lema 2.9. Sea f íl —> X una función fuertemente medible. Entonces la función 

real Ilfil : 2 —> JR dada por Ilfil (w) = IIf(w)II es medible. 

Demostración. Como f es -medible fuertemente , existe una sucesión de funciones 

simples (f)° 1  tal que lím IIfn(w) — f(w)II = O casi en todas partes. A partir de 
n—*oo 

que 

IIfn(w) II— 11f(w) 11f(w) - f(w) II 

para toda n E N, se sigue que 

1f(w)II — IIf(w)II lím IIfn(w) — f(w)II = O. 
n—øo 

Por lo tanto, uf 11 es medible. 1 

Para proseguir, definiremos la integral de una función simple con respecto a una 

medida. 

20 
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CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

Definición 2.10. Sea (fl,E,p) un espacio de medida finita y ço:l -* X simple tal 

que =xiXE.. La integral de çc con respecto a t es el vector 
i=1 

fn çod[t = 

Si E E E entonces 

fE
WXEdí. 

Una de las consecuencias inmediatas de la definición 2.10 es el siguiente lema, 

el cual es muy sencillo de probar por lo que no incluiremos su demostración. 

Lema 2.11. Si : í -+ X es una función simple, cp =
En 

i=l xiXE, entonces la 

función norma 11W11  es una función simple con representación estándar 

IIII 1141 XE• 

Además 

  

n 

y 
i=1 

    

fn 1 

 

f 

 

      

El siguiente resultado asegura la unicidad de la integral, garantizando as1, su 

apropiada definición. 

Lema 2.12. Sea f : 9 -+ X fuertemente medible. Supongamos que para dos suce-

siones (Wn)i  y (0n) =i  de funciones simples se tiene que uf - WnII Y uf - 'I'nII 
son Lebesgue integrables Vn EN y 

límfI!f_ nJId= Hm 
 fnIIfIIdi0. n—*oo fl-+OO 

Entonces VE (=~ E se tiene que 

lím Á çodp = lím f 
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CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

Demostración. Sean / ço, oo_1  y con las propiedades anteriores y E e E, 

observemos que 

 

Á SPndju — Á W.dp  

 

= f(n_m)dít 

fJJn_mIId 

 

    

f If — II d 
+ f Mf - mII d. 

Por lo que tenemos que lím LfE  (Pdji — fE pmd/4 = O. Lo que implica que 
n m-+oo 

(fE çdi) ° 1  es una sucesión de Cauchy en X y como X es un espacio de Ba-

nach esta sucesión converge. Lo mismo sucede para la sucesión (fE 'i,bdj) 2• Así, 

 

Á
w.dp — Á'OndM 

 

   

para n suficientemente grande. Se sigue que fE çodji 
= fE 

Definición 2.13. Una función p-medible f : 2 —* X es Bochner integrable si existe 

una sucesión de funciones simples (f) 1  tal que 

lím 
fn  If — fMd=O. — noo 

En este caso, fE  f dp está definida para E € E como 

fE 
fd = lím 
IE  

fdt.
-°°  

La familia de todas las funciones f : Q —* X Bochner integrables constituye un 

subespacio lineal de las funciones fuertemente medibles de 2 en X y la integral de 

Bochner actúa como un operador lineal de Ç  a X. 

Teorema 2.14. Sean f', ,q : Q —+ X dos funciones Bochner integrables y a, fi e 

entonces ci'f + /3g es Bochner integrable y para toda E e E 

IE (af+fig)d= affd+fif9dt. 
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CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

La prueba del teorema anterior es muy sencilla, daremos una breve explicación 

sin entrar en detalle. Como f y y son Bochner integrables, existen sucesiones de 

funciones simples (f) 1  y (9n)1  que satisfacen lo expresado en la definición 

anterior. La sucesión de funciones simples necesarias para probar la integrabilidad 

de af + ¡3g es (af + ,8gn)°rri . 

El siguiente teorema muestra la relación entre la integral de Bochner de una 

función f y la integral de Lebesgue de la función II! II. 

Teorema 2.15. Una función u-medible f : 2 -~ X es Bochner integrable si y sólo 

si f II! II du < 00. 

Demostración. () Supongamos que f es Bochner integrable. Sea (f,) una 

sucesión de funciones simples para f9  fdp. Dado E > O existe N E N tal que 

f- II! - fi'íli d,u <E, por consiguiente 

fn Ilfil d in uf - fNII d +f2 IifII 
dp <r + f IifNIi dp <. 

() Supongamos que f es -medible y que fn  11  11 di < oo. Por el corolario 

2.8 escójase una sucesión (fn)ñ=1  de funciones medibles que toman a lo más una 

cantidad numerable de valores tal que JJ 
- fii ( para toda n E N. Como 

IIfII :5  uf II + j-ctp y estamos en un espacio de medida finita, entonces 

r r MA 
/ IIfII dji 1 IifII dji + <00 

n 

para toda n E N. Escribamos 

00 

fn = 
M=1 

donde fl E3  = si i j, E) E, xEX para toda mEN. Como 

in IIfII 
d 

= 
f

E 
 IIfIl d, 
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CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

tenemos que 

lím f IIfId=O 
m 400JUoo Ç') 

2 

para toda n EN. Se sigue que dado n EN existe un índice p tal que 

1u_=Pn+1 E n 

p, (n) (n) Sea 9n = m=i  X. E. , así, cada gn es una función simple y se sigue que 

fn IIf -9nIId#jIIf—fni d+fIIfn_gIId 

f2(fl) 

in Ti 

 

00 

m=p+1 

 

dp 

  

      

00 

+ in
!Ix XE d,a

m=p+i 

+
IJfII dz 

< 

2j(í'l) 
Ti 

Tomando el límite cuando n tiende a infinito tenemos que f es Bocliner integrable. 

u 

Mostraremos ahora que la integral de Bochner se comporta como se esperaría de 

un concepto que es una generalización de la integral de Lebesgue. Es decir, cumple 

de manera análoga algunas propiedades fundamentales de dicha integral. 

Teorema 2.16. Si f es una función Bochner integrable con respecto a /1, entonces 

1) Ji fEf (4lM fE IIflIdVEE. 

2) lím 
/L(O fE fdj = 0. 

3) Si (E) 1  es una sucesión de elementos ajenos por pares en E y definimos 

E como E = U1 E, entonces 

00  JE fdp =1:f fd. 
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CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

) Si F(E) 
= 

fE fdji, entonces F es de variación acotada y 

IFI(E) = f Ilf 11 d. 

Demostración. Demostraremos 1) primero para funciones simples Bochner integra- 

bles. Sea E E E y f —* X dada por f = entonces 

fE fdji 
LfXAt 

n 
xjt(E n E) 

i=1 

IIxII i(E n E) 

= f ( IIxll xEflE) d 

=fIIfJId. 

Tomemos ahora f Bochner integrable. Consecuentemente, existe una sucesión de 

funciones simples (f) 1  tal que lím f Ilf - f dji = O. Observemos que Vn E N 

se tiene que 

f IIfII d/i_f  IfII  dp 
fE 

 (IIfII - ILf 1 d,u 
fE 
 IIfII—IIfIId lE  Ilf—fIld, 

     

por lo que lím fE IIfII d,a 
= fE II! II dp. Luego 

n—,00 

 

IE 

  

lím 
ir,  

fdu 
-°°  

 

=lím 
n—oo 

 

Á fnd¡u 

 

:5 lím fE 
IIfII d . 

fl+OO fE 

            

Para demostrar 2), como f uf II du <00, se tiene que 

 

IE 

 

fuIfuId. 

    

Tomando el límite cuando p(E) tiende a cero se concluye lo deseado. 

Ahora, sea (E) 1  c E una sucesión ajena por pares y sea E 

Observemos que Vk E N se cumple que 

UOO  — n=1 1-'fl• 

      

 

fE.
fd  

 

fo I  fl (Li <00. 
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Así, cuando k tiende a infinito, se sigue que 

    

 

JE. 
fdju  

 

f d < oc. 

   

De aquí, fE  fd,a converge absolutamente en X. Sea (fk)°i  una sucesión 

para f9  fdu. Notemos que la integral de Bochner es finitamente aditiva; si rn e N 

entonces 

f fd1t = Hm Jun=1 U i En k-*oo En  

= mffkd/ 2  
n=l 

 =E iímffkdL 

= 
E f dp. 

fEr. n=1  

Como se tiene que Hm p ( U E) = 0, entonces 

lím 
m-oo 

 

Jun=m+,  E, 

   

lím f fdj 
m-+co 00 

0 

 

=0. 

         

Con estos dos hechos, observemos ahora que 

m- 

fun=l E. n=1 E, f fu 
fd_

U°=iEn = En 
lfm 

m- 
=lím 

m-oo 

=lím 
m-*oo 

 

fu
fdp  

°m+i E 

 

=0. 

   

Por lo tanto, 

L fd[t fu
n
=l E!h1 >ffc4L. 

Por último, definamos la medida F: E —* X como F(E) = fE fdp y veamos que 

F es de variación acotada. Sea ir una partición finita de E e E, entonces 

IIF(A)ll = 
AEir AEir 

 

JA 
 fdm 

 

fA 1ff II dM 
= IE II! II dp < oc, 
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k=1 

= 

Ek EiT' 

Xk/L(Ak n E) 

JAknE 

f
E k fdji 

CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

lo cual implica que IFI(E) <oc. 

Mostremos ahora que IFI(E) = fE ti! It d1i. Sea e > O y seleccionemos una su- 

cesión (f)1 de funciones simples tal que lím f uf - fII dj.t = O. Fijemos ir0 de 
n-+oo 

modo que 

/ IIffnoIí<E 
Jo 

y sea E E E. Corno f-0 = XJC A en su representación estándar, tornemos la 

partición ir' = {Ek} j , donde Ek = Ak fl E, para la cual, se tiene que 

IIf0II d 
= f IzII XAk nEdli  

k=1 
r 

= E IIxkII (Ak n E) 
k=1 
r 

Á 

Ahora, podemos escoger una partición ir de E que refine a ir' tal que 

O<IFJ(E)— 
CEir 

 

fc 
 f d4 

 

<e, 

    

debido a que dado e > O existe ir"  partición de E tal que 

O<IFI(E) — 
BEir" 

 

fBE 

 

<e. 

    

Tomando ir = {C = Ek fl B : Ek E ir', BE ir"} se sigue que 

        

BE,r" 

 

fB 
 fdp 

 

= 
BEr" 

 

fdi 
EkE7r EkflB 

 

     

     

BEw' EkE1r' 

=> Jfdp  
CEir 
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Corolario 2.17. Si f y g son Bochner integrables y para toda E E E se tiene que 

ffd 
= JE 

entonces f = g ,u-casi en todas partes. 

28 

FI(E) 
-  Á 

IIf0II d 

Con ello concluimos que F(E) 
= fE  ¡¡ f 11 dii. . 

+ 
BEir 

fB 
f0dji 

.fB 
f dp 

fB BEir 

IB 

IB 
 f dm 

lu 

IB°  dM  

<2E. 

IFKE) — 
BEir 

BEir 

BEir 

< 

CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

de modo que efectivamente, 

FI(E)— fc fd 
<F(E)— 

CEir BEr' 

 

fB 

 

<E. 

    

Para esta partición también se tiene que 

IE IIf0M dp 
= 

BE-r, 

 

IB f0dp 

 

     

pues ir es refinamiento de ir'. Además, se sigue que 

              

BEir 

  

fB 
 fdp 

  

IB f.,d 

  

fB 
fd/i_ffno d/2 

dia  
BEir fB 

fIIf — fnoId 

 

          

          

E. 

Por último, usando la partición ir y la última desgualdad, tenemos que 



CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

Demostración. Consideremos la medida F(E) = fE(f - g)da. Entonces F(E) = O 

para toda E E E, por lo que IFI(E) = O para cada E e E, así, 

O=IFíl)= f
o

IIf—gIId. 

Es decir, II! - II = O .i-ctp. u 

Afortunamente, la integral de Bochner tiene un resultado análogo al teorema de 

convergencia dominada de Lebesgue. 

Teorema 2.18 (Convergencia dominada). Sea (íl, E, jt) un espacio de medida finita 

' (f)=1 una sucesión de funciones con valores en X y Bochner integrables en  2. 

Si lím fr,, = f p-ctp y si existe una función g íl —+ IR Lebesgue integrable con 
n- 

IIfII <g t-ctp, entonces f es Bochner integrable y para toda E E E 

lim f fdjt= ffd, y 
fE 

lím f ilf — fnll dp = 0. 
n—*oo 

Demostración. Observemos que uf — fII ::~ 2g u-casi en todas partes. Entonces 

11 f —fn  11 es una función Lesbesgue integrable Vn E N que converge a O cuando 

n tiende a infinito. Por el teorema de convergencia dominada para la integral de 

Lebesgue ordinaria, se sigue que lím fs, O ,u-ctp. 
n—*oo 

Ahora, Vn E N existe una sucesión de funciones simples tal que 

lím f ICfn_I1d/10. m- 

Elijamos para cada n N, m e  de modo que 

f —  ço =..

Mn n=i 

lío
Mn n 

Entonces (o) es una sucesión de funciones simples tal que 

f0 — Cf— Mn CId ::~ J-Jif 
- fII di+ f  
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lím L f — du=O, 

CAPÍTULO 2. INTEGRAL DE BOCHNER 

para toda n EN. Consecuentemente 

por lo que f es Bochner integrable. Sea E E E, se sigue que 

Á
ttfdj = lím f çod = lím  Ájnd[t 

'°° E 

debido a que 

 

JE
oMn diL_ ffndii 

  

fE
Inn  - f)dj 

 

IE »  
— 

 
fMdp. < 

          

para cada ri EN. 1 

El siguiente teorema exhibe una propiedad muy útil de la teoría de la integral 

de Bochner que no tiene análogo no trivial en la teoría de integración de Lebesgue 

ordinaria. 

Teorema 2.19. Sea f : 9 -> X Bochner integrable y Y un espacio de Banach. Si 

TEL(X,Y), entonces Tf:í1 -+ Y es Bochner integrable y para toda E E E se tiene 

que 

f Tfdp = T ( f fdtt). 

Demostración. Consideremos primero una función f simple,  f = Como 

T es lineal, Tf = > T(xj)xE es simple, entonces 

7. \\ n 
T ¡ fd1i = T ( x(E fl Ei)) 

=

T(x)(E fl E) = f Tfd. 

Supongamos ahora que f es Bochner integrable. Entonces existe una sucesión 
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defunciones simples (f) 1  tal que lím j II! - fII d,u = O. Así, para cada EEE, 
n-+oo 

T
J. 

 f dM =T(limffndít 
\\ E J \ °° E ) 

= limT(ffnd) 

= lím 
fE 

Tfdji
fl•*OO  

= 
JE

Tfd. 

La última igualdad se tiene porque 

 

JE Tf
ndp - Á Tfdji 

 

IE 
 T(f 

- f)lJ  dM  < IlTil f IIf - fI d 

   

para n suficientemente grande. 

Corolario 2.20. Sean f, g: í —* X dos funciones a-medibles y supongamos que 

para toda A EX* se tiene que Af = Ag p-casi en todas partes. Entonces f = g ctp. 

Demostración. Sea A E X*  y En  = {w E í : IIf(w)II :5 n, lg(w)I < n} para toda 

u EN. La sucesión (E) 1  es una sucesión creciente y además 9 = U°=1 E. Dado 

que f y g son ambas acotadas en E, tenemos que las integrales fE IJfxE da 

fE IigXE,. 11 d,a son finitas para toda E E E. Consecuentemente, las integrales de 

Bochner 

IE fXE
n  d[t y Á gX&dp 

existen para toda E E E. Por el teorema anterior 

IE Af xEn  d = A(ffxE) 

con lo se concluye que 

A(ffxEd) = A(f9xEdP) 
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para toda E . Si ahora fijarnos E, tenemos que VA E X*  

A(ffxEfl d - 1 9xEd) = 

y como consecuencia del teorema de Hahn-Banach, se sigue que 

Á f X En  d = Á 9XEn  d 

para toda E E E. Ahora, por el corolario 2.17, se tiene que !XE = 9XE -ctp para 

toda n EN. Como lím fXE, = f y de forma análoga para g, obtenemos finalmente 
n-+oo 

que f = g ji-ctp. 
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Capítulo 3 

Integral de Riemann en espacios 

de Banach 

En este capítulo desarrollaremos algunos aspectos básicos de la integral de Rie-

mann para funciones con valores en un espacio de Banach real. Iniciamos con algunos 

conceptos necesarios para definir dicha integral, veremos algunas de sus propiedades 

y ejemplos que muestran el comportamiento cualitativamente distinto al ocurrido 

en el caso real, lo cual sin duda es una de las principales razones que motivan su 

estudio. 

Aclaramos al lector que nuestra exposición esta basada en [8]. 

Definición 3.1. Sea {t}Y0  una partición del intervalo [a, b]. Escribiremos como 

la longitud t - t_1  y definimos la norma de la partición como el número 

IPI := máx{ti. .... 

Si para cada intervalo de la partición 7' elegimos etiquetas si  E [t_1 , t] diremos que 

7) es una partición etiquetada y la denotaremos por 7) = {s, [t_1, ti] }Y1. En una 

partición etiquetada la norma es definida de igual manera que en una partición sin 

etiquetar. 

Definición 3.2. La partición (etiquetada) P2  es un refinamiento de la partición 

(etiquetada) P si los puntos de P están contenidos en el conjunto de puntos de 
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22. Además, llamaremos refinamiento común a la partición Q  que contiene los 

puntos de Pi y 22. 

Durante este capítulo se hará un uso constante del concepto de partición y 

partición etiquetada y, aunque no se tenga una notación particular para diferenciar 

ambas, se aclarará cuando se hace uso de cada una en los momentos en que se 

considere necesario. 

Algunas veces se utilizará la expresión intervalos de la partición para referirnos 

a los intervalos cuyos extremos son puntos consecutivos de la partición. Además, 

siempre que se hable de una partición, se entenderá que se trata de una partición 

del intervalo [a, b] a menos de que se especifique lo contrario. Para no hacer un uso 

excesivo de notación, escribiremos simplemente X para referirnos a un espacio de 

Banach real (X, lID. 

Como vimos en la seccion de la integral de Riemann-Stieltjes del primer capítulo, 

es necesario presentar primero el concepto de suma de Riemann para posteriormente 

definir la integral de Riemann. 

Definición 3.3. Dada una función f: [a, b] -* X y una partición etiquetada 2 = 

{si, [t_1, t]} 1  definimos la suma de Riemann de f correspondiente a 2 como el 

vector en X 
N 

S(f. 2) f(s)t. 

En la siguiente definición, exhibiremos dos formulaciones de la integral de Rie-

mann vectorial, a semejanza del caso real. 

Definición 3.4. Sea f: [a, b] -* X. 

a) La función f es R5  integrable en [a, b] si existe un vector z EX con la siguiente 

propiedad: para cada > O existe 5 > O tal que IIS(f, 7) - z 1 < E siempre 

que 7 es una partición etiquetada de [a, b] que satisface PI < 5. 
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b) La función f es Rá  integrable en [a, b] si existe un vector z e X con la si-

guiente propiedad: para cada e > O existe una partición P de [a, b] tal que 

IIS(f, 7') - zjj <e siempre que 7' es una partición etiquetada que refina a P. 

La primera observación que podemos hacer de estos conceptos es que el vector 

z es único. En efecto: 

a) Sea f Rá integrable. Supongamos que existen vectores distintos z, w E X que 

satisfacen la definición de Rá integrabilidad de f. Entonces para toda e > O 

existe 51  > O tal que 

jS(f,P) - zil < 

siempre que 7' es una partición etiquetada de [a, b] con < 6. Además 

existe 82 > O de modo que 

S(f,P)— wil < 

siempre que PI <82. Eligiendo 6 = mín{81, J2}, entonces 

1k - wil :~ IIS(f, 7') - z + IIS(f, 7') - wil <e 

siempre que PI <8. Así z = w, lo cual es una contradicción. Por lo tanto z 

es único. 

b) Sea f R. integrable en [a, b]. Supongamos que la R, integral de f no es única. 

Sean así z, w E X RN  integrales de f con z w. Para e > O existen particiones 

Pl Y P2 tal que 

S(f, Q1) - zII < 

siempre que Qi es un refinamiento de Pl.  Igualmente 

IIS(f,Q2)—wll < 

siempre que Q2 es un refinamiento de P2.  Así, sea P  el refinamiento común 

de Pi y P2, entonces 

hz - wil IIS(f, P) - zll + IIS(f, ,P) - wil <E, 
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lo cual contradice que z w. Así la RA  integral de f en [a, b] es única. 

Notemos que una función f integrable en cualquiera de los dos sentidos anteriores 

es acotada. En efecto: 

a) Supongamos que f es R5  integrable en [a, b]. Sea s E [a, b] y z la R integral 

de f en [a, b]. Para E = 1/2 existe 6 > O tal que IIS(f, 2) - zi! < 1/2 siempre 

que IPI < 6. Ahora, sea Q = {ti}¡ ()  una partición fija de [a, b] de modo que 

la longitud de todos los intervalos sea igual a 8/2, excepto posiblemente en el 

último intervalo, en cuyo caso su longitud es menor. Así, s E [t 0 _1, t 0 ] para 

algún io E{1,2,...,N}. 

Elíjanse etiquetas s,  ii e [t_1, t] tal que s 0  = s, s 0  = t 0 , y sea si  = 

elegida al azar cuando i i0. Entonces 

N 

1 1 (f (S) - f(t 0))t 0  

< 

<1, 

por lo que IIf(s)II < t' + IIf(0)I1. Recordemos que Ati,, = 6/2, o en caso 

de que i0  = N se tiene que 8/2. Así, 

(2 
IIf(s)II <max mx - + {1<i<N 8

f(t)II}
N 
 IIf(b)II} 

lo que implica que f es acotada en [a, b]. 

b) Supongamos que f es R,1  integrable en [a, b]. Sea z la integral de f y s E 

[a, b]. Tomando E = 1/2 existe una partición P = {t} 0  de [a, b] tal que 

IIS(f, 7) 
- z 1 < 1/2 siempre que 7' sea un refinamiento de 9, consecuente-

mente existe io E{1,...,N} tal que se[t 0 _1,t 0]. 

Escójanse etiquetas s, Si E [t_1, t] de modo que s 0  = s y s 0  = ti,, y sea 

f(st 

- 

—z+ - z 
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- z 
i=1 

N 

+ 
 

1 
(f (8) - 

< 

CAPÍTULO 3. INTEGRAL DE RIEMANN EN ESPACIOS DE BANACH 

<1. 

Así, se tiene entonces que IIf(s)II < + If(t0)II, luego 

Mf(s)Il < máx Ç {z' + IIf(t)II }, 

por lo que f es acotada en [a, b]. 

El siguiente resultado exhibe una propiedad compartida por la integral de Rie-

mann real y la integral de Riemann vectorial. 

Teorema 3.5. Una función f: [a, b] —* X es R integrable en [a, b] sí y sólo si f 

es Rá  integrable en [a, b]. 

Demostración. () Supongamos que f es Rá  integrable. Sea z la integral de f 

y M una cota para f en [a, b]. Sea E > O y P = {t} 0  partición de [a, b] tal 

que IIS(f, P) -  z1l <E siempre que P es una partición etiquetada que refina a 

tomemos 6 = E/4MN. Mostraremos que II(f,7') - z 1 < E siempre que 1 TI 1 < 6. 

Sea 7' una partición etiquetada de [a, b] con < 6. Sea 7'i  el refinamiento 

común de 7  y 7,E con etiquetas de modo que cada intervalo de Pi  que coincide con 

7 tiene la misma etiqueta que 7' y  en los demás casos es arbitraria. Tomemos de 

la partición 7' los intervalos [Ck_1, ck]  con 1 < k < K que contienen puntos de 7' 

en su interior, observemos que K < N - 1. 

Ahora en el intervalo [ck _ 1, ck] sea ck_1 = u < u < ... < = Ck donde 

{ u}j '  son los puntos de 7' en (ckl, Ck).  Llamemos Sk a la etiqueta de 7  en %

[Ck_1, ckl y y?  la etiqueta de Pi  para [u_1, u]. Entonces 
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JjS(f,P) - S(fy1)II = 

 

nk 

SJACk 

- 

f(vu} 

   

      

 

K 

{f(sk) Au - f(vu} 

 

   

K nk 

E (f (s) - f(v)u) 
k=1 i=1 
K nk 

AUk 
1: f(s) - f(v)M 

k=1 i=1 

Ahora, usando que f es acotada se tiene que 

K nk 

IIs(f,P) - S(f,P)II
MAUk 

k=1 i=1 

2Mzck 

<2M(N - 1)8 

E E 
= 2M(N_l) < 4MN  . 

Como P, es un refinamiento de 7', concluimos que 

IIS(f,P) - zil :5 IIS(f,7') - S(f,Pi)II + IIS(f,Pi) - zlj < + = E, 

por lo que f es R5  integrable en [a, b]. 

() Supongamos que f es R5  integrable en [a, b]. Sea z la R integral de f y 

E > O. Existe 8 > O tal que IlS(f, 2) - zil < E siempre que P es una partición de 

[a, b] con IPI < 8. Elijamos 7' = {t}Y 0  tal que Ati  < 8. Se sigue que cualquier 

refinamiento 7' de 7' cumple que 121 por lo que IIS(f,P) - zil <E, así f es 

R&  integrable. 

Definición 3.6. La función f [a, b] - X es Riemann integrable en [a, b] si es 

Rj  o RA  integrable en [a, b]. Denotaremos por 7.([a, b], X) el conjunto de funciones 

Riemann integrables de [a, b] a X. 
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Durante el siguiente resultado haremos uso del concepto conocido como envol-

vente convexa. En el apéndice de esta tesis pueden encontrarse las demostraciones 

de algunas de sus propiedades, las cuales utilizaremos durante la exposición de la 

siguiente prueba. Aquí sólo presentaremos su definición. 

Definición 3.7. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial X. La envolvente 

convexa de S, denotada por co(S) es la intersección de todos los conjuntos convexos 

que contienen a S. 

Recordemos que en la definición de R&  y RA  integrabilidad en [a, b] de una 

función f, se necesita de la existencia de un vector z E X que cumpla dichas ca-

racterísticas. Sin embargo, el siguiente teorema es de especial importancia, ya que 

muestra algunos criterios que permiten la Riemann integrabilidad de f sin tener 

que conocer la identidad del vector z. 

Teorema 3.8. Sea f: [a, b] - X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes. 

1) f es Riemann integrable en [a, b]. 

) Para cada ¿ > 0 existe 5> 0 tal que IIS(f, P) - S(f, P2) 11 < s para todo par 

de particiones etiquetadas P1  y 12 de [a, b] con norma menor a 5. 

3) Para cada  >0 existe una partición *P,  de [a, b] tal que IIS(f,Pi) - S(f,P2)II < 

E para todas las particiones etiquetadas 1'1  y P2  que refinan a PE. 

4) Para cada E > O existe una partición P  de [a, b] tal que IIS(f, P) - S(f, r2) 11 < 

E para todo par de particiones etiquetadas P1  y P2  con los mismos puntos que 

PE. 

Demostración. 

1) => 2) Supongamos que f  R([a,b],X). Sea E > O y z la integral de Riemann de 
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f. Como  f es integrable existe 5 > O tal que IIS(P, f) - z 11 <e/2 siempre P 1 <• 

Sean 7', y  P2  particiones etiquetadas de [a, b] con normas menores a 5, entonces 

IIS(f, Pi) - S(f, P2)II :5 IIS(f, 7',) - z + JI Z - S(f, P2) 

<e/2+e/2 

= E. 

2) = 1) Supongamos que Ve > O existe 5 > O tal que 1 jS(f,P,) - S(f,P2)II < e 

para todo par de particiones etiquetadas con Pj <5, i=1,2. Ahora sea 5 tal que 

IIS(f, 7') - S(f, Q) 11 <1/n Vn E N siempre que 7' y Q tengan norma menor a 5, y 

tal que Sfl+i  <5. Para cada n EN, sea 7',-, una partición etiquetada con P1 <5. 

Así, si m> ri entonces 

Ils(f,P) - S(f,Pm)II <1/n, 

)) ° 1  es una sucesión de Cauchy en X y como X es un por lo que la sucesión (S(f, P  

espacio de Banach, la sucesión anterior converge en X. Así sea z = lím S(f, Pm). 
m—*oo 

Con ello tenemos que Vn E N 

II(S,P) - zil < 1/n. 

Veamos que z es la integral de Riemann de f. Sea e > O, K EN tal que K> . Sea 

7' una partición de [a, b] con PI <SK, entonces 

IIS(f,P) - zll :5 IIS(f,P) - S(f,PK)II + IIS(f,PK) - zll <e. 

1) =>  3) Sea f  R.([a, b], X) y sea z la integral de f. Así dado e > O existe PE tal que 

IIS(f, 7') - zil <e/2 siempre que 7' refina a P. Sean así 7',, P2 dos refinamientos 

de P, entonces 

IIS(f, 7'1) - S(f. P2) 11 < 11S(f. 7'1) - z 11 + 11  - S(f, P2) 11 < e. 

3) => 1) Supongamos que para E > O existe una partición P de [a, b] tal que 

1 1 S(f, 7',) - S(f, P2) II <E para cualesquiera dos particiones P,, P2  etiquetadas que 
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refinan a 2E. Sea  Q tal que IIS(f, Q) - S(f, Q)II < , siempre que Q, Q 

refinan a Q, Vn EN. Llamemos (2) a la sucesión de particiones cuya partición 

2 tiene todos los puntos de las particiones Qi  para 1 < i < n, es claro que P 

es un refinamiento de 2n-i para toda n E N. Así dado E > O existe N E N tal que 

N' < e, de modo que si m > n > N 

lJs(f,P) - S(f,Pm)I <AT 1  <E 

por lo que (S(f, 2))°°  es una sucesión de Cauchy en X. Sea así z = lím S(f, Pa). n=l n-+w 
Observemos que IIS(f, 7) - zil ~ 1/n. Así, sea E > O, N EN con N' < e/2 y  2 

un refinamiento de 2N,  entonces por la forma en que hemos definido a Pn  tenemos 

que 

IIS(f,2) - zll ~ I1S(f, 2) - S(f,'PN)II + IIS(f,PN) - zil < 

por lo tanto fER([a,b1,X). 

3) =>  4) Supongamos que para cada &> O existe una partición 2 de [a, b] tal que 

IIS(f, 2) - S(f, P2) 11 <E para toda partición etiquetada Pi  y 22 que refinan a 

Basta elegir Pi y 22 con los mismos puntos que 2e 

4) = 3) Supongamos que para cada E > O existe una partición P de [a, b] tal que 

IIS(f, P) - S(f, T12) 11 <E para todo par de particiones etiquetadas Pi y 22 con los 

mismos puntos que P. 

Sea E > O y 26 = {t} 0  partición de [a, b] tal que IIS(f,P1) - S(f,22)II < E 

para todo par de particiones etiquetadas Pi y 22 con los mismos puntos que la 

partición P. Sea  Po = {t, [t_1, t]}.1, para cada i E {1, 2, ..., N} sea W el conjunto 

{f(t)t : te[t_1,t]} C  y por último, llamemos W al conjunto 

W=W. 

Notemos que lxii <E para toda x en co(W— W). En efecto, sea xEco(W - W) 

y a > O para 1 < i < m tal que i=l  = 1. Entonces x = E1 i ajxj, donde 
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- W), por lo que 

xEw_w) 

y así x• = S(f, Q) - S(f, Q) para algún par de particiones etiquetadas Q, Q con 

los mismos puntos que P.  Se tiene entonces por hipótesis que 

lxii 
=

Q) - S(f. Q) 

a 11 S(f, Qi) - S(f, Q)11 

m 

Sea ahora P = {vk, [Uk_1, uk1}fi1 una partición etiquetada que refina a Pe. Para 

cada i sea k el índice k tal que 'ak = t. Entonces 

N {

f 

 
 S(f,P) = - f(vk)zuk } 

i=1 k=k_1+1 

N { k¡ k¡  

=
- f(v).u. 

i=1 k=k_i+1 

= f(tu - .t(vk)Ank 
i=1 k=k_1+1 

= 

i=1 k=k_ 1+1 

Eco(W— W) 

f(vk)t) 

i=1 

     

( N 

 

 

 

= co(W - W), 

   

así, iiS(f, Po) - S(f, P) 11 <&/2. Sean P1  y P2  particiones etiquetadas que refinan 

a P, luego 

IIS(f,Pi) - S(f,P2)ii :5 118(f, Pi) - S(f,Po)ij + iIS(f,Po) - S(f,22)ii <E. 
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. 
Por el hecho de que la integral toma valores en un espacio de Banach X, vale la 

pena preguntarnos qué podemos decir acerca de los elementos del dual de X y la 

integral de Riemann, por lo que presentamos la siguiente definición. 

Definición 3.9. Sea f: [a, b] -> X. 

a) La función f es débilmente medible si Af es medible para toda A E X. 

b) La función f es de variación acotada débil en [a, b] si Af es de variación 

acotada en [a, b] para toda A e X. 

e) La función f es de variación acotada externa en el intervalo [a, b] si se cumple 

que sup { 

 

1(f(d) - f(cj)) } es finito, donde el supremo se toma sobre 

 

todas las colecciones finitas de subintervalos {[Cj, d]} 1  de [a, b] que no se 

traslapan. Denotaremos la variación externa como Var* (f) 

d) La función f es una derivada escalar de F: [a, b] -+ X en [a, b] si para toda 

A E X' la función AF es diferenciable casi en todas partes en [a, b] y (AF)' = 

Af ctp en [a, b]. 

Durante el transcurso de esta tesis indicaremos la norma de un elemento A E X 

mediante la notación Al 
* 

La primera observación que surge acerca de la definición anterior es que los 

conceptos de variación acotada externa y variación acotada débil son equivalentes. 

Teorema 3.10. Sea f: [a, b] -* X, la función f es de variación acotada débil si y 

sólo si f es de variación acotada externa. 

Demostración. 

() Supongamos que f es de variación acotada débil en [a, b] y sea { [e¡, di] } una 
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= sup 
hAll * :5 1 

= sup 
hIAII:51  

A( (f (di ) - f(c))) 

Af(d j) - Af(c) 

k  

(f (di ) - f(c)) A E  X* } 

A E x} 

iEIz 

f(t) - f(t 1) 

 

+ ¡¡Al¡.  

 

    

f(t) - f(t_1) 
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colección finita de subintervalos que no se traslapan. Entonces 

< sup IAf(di)_Af(ci)I:AEX* 
hlAhI1  { i=l 

El supremo se alcanza en la última desigualdad gracias al teorema de Hahn-Banach, 

así que existe A' de modo que 

 

(f (di ) - f(c)) 

 

< A'f(d) - A'f(cj)I <Var(A'f), 

    

y consecuentemente f es de variación acotada externa. 

() Supongamos que f es de variación acotada externa. Sea A E X* y P = 

una partición de [a, b]. Entonces 

Af(t) - Af(t1)I = sgn(Af(t) - Af(t 1)) (Af(t) - Af(t 1)) 

= sgn(A(f(ti) - f(t 1))) (A(f(t) - 
i=1 

IN 

= A
Jj 

sgn(A(f(t j) - f(t 1))) (f(t) - 
i=1 

 
N

» A (sn(A(fti  - f (ti 1))) (f (ti) - 
/ 

¡¡Al¡.  

 

sgn(A(f(ti) - f(t 1))) (f (ti) -  f (ti-j) 

 

      

= IIAII 

 

(f(t) - - (f (ti ) - 

   

     

donde I = {i < i < N: sgn(Af(t j) - (ti-,» > o} Y 12 = [a, b]\I1. Se sigue que 

> Af(t) - Af(t_1)l ¡¡ Al¡. >L 
i=1 iEli 

<2 ¡¡Al¡. Var*(f),  

lo que implica que f es de variación acotada débil. . 
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En el siguiente teorema mostraremos algunas propiedades fundamentales de la 

integral. 

Teorema 3.11. Sea f: [a, b] —* X Riemann integrable en [a, b], entonces 

a) La función f es Riemann integrable en todo subintervalo de [a, b]. 

b) Si cE(a,b), entonces Jf = Jf+ff. 

e) Si M es una cota de f entonces 

 

fab ! 

 

< M(b—a). 

     

d) Si T : X —> Y es un operador lineal continuo y Y un espacio de Banach, 

entonces Tf es Riemann integrable en [a, b] y f Tf = T(f f). 

e) Para cada A E X*, la función Af es Riemann integrable en [a, b] y f Af = 

A j f. Así,  f es débilmente medible y para toda A E X* la función Af es 

continua ctp en [a, b]. 

Demostración. 

a) Supongamos que f es Riemann integrable en [a, b] y sea [e, d] un subintervalo 

de [a, b]. Como f es Riemann integrable, dado E > O existe una partición P 

tal que 11S(f,TI) — S(f, Q) 11 <E siempre que? y Q son refinamientos de P. 

Consideremos la partición P de [c, d] dada por ? PE fl [c, d] U {c, d}. 

Sean P y Q dos refinamientos de P y extendamos dichas particiones a 2' y 

Q' particiones de [a, b] de modo que tengan las mismas etiquetas y puntos que 

P fuera de [e, d]. Entonces 

IIS(f,') - S(f, Q')II = JS(f,P) — S(f, Q)II <E, 

por lo que f es Riemann integrable en [c, d]. 

b) Sean z1 = ff, z2  f  y z3 = ff, demostraremos que 1 z3  — (z1  +z2)II = 

0. Sea  >0, existe ái  >0 tal que I1S(f,2) — Zj 11  < s/3 siempre que ?I 
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1 < i < 3, donde Pi  es una partición de [a, c], 22 es una partición de [e, b] y 

23  una partición de [a, b]. 

Elijamos 6 = mín{81, 52, 63} y 2 una partición de [a, b] con PI < 5. 

Sea Q1 la partión de [a, c] cuyos puntos son los elementos de 7' contenidos en 

[a, c], obsérvese que no necesariamente cE?, simplemente se incluye. De forma 

análoga, tomemos Q2 una partición de [c, b] y Q3 el refinamiento común de Qi 

Y Q2. Escojamos etiquetas al azar para Q3 y asignemos a Q1 las etiquetas de 

Q3 en los intervalos en que coinciden y hacemos lo mismo para Q2.  Entonces 

IIz3 - (zi  + Z2) 11 IIz3 - - Z2 - S(f, Q3) + S(f, Q1) + S(f, Q2) 11 

IIz3 - S(f, Q3)II + IIS(f, Q1) - zili + IIS(f, Q2) - Z211 

<+ < + < 

<E, 

como lo anterior se cumple para toda E > O, tenemos la igualdad deseada. 

c) Sea M una cota de f en [a, b] y z = J f. Sea E > O, existe 5 > O tal 

que IIS(f,P) - zil < E siempre que 2 = {s, [t_1, t]} 1  es una partición 

etiquetada con ¡21 <6. Entonces 

Ilzil = IIS(f,P) + z - S(f,P)II 

JS(f,P) + hz - S(f,2)11 

< f(s)Lt +E 

N 

 IIf(s)hh + E 

~ 

= M(b — a) +E. 

Así, liz1l < M(b - a) + E para toda E > O. Por lo tanto f
a f M(b - a). 
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d) Sea T: X -4 Y un operador lineal continuo y z la integral de Riemann de f 

en [a, b]. Sabemos que para E > O existe 6 > O tal que IiS(f, 2) - zli <E/  liTil 
siempre que IPI <8. Así, 

jT(S(f,P)) 
- T(z)II = T(S(f,P) - z) 11 

iiTii ilS(f,P) - zii 

<ilTil
JITI

1 

- E. 

Por lo tanto Tf es Riemann integrable en [a, b] con f Tf = Tf,' f. 

e) Consecuencia del inciso anterior. 

u 

Obsérvese que en el inciso b) del teorema anterior no tenemos la desigualdad 

i uf Jj dx porque la Riemann integrabilidad vectorial no garantiza la 

existencia de la integral real de la funcion ¡¡f ¡l. Algunos de los ejemplos que veremos 

más adelante exhiben dicho caso. 

El próximo teorema establece una relación con el teorema fundamental del cálcu-

lo para la integral de Lebesgue y la integral de Riemann-Stieltjes. Para ello, pre- 

sentaremos primero la siguiente definición. 

Definición 3.12. Sea f: [a, b] - X. Diremos que f es absolutamente continua si 

dado E > O existe 8 > O tal que 

n 

I ¡¡f (di ) - f(cj)ii <E 

i=1 

siempre que {[c j, d]} 1  es una colección finita de subintervalos de [a, b] que no se 

traslapan tal que 

- cil <6. 
i=1 

fab fM 
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A continuación, mostraremos que el teorema fundamental del cálculo sigile sien-

do válido en el caso general de una función con valores en un espacio de Banach. 

Teorema 3.13. Sea f : [a, b] —* X Riemann integrable en [a, b] y F(t) = j f. 

Entonces F es absolutamente continua en [a, b] y f es una derivada escalar de F en 

[a, b]. Más aun, en cada punto t donde f es continua, la función F es diferenciable 

y F(t) = f(t). 

Demostración. Sea E > O, {[Cj, d}} 1  una colección finita de subintervalos de [a, b] 

que no se traslapan y M una cota de f en [a, b]. Tomemos 5 = E/M, entonces 

IIF(d) - F(cj)II 
=

fd i

f  

< > M (d j —cj) 

= M'(d — ci) 
i= 1 

= E. 

Sea A E X'. Observemos que AF es una función a valores reales absolutamente 

continua por lo que tiene derivada ctp y así 

(AF(t))' = 
(Aftf)I 

=(fAf Af(t), 

para casi toda t en [a, b]. Sea ahora to  EE [a, b] un punto donde f es continua; 

sin pérdida de generalidad supongamos que t > t0. Sea E > O y 5 > O tal que 
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If(t) - f(to) 1 < siempre que 
- 

 to l < 8. Entonces 

F(t) - F(to ) 1 
f(to) = 

t — to t—to  

1 

t - to  

< 
t - to  

E 
- 

 

t _ to  

= E. 

- to  

1 

f f(t) - (t—  to)  f(to) 

f f(t)_f 
', 
f (to) 

(f (t) - f(t0)) 
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u 

En el capítulo 1 mencionamos la importancia de la variación de una función en 

el caso real; para un espacio de Banach, la variación débil es igual de relevante para 

la existencia de la integral. 

Teorema 3.14. Si la función f: [a, b] —* X es de variación acotada externa en 

[a, b], entonces fe R.([a, b], X). Consecuentemente, una función de variación acotada 

débil es Riernann integrable. 

Demostración. Mostraremos que f satisface el cuarto criterio dado en el teorema 

3.8. Sean E > O, M la variación externa de f en [a, b] y sea N E N tal que <. 

Elijamos P = {t} 0  una partición de [a, b] tal que t = a + y sean = 

N, [t_1, t]} 1  y P2  = {v, [t_1, t]} 1  particiones etiquetadas con los mismos 

puntos que ?, entonces 
N 

(f (u¡) — f(v j))t 
i=1 
N 

b — a 
= 

 
(f  (u') 

— f(v)) 
N i=1 

N 
b — a — (f (u

¡
) 
- f(v)) 

i=1 

< 
b — a 

N M 

<E. 
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A continuación mostraremos algunos ejemplos de funciones que exhiben el com-

portamiento inusual de la integral de Riemann con valores en un espacio de Banach. 

El primer ejemplo que presentaremos fue construido por R. Rejouani en [14]. 

Ejemplo 3.15. Una función medible Riemann integrable que no es continua casi 

en todas partes. 

Consideremos el espacio c0  dotado con la norma del supremo. Sea {r} 1  una 

enumeración de los números racionales en [a, b] y definamos f: [a, b] -+ CO dada por 

en  si t=r, 

O si 00  

Mostraremos que f es de variación acotada externa, para ello, sea { [ci, d] } una 

colección de subintervalos de [a, b] que no se traslapan. Observemos que por la defini- 

ción de la función y la norma en el espacio, se tiene que f(d) — f(ci)II 1, 

por lo que f es de variación acotada externa en [a, b]. 

Para demostrar que f es medible utilizaremos el teorema de medibilidad de 

Pettis. Recordemos que (c0)*  l, así, si AE(CO)*  existe un único x = (x) El' 

tal que 

A(y) = >XnYn. 
n=1 

Observemos que 

Af(t) 
x si t=r, 

= 

O si t {r} 1. 

Definiendo la sucesión f, = t, tenemos que Af(t) = lím Af(t), por lo 
n-+oo 

que f es débilmente medible. Como c0  es separable por tener una base de Schauder, 

todo subconjunto de c0  es separable y por el teorema de medibilidad de Pettis se 

tiene entonces que f es medible. 
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Para probar que f no es continua casi en todas partes, sea t un irracional en 

[0, 1] y (qn) 1  una sucesión de racionales en [0, 1] que converge a t. Se sigue que 

11f() - f(t)II = IIf()II = 1 

para toda nEN, por lo que la sucesión (f (q)) 1  no converge a f(t), consecuente-

mente f es discontinua en todo irracional, es decir, un conjunto de medida positiva. 

El siguiente ejemplo también se debe a R. Rejouani [14] y  muestra que la varia-

ción externa no es una condición necesaria para la Riemann integrabilidad. 

Ejemplo 3.16. Una función medible, Riemann integrable que no es de variación 

acotada externa. 

Sea {r} 1  una enumeración de los números racionales en [0, 11 y  definamos 

f: [0, 1] 12  como en el ejemplo anterior, 

){ 
en si 

La función es medible por el teorema de medibilidad de Pettis, la demostración es 

igual a la del ejemplo anterior. Veamos que f es Riemann integrable. Sea e > O 

y 6 = e2, tomemos {s, [t_1, ti] } 1  una partición etiquetada de [0, 1] con 1 P < 6, 

entonces 

    

IIS(f, 1')  II = 

 

f(st 
N 

Lt < = E2  
i=1 

    

Así, f es integrable con f = 0. 

Veamos que f no es de variación acotada externa en [0, 1]. Sea J\T  EN y tomemos 

un irracional e, E ] para i = 1, ..., N. Se tiene que 

   

/ N 

=\/7, 

2 i=1 

  

  

  

   

por lo que la variación externa de f no está acotada. 
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Observemos que f es débilmente continua casi en todo [0, 11, ya que si A  (12)* 

y t0  es un irracional en [0, 1], tomando una sucesión (tk) i  que converge a t0, 

tendremos 

Si tk=r, 

O Si tk 0  {r}1. 

Como A(y) Xj7jj para toda y E 12 y alguna sucesión x = (x) 1  E 12,  se 

sigue que 

J Xk, Si tk = Tn, 
Af(tk) 

=
O Si tk {r} 1. 

Como x E 12,  sabemos que lím Xk = O por lo que 
k-+oo 

lím IAf(tk ) - Af(to)I = 0. 
k—*oo 

Como nota final para este ejemplo, la función anterior se puede generalizar a los 

espacios l, 1 <p < 00. 

El próximo ejemplo se debe a L. Graves [9]. 

Ejemplo 3.17. Una función Riemann integrable que no es medible y no es débil-

mente continua ctp. 

Sea f: [0, 1] —* B[0, 1] definida por f(t) = X[o,t]. Mostraremos que f no es me-

dible utilizando el teorema de medibilidad de Pettis. Observemos primero que para 

cualquier subconjunto E de [0, 1] se sigue que f([O, 1]\E) = {X[o,t] : t  [O, 1]\E}. To-

maremos cualquier conjunto numerable contenido en f( [0, 1] \E) y demostraremos 

que no puede ser denso en B[0, 1]. 

Sea A = {X[o,t,]}i c f([O, 1]\E) un conjunto numerable y to E [0, 1]\E tal que 

to t para toda nN. Entonces, 11 X[o,to] 
-  X[O,tn]  11 00 = 1 VnEN. Esto nos muestra 

que ninguna sucesión del conjunto A converge a X[o,to],  por lo que el elemento X[o,t0] 

no pertence a la cerradura de A, y así, A no es denso en f([O, 1]\E). Se sigue del 

teorema de medibilidad de Pettis que f no es medible. 
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Para mostrar que f no es débilmente continua, tomemos t0  e (0, 1) y  una 

sucesión (t) 1  que converge a to  tal que to  t Vn E N. Entonces, por el teorema 

de Hahn-Banach 

1 = IX[O,toj - X[O,t,]lLc, 

= IIf(t) - f(to)II00 

= sup {A(f(to) - f(t)) Ae (B[0, 1])*,  ¡¡Al¡* = i} 

Sabemos que el supremo en la última igualdad se alcanza, es decir, existe un A0  en 

el dual de B[0, 1], de modo que 

1= A0 (f(t0) - f(t)) = A0f(to) - A0f(t). 

Lo anterior se tiene para toda riEN, por lo que A0  es discontinua Vt0 e(0, 1). 

Veamos que f es Riemann integrable en [0, 1]. Sea {[Cj, d]}.1  una colección 

finita de subintervalos de [a, b] que no se traslapan, observemos que 

 

N

- f(c)) 

   

X[o,dd - X[o,] 

   

X[c,dJ 

  

=1, 

  

00 

  

i=1 

 

00 

   

00 

 

            

por lo que f es de variación acotada externa, y así Riemann integrable en [a, b]. 

El siguiente ejemplo es una modificación de uno construido por A. Alexiewicz y 

W. Orlicz en [1]. 

Ejemplo 3.18. Una función medible Riemann integrable que no es débilmente con-

tinua casi en todas partes. 

Consideremos el intervalo [0, 1] y  los racionales diádicos de la forma t = 

con 2 <m < 2' Para cada t de la forma anterior definamos la función continua 

gt : [0, 1] -> R dada por 

1 si sE{0,t - 2 1 t+2lc, 1} 

gt(s) = o si sE{t2",t} 

lineal entre estos puntos. 
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Definamos ahora, f: [0, 1] —* C[O, 1] de la siguiente manera 

9t si t = 2m-1  
f(t) 

= { 1 en otro caso. 

Aquí, "F' es la función constante h(s) = 1, se [O, 1]. 

0.5 

o 
o 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 

Figura 3.1: f (U = 93 

Para hacer un análisis que nos permita entender mejor esta función, le llamare-

mos base al intervalo {s e [0, 1]: gt(s) = O} y paredes a los subintervalos de [0, 11 

donde gt  tiene pendiente distinta de cero, es decir, el dominio de cada función g, esta 

conformado por una base, dos paredes, y el conjunto de puntos s donde gt(s) = 1, 

tal y como su gráfica lo indica. Ahora, dependiendo del valor de k, la base y cada 

una de las paredes tendrán una longitud de 

0.5 

0. /. 

0 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 

Figura 3.2: f (U 
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1 

0.5 

o 
0 1/8 1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 7/8 

Figura 3.3: f () 

Además, existen 211 
 - 1 racionales diádicos t de la forma t = por lo que 

para k = 3 tenemos 3 valores de t. Las figuras anteriores muestran que los valores 

de f(t) lucen como "traslaciones" de la base y las paredes por un valor de 2-2,  o 

de forma general, según k, por 2—k+1•  Queremos hacer énfasis, en que el valor de 

t0  E [0, 1] es el que determina el número k, lo que a su vez nos da información acerca 

de la base y paredes de f(to) y las funciones determinadas por las imágenes del 

resto de los racionales diádicos para ese valor k. 

Para ver que f es integrable, mostraremos que f satisface el cuarto criterio 

del teorema 3.8. Sea > 0 y  k > 2 un natural tal que < f. Para cada n E 

{1, 2.....2.-  1} llamemos I. al intervalo 

22k 

2k 2k
1 1  

y sea {J} 1  los intervalos faltantes en [0, 1] enumerados en orden creciente. Sean 

Un y  Vn  puntos arbitrarios en I, entonces 

2Ic_1 

(f(u) - f(v)))(I) < f(u) - f(v)II )(I) 
n=1 n=1 

—1 

; 

= (21c 
-  1)(2 .

2 —2k) 

<2 . 

00 
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Se puede mostrar que Vs E [0, 1] existen a lo sumo 3 enteros n, de modo que si u 

Y Vn pertenecen a J entonces (f (Un) - f(v)) (s) O. No presentaremos la prueba 

de esto porque es necesario proceder por casos según el valor de s, lo que hace la 

demostración considerablemente larga, además de que no es nuestro objetivo hacer 

un análisis completo de esta función. Lo que podemos decir, es que lo anterior sucede 

porque podemos encontrar racionales diádicos un  de modo que s está contenido en 

el interior de una pared de f(u) y al tomar por ejemplo vn  irracional, se cumple 

que f(u)(s) - f(v)(s) O. La existencia de estos 3 enteros n, asegura que 

(f (v) - f(u))(J) <3rnáx{(J)} <3. 2k. 

n=1 
00 

Sea 2E  la partición formada por los intervalos I, y J, tomemos P1  y P2  dos 

particiones de [0, 1] con los mismos puntos que PE  y etiquetas elegidas al azar. A 

las etiquetas de P1  que pertenezcan a los intervalos In las denotaremos por v y a 

las restantes por v. De forma similar, denotaremos por u' a las etiquetas de P2  

pertenecientes a los intervalos I y Un Si Un E J. Tenemos que 

2"—1 

(f(v) - f(n))(I) + (f(v) - I1S(f,P1) - S(f,22)Ij00 = 

00 

< 

2k 

+ (f (v) - 
n=1 

(f (v) - f(u)))(I) 

00 

<E. 

Probaremos ahora que f es medible. Llamemos A al conjunto de racionales diádicos 

tomados inicialmente en este ejemplo y sea B = [0, 1] \A. Entonces 

f = 'XB + 
sEA 

por lo que f es medible. 

Ahora, mostraremos que f no es débilmente continua casi en todo [0, 1], para 

ello veremos que f no es débilmente continua en todo irracional en [0, 1]. Tomemos 
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de esta manera, un irracional s en [0, 11 y  A e (C[0, 1])* definido por A() = O(s). 

Existe una cantidad infinita de enteros k, tal que 

2mk-2 2mk-1 

2k 2k 

para algún entero mk ~: 2. Sea tk = 2rn-1, la sucesión (tk) i  converge a s y 

lím Af(tk) = lim f(tk)(s) = lím gtk(s) O 1 = f(s) = Af(s), 
k-+oo k-+c,o k-+oo 

lo que implica que Af es discontinua en un conjunto de medida positiva, y así se 

tiene que f no es débilmente continua. 

El último ejemplo se debe a B. Pettis [13]. 

Ejemplo 3.19. Una función Riemann integrable f tal que uf 11  no es medible, por 

lo que uf 11  no es Lebesgue ni Riemann integrable. 

Sea E un conjunto no medible en [0, 11 y defina f: [0, 1] —* B[0, 11 por f(t) = O 

si t « E y f(t) = X{t} si t E E. Sea {[Cj, d]} 1  una colección finita de intervalos 

que no se traslapan. Entonces 

N 

(f (di ) — f(cj )) 

Así, f es de variación acotada externa, consecuentemente Riemann integrable. Para 

probar que II! II no es medible, observemos que 

í 1 si teE 
IfIl (t) = 

En el caso real, una función Riemann integrable es Lebesgue integrable. La 

integral de Bochner es una generalización de la integral de Lebesgue, por lo que 

tiene sentido preguntarnos si una función Riemann integrable con valores en un 

espacio de Banach es Bochner integrable, sin embargo, éste no siempre es el caso. 

No obstante, para obtener la Bochner integrabilidad lo único que se necesita es que 

la función sea medible. 

<1. 
00 

O si tE. 

Esto es, 11 f 11 = XE, lo que implica que II! II no es medible. 
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Teorema 3.20. Sea f: [a, b] -* X Riemann integrable en [a, b] y medible, entonces 

f es Bochner integrable en [a, b]. 

Demostración. Como f es medible y Riemann integrable, la función II! II es medible 

y acotada. Por lo tanto, li f 11 es Lebesgue integrable en [a, b], lo que implica que f 

es Bochner integrable en [a, bj. 
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Capítulo 4 

La propiedad de Lebesgue de un 

espacio de Banach 

Para funciones con valores reales la integral de Riemann puede definirse usando 

sumas superiores y sumas inferiores, lo que se conoce como la integral de Darboux, 

es decir, en el caso real una función acotada es Riemann integrable si y sólo si es 

Darboux integrable. Sin embargo, si se considera una función con valores en un 

espacio vectorial, el conjunto de funciones Darboux integrables está propiamente 

contenido en el conjunto de funciones Riemann integrables. Durante la exposición 

de este capítulo, presentaremos un resultado que nos ayudare a entender dicha 

contención, lo cual nos servirá como base para establecer la propiedad de Lebesgue de 

un espacio de Banach. Por ahora, empezaremos con algunas definiciones y resultados 

preliminares que han sido tomados de [8]. 

Definición 4.1. Sean f: [a, b] -+ X y P = {t} 0  una partición de [a, b]. Se define 

la oscilación de f respecto a la partición P corno 

w(f, 7') => w(f, [t_1, t])t. 
i=1 

donde w(f, [t 1, ti]) = sup{f(u) - f(v)j u, y E [t_1, t]} es la oscilación de la 

función f en el intervalo ti ]. 
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Definición 4.2. Sea f: [a, b] --> X. 

a) La función f es D5  integrable en [a, b] Si VE > O existe 8 > O tal que w(f, 7') < 

E siempre que 'P es una partición de [a, b] que satisface PI <8. 

b) La función f es D, integrable en [a, b] si VE > O existe una partición 7'E  de 

[a, b] tal que w(f, 7') <e siempre que 7' es un refinamiento de 7) •  

Notemos que las dos definiciones anteriores son muy similares a los conceptos 

de R5  y RA  integral mencionados en el capítulo 3, por lo que es de esperarse que 

los conceptos de D5  y DA  integrabilidad sean equivalentes. 

Teorema 4.3. La función f: [a, b] —* X es D6  integrable en [a, b] si y sólo si f es 

DA  integrable en [a, b]. 

Demostración. () Supongamos que f es Di  integrable en [a, b]. Dado E > O existe 

8> 0 tal que w(f,7') <E siempre que 1 PI < 8. Sea 7'E = {t} 0  una partición tal 

que I7'I < 8. Recordemos que si 7' es un refinamiento de 7,E,  se tiene que 1 T 1 < IPI. 

De modo que por hipótesis, w(f, 7') <E, con lo que se sigue que f es DA  integrable 

en [a, b]. 

() Supongamos que f es DA  integrable en [a, b]. Observemos que f es acotada, 

para ello, sea x0  E [a, b] y E = 1, entonces existe una partición de [a, b], 7', = {t} 0  

tal que w(f, 7) < E siempre que 7' es un refinamiento de 2E•  Como x0  E [t_ 1, t] 

para algún i E {1, 2, ..., N} y w(f, [t_1, ti]) <1, tenemos que 

IIf(xo) - f(t)II < 1. 

Despejando, se sigue que IIf(xo)I < /t' + Ilf(t)II, y consecuentemente para cual- 

quier x la, b], 

IIf(x)II < máx í IIf(t)II + t'}. 
1<i<N 1 

Usando este hecho, mostraremos que f es D5  integrable en [a, b]. Sea e > O 

y 7' = {t} 0  partición de [a, b] tal que w(f, 7') < E/2 siempre que 7' refina a 
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7', tomemos 8 
= 4N y 7' = {u}L partición de [a, b] con P < 8. Sea P1  el 

refinamiento común entre P y 7'  y  denotemos por { [ci, d] }i a los intervalos de 

7' que contienen puntos de 7' en su interior, se tiene que K < N - 1 y 

w(f, [u_ 1,u])At 

w(f, P) + w(f, [ci  d])t 
i=1 

K 

< + 
2M(N - 1)E 

4MN 

=  E. 

Por lo tanto, f es D6  integrable en [a, b]. 

Definición 4.4. Diremos que una función f: [a, b] - X es Darboux integrable en 

la, b] si es D5  o D,1  integrable en [a, b]. 

Mostraremos ahora que toda función Darboux integrable en [a, b] es Riemann 

integrable en [a, bj. La prueba es directo de la definición de Darboux integrabilidad. 

Teorema 4.5. Sea f : [a. b] -* X Darboux integrable en [a. b]. Entonces, f es 

Riemann integrable en [a, b]. 

Demostración. Supongamos que f es Darboux integrable en [a, b]. Dado e > O existe 

una partición P, = {t} 0  de [a, b], tal que si 7 es un refinamiento de 7' entonces 

w(f, 7') <s. Sean P = {u, [t_1, t}} 1  y P2 = {v, [t_1, t]} 1  particiones con los 
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mismos puntos que P, entonces 

S(f 5 7'1) - S(f,P2) =  (f (u¡) - f(v))Atj  
i=1 

1f(u) - f(v)II  Ati 

w(f, P) 

Como f satisface el cuarto criterio del teorema 3.8, f es Riemann integrable en 

la, b]. 1 

El siguiente concepto nos será de gran ayuda durante la prueba de algunos de 

los teoremas que le siguen. 

Definición 4.6. Sea f: [a, b] -* X. Para cada t e (a, b), definimos la oscilación de 

f en t como el valor 

w(f,t)= lím w(f,[t-8,t+6]). 

La oscilación en a es el valor 

w(f, a) = lím w(f, [a, a + a]), 

de manera análoga se define la oscilación en b. 

Una de las principales razones por las que el concepto anterior es importante, 

es la siguiente observación. 

Observación 4.7. Una función f: [a, b] -* X es continua en t E [a, b] si y sólo si 

w(f,t) = O. 

Demostración. () Supongamos que f es continua en to  e (a, b). Así, dado N E  

existe 5N > O, tal que si 1 t - t0  1 < SN entonces If(t) - f(to)IJ < . Consideremos 

u,vE [t0  - 5,t0  + 81, entonces 

1 
IIf(u) - f(01 If(u) - f(to) I + IIf(to) - f(V)11 -. N 
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Esto nos dice que sup { li f(u) 
- f(V)11 : u, v  [t0  —6, to  + 6] } . Además, podemos 

elegir, 5N+1  tal que 6N+1  <6N. Con esto se concluye que 

lím w(f, [to  — 6, to  + 61) =0. 

La demostración es análoga cuando f es continua en los extremos de [a, b]. 

() Supongamos que w(f, to) = 0, lo cual quiere decir que dado ¿' > ü existe 6 > 0 

tal que si u, y E [to  - 6, to  + 61 entonces I!f(u) - f(v)II <s. En particular, para t0  y 

u tal que 1 t - u  <6 se tiene que IIf(to) - f(u)II <E. La demostración es análoga 

cuando to es algún extremo de [a, b]. 

Es bien sabido que el conjunto J = {t E [a, b] : w(f, t) > a} es cerrado cuando f 

toma valores en IR, ver [2], pág. 171. Resulta que en el caso vectorial, esta afirmación 

sigue siendo verdadera y además, nos será útil en la demostración del teorema 4.9 

que probaremos más adelante. 

Lema 4.8. Sea f: [a, b] —+ X. El conjunto Ja = {t E [a, b] w(f, t) ~ a} es cerrado 

para cualquier a E R. 

Demostración. Procederemos por contradicción. Sea t un punto de acumulación de 

Ja y supongamos que t 1 Ja.  Entonces, w(f, t) < a, por lo que existe un 60  que 

satisface 

sup{IIf(u) — f(v)II:u,ve[t -60,t+ 60]}<a. 

La desigualdad también se cumple en el abierto A = (t — 6o, t + 8), de modo que A 

no contiene puntos que pertenecen a Ja, pues si y  A, existe 6> 0 suficientemente 

pequeño tal que [y - 6, y  + 6] c (t - 8o, t + 8) y consecuentemente w(f, y) <a. Esto 

contradice que t es un punto de acumulación de Ja, y por lo tanto t  Ja. U 

El siguiente teorema aclara el por qué la Darboux integrabilidad y la Riemann 

integrabilidad no son equivalentes en el caso general de un espacio de Banach. 

Veremos que esto está íntimamente relacionado con la continuidad casi en todas 

partes de una función. 
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Teorema 4.9. Una función f: [a, b] -> X es Darboux integrable en [a, b] si y sólo 

si f es acotada y continua casi en todo [a, b]. 

Demostración. () Supongamos que f es Darboux integrable en [a, b], ya sabemos 

que f es acotada, mostraremos que f es continua casi en todo [a, b]. Sea En  = {t c 

[a, b] : w(f, t) ~ } para toda n E N y llamemos E = U1 E. Como cada E es 

cerrado y consecuentemente medible, se sigue que E es medible. Supongamos que 

O, así, existe algún N EN tal que )(EN) O. Sea 17 = .X(EN), 7' cualquier 

partición de [a, b] y Pi los puntos de 7' cuyos intervalos contienen puntos de EN en 

su interior; observemos que 

w(f,P) U,I)(I)> (EN) = N N7  IEp1  

lo que contradice que f es Darboux integrable. Así, f es continua ctp en [a.b]. 

() Supongamos que f es acotada y continua ctp en [a, b]. Sea M una cota de 

f en [a, b], E > O, N E N tal que < y para dicho N sea EN = {t E [a, b] 

w(f, t) ~ }. Construiremos una partición 26  tal que la suma de las longitudes de 

los intervalos de P que intersectan a EN es menor que j,  y la oscilación de f en 

cada intervalo de P que no intersecta a EN es menor que  

Llamaremos P a la partición cuyos puntos son los extremos de intervalos de 7',, 

que intersectan a EN y P' los extremos de intervalos restantes. Como )t(EN) = O, 

existe una colección de intervalos {(cj, d)} 1  tal que EN c U', (c,, d) y 1(d - 

ci) < . Debido a que EN es acotado y cerrado, es compacto, y así, sólo una 

cantidad finita de intervalos (ci, d) cubren a EN. Agreguemos los extremos del 

intervalo [ci, d] fl [a, b] a ? para cada i EN. Ahora, sea [a, ¡3] un intervalo en [a, b] 

contiguo a algún intervalo de P. Como [a, ¡3] fl EN = q, para cada t E [a, ¡3] existe 

St > O tal que w(f, [t - S, t + Se]) < . La colección «t - S, t + S) : t E [a, 01 } es una 

cubierta abierta de [a, ¡3], y  como este intervalo es compacto, existe una subcubierta 

finita. 

Los extremos en (a, ¡3) de los intervalos que comprenden la subcubierta finita 

junto con {c¿, ,6} forman una partición de [a, 3]. Agreguemos estos puntos a 2 y 

64 



CAPÍTULO 4. LA PROPIEDAD DE LEBESGUE DE UN ESPACIO DE 
BANACH 

hagamos lo anterior para cada intervalo contiguo a los intervalos de P. Claramente 

y P' forman una partición de [a, b]. 

Sea 2 una partición de [a, b] que refina a ? y 7Y,  2 los intervalos de 2 que 

están contenidos en intervalos de P y P' respectivamente. Entonces 

w(f, I)(I) + E  
Ial" Ial" 

<2M+ 
4M N >Á(I) 

IEP" 
E b — a 

< 2 +N 

= E. 

Consecuentemente f es Darboux integrable en [a, b]. 

Ya hemos visto la relación entre la Riemann integrabilidad y la Bochner integra-

bilidad; existe también, un resultado que establece una conexión entre la integral 

de Darboux y la integral de Bochner. 

Teorema 4.10. Sea f : [a, b] —* X Darboux integrable en [a, b]. Entonces f es 

medible y Ilfil es Riemann integrable en [a, b]. Consecuentemente, f es Bochner 

integrable en [a, b]. 

Demostración. Llamemos D al conjunto de puntos de discontinuidad de f, así )(D) = 

O. Sea f: [a, b] —* X la restricción de f al conjunto [a, b] \D. Como J es medible por 

ser continua, existe E c [a, bj\D con .X(E) = O y f(([a, b]\D)\E) separable, pero 

f(([a, b]\D)\E) = f([a, b]\(D U E)) = f([a, b]\(D U E)). 

Como f es débilmente medible por ser continua ctp y f([a, b]\(DUE)) es separable 

con )(D U E) = O, se sigue por el teorema de medibilidad de Pettis que f es fuer-

temente medible. Ahora, 11 f 11 es acotada y continua ctp por lo que 11 f  11 es Riemann 

integrable en [a, b], y por lo tanto, Lebesgue integrable en [a, b]. Se tiene entonces 

que f es Bochner integrable. U 
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Como exhibimos en el ejemplo 3.15, a diferencia del caso real existen funciones 

Riemann integrables que no son continuas casi en todas partes, por ello es un 

problema interesante determinar en qué espacios toda función Riemann integrable 

es continua casi en todas partes, o en otras palabras, determinar en qué espacios 

Riemann integrabilidad y Darboux integrabilidad son equivalentes. Dado que H. 

Lebesgue probó que R tiene esta propiedad, presentamos la siguiente definición. 

Definición 4.11. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Lebesgue si cada 

función Riemann integrable f: [a, b] —* X es continua ctp en [a, b]. 

Observación 4.12. Sea Y un subespacio de X. 

a) Si X tiene la propiedad de Lebesgue, entonces Y tiene la propiedad de Lebes-

gue. 

b) Si Y no tiene la propiedad de Lebesgue, entonces X no tiene la propiedad de 

Lebesgue. 

Enunciamos la observación anterior, debido a que hay muchos espacios don-

de este sencillo resultado es fácilmente aplicable. Veremos a continuación algunos 

ejemplos de ello. 

Teorema 4.13. Los siguientes espacios no tienen la propiedad de Lebesgue. 

a) Los espacios c0, c, l°°, C[a, b], B[a, b] y L°°[a, b] con norma 

b) l, para 1 <p < oc. 

c) El espacio L1 [a,b]. 

d) El dual X*  si X contiene una copia de 11. 
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Demostración. Por el ejemplo 3.15, e0  no tiene la propiedad de Lebesgue. Como 

e0  c c c l°°, utilizando la observación anterior, concluimos que c y 100  no tie-

nen la propiedad de Lebesgue. Por el ejemplo 3.18, C [a, b] no tiene la propiedad 

de Lebesgue, consecuentemente B [a, b] y L°° [a, b] tampoco tienen la propiedad de 

Lesbesgue. 

El ejemplo 3.16 es válido para 1 <p < oo, por lo que los espacios l, 1 <p < oc 

no tienen la propiedad de Lebesgue. Ahora, sabemos que L2  [a, b] -+ L1  [a, b], debido 

a que si f EL  [a, b], entonces 

b 

II! IL = 

f  
= 

 fb

1f  . 1Id < 
(fb 

¡f12 d) 2([a,  b]). 

Como L2[a, b] es un espacio de Hilbert separable, entonces L2[a, b] 12.  Así, 

12 L' [a, b]. Se sigue que al no tener 12  la propiedad de Lebesgue, L'[a, b] tampoco 

la tiene. 

Para el último inciso, supongamos que X tiene una copia de 11  que denotaremos 

por V. Como F (11)*,  cada funcional f: V —+ R puede ser identificado con un 

único x E 100. Usando el teorema de Hahn-Banach podemos extender f a F X -+ J, 

un funcional lineal continuo tal que I'II = II! IR. Aplicando el axioma de 

elección, podemos elegir una única extension, de aquí concluimos que 100 {F E 

X : x E ioo}. Esto, nos dice que X contiene una copia de 100, debido a que no 

tiene la propiedad de Lebesgue, se sigue que X' tampoco tiene esta propiedad. • 

En los ejemplos anteriores observamos que algunos espacios de dimensión infinita 

no tienen la propiedad de Lebesgue, el siguiente teorema mostrado por G. da Rocha 

en [15] presenta características suficientes para que un espacio X no tenga dicha 

propiedad. Aquí utilizaremos el teorema 1.34 probado por R. James. 

Teorema 4.14. Todo espacio de Banach de dimensión infinita y uniformemente 

convexo no tiene la propiedad de Lebesgue. 

Demostración. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo de dimensión 

infinita. Como X es infinito dimensional, contiene una sucesión básica (x) 1  con 
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= 1 Vn EN. Llamemos Y al espacio cerrado generado por (x) 1, entonces Y 

es uniformemente convexo y (x) 1  es una base normalizada para Y. Ahora, mos- 

traremos que Y no tiene la propiedad de Lebesgue. Sea {r} 1  

de los racionales en [0, 1] y  sea f: [0, 1] -4 Y dada por 

f(t) 

= { 

o Si t 

x si t=r. 

una enumeración 

Claramente f es discontinua en un conjunto de medida positiva. Mostraremos que 

f es Riemann integrable en [0, 1] con integral O. Sea E > O y escojamos M > O 

y r > 1 como en el teorema 1.34 de James. Tomemos 6 
= () y sea = 

{sk, [tk_1, tk1}1 una partición de [0, 1] con < 6, así 

N 
JS(f,P)II = I 

<M ((ztk)r) 

k=1N 

 

k=1 
1 
r 

<M 
( 

6r_1tk) 

= M 1  (tk) 

=M 

= E. 

Concluimos que f2b f = 0. Se sigue que Y no tiene la propiedad de Lebesgue y 

consecuentemente X tampoco tiene dicha propiedad. U 

Corolario 4.15. Los siguientes espacios no tienen la propiedad de Lebesgue. 

a) Espacios de Hilbert de dimensión infinita. 

b) Los espacios IJ'[a, b] para 1 <p < oc. 
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Demostración. Tomemos H un espacio de Hilbert y denotemos su norma por 

Sean (x) 1  y (y) sucesiones en H con IIxnII = IIyII = 1 para toda nEN y 

lím 
n—>oo  

 

+ yn) 

 

=1 (4.1) 

     

Por la ley del paralelogramo se sigue que 

IIxn+ynI 
2 
 +IIxn—ynll

2 =4 

Por (4.1) tenemos que dado s > O existe N EN tal que si u > N entonces 

IIxn+ynhI 
2  —4 

Consecuentemente 

2 2 
Jjx — y =4—IIx+yII <E

2
, 

lo que implica 11x - yn1l < s siempre que u > N. De aquí, H es uniformemente 

convexo. 

No presentaremos la prueba de que los espacios LP[a,  b] con 1 < p < oc son 

uniformemente convexos, debido a que dicha prueba, además de extensa, necesita 

de conceptos y resultados que se alejan del propósito de esta tesis, el lector puede 

consultarla en [11], p. 450. 

R es un espacio de dimensión finita que tiene la propiedad de Lebesgue y en el 

teorema 4.13 exhibimos algunos espacios de dimensión infinita que no tienen dicha 

propiedad. Intuitivamente, uno especularía que la dimensión del espacio guarda 

alguna relación con la propiedad de Lebesgue. Resulta que, el hecho de que un 

espacio de Banach X tenga dimensión finita es una condición suficiente para que X 

cuente con la propiedad de Lebesgue. 

Teorema 4.16. Todo espacio de Banach de dimensión finita tiene la propiedad de 

Lebesgue. 
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Demostración. Dado que en un espacio normado de dimensión infinita todas las 

normas son equivalentes, sin pérdida de generalidad podemos reducirnos a R n  con 

su norma usual. Sea f: [a, b] -* ]l Riemann integrable, f(t) = (f1  (t), ..., f(t)). 

Veamos que cada f: [a, b] -> R es Riemann integrable. Sea z = (z1, ..., z,) = 

 
fá f y 

P tal que IIS(f,TI) - zil <E siempre que 2 es un refinamiento de P. Veamos que 

esta partición asegura la Riemann integrabilidad para cada f, i = 1, ..., n. Sea 2 

un refinamiento de P, entonces por la desigualdad del triángulo tenemos que 

JS(f,P) - z4 S(f,P) - zil <r. 

Ahora, como R tiene la propiedad de Lebesgue, el conjunto de discontinuidades 

Di  en [a, b] de cada fi  tiene medida cero. Entonces, si llamamos D al conjunto de 

discontinuidades de f, tenemos que D = U=1 D tiene medida cero. Así, ]R tiene 

la propiedad de Lebesgue. 

En el último teorema de este capítulo probaremos que 11  tiene la propiedad de 

Lebesgue. Este hecho fue probado por A. Nemirovski, M. Ochan y R. Rejouani en 

[12] y  fue descubierto independientemente por G. da Rocha en [15]. 

Teorema 4.17. El espacio 11  tiene la propiedad de Lebesgue. 

Demostración. Bastará probar que cualquier función f: [0, 1] -* 11  acotada, que 

no es continua ctp en [0, 1] no puede ser Riemann integrable. El resultado puede 

generalizarse fácilmente a un intervalo [a, b]. 

Tomemos f: [0, 1] -4 11  acotada pero no continua ctp en [0, 1]. Por consiguiente, 

existe a > O y fi > O tal que ).(H) = a donde H = {t E [0,1] : w(f,t) ~: fi}. 

Mostraremos que para r0 = 2~18- y  cada 8 > O, existen particiones etiquetadas 2 y 

22 de [0,1] con normas menores a 8 que satisfacen IIS(f,21) - S(f,22)II > 

Sea N EN tal que < 8 y PAT = Tomemos {[c,d]}1 todos los 

intervalos de 2N  tal que )(H fl (ci , di)) > 0. Notemos que debido a que H C 

UL(ci, di), se tiene que = a < Z. Para cada j EN sea e,* : 11   -4 IR el funcional 

definido para y = (y) E 1' como e(y) = y. Llamemos Dj  al conjunto de 
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discontinuidades de la función ef en [0, 1]. Si )(D) > O para algún j, tendríamos 

que ef no es Riemann integrable en [0, 1], consecuentemente f tampoco lo sería 

y habríamos terminado. Supongamos pues, que el conjunto D = U1 Dj  tiene 

medida cero, lo que significa que ef es continua en [0, 1]\D. 

Sea E . Construiremos conjuntos U = {u} 1, y = y W = 

con uE(H\D) n (c j,d), vE(cj,di ) para cada i = 1, ...,p y  = n0 <ni <<n7, 

tal que si z j  = f(ui) — f(v) = (a) 1, entonces 

1. IIzII ~ para toda i = 1, ...,p. 

00
E 

2. j 1 aI < para toda i = 1, ...,p. 
3=flj 

3. aI <- para toda i = 2, ...,p. 
j=l 2i 

En otras palabras, dividimos la sucesión zi  en tres partes, donde la primera y última 

parte satisfacen 2 y 3. Sea no  = O y escójase ui  e (H\D)fl(ci , di). Como w(f, u1) ~ ¡3 

existe un punto y1 e (c1, d1) tal que IIf(ui) - f(vi)II > 22 . Sea z1  = f(ui) — f(vi) = 

(a) 1  y tomemos un entero n1  > no tal que flj IaI < 

Ahora, sea u2  E (H\D) fl (c, d2). Dado que w(f, u2) ~: ¡3, y ef es continua en 

u2  para cada jGN, existe v2 G(c2 ,d2 ) tal que 1f(u2) — f(v2)lI y 

fi 

ef(u) — f(v2)I <. (4.2) 
i=i 

Sea z2  = f(u2) - f(v2) = (a) 1. Entonces, por (4.2) se tiene que >I± JaI < 

Elijamos un n2  > n1  tal que a <. Continuamos este proceso hasta haber 

completado p pasos y tendremos los conjuntos deseados. 

Sea (e) 1  la base de Schauder usual para 11  y para 1 < i < p sea 

ae j. 

Entonces 
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También se tiene que 

IIyiII = Ilzili — lizi - yjlj > 
fl 2,s 

— . 

Luego 

tzi  

> 

~IlyiII - Iyi - ziII 

p 2E) _ p  2E 

2 2i 2i 

Po
11 1 

> — 4. 

Tomemos P y  P2  dos particiones etiquetadas de [0, 11 con los mismos puntos que 

PN. Las etiquetas de P1  y 92  son u y vi respectivamente, en los intervalos [Ci, d] 

para 1 <i < p, y las etiquetas en los intervalos restantes son iguales. Entonces 2 

y P2 son particiones con normas menores a 5 y 

p 

(f (u¡) — f(v))At 

=tZi 
p,3 4E 

>-- 
2N N 

> - 

 ap 
-- 

- 2 16N 

>- 
2 4 

afl 

 

= E0. 

Por lo tanto, f no es Riemann integrable en [0, 1]. Generalizando el resultado a 

cualquier intervalo [a, b], obtenemos que 11  tiene la propiedad de Lebesgue. 
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A pesar de los resultados anteriores que presentan condiciones suficientes para 

que un espacio de Banach tenga la propiedad de Lebesgue, no hemos exhibido que 

condiciones caracterizan a los espacios de Banach que cuentan con dicha propie-

dad. Lamentablemente no responderemos dicha pregunta en esta tesis, pues hacerlo 

implicaría alargar considerablemente nuestro trabajo, sin embargo, es pertinenente 

comentar que G. da Rocha, en su tesis doctoral [15] muestra que si un espacio de 

Banach X tiene la propiedad de Schur, entonces X tiene la propiedad de Lebesgue 

si y sólo si, cada función débilmente Riemann integrable es Darboux integrable. 

Que un espacio de Banach tenga la propiedad de Schur, significa que toda sucesión 

débilmente convergente es fuertemente convergente. Por cierto, esta propiedad la 

goza el espacio de sucesiones 11. 
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Conclusiones 

Uno de los aspectos más interesante respecto a la construcción del conocimiento 

matemático, es que en algunas ocasiones el estudio de un objeto matemático en 

particular nos puede llevar a descubrir nuevas propiedades o conceptos que aunque 

guardan relación con el objeto inicial de estudio, también abren las puertas a un 

análisis distinto al que originalmente se habia planteado. En el caso de la integral 

de Riemann vectorial, y como se puede observar en esta tesis, finalizamos en la 

propiedad de Lebesgue de un espacio de Banach, la cual nos proporciona una nueva 

manera de analizar dichos espacios para enriquecer nuestro entendimiento de ellos. 

En esta tesis pudimos ver que la integral de Riemann vectorial satisface el teore-

ma fundamental del cálculo, uno de los resultados más importantes que se desearía 

tener en una generalización de la integral, y logramos hacer pequeñas comparaciones 

con la generalización de la integral de Lebesgue, es decir, la integral de Bochner. 

Queremos resaltar la importancia del concepto de variación de una función, pues 

tanto en el caso real como en el vectorial, dicho concepto nos permite obtener una 

condición suficiente que garantice la integrabilidad de Riemann. 

Otro punto importante es la Darboux integrabilidad; si estudiáramos solamente 

la Riemann y Darboux integrabilidad desde la perspectiva del caso real, jamás 

habríamos descubierto que en realidad una es un caso particular de la otra, lo 

que destaca la magnitud que tiene la generalización de conceptos como una parte 

fundamental de la labor del matemático. 
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Apéndice 

Definición 4.18. Sea S un subconjunto de un espacio vectorial X. La envolvente 

convexa de S, denotada por co(S), es la intersección de todos los conjuntos convexos 

que contienen a S. 

Notemos que la envolvente es distinta del vacío, pues X es un conjunto conve-

xo que contiene a S. Es claro que la envolvente convexa es un conjunto convexo, 

además, podemos caracterizar a la envolvente convexa de una forma particular, para 

ello, necesitamos el siguiente lema. 

Lema 4.19. Sea K un conjunto convexo y x1, x2, ..., x, e K. Entonces todos los 

elementos de la forma En  1  ai xi  donde a ~ O 1/En 
1a¡  = 1, también pertecen a 

K. 

Demostración. La prueba será por inducción. La afirmación se satisface para n = 2 

por la definición de conjunto convexo. Asumamos que el resultado es válido para 

n - 1 y  demostraremos que también lo es para u. 

Si >I' a = O, entonces cada a = O para toda i = 1, ..., n - 1 lo que implica 

que 

a1x1  + a2x2  + + anXn = x,2  E K. 

Ahora, supongamos que /3 = a¡  > O y que En 1  a = 1, entonces 

a1 a2 a_i 

por hipótesis. Consecuentemente 

(a1 a2 a_ 

/3
Xn-1 

) + 
anXn C- K, 
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dado que K es convexo, lo que completa la prueba. U 

Teorema 4.20. La envolvente convexa de un subconjunto S de un espacio vectorial 

X consiste de todos los vectores de la forma a1x1  + a2x2  +. + anXn, donde xi  E S, 

cx ~ 0 para toda i = 1, 2, ..., n y = 1. 

Demostración. Llamemos K al conjunto de todos los vectores de la forma anterior. 

Sea  E [0,1] y x,y E K, x = En y y claramente t1(1— 

t)a + t/3 = 1, así, K es convexo, lo que implica que co(S) c K. Además, por 

el lema anterior, cualquier conjunto convexo que contiene a S contiene a K y por 

lo tanto co(S) = K. U 

Es fácil probar que dados dos conjuntos convexos A y B, su suma A + B = 

{ x + y : x E A, yE B} es también un conjunto convexo. Otro resultado relacionado 

con la suma de conjuntos en un espacio vectorial es que co(A + B) = co(A) + co(B). 

Teorema 4.21. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio vectorial X. Entonces 

co(A + B) = co(A) + co(B). 

Demostración. Como A c co(A) y B c co(B) entonces co(A)+co(B) es un convexo 

que contiene a A + B, por lo tanto co(A + B) c co(A) + co(B). Para la otra 

contención, veamos que 

1) co(A + co(B)) = co(A) + co(B). 

2) A+co(B)c co(A +B). 

Como A + co(B) c co(A) + co(B) entonces co(A + co(B)) c co(A) + co(B). 

Ahora, sea z E (co(A) + co(B)), z = x + y, x E co(A) y yE co(B), con x = 
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y y = Se sigue que 

n m 

z = cxx +fljy 
i=1 j=1 

=ax+ (Éai) 

m 

= 

 

{aixi  + a¡  E  fijy 
i=1 j=1 
i / m 

= >_ ai  
j=1 j=1 

E co(A + co(B)), 

por lo tanto co(A) + co(B) c co(A + co(B)), y así, co(A + co(B)) = co(A) + co(B). 

Ahora, sea z E A ± co(B), z = x + > 8jyj, entonces 

m m 

Z = X  03 +i3 y 
i=1 j=1  

m m 

= >»3jX+/3jyj 
j=1 j=1  

i=1 

E co(A +B), 

con ello tenemos que A + co(B) c co(A + B). 

Usando 2) tenemos que co(A + B) es un convexo que contiene a A + co(B), lo que 

implica que co(A+co(B)) c co(A+B), entonces por 1) co(A)+co(B) c co(A+B), 

con esto tenemos las dos contenciones y concluimos que co(A + B) = co(A) + co(B). 

. 
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