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INTRODUCCION

La teoria de control de estructura variable tiene como una de
sus principales funciones lograr que los sistemas tengan un
comportamiento deseado mediante el uso de controles adecuados. Esta
teoria también nos permite intervenir en sistemas de funcionamiento
no lineal. Asi como estabilizar una gran cantidad de problemas que
surgen en sistemas dindmicos de ecuaciones diferenciales que

modelan el comportamiento de sistemas electromecanicos.

El objetivo en el espacio de estado consiste en atraer las
trayectorias a una region especificada, y mantener las trayectorias
en esta regién, la cual serda una superficie, a la que llamaremos
"superficie de cambio" por que si las trayectorias en el espacio de
estado de la planta estan por encima de la superficie actua una ley
de control, y otra ley de control si las trayectorias estan por
debajo de la superficie. A la dinamica dentro de esta superficie le

llamaremos "modo deslizante".

Seguidamente tendremos el proceso de disefioc de control de
estructura variable, diseflando una superficie deslizante
restringida a la dindmica de la planta, de tal modo que el sistema
tenga una respuesta deseada. Esto consiste en que las variables de
estado de la planta se restringen a satisfacer un conjunto de
ecuaciones, las cuales definen la superficie de cambio.

Ademas tenemos la construcciéon de la retroalimentacién de



cambio, necesarias para manejar las trayectorias de la planta a la
superficie deslizante. Esta construccion se realiza haciendo uso de

la teoria general de estabilidad de Lyapunov.

Por ultimo tenemos los sistemas de estructura variable con
incertidumbre; el principal punto consiste en presentar controles
de retroalimentacién que hagan que un sistema bajo perturbaciones

persista en su comportamiento estable.



OBJETIVO

EL presente trabajo tiene como objetivo general presentar
conjunto de métodos de andlisis y disefio de la teoria de control
estructura variable, con el objetivo especifico de intervenir

las trayectorias de dichos sistemas de control.

Para un mejor desarrollo y entendimiento en la presentacidn
este trabajo de tesis, citaremos un ejemplo de cada tema, con

fin de brindarles una mayor claridad en los métodos presentados.
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CAPITULO |

INTRODUCCION A LA TEORIA DE

CONTROL DE ESTRUCTURA VARIABLE

1.1 CONTROL ESCALAR DE ESTRUCTURA VARIABLE

La teoria de control de estructura variable se puede describir
con elementos de la teoria cualitativa de las ecuaciones
diferenciales, la cual ©proporciona métodos eficientes para
controlar el comportamiento de sistemas dindmicos y nos permite

modelar una gran cantidad de problemas.

Como introduccién al tema, empezaremos con un ejemplo en donde
haremos uso de algunos conceptos de la teoria de control de
estructura variable con control escalar; el ejemplo tiene Ila

siguiente forma:

Ejemplo 1

Consideremos el sistema

A X, 0o 1 X, 0
x= | = + u(x)
% L 2 X 1
2 2
con X = [xi,xz) y donde u(x) es un control de la forma

u[xl,sz = k[xl}xl. con k:R——{(-3, 2}.



Consideremos primero el caso k[xll = -3,. entonces el control es

u(x) = -3xl, y el sistema toma la forma
'1 0 1] x 0
g 1= + (-3x ] (1 a)
x 12 || x 1 >
% 2

Ahora analizaremos el comportamiento que presenta el sistema
con ayuda de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales.

La matriz que resulta de la parte derecha de (la) es la siguiente:

-2 2
y el polinémio caracteristico correspondiente es:
PA) =A% -2x +2=0;
los valores propios son ?\l= 1+4, Azz 1-i

El sistema con estos valores de A tiene un comportamiento
inestable ya que la parte real de los valores propios es positiva.
De aqui que las solucicnes se alejan del estado de equilibrio

(xl,x2}=[0,01 y su retrato fase nos queda de la siguiente manera:

2
Este retrato fase
corresponde al control
con valor u(t) = -le(t) (\
donde se observa que el X
comportamiento es \\\)j
i nes table



Ahora analizemos el caso en que el control toma el valor

u(x)= 2x1. El sistema tiene la forma:

[}
+

[2x ]

Por lo tanto podemos verificar que el conjunto de valores propios

del sistema son:

El vector propio asociado al primer valor de A tiene por

componentes los valores X, X, que satisfacen:

=3¢ ¥ x =0
1 2 A .
esto implica que xz = C’;x1

3 -x_ =0
1 2

y el segundo valor de A nos genera el vector propio

correspondiente:
esto implica que X, = X
de donde concluimos que el comportamiento del sistema (por los

valores obtenidos para A) es inestable, con el retrato fase como

sigue: X2

El retrato fase co- \_/
rrespondiente al valor
del control tienme un com
portamiento —
l;-ﬂllsny/;\
Nt X =0

|l nestable




Claramente podemos ver que los dos sistemas tienen un
comportamiento inestable, sin embargo, es posible aplicar los
controles en regiones adecuadas del retrato fase de tal manera que

el comportamiento resultante tienda asintéticamente al origen.

Consideremos las regiones en que divide al plano la cuerva de
nivel asociada al cero por la funcién S[x)xl, donde S{x}=Slxl+x2, y
Sl es un numero mayor que cero y menor que uno. Ahora apliquemos el
control al sistema 1 de la siguiente manera, definidos los
controles anteriores, se puede estabilizar el sistema en el punto

de equilibrio (xl,x21=(0,0).

= + u(x)

ulx) = k(}':ll}':1 donde

-3 si S[:h(]:rc1 300
k(x1)=
2 si S(x}::(1 <0

En este caso el retrato fase que obtenemos es de la siguiente forma:

*3

\_ Sl x4 iy =0
1~ LIRS




1.2 DESCRIPCION DE LA TEORIA DE CONTROL DE ESTRUCTURA VARIABLE Y

TERMINOLOGIA

Los sistemas de estructura variable consisten en un conjunto
de ecuaciones diferenciales cuyo lado derecho incluye controles que
toman distintos valores en su dominioc de definicién; estos
controles pueden ser discontinuos. En general, las propiedades de
estabilidad de dichos sistemas dependen de la forma en que actuan

los controles al cambiar de region de definicion.

En este trabajo, analizamos los principales aspectos y
resultados concernientes a ese tipo de sistemas de control, los
cuales pueden tener discontinuidades en la parte derecha con ley de
control  sustituible. Puede obtenerse de ésta propiedades de
estabilidad en los sistemas de control. El analisis y el disefio de
sistemas de control estables son la parte escencial en este

trabajo.

Los sistemas de control de estructura variable con que

trabajaremos tienen las siguientes caracteristicas y forma:

m
x=F(x) + ): g (x)u (x)= F(x) + G(x)u(x) (1.1)
i=1

u(x) siS(x)>0
u(x) =4’ ' uilx) = ux)  (1.2)
ul{x] si Sl[xJ <0

con F y g, para i=1,m. son campos vectoriales suaves definidos en
: g n i i T

una vecindad abierta X de R . Ademas G tiene rango "m" con

dimensién constante. Mas aun, cada componente de F y G la asumimos

continua con derivada continua y acotada. La superficie S la

definiremos como la interseccion de m superficies suaves de



dimensién n-1 y denotada por Sl

S=RS = A (xeX|S (x)=0}
b=171 7 d=i i

donde S(x)= col(Sl{x),Sztx],....Sm[xJ} con cada Sl siendo funcién
suave, si:x_m. El conjunto de funciones S1 para [ =l,...,m
localmente tienen gradientes linealmente independientes, estos se
. aSi s ;

denotaran por X’ de manera que 3 es una superficie en el abierto
X con dimensién "n-m". Es decir, consideramos a la funcién S de

. 8S . >
forma que la matriz % tiene rango constante (como trasformacién

lineal) igual a "m".

En el sistema de control de estructura variable que arriba

hemos descrito, al conjunto de nivel
5§ = {xeX|S{x}=0}

se le llama superficie de cambio y constituye una variedad de
dimension n-m ya que el rango de a funcion S es n-m. (teorema 10

del Anexo).

Definicion 1

Diremos que wuna superficie de cambio es asintéticamente
estable, si para cada €>0, existe 8>0, y las correspondientes
vecindades Vc[x) y Valx}, tenemos que si x(O)eVa[x] entonces

x{t}e\a’e(x} para todo t>0.

Denotaremos a un sistema de control de estructura variable del
tipo (1.1) y (1.2) con la terna (Ec.,S,u), que expresa los tres
términos esenciales de un sistema de control de este tipo, como lo
son; la ecuacion diferencial, la funcién que define la superficie

de cambio y el control de retroalimentacién (en funciéon de la



variable de estado "x").

Los sistemas de control del tipo (l1.1) y (1.2) pueden ser no
lineales en el vector de estado x(o), pero lineales en el vector

de control u(e).

De aqui en adelante trabajaremos el sistema (l.1) con control
(1.2) para el caso escalar. Las reglas de control de estructura
variable consisten en una funcién de control que asigna uno de dos
valores de la retroalimentacién de acuerdo al signo de S(x), es

decir:

u’ para S(x) > 0
u(x) = )
u para S(x) <0

sin pérdida de generalidad, asumimos que ellos satisfacen:
¥ _
u > u en X (Localmente)

Con el fin de darle un poco de claridad a los conceptos
tratados, comenzaremos por dar la notacién matematica mas usual en

este traba jo.

Cuando hablemos de un sistema de control de estructura
variable diremos que son los sistemas de la forma (l1.1) con control
(1.2), es decir, de la terna (Ec.,S,u) de donde supondremos que
conocemos el primer y ultimo términe, en la cual nos resta por
disefiar una funcién S:X——R, de manera que el conjunto

S={x|S(x)=0} (sobre la vecindad X), sea atractora.

Desde un punto de vista practico, podriamos considerar

trayectorias que llegan a S en tiempo finito, en tal caso



consideraremos las condiciones qie establece el teorema 7 para una

justificacion de tales condiciones referimos eltrabajo [3].

Debido a la necesidad de dejar claro lo que es un modo

deslizante intentaremos dar una definicién.

Definicién 2

Modo Deslizante (5) Un subconjunto D en una variedad $={x|S(x)=0}
es un dominio de modo deslizante, si para cada € > 0, existe & > 0O,
tal que para cualquier movimiento que cae dentro de la &-vecindad
de D puede salir de la e-vecindad sélo a través de la e-vecindad de

la frontera de D.

H - E-veundsad

del punt
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Grafica de un modo deslizante en dos dimensliones

El siguiente ejemplo permite la existencia de un modo
deslizante, esto se @garantiza haciendo uso del criterio de
estabilidad de Lyapunov. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2
Sea el sistema

x = F(x) + G(x)u(x)

donde x = !xl.let, el control esta dado por

ulx) = k (x)x + k (x)x
1 1. " 2



-2 si SEx]xl >0

__:-:‘
3
I

2 si S(x)xt <0

-1 si S[x)x2 >0

kZ{x)
1 si S(x]x2 <0
Dado el control "u" ;Cémo determonar los valores Sl y ‘S2 que
intervienen en la superficie de cambio S(x) = Slx1+Szx2=0 para
lograr que sobre esta exista un modo deslizante?.
Para dar respuesta a la pregunta anterior consideremos la
siguiente funcién de Lyapunov
V(x) =—;-Sztx).
cuya derivada es

V = S(x)S(x), S$=Sx +Sx

por otro lado recordemos que

M
1]

X
1 2

x,= -senx + lcl(:t:):'cl + kztx)xz

entonces

S(x) S(x) = S(x)[Sx_+ S_( -senx + k (x)x + k (x)x_)
1 2 2 1 1 1 2 2

S(x)[Sz(k]{{x)xl - senxl) + xz( Sl + Szkz[x))]

S[x]xI[SZ{ kl(x] - {sen}(l/xl})l +

S[x)xz[ SI + Szkz[x)] <0

sustituyendo los valores de el control en el producto anterior

obtenemos:



Caso |

S(x]:-:l > 0, S(:-c]x2 > 0 esto implica que Sl< S2
Caso Il

S(.‘a():-;1 < 0, S(:::]:n:2 < 0 esto implica que Sl> -S2
Caso III

‘:i{::{]xl > 0, S[x}x2 < 0 esto implica que Sl> -S2
Caso IV

S(:nchl <0, S(x]::t2 > 0 esto implica que Sl> S2

Descrito lo anterior llegamos a la conclusion de que los valores de
S, son de la forma |S [<|S_| por lo que el sistema es estabilizado
1

con esta légica de cambio y por lo tanto existe un modo deslizante

(teorema 7 del anexo) sobre S.

Claramente podemos notar que en estos ejemplos los sistemas

no estan definidos dentro de la superficie de cambio S(x) = 0

10



1.3 METODO DE CONTROL EQUIVALENTE

En el método de control equivalente de la terna (Ec.,S,u),
conocemos la ecuacidon, la superficie S y el control u’(x) y

u (x), por definir u(x) en S.

El método del control equivalente permite determinar el
control que hace que el movimiento de sistema restringido a la
superficie de cambio $ permanezca en ella. Es decir, hace de § un

modo deslizante.

Supongamos que en un tiempo to las trayectorias del sistema
llegan a la superficie de cambio por lo que el modo deslizante
existe para t = L I (intervalo de tiempo que dura una
trayectoria en el modo deslizante). La existencia del modo
deslizante implica:

1).- S(x(t)) = O para todo t € |

2).- S(x(1) = 0; por la regla de la cadena tenemos que

as |:
[E]X—O

sustituyendo X tenemos

[ &S ]x = [ o8 ][F(x} + G(x)u.[x]] =0

ax 3x
- . -
donde u es en control que suponemos actua sobre la superficie

S(x)=0 al cual le llamaremos control equivalente y se obtiene de la

siguiente manera:

s ¢y _ (&S s .
[ T ] [F(x) + G(x)u (x}] = [ s F{x)] + [ T G(x)u (x]]

3s e _ (8s
8 Gu’(x) = [ - F{x)]
-1
. _ (3s as
u (x) = [ 3% G(x]] [E F{x]]



-
Después, sustituyendo u en (l.1), tenemos que (l1.1) describe
el movimiento del sistema restringido a la superficie de cambio;
para ello debemos tener que la condicion inicial x[tO) satisfaga

S(x(tO]) = 0.

®
El calculo de u, que ahora denotaremos por u y llamaremos
eq
" L " - . 85
control equivalente", asume que el producto matricial = G| es no
singular para toda x. Esta hipdtesis se conoce como condicién de
transversalidad de la cual hablaremos mas delante. La ecuacién del

control equivalente es:

-1
_ [ as 8s
Ueq{X) = [ a G(X)] [H F(XJ] (1.3)

Ademas, dada la condicién inicial x{to]. como se cumple que
S{x{to)] = 0, la dindmica del sistema en la superficie de cambio

para t = tc esta dada por:

-1
. as as

en el caso especial de una superficie de cambio lineal S(x)=sx=0

as

T s entonces (1.4) se reduce a:

-1
X = [ P G{x][sG(xJ] S]F(x) (1.5)

Observe que (1.4), en conjunto con la restriccion de que
S(x)=0, determina el control para que el movimiento del sistema
permanezca en la superficie de cambio. Tal movimiento en la
superficie de cambio puede gobernarse por un conjunto de ecuaciones

de orden reducido.

12



Las partes que no se describen en esta seccidon son las
siguientes:
.- Determinar el conjunto de ecuaciones dinamicas de orden
reducido que representan el movimiento del sistema en la
superficie de cambio.
2.- Seleccionar la superficie paramétrica S para una superficie de
cambio lineal S(x) = sx = 0, de tal manera que el sistema en el
modo deslizante exhiba el funcionamiento deseado.

Estas resultan de gran utilidad y por lo tanto las
describiremos en el capitulo IL
Nota: EI control equivalente sclo estd definido dentro de la

superficie de cambio S.

Para ilustrar el método del control equivalente lo haremos con
los ejemplos anteriores. Consideremos el sistema desarrollado en el

e jemplo 1.

con control dado por (1.2)
S(x) =8x + x
11 2
usando la ecuacién (1.3)

as -1 _ 0 ,-1 _
[ﬁ G(X)] _[(Sll 1)[ 1 ]] =1

=

as 2
[ 3% F(x)] = [51’ 1)[ x, + 2x2 ] = Slx2+ X + 2)::2

u (x)= -(Sx + x + 2x_)
eq 12 1 2

Apartir de este momento supondremos que la superficie de

cambio es atractora (localmente) bajo el sistema de control.

13



La principal ventaja y caracteristicas de los sistemas de
control de estructura variable consiste en la robustez de la
invarianza de $ bajo perturbaciones de la parte derecha de (l1.1).
Por el contrario, un tipo especial de inestabilidad se presenta en
las aplicaciones de los sistemas de control de estructura variable.
La discontinuidad de la parte derecha de (l.1), y el problema de
retardo que presentan los sistemas de retroalimentacion (la
respuesta x(t) de la planta a la accién del control u no es
instantanea), provoca un tipo de inestabilidad conocido por el
efecto ‘'castafieo" (o"chattering"). En el espacio de estado, esta
inestabilidad consiste en una oscilacién de las trayectorias x(t)
sobre S. En el trabajo no estudiaremos éste fenomeno que se
presenta solo en las aplicaciones.

Por otro lado los sistemas que tratamos aqui son de forma
discontinua por la parte derecha, de donde se puede asegurar que no
cumplen con la condicién de "Lipschitz" en una vecindad del modo
deslizante, esto es, la solucién de dichos sistemas no es udnica.

Una propiedad mas de los sistemas de control de estructura
variable es la convergencia en tiempo finito. Es decir,
considerando que la superficie & es atractora bajo el sistema de
control, X, € 5 y x(t) la solucién correspondiente, entonces existe
un tiempo minimo T < o de manera que x(T) € %; en este caso decimos
que x(t) llega a la superficie $ en tiempo finito. Tales sistemas
discontinuos de tiempo finito no tienen unicidad de soluciones en
una vecindad de 3. Para ver mas sobre sistemas de tiempo finito

hacemos referencia a los trabajos [13] y [14].

14



1.4 METODO DE FILIPPOV

Segun la terna (Ec.,S,u), consideraremos conocida la Ec. para
obtener condiciones para S y u con el objetivo de tener Ila
existencia del control equivalente. Esto se hara desde un punto de

vista mas geométrico y para el caso escalar.

El método de Filippov es otra técnica utilizada para describir
el comportamiento de los sistemas que tienen discontinuidad en la
parte derecha. En dicho método se establece el siguiente resultado:
determinar el vector velocidad sobre el modo deslizante; en cada
punto del modo delizante el vector velocidad puede ser representado

en términos de los campos F(x)+G(x)u' y F(x)+G(x)u .

Por definicién, el movimiento deslizante ocurre sobre la
superficie de discontinuidad, en donde el vector velocidad esta en
el plano tangente de la superficie deslizante y ademdas el extremo
de este vector tangente esta en la interseccion del punto que une
al vector velocidad con los extremos de los vectores F(x)+G(x)u’,

F(x)+G(x)u , como lo muestra la siguiente figura.

Asi la ecuacién de movimiento deslizante de acuerdo a Filippov

para el sistema (1.1) es:

o

x = F = rx[F[x)«»G{xJu‘] +[1—m][F{x}+G{xlu-] (1.6)

15



Por determinar « de manera que la parte derecha representa la
velocidad de la trayectoria tangente al modo deslizante. Donde B
es la resultante del vector velocidad de la trayectoria de estado
en el modo deslizante, con 0 = « = 1. De manera que « es un
parametro que depende de la dimension y la magnitud de los vectores
columna F(x)+G(x)u’, F(x)+G(x)u” y del vector renglén gradiente de
S. Considerando la notacion grad S =[%], calculemos a a partir de

la igualdad

i

[gi] [a[f(x]+G(x]u J+(1-@) £ (x)+G(x)u” 1]—0

[gé Al 1+[gs]u - [F(x)+G(x)u"]=0

a[[BS][f[x)+crx)u - z][f(x)+cfx)u'1]+[§][ftx)+ccx}u‘1=o

<|§—S [f(x)+G(x)u >
o =—L9% (1.7)

[g: , Glx)[u - u']>

con este valor de a puede definirse el sistema de control original
sobre S(x)=0.

Con la siguiente propiedad

1. <[gi:| [f(x)+G(x)u’1-[f(x)+G(x)u”]> >0

2. <[83|, trxmcxu' s0 <|3|, Irx)GxuD> 20
ax a
. ; . as
La notacién <a , b> denota el producto interior y [ﬁ] es el

gradiente de S(x). Ademas la solucién de (1.1) con control (1.2)
existe y esta bien definido sobre $. De esta manera concluimos

diciendo que esta técnica también puede ser usada para determinar

16



el funcionamiento de la planta en un modo deslizante.

A manera de ilustraciéon daremos solucién al ejemplo |,
resuelto por el método de Utkin (o método de control equivalente).
Ejemplo 1

x = F(x) + G(x)u(x)

F = o 3 % G(x) = 0
1 2 x2 1

con control u(xl.le = k(lexl, donde

-3 si S[x)xl >0
k(x1)=
2 si S(x)xl <0
calculando F° en la ecuacién de deslizamiento propuesta por
Filippov

F'= m[F[x}+G(x}u+] +{1—a}[F[xl+G(x)u']

desarrollamos la operaciones indicadas y encontramos los vectores

F(x)+G(x)u" y F(x)+G(x)u”

F(x)+G(x)u'= 01 i g [ A (-3x ) = X, ]
12| x 1 : -2x 42x
2 W B
01 X 0 (
F(x)+G(x)u = 3 2x ) = X,
1.2 X 1 l (3x +2x

con la superficie de deslizamiento
S(x) = Sx + x
11 2

entonces el gradiente es

ax
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b4 b4 0

F(x)+G(x)u'- F(x)-G(x)u = 2 - 2 =
2% +2% 3x +2X% S5X
1 2 1 2 1
<|:§:|, F(x)+G(x)u> = <S, > X, =S x 43x + 2x
ax 1 1 2 1 2
3x1+2x2

una vez obtenidas todas las operaciones necesarias y sustituyendo

en el valor de a obtenido antes en (1.6)

Sx + 3x + 2x
fitg 1 2

S5x
1

Sustituyendo el valor general de a«a (1.7) en la ecuacién de modo

deslizante dada por Filippov (1.6)

; [%.I,IF[XHG(X)u-b [%]‘[F{x“c[x]ﬂ)
¥ F(x)+G(x)u"+4 Flx)+G(x)u"
[gé] ,G(x)[u - u']> [5_5_] ™= o>
2 ax
(1.8)

la cual describe el movimiento en el modo deslizante, con la
hipétesis adicional de que la condicién inicial para la ecuacién
anterior sea seleccionada en la superficie de discontinuidad. La
ecuacién anterior propuesta por Filippov es considerada como la

ecuacion de un modo deslizante. En donde el control u es escalar.

Ejemplo 1
Del ejemplo anterior, sustituyamos el valor de o« en
la ecuacién de deslizamiento dada por Filippov para obtener que F°
es igual a
Slx2+ 3x1 +2x2 " = SIXZ'ZXZ +2X1 <

% o—_— 2
5x -2%x +2% 5% 3Ix +2x%
1 1 2 1 1 1

después de efectuados los calculos llegamos al vector
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que intervienen en la parte derecha de la ecuacion de deslizamiento

segun Filippov
COMPARACION DEL CONTROL EQUIVALENTE CON EL METODO DE FILIPPOV

Consideremos el caso que se caracteriza por la forma escalar
del control u, las entradas del lado derecho de la ecuacién en un
sentido no lineal (l1.1). El control sufre discontinuidades sobre

una superficie del tipo (1.2).

Aplicando a esta ecuaciéon el método del control equivalente es
posible obtener una cierta ecuacién diferencial actuando a lo largo
de la superficie de discontinuidad, la cual es llamada "ecuacién de
deslizamiento ideal". Mostraremos que estd ecuacién coincide con la

ecuacién obtenida aplicando el procedimiento de Filippov.

De lo anterior podemos establecer consideraciones geométricas.
De acuerdo al método de control equivalente la cantidad u
eq

necesita satisfacer la condicidn.

S =[§] F(x,u )=0
ax eq

para algin vector fijo x contenidc en la superficie de
discontinuidad, considerando u como parametro escalar mostrado

graficamente en la figura
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Geométricamente, en virtud del método de Filippov, para
construir el vector velocidad es necesario encontrar el punto de
interseccion de este plano tangente con la linea recta juntando los

extremos de los vectores F(x)+G(x)u" y F(x)+G(x)u .

Como la grafica formada por estos extremos es una curva, en el
espacio de estados del vector F° definido por Filippov y !-“ueq del
método de control equivalente, en general no solo no son iguales,
si no que tampoco son colineales (FotFuqu ellos coinciden a priori
solo cuando la grafica que forman los extremos es una linea recta;

"o

tal situacién ocurre solo para cuando el control "u" interviene de

forma lineal en el sistema.

De manera que si excluimos el caso donde la curva que une los
extremos de los vectores F(x)+G(x)u’, F(x)+G(x)u  no es una linea

recta; como se ilustra en la figura.

Soperficie

¢
discondineda
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entonces, el método de control equivalente y el método de Filippov,

producen resultados idénticos.

A continuacién probaremos la equivalencia del método de
Filippov y el método de Control Equivalente para el caso no lineal
con respecto a la variable de estado pero lineal en el control.

Partiendo de la ecuacién (1.8):

<’--g-s-.| JIF(x)+G(x)u 1> < g_S] JIF(x)+G(x)u' >
X F(x)+G(x)u'+ x F(x)+G(x)u
<|:-g-§-] ,G(x)u - u']> <[-g§] Gix)u - u'p
desarrollando el numerador obtenemos
[g—s]ﬂc{x)ru‘-u‘}]+[§]G(x1[nx)(u‘-u*)1
F= X ax
3S o
[E{-]G(x][u - u ]
. 81 Fx)
F = F(x)-G(x)
as

Esta es la ecuacion de modo deslizante usando Filippov.
Seguidamente haremos lo mismo para el método de control

equivalente, para comparar las ecuaciones resultantes

-1
x = Flx) - c{xl[[ﬁ G(x]] 88 F[xl]
ax ax

Por lo tanto las ecuaciones resultantes son las mismas y concluimos
que en el caso de control lineal el método de Filippov y el de

control equivalente producen resultados idénticos.
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DESCRIPCION GEOMETRICA DEL METODO DE FILIPPOV

- . - ' 3 °
Descripcién geométrica de F

<[g—sl JF(x)+G(x)u 1> . ([g_s] JF(x)+G(x)u’ 1>
% F(x)+G(x)u’+ F(x)+G(x)u
<[§] G Iu = u' s <[§] G(x)lu = u'Pp

ax ax

e
F aftelea)f”

Asi podemos describir geométricamente el comportamiento de las
trayectorias en el modo deslizante, donde se puede ver que el
vector F°~ es un "promedio” de las velocidades en cada punto del

modo deslizante.

¢(Que sucede con el sistema cuando el vector G(x) es tangente a
el modo deslizante?.

Primero que nada sabemos que el vector gradiente nc debe de
ser perpendicular al vector G(x) ya que esto produce una
indefinicién, por lo que las trayectorias tienden a alejarse del
modo deslizante apuntando los vectores F(x)+G(xJu' y  F(x)+G(x)u”
hacia la misma parte, produciendo que el vector resultante, o sea

© - - s - .
F  apunte en una direccién diferente al modo deslizante.
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Ahora ilustremos el caso en que el vector F(x) es tangente al

modo deslizante.

Vs

La grafica muestra claramente que la ecuacion de modo
deslizante viene dada por el vector F ya que el producto % F=0 de

aqui se ve que la ecuacién de deslizamiento viene dada simplemente

por F(x).
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1.5 CONDICIONES DE EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LOS MODOS DESLIZANTES Y

SUPERFICIE INVARIANTE

El objetive principal de este tema es dar a conocer algunos
teoremas relacionados con la existencia y unicidad de los modos

deslizantes y control equivalente.

Las leyes del control de estructura variable se obtienen
dejando que el control u(x) tome uno de los dos valores de la
retroalimentaciéon de acuerdo al signo de S(x) dado por (1.2). Sea
LhS la derivada direccional de la funcién escalar S con respecto a

la variable x en la direccién h.

Supdngase que como un resultado de la politica de control dada
por (1.2) las trayectorias de estado de la ecuacién (l1.1) alcanzan
la superficie deslizante 3 y, como el movimiento es restringido a
una vecindad de 3, es decir, que un modo deslizante existe en $

siempre que (Utkin 1972) se cumpla:

Lim L + S <0, Lim L -S>0
S3+0 F+GU $3-0 F+GU
una relacién equivalente de la anterior es
Lim 2 22 med’ 5 co Lim <22 Fscu 550
S>+0 ax S3-0 ax

CONDICION DE SUPERFICIE INVARIANTE

El movimiento deslizante ideal se describe usando la siguiente

condicién de superficie invariante:

S =0, L S=<§,F+Gu >=0
F+GU ax eq
eq

donde u es un control de retroalimentacén suave para el cual $ es
e
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localmente invariante de (1.1). Otra manera en la que se

el control equivalente u es:

€q
as
Le & oo v B o af 3s
u (x) =- = = -| —G(x) —F(x)
eq L. S as X ax

Esta definiciébn de movimiento deslizante ideal fue

Utkin y es conocida como el método de control equivalente

Sea &S(x) el mapeo asignando a cada punto de x, un

de el espacio tangente de X.

as
<‘é—£ 5 ﬂS(X)>—-O

esto es ﬂS(xJ:--Ker g(x], es llamada la distribucién

asociada con $. La condicién:

S=0, L S =« E F+Gu >=0
F+Gu % eq
eq

es rescrita como:

F(x) + Gu_ (x)|__ € Ker -E'E{x)= A (x)
eq S=0 ax 5

CONDICIONES DE EXISTENCIA

representa

(1.9)

dada por

subespacio

deslizante

Decimos que el control equivalente esta bien definido cuando

existe y es univocamente determinado de la condicién de invarianza.
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Lema 1
Una condicién necesaria y suficiente para que el control
equivalente  este bién definido es que la condicién de

transversalidad

as
< =4 G(x)>= 0

se satisfaga localmente sobre §

Demostraciéon: ( = ) Supongamos que el control equivalente esta

bien definido

as
L; S <& as [ 8s
u = = T S = = 35 = = 5’; G{x) a—x' F[X)
s G £ <2 . G>
ax
as

entonces necesariamente < Ix G >=# 0 en S, ya que de lo

; as p .
contrario < 3% F > tendria que ser cero, pues de las condiciones

de invarianza tenemos que

<§§.F>+u <§,G>=O
ax eqg ax

sin embargo u  no estaria bien definido ya que
eq

<§,F+Gu > =0
ax eq

seria trivialmente satisfecho por cualquier funcién u(-).

oS z i
(&) Sea <« ==, G > # 0 entonces es evidente que u existe, y
ax q
eq

as as
< — > < — > =
ax '’ F . ueq ax ' g L

ahora para probar unicidad supongamos que las condiciones de
invarianza se satisfacen por dos controles diferentes u ¥y ou_

eq 2eq

mientras que la condicién de transversalidad se mantiene, entonces
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as as
<§,F>+ eq<ﬁ’6> 0
as as as as
<aS,F>+u <§§,G>-<§.F>+u <§,G>=0
5] eq Jdx ax 2eq X
as
(uleq— e ]<§,G> 0

pero < % , G> # 0 de aqui se concluye que

u =1u
leg 2eq

por lo tanto el control esta bien definido. o

Geométricamente, el lema 1 establece que el vector G no
contiene la distribucién deslizante. En otras palabras G no puede
ser tangencial a la superficie deslizante 3 y, como G no es
ortogonal al ker ds, la condicién de transversalidad representa
solo una condicién necesaria para la existencia de wun modo

deslizante, como lo demuestra el siguiente lema.

Lema 2

Si una modo deslizante existe en S entonces sucede que

<§,G><0 en S
ax

Demostraciéon: De la definicién de modo deslizante dada por

Lim <25 , F+Gu" > < 0 (1.10)
S>+0 ax
Lim, €23 pasi 550 (1.11)
S3-0 ax

sobre %, localmente se tiene que

< 8 CF+Gu' > <0
ax
¢ B8 , F+Gu™ > > 0
ax
27



multiplicando la segunda cantidad por -l y sumandclas, aparte

. + —
suponiendo que u > u , tenemos que

<§,(u*—u'}c>={u’-u')<§,G><0
ax ax
+ = ¥ . S D
y como u > u, esto implica que < 3% G><0

Observacion 1
Notese que el signo de la condicion de transversalidad es
totalmente arbitraria y depende principalmente de la orientacién de
S. En lugar de esto, si en $={xeX|S(x)=0 } uno define $ usando
Slfx)=-5[x). la légica de cambio (1.2) se cambia y la condicidén de
as

transversalidad adopta la forma < Ix G(x)> >0.

El siguiente lema es una consecuencia directa de el lema 1 y

lema 2.

Lema 3
Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una
modo deslizante local sobre 3, es que el control equivalente esté

bien definido sobre S.

Teorema 1

Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de un
modo deslizante sobre %, es que (localmente) para X € $ se tenga
que

u <u <u (1.12)

Demostracién: (=) Si existe un modo deslizante sobre $ entonces de

tim <22 pouts <o
S>+0  dx
Lim <§,F+Gu'>>0
S3-0 ax
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se sigue que (localmente) sobre $

as

<§, r+cu*>=<g,1~">+u*<a_x,c><o
desarrollando esta expresién se reduce a
< 9s , F>
u+> _ ax
as
e
3% G>
< g—i , F>
en virtud de u = Y de la condiciéon de transversalidad
.4 &2 . G
ax
as ; :
< TR G > < O necesariamente se mantiene
< 8s , F>
ax + +
___§S—+u =—ue +u >0,
& 2= . iG> 1
ax
El argumento para probar u'<u
eq
<E,F+Gu'>=<§E,F>+u'<§,G>>0
ax ox ax
< s , >
£ == 4 G>
y de la condicién de transversalidad < g , G > < 0 necesariamente
se mantiene
< a5 . B>
ax - ~
T +u = -u + 10 < 0.
£ 22 Gy =
ax

(«) Sea u una funcién de retroalimentacién suave que satisface
eq

as

< — , F>
- + 0x
u <u <u y u s e
"4 3 < 85 G>
ax '
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esto implica quen 0<u -u<u-u y de aqui
eq

de esto es facil ver que 0 < 1 - weq < 1 y entonces

28 , G> = w B3 , F+Gu™+(1 - w )<§ , F+tGu™> = 0
X eq ax

as
“ax q 0x eq 4

, F>+u
ax e
necesariamente se tiene que las cantidades:

@
ax '’

as

< e F+Gu > son opuestas en signo respecto a S.

F+Gu'> y <

Por la arbitrariedad de estas cantidades podemos suponer que

as

<— ,F+Gu >>0
ax

implica que < % , F+Gu'> < 0. De manera que bajo el

control

u'(x) si S(x) >0
u(x) =
u(x) si S(x) <0

actuando sobre x = F(x) + G(x)ul(x), se tiene que

< 95 | Ficu’s| = Lim. <22, Fs6">= Lim L..+8<0
ax S(x)=0 S5+0 ax S5+0 F+GU
similarmente
¢85 pagus| =Lim <2 FGu>= Lim L -S>0
ax S(x)=0 S=>-0 ax S>-0 F+GU
es decir, existe un modo deslizante sobre S. O

Una funcién de control suave u puede existir fuera de la
frontera de el extremo de el control (1.2) por lo cual § es una
variedad invariante. Esto no implica que el movimiento deslizante

pueda ser creado en 3 con la disponibilidad de la funcién de
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retroalimentacion (1.2). La existencia del control equivalente es
solo una condicién necesaria para la  existencia de un

modo deslizante pero claramente esto no es suficiente.

Observacion 2

Si la hipétesis de que u'< u  es dada en la definicién de la
estrategia de cambio (1.2), entonces la condicién de existencia del
teorema 1 puede adoptar la desigualdad inversa. Por esta razén en

general la condicién de existencia es expresada como (Utkin 1981):
min{ u’, u” )} < U < max{ u’, u}

El siguiente corolario afirma que si existe un modo deslizante
en S, entonces siempre es posible disefiar un control de
retroalimentacion y una logica de cambio dada por (1.2) (este es un

resultado local).

Corolario 1

Supongamos que existe un modo deslizante sobre 3, entonces una

légica de cambio para u es dado por

u = k]ueq]sign(S{x]}
con k>l

Demostracién: La demostracién es imediata de (1.12) considerando

u o= k|ueq| u = —k|ueq|. O

Una forma equivalente de la condicién de necesidad y
suficiencia para la existencia local de un modo deslizante (Itkis
1976) puede ser expresado en términos de una funcién de Lyapunov
condicionada para la variedad deslizante $, siendo estable,

definida por medio de una funcién cuadratica degenerada de Lyapunov
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envolviendo directamente la superficie S(x).
Teorema 2

Existe un modo localmente deslizante en $, si y solo si en una
vecindad abierta X de R", la cual tiene interseccién no vacia con

%, todo punto de 3, satisfacen la siguiente desigualdad:

oge 39 pos s e 0@ FiBu>=L. . S <0 (1.13)
ax F+Gu

VEIANYHD IR YHVYH
FOTIH ¥ 20 130vY 13

para "x" que no esten en $ y u de acuerdo a (1.2)

Demostracién: ( « ) Si (1.13) se cumple para cada punto de X

as
entonces S(x) y < o F+Gu > tienen signo opuesto con u de acuerdo

a (1.2)

i.e. si S(x) > O entonces < 25 , F+Gu” > < 0, esto es

ax

i <
]§-I)IPO LF+Gu+ S<O0 (1.14)
; as - ;
si S(x) < 0 tenemos < 3% + F*Gu > > 0y de aqui que
L. L -S>0 (1.15)
$5-0 F+Gu

( = ) Si un modo deslizante existe en S, entonces necesariamente
! s . : .
se tiene que, S(x) y <ﬁ , F+Gu >, tienen signo opuesto siempre que

u se tome de acuerdo a (1.2). O

La condicién (1.13) constituye una versién mas popular de
(1.10), (111) ,(1.14) y (L.15), la cual fue originalmente dada por
Itkis (1976 p.18) en una forma un poco diferente. Tal condicién

equivalente a (1.13) es:

|I§jr_!;10 LF+Gu S<0 (1.16)
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1.6 MODOS DESLIZANTES IDEALES

De la expresion de control equivalente establecida en (1.9),
se sigue que el movimiento en § debido al control equivalente estan

gobernados por:
85
= F(x) + G[x}ueq(x] = [I G[x)[ G(x }] ]F{ x)

La ecuacion (1.4) representa la version idealizada del
movimiento ocurrido sobre la superficie deslizante $ y ellas
describen un porcentaje del funcionamiento de las trayectorias
controladas de (1.1) y (1.2) en la superficie deslizante %. Notece

que la condiciéon de superficie invariante
F(x) + G(X)ucq{x”S(xJ:O € ker ds = As
implica que
= F[x}+G{x}ucq(x} [I G{x)[ ——Gl(x )] ]F[x} € ker ds = As

para algin campo vectorial en el generado de G(x); esto es, algun
vector de la forma G(x)u(x) para u(x) una funcién de control suave,

donde se sigue que

[1 ~G(x )[ﬂo{ J] as]G(x]u(x] [G(x] G[x)[ 8S G )] ‘85 "‘[x]]u(x) =0

por tal motivo denotaremos como F al vector operador proyeccion
" 8
F := [ G[X][ G(x )) T] (1.17)

F satisface que F> = F.
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1.7 PROPIEDADES DE INVARIANZA DE LOS MODOS DESLIZANTES ANTE
PERTURBACIONES
Ahora consideremos una alteracién del primer elemento de la
terna (Ec.,S,u), en donde tenemos por objetivo determinar controles
de manera que las perturbaciones no alteren el comportamiento
estable.

Cosidere el siguiente sistema perturbado:
x= F(x) + G(x)u(x) + £ (1.18)

donde tomamos a €& = &F(x), de manera que & represente una
"perturbacién paramétrica", si € es de la forma € = h(t) entonces,
es llamada "perturbacién externa". Nosotros supondremos que £ es

"omn

una funcién de "x". Es decir, £ = &(x).

Definicion 3
Diremos que el modo deslizante exhibe la propiedad de
"invarianza fuerte" con respecto a la sefial de perturbacién &, si

sucede que el modo deslizante ideal es independiente de la sefial de

perturbacién £.

Definicién 4
Condicién de Encuentro:Diremos que un modo deslizante tiene la
"propiedad de encuentro" si sucede que £ pertenece al subespacio

generado por G(x).

Teorema 3

Un modo deslizante sobre S del sistema perturbado (1.18)
satisface la condicién de invarianza fuerte con respecto a &, si y
sélo si el vector perturbacién £ satisface la condiciéon de

encuentro.
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Demostracién: ( « ) Para el sistema dindamico (1.18) la condicién de
deslizamiento ideal estid dada por X = F(f+£), si £ pertenece al
generado por G(x), esto implica que &€ = G(x)v(x) para alguna
funcién escalar suave v, en este caso F aniquila la influencia de &
sobre la dinamica equivalente.

(=) si FE = 0 entonce se tiene que

-1
3s S 1. _
[l = G(x)[ 5% G[x}] 3% ]5 = 0,

entonces, necesariamente se tiene que

|
S as
£ =G(x}[g—xG{x)] 25 € = Glxu(x)

de donde se concluye que & = G(x)u(x) para alguna funcién u(x) por

lo que £ esta en el generado de G(x). O

Definicién S
Un modo deslizante se dice que posee la propiedad de
invarianza débil con respecto a una perturbacién &, siempre que £

no satisfaga la condicion de encuentro.

La justificaciéon para esta ultima definicién, radica en el
hecho de que si £ no pertenece al generado de G(x), entonces £
puede ser descompuesto en dos partes como suma de vectores

£ = G(x)v(x) + n(x)

donde 7m(x) no pertenece al generado por G(x).

Teorema 4

Sea & en el generado de G(x) y u:q el control equivalente
correspondiente al modo deslizante sobre $ del sistema no
perturbado x = F(x) + G(x)u(x). Sea u'(x) y u (x) funciones de

3 i + L
control de retroalimentacién de manera que u(x) > u(x) en un
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abierto X de R". Si existe un modo deslizante para sistemas

pertubados x = F(x) + G(xulx) + £ , entonces el vector

perturbaciéon & = G(x)v(x) es tal que v(x) es acotado por

* = * +
u - u >v>u -u
eq eq

Demostracion: Si existe un modo deslizante para el

sistema
perturbado
Lim<2Z FiGu' +€5>=Lim<Z  F+ W+ )G > <0
S>+0 48x S2+0 04X
; as - . as -
I§—I)IPO<E' F+Gu +€>.-I§-I}IPO<_X’F+ (u+v)G>>0

Lo cual implica que el movimiento deslizante ideal existe para

el sistema no perturbado (l.1), con una ley de control de

estructura variable de la forma:

u'(x) + v(x) si S(x) >0

u(x) + vix) siS(x) <0

entonces, del teorema 1 se sigue que:

u (x) + v(x) < u:qc u'(x) + v(x)
restando v(x) y u s
e

0 % u (x) <-v(x]<-u' + u'(x)
eq eq

multiplicando por -1 =

u - (x> v(x) > u o+ u(x) 0
eq eq

De lo anterior se concluye que la teoria de control de
estructura variable para el caso escalar, es de gran utilidad en el

desarrollo de los temas posteriores. Es decir, estos serviran de

apoyo para el trabajo desarrollado en el capitulo II
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CAPITULO |l

DISENOS EN SISTEMAS MULTIVARIABLES

DE ESTRUCTURA VARIABLE

El presente capitulo se desarrollarda en un contexto mas
general. Considerando el caso multivariable en el cual, al igual
que en el caso de entrada simple, el sistema es no lineal en la
variable de estado pero con control lineal. Ademds, para la
realizacién de este tema, supondremos que tenemos existencia y

alcanzabilidad de un modo deslizante o superficie de deslizamiento.

El punto central de este trabajo consiste en describir algunas
técnicas, que nos permitan disefiar las superficies de
deslizamiento, asi como también controles de retroalimentacién para
dichos sistemas. Estos disefios nos sirven para dirigir el
comportamiento de las trayectorias de un sistema en una region
determinada y una vez conocida la superficie de deslizamiento,
podemos intervenir en las trayectorias del sistema con el fin de

dirigirlas a esta region.

37



2.1 REDUCCION DE ORDEN

Segin la terna (Ec.,S,u), donde x es una variable de estado
con "n" componentes, aqui el objetivo consiste en expresar la

dinamica sobre S(x)=0, una dinamica con un nuevo estado de

dimensién n-m.

Dentro de la teoria de control multivariable tenemos el tema
de Reducciéon de Orden. Este disefio se desarrolla haciendo uso del
método de control equivalente. Esta reduccién de orden viene dada
por el conjunto de variables de estado que se restringen a la
superficie S(x)=0. De donde tenemos que tal movimiento puede ser
gobernado por un sistema de ecuaciones de orden reducido. Para
clarificar esto, nos concentraremos en la superficie de cambio dada
por la ecuacion lineal S(x) = Sx = 0. Como se menciond
anteriormente, en un modo deslizante, el sistema equivalente podria
satisfacer no sélo el estado dinamico n-dimensional (1.4), sino
también el de "m" ecuaciones algebraicas dadas por la igualdad,

S(x) = 0. El uso de ambos reduce el sistema dindmico de un modelo

de orden n a un modelo de orden (n-m).

Especificamente, se supone que el sistema lineal (l.1) es

restringido a la superficie de cambio S(x) Sx = 0, con el sistema

]

dindmico dado por (1.5). Si el rango [S] m, es posible resolver
para m variables de estado. (la condicién de que el rango [S] = m
esuna hipotesis). Para obtener la solucién, primero resolvemos para
m variables de estado (sean estas xl.xz,...,xm)en términos de las

n-m  variables de estado que quedan [(i.e., X yeens X)L

Sustituyendo estas en las n-m ecuaciones que quedan de (1.5) y la
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ecuaciéon correspondiente a las variables de estado, resulta un
sistema de orden n-m que describe completamente el funcionamiento

del sistema dado, para una condicién inicial que satisface S(x)=0.

Veamos el siguiente ejemplo con el fin de darle claridad
a este método
Ejemplo 3

Sea el sistema
x = F(x) + G(x)u

1 0
0 1

F(x) = f”(x) rxz(X} f‘la(x} f14(X} fls(x] , G =
0 (0] 0] 1

! f‘n(x] fzz[x) fzafx) f“(x] fzsfx} ]

o O = O O
o © O ©

f—

donde suponemos que las entradas f‘”(x] del tercero y quinto
rengléon de F son no lineales con respecto a "x" y acotadas en el

abierto X ¢ R"

f.lTﬂl"l"I= [ ) = fmax

= X)) =
1) ij ij
El método de control equivalente da lugar el siguiente sistema

equivalente
x = [ I - G(SG)'s ]th)

con S(x(to)} = 0 para algun t:

Si la superficie de cambio lineal es dada por

S
S = (3 a)
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para facilitar los calculos en el ejemplo escogemos

S S - S S = 1; especificamente, tomando S =2, S =S__=S_ =l
13725 1523 13 15 "25 23
Entonces
S _-S
13 15
(sG)™ = Su Sy . [ 1 —l]
S s - ~], 2

S
1325 28 15

sustituyendo en la ecuacién de deslizamiento (1.S) dada por Utkin

) 1 0 0o ]
0 0 1 0
X = ie o 0 S -S X
21 11 22 12 24 14
0 0 0 0 1
0 S-28 S -2S & §-28
11 21 12 22 14 24 I

el sistema de ecuaciones que resulta es

BIBLIOTECA
DE CIENCIAS EXACTAS

X Y NATURALES

M= M !’.I.!CABERD_EHI.H HLINS

1 2 HARA MI GRANDEZA

X=X

2 3

x = (S.-S Jx +(S_ =S )x +(S_~-S )x (3 b)
3 21 11 2 22 127 3 24 14 5

X=X

4 5

x = [S 28 .45 -26 % 4(S ~28 I
5 11 21 2 12 22 3 14 24 5

sujeto a S(x) = Sx = 0 resulta

resolviendo para X, ¥ X, se tiene que
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desarrollando llegamos al sistema de ecuaciones
Xx=(S_-S )x +(S_ -8 )Jx +(S_-S Ix
3 - G G | 22 A2 72 T2a T1atTa
x= (S =25 )x +(S =28 )Ix +(S =25 )x
5 11 21 12 22 72 14 24’4
derivando el sistema anterior da como resultado
x.= (S_-S )x +(S_ -S__)x_+(S. -S_)x
3 21 1171 22 L2VTETRE T4
X = (S“—ZSZI]xl+(812-2522}x2+[314—2824Jx4

sustituyendo este sistema de ecuaciones en el sistema (3 b)

e
Il

X
1 2

W
Il

b.4
2 3

x3:(521 _Sll]x2+(SZZ-SIZ)X3+{SZ4_SI4}XE

% =(8§ -§ Jx¥S -5 Jx +(S -8 Ix
3 21 11 1 22 12 2 24 14 4

x = (S -2S_)x +(S _-2S_)x +(S -2S )x
5 11 21 2 12 22 3 14 24 §

x = (S -2S_)x +(S _-2S_ )x +(S -2S )x
5 11 21 1 12 22 id 14 24 4
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por lo tanto obtenemos un sistema equivalente de orden reducido

-
i
o

x =(S_-S )x +(S_-S )x +(S_-S )x
2 21 11 2 22 12 3 24 14 5

x = (S -28 )x +(S -2S )x +(S -2 )x
4 11 2l 2 12 22 3 14 24 5

el cual escrito en la forma x = Fx es

-;:1 0 1 0 ®.
x S, BrE L B |l
2| = 2 (3 c)
X S =28 § -28 S =28 X
3 1 e, 1 24| |73
donde§1=x,;=x,§=x.

2.2 FORMA REGULAR Y DINAMICA DE ORDEN REDUCIDO

De la dinamica de orden reducido, donde la variable de estado
X original tiene "n" componentes, se parte en dos variables;
x=[x1,x2). donde X, tiene n-m componentes (dimension igual a la
dimensién de 3) y describe a S, y donde X, tiene dimensién m y

describe el espacio de estado "fuera" de la superficie S.

La forma regular de la dindmica de la planta (1.1) es

X = fltx)
, (2.1)
x = f_(x) + G_(x)u
2 2 2
x=[x ,x leR", x eR"™™, x e R", f :R"—R"™
1% 1 2 1

Gz(x}, u(x), S(x) :R" ——R™™™
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Estabilizar un sistema dado en la forma regular es disefiar la
superficie de cambio para la cual las trayectorias tienden a

estabilizarse.

La solucién al problema anterior requiere de herramientas de
control lineal y de el método de reduccién de orden. Por lo que
enlistaremos una serie de pasos que se siguen en la solucién de

este problema.

I Por hipétesis tenemos que la matriz fl y la superficie
deslizante tienen wuna estructura lineal, ademas, la matriz G2

satisface la condicién de transversalidad.

I1 Haciendo uso del método de reduccién de orden y de la
hipdtesis donde tenemos que la superficie de modo deslizante es
lineal (Sx=0) y, tomando una descomposiciéon para S y otra para X

cuando las "x" pertenecen al nucleo de la matriz S, esto se

transforma en

X = le.le. S = [S:’Szi’ [51,52] =0

III Realizando los calculos necesarios podemos dejar el vector de
estado xz en términos del vector de estado xl considerando la
hipétesis de que 52 es no singular. Asi, el vector X, toma la

siguiente forma

IV Sustituyendo el vector x, en el sistema ;(1= flix} llegamos a

un sistema en términos de una sola variable

x=f(x)=f(x,x)= f(x,S'Sx)
1 1 o | S R 1 1
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\% En el sistema resultante, haciendo uso de la linealidad de fl

podemos reescribir 1'1 de la siguiente forma
x=f(x)=A x+A x =A x+A _(S'S)x
11 1 122 't aRTZ i

VI Si A“ y AIZ son matrices conocidas y suponiendo que el par

[A“, Alzl es controlable, resultadosde la teoria de control
lineal (para detalles ver [8] y [9]) nos asegura que podamos
asignar libremente el espectro a la matriz A“+A12F (disefiando una

F apropiada). En nuestro caso F = -S;ISl por lo que el problema se

reduce a disefiar la matriz S.

VII Encontrando F se determina la superficie deslizante S
apropiada al sistema.
Nota: Para una mejor comprensién en el disefio de F en el caso

lineal ver [10] y [11], y para detalles del caso no lineal ver [6].

Para ilustrar el método, disefiaremos una superficie de cambio
para el sistema (visto en el ejemplo anterior).
Ejemplo 3:

x = F(x) + G(x)u

[ i 1 0 0 ) 0]
(0] 1 0 0
Fx) =l £ f f 0f f ],c=?! ©
11 12 13 14 15 0
0 0 0 0 1
1
I le(X) fzzix) t'zaix) fzatx) fzs(x] ) ! )

En este ejemplo anterior llevamos el sistema de ornen 5 a un
sistema de orden 3, obteniendo una matriz en términos de las

componentes de la matriz S
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Haciendo uso de los resultados de control lineal, asumiremos
que el par (A“,Alzl es controlable, por lo que podemos asignarle

un espectro a la matriz resultante.

01 0 0 0 & 5 s,
5 o &l G 1 0 21 11 22 T 12 24 1 x
0O 0 O 0 1 S“—ZSZ o 1528 22 Sl B

obteniendo la matriz

22 14 24 3

;cl 0 1 0 X,
. O - R . -

xz B 21 11 22 12 24 14 XZ
X g g 8 g g e |l
3 11 21 12

Para ver cual control es el adecuado supongamos que el disefio
requiere que el espectro del sistema equivalente sea {-1, -2, -3},

entonces, el polinémio caracteristico es:
3 2
P(A) = A7 + 6A" + 1IA + 6

el polinémio caracteristico del sistema equivalente dado en (3 c¢)

es

PA) =A% + (S _-S_+2S -5 %
12 z2 24 14
(S 8§ -§S +S -8 )A+(SS -8 S )
12 24 14 22 11 21 11 24 14 21
Igualando los coeficientes de las potencias de A nos da el sistema

de ecuaciones:

e
11
SlZ
0 1 -1 o -1 2 514 6
1 324 —S22 -1 521 = 11
S 0 0 -S 0 6
24 14 S
22
S
L 24 d
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S -85 %28 =8 =16
12 22 24 14

-S S _+S -S 11

S S
12724 14 22 11 21
S S S =
11 24 14721

Una solucién para la superficie disefiada es

S_11.832.-61
-1 1.83 1 0 1

Se a disefiado como ejemplo una superficie $ de manera que la

dinamica sobre esta es estable.
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2.3 DISENO DE CONTROLES

El disefio apropiado de controles es uno de los principales
objetivos de la teoria de control. Expondremos métedos de disefio de
control de estructura variable. Aqui el propésito es determinar la
retroalimentecién, la cual logra que las trayectorias de estado de
la planta converjan a la superficie de cambio, asi como para
mantener la condicién de modo deslizante. Se pre-supone que la
superficie deslizante ha sido diseflada completamente. En general,
el control es un m-vector u(e) y cada una de las entradas tiene la

estructura de la forma dada por (1.2).

El siguiente ejemplo contempla la existencia de un modo
deslizante, esto se garantiza haciendo uso del criterio de
estabilidad de Lyapunov.

Ejemplo 2 Sea

x = F(x) + G(x)u(x)

donde x = [xl,xZ]T, el control esta dado por u(x}=kl{x]xl+ szx]xz,

Con

« si S(x)x[ >0
kl(x] = con i = 1,2

,‘3i si S[:-:)x1 E<il e,

Sea V(x) = %Sz la funcién de Lyapunov cuya derivada es

V = sS S=Sx +Sx
3 | 2 2
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y por otro lado

P
I
”

x = -senx. + k (x)x + k_(x)x
2 1 1 1 2 2

entonces

S(x) S(x) =S{x)[Slx2 + Sz( -senx + kltx}x1 + kztx]x2 )
=S[:-c)['52[k1((x]:w:1 - senx ) + x (S + Szkzix})]
=S{x)x1[52( kl(x) - {senxl/xl}]] +

S(x)xz[ S1 + Szkz(x]] <0

ahora veamos para que valores de « ,B1 se cumple que este

producto es negativo de donde se asegura el comportamiento estable

del sistema

S(x)x[S( k(x) - {senx/x}] +Sx)x[S +Sk(x)] <0
12 1”1 el | 22

Caso I:
S{x}xl >0

Sz[cc1 -(senx:)/xll < 0y como 52 > 0 entonces o —[sen:scliz’:-c1 <0

SENX
a < 1
} { Xl }

pero como éste cociente toma una infinidad de valores entonces:

. senx
o < min 1 = -1
1 Xl

sin perder generalidad tomamos oclz-l ya que es mayor que el minimo

de aqui que

Caso Il:

S(xlx1 <0

Sz(.Bl —[senxll/xl] >0 y como S2 > 0 entonces ,‘.‘s’l—{serlxl),/xz >0
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esto es

de aqui que

B >max{senx1}=l
1 X

1

por el mismo argumento anterior.

Caso III:

S(K}x2 >0

(Sl + Szcle < 0 entonces de aqui se tiene que el valor de @, debe

S
a(—{—l}
2 S2

ser de manera que

Caso IV:

<
'S[:a{]x2 0

'[S1 + SZBZJ > 0 entonces el valor para Bz debe ser tal que

o-{8)
2

Observese que si pre-fijamos los valores o, @

o B, ¥ By
considerando Sl y 'Sz incégnitas, entonceslos calculos aqui hechos

nos permiten disefiar la superficie de cambio para que sea atractora

El disefio de estos controles representan un conjunto de
valores para los cuales se tiene estabilidad de acuerdo al teorema
de estabilidad de Lyapunov; es decir, existe un modo deslizante

sobre S.
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2.4 METODO DE DIAGONALIZACION

Para el métodec de diagonalizaciéon suponiendo conocidas de la
terna (Ec.,S,u), el primero y segundo término para los cuales
diseflaremos controles que dirijan el funcionamiento de las

trayectorias hacia el modo deslizante

Nuestro propoésito fundamental es describir dos aproximaciones
diferentes a disefios de controles, por el Illamado método de
diagonalizacién. La caracteristica esencial de éste método es

convertir un sistema de multientradas en un problema de m entradas.

El método de diagonalizacién lo dividimos en dos casos que

llamaremos método 1 y método 2.

Método 1
E! método | supone la construcciéon de un nuevo vector control

-

u via una transformacién no singular:
-1 as
Q [XJ[ﬂ]G(X} (2.2)
del control original u definido como:

0t = e g Glx)ulx) (2.3)

donde Q(x) es una matriz cuadrada diagonal (mxm), donde los
elementos de la diagonal ql(x}, i=I,m son tal que el inf|ql{x}| >0
para toda x. La conversién del problema de m-entradas, en
m-entradas singulares es dado por el términc [%]G{x]. donde las

entradas de la diagonal de Q‘lix} simplemente permiten flexibilidad

en el disefio.
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Muchas veces Q_l[x] es tomado como la identidad. En términos

-
de u la dinamica de estado conveniente:

=1

= Bl s G(x)[ g 6 o’ (2.4)

Aun que esta nueva forma de control parece mas complicada de

VZAMNYHD IR YHYE
SOPTH 91 30 H3avs 18

. L

S(x) = O le permite a uno escoger las m-entradas de u para

satisfacer la condicion de suficiente para la existencia y
*

alcanzabilidad del modo deslizante. Una vez que u es conocido se

puede invertir la transformaciéon (2.3) y tener la u requerida.

Para garantizar existencia y alcanzabilidad de un modo deslizante

es suficiente satisfacer la condicién S (x)S(x) < 0 en términos de

*

u.
-1
s ... BS, 8% 885 as .
S(x) = i i ﬁ[ F(x) + G(x) ﬁG(x) Q(x)u ]
-1
35S 3s as .
e F(x) + % G(x) s G(x)| 0Q(x)u
- r as -
Slx) = [ﬁ F(x]] + Q(x)u (2.5)

L. ., ._
de aqui si las entradas u -, u - se toman de tal forma que:

- n
qu < - E} f(x) =Z£ S f (x) donde S(x) > 0
1 ax j=1 ij ]j i
(2.6)
. 8s i
qu., > - —1 f(x) =Z S f (x) donde S(x) <O
i1 ax IET i

entonces la condicion de suficiencia para la existencia y

alcanzabilidad se satisface donde SU es igual a la j-ésima entrada

de Ei, el cual es el i-ésimo renglén de % En particular, la

ax

condicién de (2.6) forza a cada término de la sumatoria de Sé a
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ser negativo definido. El control que utilizaremos en esta parte

tiene la siguiente estructura
-1
as .
u(x) = [ﬁ G(x)| Q(x)u

otra condicién suficiente para la existencia de un modo deslizante

también puede ser usada.

Método 2
El segundo método de  diagonalizacién  requiere  una

transformacién no singular de S en lugar de el control u.

En particular, considere la superficie de cambio:
s"(x) = Q(x) S(x) (2.7)
Para una transformacién apropiada Q(x); este método se basa en
el hecho de que el sistema equivalente es invariante a una
transformacién de la superficie de cambio no singular como se

verifica en el siguiente teorema.

Teorema 5, (3]

Supongase que el sistema original es dado por (1.1), (1.2) con
superficie de cambio Slix] = 0 con i = 1,m: entonces el movimiento
deslizante (trayectoria del sistema equivalente) es invariante a la
transformaciéon de la superficie de cambio
s"(x) = Qx)S(x) = 0 en R™ si | €| vy | | son acotados para

todo x € S.
Demostraciéon: primero por el método de control equivalente de Utkin

$"(x) = Qx)S(x) + AxIS(x) = 0 (2.8)
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sustituyendo S(x) y como Q es una matriz mxm no singular, el

control equivalente tiene la forma:
(R as .
S (x) = Qlx) ==| F(x) + G(x)u + Q(x) S(x) = 0
ax eq

=mm?ﬁmmm§am + B(x)S(x) = 0
b 4 ax eq

3s _ 3s o
> Q(x) e G{x]uBq = - Qx) T F(x) - Qx)S(x)

donde obtenemos la siguiente forma del control:
. as : as .
0 = [le] — G(x)] [ - Q(x) =— F(x) - Q(xls(x]]
eq ax ax
como (x) es una matriz no singular mxm entonces:
«  (3s 'as as . .
u = |22 ox)| 2 Flx) -|22 6x)| e lxax)sx)
eq ax ax ax

el cual es diferente del control equivalente solo por el término

1
[@ G(x]] Q tx)Q(x)S(x)
ax

por otro lado, sobre la superficie de cambio, S(x) = 0, se tiene
que
1
u %?mﬂﬁnmm D
eq = ax eq

Sin perdida de generalidad, el teorema S nos dice que el
movimiento deslizante es independiente de una trasformaciéon no
singular de la superficie de cambio. Observe que si introducimos
una transformacion no singular Q con derivada acotada producira el

mismo sistema equivalente.

En este segundo procedimiento de diagonalizaciéon seleccionamos

Q(x), esto es, Q(x) -g—i» G(x) es una matriz diagonal, es decir,
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Q(x)=diagonal [qlfol con entradas acotadas. Especificamente,

seleccionado a Q(x) como

8s y
Qlx) = Q(x)[ﬁ G(x]] (2.9)

por un apropiado Q(x), que puede ser la matriz identidad.

En el orden para determinar la condicién de existencia y

[ R ]
alcanzabilidad es necesario que se calcule S (x) como:

g = Q(x) g—i[ f(x) + G(x)] + Q(x) S(x)

sustituyendo el valor de Q(x) en (2.8) tenemos

as ]‘as

é' = Q(x][ﬁ G(x) é;[f(x) + G(x]u(x]]+ fz[x)S(x)

despejando S(x) y sustituyendolo en la ecuacién anterior resulta

1
& = Q{x)[g G(x)] % f(x) + Q(x)ulx) + Qx)Q Lx)S (x)

$":= s°(x) + QUx)u + QAx)Q(x)S (%)

en donde el control u se obtiene en términos de las entradas S via

la matriz diagonal Q(x)

Una condicién suficiente para la existencia y alcanzabilidad

"o

de un modo deslizante es tener que, para algin punto "x" en el

espacio de estado, que Sl y S1 sean de signo opuesto.

Especificamente, esto requiere que

q!(:'c}u1 < - Sltx}— Sm{x} cuando Sl >0
(2.10)
(x) cuando S; <0

ql(:\c]ui > = Sl(xl— S}Q
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donde S]Q(x] es la i-ésima entrada de
S _(x):= Qx)Q (x)s(x)
12

Con el fin de clarificar el método de diagonalizacién
consideremos el siguiente ejemplo
Ejemplo 3

Sea el sistema

x = F(x) + G(x)u

L i % . 1 5
0 1 0 0 0O 0
f(x)= all(X} alZ(x} ala{XJ a14(X} alS[XJ G = 1 0
0 0 0 0 | °

- azl(x] azztx] azS(x} aM(x] azs(xl - 0 -

La superficie S(x) = Sx = O disefiada de la siguiente forma

S = ’:l 1.8333 2 -6 l] o Si2 513 Sia Sis
1 1.8333 1 0 1 S S S s S
21 "22 "23 T28 T25

tomando a al primer renglén de S como Sl v el segundo renglén de S

como S .
2

El objetivo de este ejemplo es ilustrar la etapa de disefio en
la teoria de control de estructura variable, usando en el proceso
de disefioc de controles el primero y segundo método de

diagonalizacién.

El primer disefio empleado es el método 1 el cual transforma el
control u al dado por (2.3) donde Q(x) es una matriz diagonal no

singular tal que el inf}qi(x)]> 0. Por simplicidad tomamos
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[1 o0 4. [4 ©
o-[o 2] @ [os]

de una manera aleatoria. Siempre que las entradas diagonales de Q
puedan ser cambiadas por diferentes conductos de controles o para
compenzar algo de la distorsién introducida por [SG(x)]”". Como por

(2.4), la dindmica de estado dadas por u’ son

x = F(x) + G[SGI'Q(x)u”

calculando la retroalimentacién otra vez necesitamos la condicién

de existencia, de (2..5) se tiene que

: _ 88 dx &5 _ -1 »
S(x) = —a;{- F-—- Sx = SF(x) + G[SG] Q[X)U

Como Q(x) es diagonal, usando (2.6), la condiciéon de suficiencia

para la existencia de un modo deslizante es:

¢
R e i > i
qi(x)ui [Sn' ,Sile(x], si Si 0 i=12

) (3 d)
q](X}ui > _[Su' ...,Slle[x], si !Sl <0 i=12

de esto se sigue que para la primer superficie de cambio

SF(x)={(2a + a )x+ (1l +2a +a Jx+ (1.83 + 2a + a_ )x
1 1 201 1z 2272 13 233
+2a +a Jx +(2a +a - 6)x}
14 28 s 15 25 5

recalcando que asumimos aT;n-‘S a”(x) = azj desde i=1,2 ,j=1,..,5
* +
bajo esta hipdtesis y la ley de control u = kx donde k = [klgl,

satisfacer la condicién de existencia de (3 d), l(lj necesita

satisfacer lo siguiente:
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<-(22%*+3%), si S x>0 <-(14287"+8™), si S x>0
11 21 171 12" 22
k“ = i i k12= min min
min min . .
>-(2a +a_ ), si Sx<0 >-(1+42a +a_ ), si S x <0
11 21 11 12 22 12
<-(1.83+23°%+3), si S x>0 <-(23243%%), si Sx >0
13 23 15 14 24 174
ki3= i ’ kia= ) 3
min 3 min min &
>-(1.83+2% "+3 ), si Sx <0 >-(2a +a_ ), si Sx <0
222 173 14 24 174
< B+ DX - 6), sisx >0
kis = 1 : (3 e)
min min ’
>-(2a +a -6),s1Sx <0
15 25 1's

Con respecto a la segunda superficie de cambio

S =8 ;S ISR
2 21 25

tenemos:

SF(x)= {(a +a )Jx+(l+a +a )x+ (1.83 +a +a )x
2 1 211 12 2272 13 23’ 3

+la +a_ JX +la + a_ JX
(13 24)4 (15 25] 5}

*
Sea L. kzx; para satisfacer la condicién de existencia (3 d),
kz' necesita satisface lo siguiente:
i

max max max max

<-, + i > <-.5(1+a “+a si S x>0
- S[a“ am}, si Sle 0 o e 5(1 P 22). X,
3 i : 22 i i .
2 >-.58™E), si s x <0 >-.501+87+8'"), si S x <0
11 21 21 12 22 272
max max . max max s
<-.5(1.83+a “+a__), si S x>0 <-.5(a "+a_"), si S x >0
e 13 23" 273 o 14 247 274
i i " 24 i i .
23 |>-.5(1.83+3'"+% ™), si S.x <0 >-5(a™ %a™'}, si S x <0
13 23 2 3 14 24 274
<88 a8 Sx >0
15 25 Z 4
25 i i (3 1)
min min %
>-5(a_ +a ), siSx <0
15 25 274
-
resumiendo u = kx, donde las entradas de k son especificadas por

(3 e)y (3f) Comou= [SG]_lQu‘ el actual control u es tal que
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2
xl
+ + + + +
% K- ok k. ko ko |%2
=[ -2 ] 11 12713 T1a s | X0
-1 2 + ¥ + + o X
uZ kZI kZZ k23 k24 k25 X;

Obteniendo el contol disefiado para la este ejemplo.

Aqui termina la  ilustracién del primer método de

diagonalizacién.

Seguidamente atenderemos el segundo método de diagonalizacion,
otra vez suponiendo existencia de la superficie de cambio. En el
segundo método de diagonalizacién, el objetivo es "desacoplar" los
controles tomando una transformacién no singular de la superficie
de cambio. Las componentes del control u cambian sobre S:(x] = 0, 1

= 1,2, con SI(XJ dado por (2.7). Para hacer la diagonalizacién

as

tomamos Ax) de acuerdo a (2.9) donde = S. si Q es elegido
Ccomao:
1 O -1 I 0
=0 2] o= [0 5]
entonces

-1 1 0 I -2 Lo o=l
Q(x) = Q(x)[SG] "~ = [ o 2 ] [ 1 2 ]= [_2 4 ] (3 g

Para construir un control necesitamos la condicién de
- - - - . '
existencia de un modo deslizante, considere la derivada de S dada

por

1
o ] i (x)s " (x)

S = Q{x)[a—; G(x) s F(x) + Q(x)u(x) + Q(x)Q

tomando en cuenta que Q(x) = 0
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S (x) = Q(x)SF(x) + Q(x)u

donde

[a x +a x +a x +a x +(a_ - 6)x ]
11 1272 1373 iy il )s

Q(x)SF(x)= Zam:-:1 + (2+2a22)x2 + 2(323+1.83)X3 + 2324x4

2(a__+6)x
25 5

con el producto de Qu = [ul, 2u2]T

La condicién para la existencia de un modo deslizante (2.10)

para este ejemplo es

donde S:(XJ es la i-ésima componente de $°(x) =Q(x)Sf(x)x.

Sea u = kx donde k = [k”]. i=1,2, j=1234,5 Como

arr||in£ sl = amax, i=12 , J = 1,2,3,4,5
i] i] i)

entonces para satisfacer (2.10) se requiere que

max & max &
<-a , si Sx >0 <-a_~ , si S x>0
- 11 i L 21 21
11 min % 21 min &
>-a |, si S x <0 >~a.. ., s15x<0
11 11 21 271

max .
< - >
[l+a22], &i Szx2 0

<- 3%, si Sx>0
_ 172 ko
12 i A 22 mi .
>- a2 n, si S x <0 > —(1+am), si Sx <0
12 172 22 257
<- T** si Sx >0 <- (1.83+3°X), si S_x >0
= 13 i g i 22 273
13 i ; 23 i :
>- 3" si Sx <0 >- (1.83+3."), si S_x_<0
13 13 22 273
<- @77, si Sx>0 < @7, si S x>0
_ 14 174 % 14 274
14 min " 24 min .
>~ a , si Sx <0 > a , si Sx<0
174 14 2 a
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<-(a™%6), si S x >0 <-(a™%6), si S x >0
15 158 15 15

k_ = k =

15 >-(am196), si S x <0 >-{aml56], si S x <0
15 15 15 15

Como Q(x) en (3 g) es constante, Q = 0 esta condicién también

es suficiente para la alcanzabilidad de la superficie deslizante.

2.5 METODO DE JERARQUIA EN EL CONTROL

Como una alternativa al método de diagonalizaciéon descrito
anteriormente; muchas veces es posible definir una jerarquia del

control, la cual puede emplearse para disefiar controles.

Con este enfoque los ductos de control de jerarquia
establecen, por ejemplo, el primer control u, maneja el sistema de
una condicién inicial en la superficie Sl{x)=0‘ El segundo control
entonces guia el sistema en la interseccion de {x|51[x] = Sztx]=0},
mientras que u mantiene un modo deslizante en Sl[x)=0. El tercer
control u, dirige el sistema a lo largo de la intersecciéon de las
superficies Sl(x}=0 y Sz{x}=0 a la intersecciéon de las primeras
tres superficies de cambio, y asi sucesivamente. Este método de
control de jerarquia se aplica hasta obtener el control u_,
llevando el sistema a un modo deslizante en la intersecicéon de

todas la m superficies de cambio.

Para disefiar el control de entrada u  se presupone:
i) Existencia de un modo deslizante en Sl(x} =0 coni = 1,.k-1
para cualquier valor de el control uk hasta u .
m

ii) Conociendo la forma del sistema en ese modo deslizante.
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Como todo control uk, k < m, depende de los valores tomados

por el control u , u precede del disefio de u v 1 gosei iy BN
m m m-1 m-2 1

adicion, el disefio del control u_ presupone la existencia de un
modo deslizante en Sl(x} = 0. Esta estructura del sistema resulta

reemplazando ul en el método de control equivalente de Utkin uuq‘

1
a este resultado le llamaremos estructura Z .

Para determinar El, considere g—i—m = 0, el cual usando (I.1)

implica que

s ¢ as
—1 X =

T o [ F(x) + G(x)u ] =0

§11-"[)::] + ﬁ1(3(:-:)14 = 0, el control u en S,[x) = 0 se define como

ax ax

1.11 entonces esto tiene la forma:
eq

[}

u

-1
-[as G[x}] 05, sy,
leq

3% ax
donde F(x) es la matriz de nxn, G(x) es de nxm, u es de mxl;

nuestro control es:

u
=1 2
as as as .
u].cq_ —[algl(x}] [EIF(XJ‘*EI [gz,gm] : ] {211}

u
m

donde g, es la i-ésima columna de G(x]). Notece que esta relacion

requiere

as
[&l gl(}{]] =0

(De hecho es necesario asumir que [%] g_(x]] # 0 para toda i).
1

Sustituyendo (2.11) en (l.1) se produce el sistema modelo

equivalente
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x = Fl(x) + G'x)| 32 (2.12)

para apropiados F'(x) y G (x).

El disefio de u, supone que el sistema estructural obtenido
permite la existencia de un modo deslizante en Sz(x] = 0 para el
sistema estructural £'. Esto implica la existencia de un modo
deslizante en Sl(x]=82[x)=0. Llamado el resultado estructural .
Por su puesto £° es obtenido reemplazando u, en i por u,_ . En

eq
general, uk1 es diseflado suponiendo la existencia de un modo
; y k-1
deslizante en Sk[x]=0, para el sistema estructural Z y por lo
tanto sobre SJ(xl = 0, j = 1,...,k. El nuevo control estructural

k
es Z y se denota por

u
kel

x = F¥x) + G*(x) (2.13)

u
m

Antes de diseflar el control u se necesita determinar el
m

conjunto de sistemas equivalentes { = Z?’...,Zm-l}. Dado £™', u

m
se toma de nuevo para satisfacer la condicién de existencia y
alcanzabilidad para un modo deslizante en Sm{x) = 0. Después de
esto, presuponemos eXxistencia del sistema estructural gk para

encontrar a u . dado que existe un modo deslizante en Sk 1[x]=0
o z

dad el calculo para u_.

Para ver que la condicion de existencia y alcanzabilidad se
determina en el (k+l)-paso, observandose que un modo deslizante

existe y es alcanzable en Skl siempre que U ‘58 tome como
+ +

S < (2.14)
k+1 k+l
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Observe que

para todos los valores de u ,...,u
k+2 m

+

la

S tiene

+

forma: "‘af‘ e
. g ek K _'%#I'BJQLIOTECA
by Vskq i +1};1vsk*1 g Yen . _'=:i DE Ci[‘_-"' A .“'-‘AS
= SR I VAL
L
donde gl: es la i-ésima columna de G¥(x) y gikﬂ = VS]M.

Para asegurar la existencia de un modo deslizante en Sk & 0,
+

+
(2.14) se debe tener para toda u:, i = k+2,...,m. Especificamente,
esta condicion es de la forma:

s 3\

m
k X k k '
gu  <min |-VS F -y VS g -ku siS >0
k+171 k+l k+1 k+171 i k+1
u ,LLut i=1 g
k+ 2 m
(2.15)
k ( i kK )
gu max |-VS F-YVS g u siS <0
k+171 k+1 k+1°1-k | k-1
o i=1 /
k+2 m

Los valores maximos y minimos en (2.15) indican que Sk 1Sk1 < 0 no
+ +

. + =
importando cual de los valores u ou se tomen por las componentes

del control u, i =k+2,...,m.

Introducimos wuna jerarquia de control

Resumiendo: donde u[

garantiza movimiento a lo largo de 51(X] = 0 para algin valor de

..U La segunda componente u, garantiza movimiento a lo largo
de la interseccién de Slix) =0y Sz(xJ = 0 para algin valor de
U yeesd Y asi sucesivamente. La importancia de este método es
que, una condicién suficiente para un modo deslizante es obtenida
de la condicion de existencia de un modo deslizante para el caso
escalar.

Con el fin de aclarar el método de jerarquia en el control

considere el siguiente modelo de estado:
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Ejemplo 4

Sea el sistema

x = F(x) + G(x)u

donde
01 000 O 0 0 0
1 2 000 0 1 0 0
o oo 1 00 1o o o
Fx)=16 02 3 0 0 Gl= 1o 1 o
000 O0O0 1 0 0 0
(00001 2] [0 0 1|
S
I
Sea S = S2 = Sx = 0, donde
S
3
1 2 1 ¥ @ 1 s!
g2ld 1 6 1 1 9 =|8°
I o L o B i g’

Siguiendo el procedimiento del algoritmo, primero encontramos
S = S:F(x) +s'Gu =0
donde S' es el primer renglon de S
1 1 g AT 1
SF=1[25 2 4 -1, =2], SG =12, 1, 1], [S gl] = =

Resolviendo el sistema para u en términos de X, uz, u3 se tiene
eq

_ ! T P L
uleq - Tiz' Si 2, 8y <1y 2hx 2 [uz’ U3}

* P » 1 1.1
sustituyendo este valor en x = F(x)+Gu se tiene x = F (x)+G u

donde
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0O 1 00 O0 O 0o 0
B oS, S8 & ] 8 =i8

Flo O 00 1 0 O ol = 0O O u1=|:u2:|
0 02 300 1 0 u
0O 00 0 0 I 0 0 &
[0 0 0 0-1-2] |0 i

El préximo se resuelve para éz = sF'(x) + s*c'u'= o; para
u, en términos de x y u, donde

-1
SzFlz [O’ --5; l» l) 'Sl 0]’ SzGl = [_;’ %] [Szgz] . 1

entonces u, es dado por
eq

u =[0, 1, -2, -2, 1, Olx - u
2eq 3
2 . 1 11 - : . 2 2.2
insertando um=c| en X = F (x)+G u se tiene el sistema x =F (x)+G“u
donde
= = - -
0O 1 0O 0 0 0 0
0-1 0-1 0 1 0]
2_|0O0O0-1 0O P o)
=y 1 01 1 2 G -1
O 0 0 0 0 1 0
4 Q@ W 0L <2 i | 1 i

Ahora que Fl, Fz, Gl, G2 son conocidas la segunda mitad del

algoritmo es usado para determinar el control empezando con k = 2,

de (2.15)
3 2 * 3.2
Sglu3<—SF[x]
S:*gzu+ > - S°F¥(x)
173
como Sagf = q % = [0,1,0,1,-1,-2] para satisfacer

las desigualdades es suficiente que

3
u =

u < —SSFZ(X)
3

u_ > -S°FA(x).
3
Para determinar el segundo control aplicamos de nuevo (2.15)

obteniendo
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21 + ) 2.1 2 1
S gy, < mlnusl SF (x)-S g,u, |
20 2.1 21

S gy, > maxu3[ S°F(x)-S g,u, l.

De nuestros calculos previos sabemos que Szg; = .5, Szgi = .5,

SZF1=[0, -5 1, 1, -.5 0]. Para satisfacer (2.15) es suficiente

que
+ BoX - g
U < =28Fi(x) +a._ si S >0
il ? 3 2
2 lu > -28%F'x) + u” si S <0 .
2 3 2
Finalmente el primer control u necesita satisfacer
s'gu’ < min_[- S'F(x)-S'gu_ - S'gu_]
- TR - i ¢ 2 2 33
2 3
1 + 1 1} 1
S gu, > max [- SF(x)-S g,u, - S gy, ]
2 3
donde G(x) = lg, g, g) Como s‘gl= 5 Slg2= 1y

S'F = [2, 5, 2, 4, -1, -2], para satisfacer las cantidades de

arriba es suficiente que

u <-5(S'F(x)+u” +u” ), si S >0

s ¥ 2 03 1
Vol Ss-stsroiiT duT ) 8l s €.
1 2 3 1

En este ejemplo el control de jerarquia es U, luego u, y por

ultimo u3.
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Es importante resaltar en este capitulo que el disefio de este
tipo de controles son de gran utilidad en las aplicaciones de la
teoria de control de estructura variable, ya que nos permiten

dirigir apropiadamente el funcionamiento de los sistemas modelados.

En el disefio de sistemas de estructura variable tenemos dos

pasos importantes:

1.- Disefio de la superficie de cambio para asegurar el

funcionamiento de la planta en el modo deslizante.

2.- Disefio de las leyes de control para forzar las trayectorias

del sistema y mantenerlas en la superficie deslizante.
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CAPITULO Il

SISTEMAS DE ESTRUCTURA VARIABLE

CON INCERTIDUMBRE

En este capitulo consideraremos un sistema dinamico que
contiene elementos de incertidumbre. De tales elementos solo un
conjunto de posibles valores es conocido. Ademds, una clase de
controles de retroalimentacién serdn propuestos para garantizar
acotacién final (definicién 11 del anexo), de manera que las
respuestas del sistema estaran confinadas al interior de wuna
vecindad arbitrariamente pequefia del estado de equilibric x = 0,
donde estos controles de retroalimentacién se definieron en

términos de la variable de estado x.

68



3.1 SISTEMAS CON INCERTIDUMBRE

El objetivo principal es presentar un conjunto de resultados
que permitan deducir métodos de disefio de sistemas de controles con

propiedades estables.

Definicién 6

Definiremos por elementos de incertidumbre o elementos de
perturbacién a las variaciones de los parametros involucrados en el
modelo o sistema, lo cual provoca indefinicién (o variacién) del
sistema de control. Asi entenderemos por sistema de incertidumbre
(o sistemas inciertos) a un modelo que considere en su dindmica a

elementos de perturbacion.

partiendo de nuestro modelo inicial

x = F(x) + G(x)u, x(t) = x_ (3.1)

con control (1.2) para el caso en que "u" es escalar este sistema y
las funciones F, G y S estan definidas en un abiertoc X de R", la
funcidén control u: X——R es discontinua en { x : S(x) = 0 }, F, G
son campos vectoriales de clase c' X con G(x) = 0 para toda X € X,
y la funcién S: X —— R es de clase c' con gradiente diferente de

cero en X.

El conjunto $ = { x € R: S(x) = O} representa una superficie

(n-1)-dimensional en X.

En general, debido a la accién del control (1.2) se supone

alcanzabilidad global del conjunto S ¢ X.
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Como se mencioné anteriormente el objetivo es obtener
condiciones suficientes para estabilizar un sistemna con
incertidumbre, por medio de la consideracién de un sistema como
(3.1 y (1.2). Esto significa buscar criterios de disefio de

controles de retroalimentacidén u tal que el sistema:
x = [ F(x) + 8F(x) | + [ G(x) + AG(x) Ju (3.3)

sea eatable. Aqui AF y AG son funciones deterministas que
representa  incertidumbre en los parametros de F y G
respectivamente. Podemos decir también que representan

perturbaciones parameétricas.

Este problema de estabilidad no es sencillo de resolver, aun
cuando es un tema de creciente interes en la actualidad. En
general, se sabe que las soluciones a este problema dependen de la

caracteristica de las perturbaciones.

Del sistema (3.1) y (1.2) supondremos que existe un
deslizamiento ideal sobre la superficie, es decir, se tiene que el
estado x(t) es tal que S(x(t)) = O para t = to [x(t ) € S], esta

dinamica corresponde a un control de la forma:

u si S(x) >0
u = Ueq si S(x)=0 (3.4)
u si S(x) <0

Considere el sistema (3.1) con control (3.4) donde supondremos que

el control (3.4) se aplica con una rapidez inmediata.

Considerando en el sistema de control (3.3), si sucede que AF

y AG estan en el espacio generado por G(x) para cada x, diremos que
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se satisface la condicién de encuentro (definicion 4) en el sistema

(3.3).

OBSERVACION

Si tenemos la condicion de encuentro en el sistema (3.3)
deducimos que [ AF(x) + AG(x)u ] € gen{G(x)} para cada x, de aqui

tenemos que existe una funcién escalar $(x) tal que
AF(x) + AG(x)u = &(x)G(x)

Por lo tanto si consideramos la condicion de encuentro,

podemos escribir el sistema (3.3) como el sistema de control
x = F(x) + G(x) [u(x) + &(x)]

donde u es el control de la forma (1.2). Considerando que AF y AG
son de clase ﬂ:l, el sistema (3.3) tiene parte derecha definida en

el abierto X.

En teoria es posible tener wuna cantidad infinita de

estrategias de control. Una estructura alternativa para el control

(3.4) es la retroalimentecién escalar

u=u +u (3:5)

Definida en todo el espacio de estados. De esta manera, u

tiene wuna parte discontinua ( u ) y otra continua ( u )
n eq

calculando S con control (3.5)

S= 252 a—S[F[x] sGlxu + G(x}u]
ax ax eq n
as 8s _ &S

= H[F(X] ‘i'G[X}Ueq] + &G{X]Un = ﬁ G[x]un
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as

a G{X} = ]

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que

(redefiniendo la funcién S) de manera que tenemos —a—g un

Esta igualdad permite una facil verificacion de las condiciones
de suficiencia para la existencia y alcanzabilidad de un modo

deslizante, en base a la condicion S(x)S(x) < 0, del teorema 7 del

anexo cuando S(x)# 0.

Definicion 7
En general entenderemos por ganancia en un control a una funcién
escalar o« = al(x) que interviene como coeficiente del control del

sistema (3.1).

A continuacién, Veremos tres estructuras posibles de disefio

del control un.

1) Control lineal con cambios de ganancia
u(x) = ¥x, ¥ =[¥] eR™

al si Six >0
¥ = dondeai<0y,6‘>0

: B si Sx <0
1
Considerando esta definicién del vector ¥, tenemos
SS=S(¥x +¥x +..+¥x )
i i i 1 0y i "2 in
la condicion de Lyapunov implica
(¥x +¥x +...+¥x )<O
il | 2 1'n

donde x = [ X X s X
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2) Control continuo y lineal
un(x) =aS(x) a<O
de nuevo se satisfacen las condiciones de existencia de modo

deslizante

SS=SaS=0aS°<0 siS#0

3) Control de vector unitario ( no-lineal )

de manera que se tiene

. S(x) CIsx) 12
5is =B [ TS| ]P = Tstxy| #= 15le<@

Posteriormente se tendra presente esta udltima estructura para

el control discontinuo u .
n

Si se satisface la condicién de encuentro, entonces es posible
juntar la incertidumbre total en una funcién escalar £(x) que
representa la incertidumbre  del sistema. Por lo tanto

consideraremos el sistema:

x = F(x) + G(x}[u(x] + E(x)] x(tol =X, (3.6)
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3.2 EL METODO MINIMO-MAXIMO

Este método se desarrollard, en base a la teoria de control de
estructura variable para disefiar retroalimentaciéon de estado
u:X——R tales que, para cualquier condicién inicial X_y para toda
incertidumbre £(x), existe una solucion x(t ) de (3.6) que es

acotada (definicién 10 del anexo).

Esta descripcion empieza con un sistema sin incertidumbre

(sistema nominal) no controlado de la forma
X = F(x), x(t.) == (3.7
Q (-]

Donde suponemos que X = 0O es un punto de equilibrio del
sistema (3.7). Este método de aproximacioén requiere que el sistema

nominal sea asintdéticamente estable.

En la descripcion del Método Mini-Max. Suponemos estabilidad
del sistema (3.7) con funcién de Lyapunov V(x) donde V: R"—— R" y
tiene derivada continua, de forma que existen funciones continuas
estrictamente crecientes.
7 R'——> R’ desde i = 1,2,3
con las propiedades de que

'JI{OJ =0,y }\_1»1;1;1 arl(r) =w i=1,23

de manera que para toda x € X tenemos

y (Ixl) = V(x) =7 (Ixl)

y (3.8)
8V (x)
% F(x) = 33(le||)
aViix) o ; 7
donde indica el vector gradiente de la funciéon VI(x), de

ax
avi(x)

= F(x) indica el producto interior de los

manera que el factor
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Vi(x)
ax

vectores g y F(x).

El objetivo inmediato es usar la funcién de Lyapunov V(x), y

cotas sobre la incertidumbre £(x), para obtener condiciones sobre

at
>
el control de retroalimentacién de estado u = u(x) que garantice i,%
=
cotas de las trayectorias de estado del control (3.6). §§
"=
v

Una funcién de Lyapunov, candidata para el sistema de control
(3.6) con control u = u(x), es de nuevo V(x). Escojamos un control

u(x) que haga negativa la derivada (con respecto a t) de V(x),

<

sobre las trayectorias del sistema de retroalimentacién. Es decir,

vadl

escojamos u = u(x] tal que:

: _adVix): _ avix)
V(ix) = Tk T [F{x} + G(x) [ulx) + &(x)]
= B g + Tt + g0k 0 (3.9)

donde en la primera igualdad hemos sustituido la parte derecha de
(3.6). Considerando la desigualdad (3.8b) tenemos (3.9), si el

control u(x) lo escogemos de manera que

avi(x)

min-max
ax

u g

G(x)ulx) + E(x)]] <0 (3.10)

para toda x € X y para todo control e incertidumbre admisible. Para
garantizar que el producto sea negativo tomamos el valor minimo del
producto cuando actua el control "u", y escogiendo el valor maximo

del producto cuando actua la perturbacion €(x) (ya que £(x) es

acotada) de manera que garanticemos estabilidad asintética.
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Suponiendo que Gt(xlagi}(}t 0, el control esta dado por

Gtix }B;’}[{x_)
u = ulx)= - p(x) (3.11)
I t avix)l
G (x) ey

donde p(x) es una funcién escalar que satisface p(x) = I &€(x) I.

Puede demostrarse por sustitucién directa que el control
(3.11) satisface  (3.10). los controles que  satisfacen la

desigualdad (3.10) son llamados controles Mini-Max.

Si Gt[x)a‘;){f} es cero se toma el control
ue{ueRy | ul =pkx} (3.12)

Sobre el sistema (3.6) consideremos las siguientes hipétesis:

& . n n n nxl X .
i) Las funciones F:R ——R; G:R —R son conocidas mientras

n . . s .
que & R ——R es una funcién desconocida. Todas estas funciones se

consideran continuas en X.

ii) La norma del elemento de incertidumbre es acotado por una

funcién p(x) para toda x € R". i.e.,
[§(x)| = p(x) (3.13)
donde p: R"—— R es una funcién conocida y continua en X.

iii) Dado un cunjunto compacto E ¢ R" existen constantes m, i=1,2

tales que para toda x € E:

IF(x)Il = m IG(x)p(x)ll = m, ;
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iv) El origen x = 0 es asintdoticamente estable para el sistema
nominal (3.7). En particular, existe una funcién de Lyapunov
1

V:R*——R" de clase C y funciones continuas estrictamente
crecientes 3'I:ER+————>4R+. i=1,2,3; los cuales satisfacen:
y(0) =0, i=123 (3.14)
1
111;1;1 wi(r‘] =w =12 (3.15)

y tal que para toda x € X

?1(le||] = V(x) = ?{zillxlll (3.16)
y
avi(x) g
TF(X] = N ?3[”){"] {3.17]
Bajo las  hipétesis i) - iv) se busca un control de

retroalimentacién para el sistema (3.6), que garantice que toda
funcion del sistema es finalmente acotada en un conjunto que

contiene al estado x = 0.

CONTROL DE RETROALIMENTACION
Motivado por el control Mini-Max, se propone la siguiente

clase de controles. Un miembro de esta clase de P:R"——> R es una

funcién continua en x tal que, dado £ > O.

P(x) =- pix) plx) si lux)l > ¢
Hp(x )l
y (3.18)
IP(x)l = p(x) si Nu(x)l = €
donde m(x) := Gt[x]a;ix}p(}(]. (3.19)
Un ejemplo de tales controles es:
- plx) si Nu(x)ll > €
Plx) =4 "PLx (3.20)
“LX) p(x) si lux)l =€
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Donde mostramos que un control del tipo (3.18) asegura la
acotacién final de todas las soluciones posibles del sistema en una
vecindad arbitrariamente pequefa del estado x = 0. De tal manera
que un control continuo del tipo (3.18) asegura una dinamica
(conjunto de soluciones) que es arbitrariamente cercana a la
garantizada por el control discontinuo Mini-Max, llamada

estabilidad asintética.

CONSIDERACIONES ADICIONALES
Consideremos el sistema (3.6) con control (3.18) sujeto a las

hipétesis i) - iv). la derivada de la funcién de Lyapunov es

aV(x)
ax

V(x) = [F{x} + G(x) [P(x) + f;'(x]]] (3.21)

como consecuencia de (3.13) y (3.17) con (3.19) se tiene que:

avi(x)

= G(x)P(x) + lp(x)N

Vix) = - 7, (IxI) +

en vista de (3.18) si llu(x)Il > €
V(x) = - y (Ixl)

y si Ilu(x)ll = € esto implica que

V(x) = - ¥ (Ixl) + 20px)

por lo tanto para toda X € R"

V(x) = - 7,(IxI) + 2¢ (3.22)

Como las funciones ¥, ¥y 7, son continuas y estrictamente
crecientes, ademas satisfacen (3.15), se tienen definidas las
s . =l + A :
funciones inversas 3 :‘R—— R, con i = 1,2; continuas y
1

. : ; G o
estrictamente crecientes, lo cual también se cumple para 7, si l{m
r+w
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73(1‘) = w; sin embargo, si el 1_1"%.} :ra(r] < w, entonces este limite
r
existe. Esto es

1{_1;1;1;1 ra(r} = i (3.23)

tal que 'ar:: [0,6)——> R’ esta definida, continua y estrictamente
creciente. En base a esta observacion agregamos la siguiente

hipotesis

v) Si ¥, esta acotada, que equivale a tener la ecuaciéon (3.23)
entonces:

2e < ¢ (3.24)

Teorema 6
Si consideramos el sistema (3.86) con control de
retroalimentaciéon (3.18) y se satisfacen las condiciones i) - iv)

entonces tenemos lo siguiente respecto a este sistema:

A) EXISTENCIA:

n + o
Dado X, en R, existe una solucion x:[to,til——)» R", con x{to) =xO

B) ACOTACION

Si x:[to, txl_) R", con x[tol X €s solucién de (3.6), entonces
[ xoll < r implica que IIx(t)Il = d(r) para todo t € [to,tl],donde

tar;‘o 7)JR)  si r=R
d(r) = (3.25)
-1 .
(arl o 12)(r] si r >R

R = y '(2¢) (3.26)
3

Por lo tanto, la seclucién tiene una continuacién sobre [ta,w}
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C) ACOTADA FINALMENTE
Si x:{to,w]—ﬂRn con x(t0)=x0. es solucion de (3.6) con
IIxOIisr,entonces para ¢ > (:rllo',rzl{R}, dado tenemos que lix(t)ll = &,

para todo t > t + T( ¢,r), donde

0 sir=¢
T( &,r) = ¥ (r) - v _(¢)
2 ¢ sir>¢
3‘3(95] - 2¢
y
_ -1
¢ = ( ¥, 0 a-ll(*#)
yz[r] ’—
71{‘#) -
arz(R} -
L —
2¢ = T

| | ! | | e ] <
N ® il R

Demostracién: A) Consideremos la funcién h:R"—— R” dada por
h(x) = F(x) + G(x)[P(x) + &(x)]

como consecuencia de las condiciones i) - iii) se tiene que h es
una funcion continua para la cual existe un nimero real m tal que,

Ith(x)ll = m

para toda x € E y para todo t en (a, by X, en el interior de E,
existe una solucién x € [to' t1]—> R" con x[to} = xo.(por el

teorema de Cauchy-Peano; ver [12] pag. 58).
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B) Considere una solucion x:[tu.tl)—ﬂRn, x{tol = X, con

||Xo|| = r. Sea

¢ := max{ r,R }
leGII <
ademas R = £ también por (3.25)

d(r) = (7;1orzl{c]

y considerando (3.16)
:rl(c} = 3'2(CJ
tal que

ol (1;10?{2](@ = d(r)
entonces

|leto}lf = leoll = £ = d(r).

Ahora supongamos que existe 13 > to tal que

le(ta)ll > d(r) (3.27)

ya que x es solucién continua y
le(tn)ll = ig = dlr) £ le(t3lll

esto es, existe t_ en [t ,t ) tal que
2 0’3
Ix(t )l = g y o Ix(tn =,
para todo t € [tz’tsl'
Ahora, en vista de (3.16), (3.21), (3.22), y (3.6)
t

- 3 + 3 ¥
7 (IX(t 1) = Vix(t ) = V(x(t) 'ftz [ Vix())dt

y por la ecuacion (3.22)
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t
= 72[ilx(tzlll} + .[tz[_ 33{le{r]Il + 2¢)ldt

por otro lado tenemos que
C =z R y aplicando y tenemos 33(C] z 33[R]
como
x(t)n = &,

para todo t € [tz’tsl'

-,rsfllx[-r)rl) = wafR) 3 - za(llx[ﬂll + 2e < - ara{R] +2¢e

t
3
?Z(C) + J.tzl - 73{R} + 2eldt

1A

usando (3.26)

t
3 -1
v, (0) + Lzr - (5] (2e)) + 2elde

1

arZ{C}
COImio

-1
|Ix{t3}|I = (;rl o zzltql = d(r)
Sin embargo esto contradice la suposicion (3.27). De aqui que,

Ix(t)l = d(r)

por lo tanto existe un compacto E, es decir,
E={({xeR": Ixl =K>dr)}

del cual las soluciones no escapan (con rlxoll = r). De tal forma que
toda solucién puede ser extendida sobre cualquier intervalo

compacto y por lo tanto scbre [to,m].

C) Sea x:[to,m} R x{tc) = X, con IIxOII = r, que denota una
solucion de (3.6). Consideremos

& > Earglo ?ZJ(R)
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Por definicion,

_ -1
¢ = (32 u?rl)(éb]
y ¢ > R con
— _1 —
d(¢) = (arl o zrzltqﬂ = .

si r = ¢, entonces leotl < ¢, entonces, en vista del resultado B de

acotacioén.

Ix I = d¢) = ¢
para todo t € [to,m} tal que T(é,r) = 0.
Ahora considerando r > ¢, y suponiendo que
llx(t)ll > ¢ para todo t € [to,tll (3.28)

a'Z(r] - ?fl(gb]
cont =t + T(&,r), donde T(¢,r) =
1 ° 33(:3)) - 2¢

Entonces, considerando (3.16), (3.21), (3.22) y (3.6) tenemos

t

VIX(t)) = Vix(t ) + L‘ Vix(1))dT
0

1A

a‘ltllx[tl)ll)
y por (3.22) esto es

t
L
arzlllx(to]"] + »[to[ = ya(lix[‘r}li + 2g)ldt

1A

y como consecuencia de (3.28)

t
1
7,(r) + J‘tol - 2(8) + 20)ldr

1A

32(:"] + {tl- tOlI - ?3{¢} + 2¢e)]
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y por definicion de 11
= wz(r) + T(®, r) - 3’3(¢} + 2¢e)]

y como r > ¢, entonces

arz[r} ¢ Hr) =y le [- 7,(8) + 2e)]
73(¢') - 2¢e

zrl(qb)

esto es, le(tllll = ¢. Por lo que contradice la suposicion (3.28).
Debemos tener que tze[ta,tl] entonces, necesariamente le[tzlll = ¢.

De manera que como consecuencia del resultado B de acotacion
Ix(t)ll = d(¢p) = ¢
para todo t = tz’ y de aqui que
Ix(t)l = &
para todo t > t_+ T(&,r) a

Ejemplo 5
Para ilustrar la aplicacién del teorema 6, considere el

péndulo simple de longitud £ sujeto a un control momentaneo u y una

perturbacién v, llvll = pf = cte. Con X = ey X, = 8, las ecuaciones

de movimiento son:

X =X
1 2
COSXI

-asenx + u -v
1 I

.
]

Donde a es una constante positiva. El sistema nominal (u = v = 0)
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posee multiples puntos de equlibrio, ninguno de los cuales es
asimtéticamente estable. Sin embargo, empleando una
retroalimentacién lineal uno puede formar un nuevo sistema nominal
para el cual el cero es un punto de equilibric y es asintdticamente

estable. Sea
u= - bx1 ~cx, * p(x)

donde b y c son constantes positivas y p es un control del tipo

(3.18) . La ecuacidén del sistema es entonces

- 0 cosX
x=f{x}+[l][p{x]-v ; ‘]

con

X
2

f(x) =
- bx - ¢cx_ - asenx
1 2 1
- - u -
El nuevo sistema nominal no controlado x = f(x) tiene a x = 0 como

punto de equilibrio. Es facil ver que la funcién dada por

Vix) = [b+l(:2]x2 FCX X+ X+ 2a(l-cosx )
2z 1 2 T2 1

es una funcién de Lyapunov. Ademas de las condiciones (3.16)

y (3.17)
2
3’1(le||) = Alllxli 5 ?1.1:— Amm[p]
Azllxllz + 2a(l-coslixll), Ixll = 7
y (Ixl) = A=A [p]
2 F\zllxllz + 4a, Ixih > @ 2 max
2 ;
';3[le11] = ?&Sllxll Aa.—mm{bc,c}
donde A , A , denotan el minimo y maximo valor propio de P
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1 2 1

b+ —c —c

5 % 2 2
1
—cC 1
2

mas aun,
cosx
[E(x)]| = ‘-v 7 < p|cosxl|

Veamos que el ejemplo cumple con las hipdtesis del teorema 6.
Obviamente, i) y 1ii) se satisfacen. Veamos iii) el cual establece
que

If(x)Il = m y IG(x)p(x)Il = M

2 2 2 3 2 2
f(x) = wlx2+ b x1+ c xz+ bcx1x2+ a sen x1+ abxlsenxl+ an:xzsen:s(1

claramente se puede ver que f es acctada.

IG(x)p(x)I =|[ ‘ ]p[x]\ < M
como p es una funcién continua podemos decir que alcanza el supremo

y la podemos acotar. Por la tanto podemos ver que iii) se satisface.

Ahora veamos si cumple la hipétesis iv). Primero, veamos si la

funciéon V(x) es definida positiva para x # O
2 fozm q1.92.38 2
Vix) = bx” + —c'x" + —c'x + cx x_+ x_+ 2all-cosx ) > 0
1 4 1 4 1 1z "2 1
ahora veamos que la derivada de la funcién de Lyapunov es negativa
. 1 2 . - L] - .
Vix) = (b+=c")2x x + c[x x + X X ] + 2x_ x + 2ax senx )
2 171 - z 72 1 1
desarrollando

2 2
V(x) = —bc:)-{1 -cx, -acxlsenx]«i 0O para x € [-n, m]
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por lo tanto el punto de  equilibrio (x X, )=(0,0) es
asintoticamente estable, el nuevo sistema cumple con los requisitos

para un sistema nominal que pide el teorema.

Nos falta por demostrar que la funciéon de Lyapunov esta

acotada por ¥, Y7, es decir,
ql(llxill = V(x) = grz(llxll)

y (Ixl) = A lixW% A:=A [valor propio de pl
1 1 1 min

P(A) = ([b+%c2] o R o KT %cz

b+%c2+l - J (b - l)2 + [b+%a::2]c2

1.2
}\1— 5 < b+EC +1
b+%c2+l + wl (b - 1}2 + [b%oz)c2
A =
2 2

1 2 2 2 ) - L P02 2
(b+y—c"+1)(x +x ) = bx + —c'x + —c'x + cx x + x_+ 2a(l-cosx )

2 12 1 4 1 4 1 1. 2 2 1
la parte izquierda se puede ver que si cumple

2 1 @2z{i B3 2
bx ™+ —c X +—c X +cx x_+xX +2all-cosx ) =
1 4 1 4 1 12 73 1

b+%c2+l J( b-1 ]2+( l:-+it:2}r::a

2

{x2+x2]+2a(l—cosllx )
I, 2 1

entonces esta parte también es cota de la funcién V(x). Por lo
tanto cumple con la condicién iv). Por lo que este ejemplo cumple
con las hipétesis del teorema 6. Por lo tanto, para €£>0 dado, se
sigue de (3.18) que

cxl+2x
p(x) = - [ex v2x, | | cosx_| si |(cx +2x Jcosx [p > €
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|p(x)| = [cosx [p si[(ex +2x )cosx [p = €

Con éste control p(x) logramos anular la influencia de la
perturbacién £(x), de manera que persiste la estabilidad asintética
del pendulo descrito por x = F(x). Por lo tanto con esto se ilustra

la utilidad del teorema 6.

Hemos considerado un sistema dindmico que contiene elementos
de incertidumbre; la tUnica informaciéon que hemos considerado acerca
de estos elementos de incertidumbre es posiblemente su tamafio. Con
la propiedad de que el sistema se reduce a uno descrito por la
ecuacién (3.6) de tal manera que un sistema no controlado sin
incertidumbre es Lyapunov estable con respecto el estado x = 0, es
aqui donde existe una clase de controles de retroalimentacién los
cuales son continuos en el estado y garantizan que toda respuesta
del sistema, es acotada y acotada finalmente en una vecindad del
estado X = 0. Aun mas esta vecindad es finalmente acotada y

arbitrariamente pequefia.
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CONCLUSION

En el presente trabajo se han expuesto los principales

conceptos de la teoria de control de estructura variable.

El disefio de controles y superficies de cambio con dinédmica

estable fué el objetivo principal.

En el caso de entrada multiple nos dimos cuenta que el proceso
de disefio es complicado al acoplar los controles sobre la
superficie de cambio. Otros métodos consisten en desarrollar
técnicas (como los métodos de diagonalizacién y jerarquia) para
hacer efectivo el desacoplamiento de controles y asi simplificar el
proceso de disefio. Ecencialmente, estas técnicas reducen el
problema de control multivariable a una serie de problemas de

entrada simple.

Es conveniente enfatizar que en el disefio de sistemas de
control de estructura variable se tienen dos pasos importantes los

cuales son:

1 Disefio de la superficie de cambio para asegurar el

funcionamiento de la planta en el modo deslizante.

2 Disefio de las leyes de control para forzar las trayectorias
del sistema y mantenerlas en la superficie deslizante, con la cual
aseguramos la estabilizacion deseada

En base a lo anterior, se han introducido y desarrollado
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conexiones importantes con el control determista de sistemas con
incertidumbre. En donde estas dos técnicas tienen una fuerte

relacion.

Otro problema de la teoria de control de estructura variable
es la necesidad de completar la informacién del espacio de estado,
asi como también el desarrollo de superficies de cambio y de
controles basados en la medibilidad de las seflales de salida, las
cuales representan un problema abierto y un &rea importante de
investigacion. El desarrollo de observadores no lineales wusando
conceptos de control de estructura variable es un paso en esta

direccion.
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ANEXO
TEOREMA 7:
Para que un subconjunto D de R" sea un modo deslizante es
suficiente que en algun dominio Q@ que contenga a D, exista una
funciéon V(x) continuamente diferenciable con respecto a todos los

argumentos satisfaciendo las siguientes condiciones:

1) V(x) es positiva definida con respecto a S, esto es, V(x)>0,
con S#0 y x arbitraria, V(x)=0 si S=0 y sobre la esfera de radio p

para toda xeQ, se satisface que:

i).- inf V(x) h hp > 0, sobre IISI

P

H H_ > 0, sobre ISl
P P

]
©

ii).- sup V(x)

]
©

donde h H dependen de p (h_ # O si p = 0).
, ¥ H dep ph P

2) La derivada total de V(x) con respecto al tiempo, para el
sistema (1.1), tiene un supremo negativo para toda xeQ excepto para
X en la superficie de cambio, donde el control de entrada es

indefinido y la derivada de V(x) no existe.

Teorema 8

Existencia: Si el vector f(t,x) estd definido y es continuo en

el cilindro
Ryl =% < a, ||x-xgll$b
en €l se verifica
IECt, %) s%

entonces existe una funcién vectorial x(t) definida en el intervalo

9l




t - to =< a, con derivada continua, que satisface

x =f(t, X, X, ..., x)i=12, ..., n
i I 1 2 n

x = f(t, x)

Teorema 9

Unicidad: Si se cumplen las condiciones del teorema anterior y

ademas existe una constante k tal que
e, x) - flt, x JI = kilx - x|
1 2 1 2

entonces la solucion es Unica.

Superficies definidas implicitamente: Considere una F:R" "—« R™

m

y un vector fijo Zo en R. Sea S un conjunto de nivel definida por

n+m i

la ecuacién F(x) = ZG. Si F es diferenciable en R
aproximacién afin determina plano n-dimensional implicitamente por

Alx) = Zo‘ entonces este plano es llamado el tangente a S en X,

Como F[xol = Zo’ la definida ecuacién del plano se reduce a
F'(xD]{x - xol =0

Si ademas F es continuamente diferenciable en este dominio,
entonces S representa una superficie suave en todo punto en el cual

esta es una tangente.

Teorema 10
Sea F:R""——— R™ diferenciable. Entonces el tangente al conjunto

de nivel F[xo} = 20 en X, existe (y tiene dimension "n") si y

solo si F'(xo} tiene "m" columnas linealmente independientes.
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Consideraremos una funcién f(y) definida en un abierto conteniendo

a y=0. Una funcién V(y) definida en una vecindad de y=0 es llamada

una funcién de Lyapunov si :
o BiIBLIOT
. . ; ; NCIAS E
i) Si tiene derivadas parciales continuas DE C¢E‘ bdaid
: NATURS
ii) V(y) = 0con |y| >0 EARA Ml GRANDEZA

iif) La derivada de V sobre la trayectoria satisface V(y) = 0.

Teorema 11

Si F(y) es continua en un abierto conteniendo a y=0, F(0)=0 esto
es, existe una funcién de Lyapunov V(y), entonces la solucién y=0
de y’'=f(y) es estable.

Teorema 12

Si en el teorema anterior \;’[y}<0 con |y|>0, entonces la solucién

y=0 de y'=f(y) es asintéticamente estable.

Definicién 8

Superficie Sea X un subconjunto de algin conjunto de R", entonces
X es una superficie k-dimensional, si ésta es localmente difeomorfa
a [Rk: esto es, cada punto x € X contiene una vecindad V de X la

2 . . k
cual es difeomorfa a un conjunto abierto U de R.

Definicion 9
*
Estabilidad Asintdtica: Sea x una solucion estable para t = t
L ]
si ademas existe n(t ) > O tal que | x(t )-x (t ) | < m esto

-
implica que lim | x(t)-x(t) | = O, entonces se dice que "x" es

asintdticamente estable.
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Definicién 10

Acotacion: Sea x:{to, w)——R" una solucién de (3.6). Diremos que
"x" es acotado si para cada X, existe una constante finita positiva
d{xo}. 0 < dlxo] <w, tal que II:';{tJII2 < d{xo] para todo t € [to‘ w),

donde IIoII2 es la norma usual.

Definicion 11

Acotada Finalmente: Diremos que una soluciéon para (3.6) tiene un
comportamiento acotado finalmente con respecto a un conjunto
cerrado y acotado S ¢ IR", si para cada 1-{0 existe una constante no

negativa T[xo, S)<w tal que x(t) € S para todo t > to + T[xo, S).
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