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PRESENTACION

El Método de las Caracteristicas es uno de los principales resultados de la teoria clasica
de las ecuaciones diferenciales parciales, el cual, practicamente, es un procedimiento
de bisqueda de solucién para el problema de Cauchy de una ecuacién diferencial
parcial de primer orden (aplicable también a cierto tipo de problemas con condiciones
en la frontera), que consiste en determinar una familia de curvas a lo largo de las cuales
la ecuacién diferencial parcial bajo analisis se reduce a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, cuya solucién permite “construir localmente” la solucién del

problema considerado.

El objetivo del presente trabajo es presentar de forma resumida algunos aspectos
fundamentales del Método de las Caracteristicas Clasico, considerando en principio
como prototipo especifico una ecuacion diferencial parcial no lineal de primer orden
2-dimensional, cuya solucion es posible visualizar graficamente. Ademds, se incluyen
ejemplos tipicos de ecuaciones casi-lineales y lineales, como muestra de los tipos de
ecuaciones diferenciales parciales en los que es aplicable el método. En particular,
considerandola como una oportunidad ad hoc, se analiza una parte importante del
caso mas simple posible: “el caso totalmente lineal”, principalmente en dos dimen-
siones, con el propdsito de comprender el método a priori para, por un lado utilizarlo
como una herramienta didactica, y por otro, como punto de partida para establecer
una linea de generalizacién para ecuaciones diferenciales parciales de primer orden
no lineales. En este sentido, considerando la posibilidad de analizar problemas para
los que se aligeran las condiciones de diferenciabidad suficientes. se aborda una linea
de generalizacién del método sobre un tipo especial de ecuaciones diferenciales par-
ciales de primer y segundo orden no lineales (en general, la generalizacién es una tarea
no trivial), adaptando el procedimiento para cubrir un aspecto global de las soluciones
de acuerdo al concepto “soluciones de viscosidad” (soluciones globales generalizadas).
Como conclusién, se plantean en general posibles aplicaciones potenciales del Método
de las Caracteristicas Singulares, dejando abierta la posibilidad para muchos casos

de estudio interesantes o proyectos de investigacién relevantes.

Hermosillo, Sonora, México Miguel Garcia Figueroa
Julio de 2017






Capitulo 1

El Método de las Caracteristicas Clasico

En este capitulo se analiza esencialmente (analitica y, en la medida de lo posible,

geométricamente) el Método de las Caracteristicas Cldsico (MCC o simplemente MC),
un prodecimiento efectivo de biisqueda de solucién para Ecuaciones Diferenciales
Parciales de Primer Orden (EDP1), el cual proporciona el aspecto local tanto de
la teoria lineal, asi como para ciertos casos especificos de la teoria no lineal, relacio-
nando la solucién de un Problema de Valor Inicial (PVI) —condiciones especificadas en
un primer estado en el que inicia el proceso, llamado también Problema de Cauchy—
o de un Problema de Valor Terminal (PVT) —condiciones conocidas en el estado final
considerado— con la solucién de un Sistema Caracteristico de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias (SCEDO).

El anélisis para el caso general es complicado, pero es paosible ilustrar el procedimiento
de una forma relativamente sencilla. considerando en particular ejemplos especificos
de EDP1 no lineales, asi como algunos ejemplos tipicos concretos de EDP1 casi-
lineales y lineales, en especial la clase mas simple (el caso “totalmente lineal”: EDP1
lineales con coeficientes lineales), en la que se tiene una relacién directa con la teoria
de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, visualizando gréficamente
la solucién para algunos ejemplos 2-dimensionales, aprovechando las propiedades
geométricas naturales que poseen este tipo de ecuaciones. El propdsito es comprender
el método, establecerlo como un recurso didictico para el estudio de ecuaciones de
este tipo elemental y abordar una linea de generalizacion, considerando el aspecto
global para el caso no lineal cuando las condiciones de suavidad no son suficientes,
enfocando en particular el interés en ecuaciones del tipo Hamilton-Jacobi (EcH-J)
y su aplicacién, dejando abierta la posibilidad de estudio de ecuaciones mucho més

generales como por ejemplo ecuaciones del tipo Bellman-Isaacs, entre otras.
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1.1 Introduccion

Las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP’s) surgen principalmente en problemas
de la Fisica y la Matemadtica cuando al modelar un proceso determinado las funciones
involucradas dependen de varias variables independientes, considerando de acuerdo
a las reglas del propio problema las variaciones parciales hasta el orden especifico
requerido. Asi, es usual encontrar EDP’s en problemas de vibracion y dispersion,
difusién y conduccién de calor, dindmica de fluidos ¥ mecénica de sélidos, éptica,
elasticidad, teorfa electromagnética, mecanica cudntica, geometria, procesamiento de
imégenes, entre otras dreas de la Fisica y de otras ciencias. Cabe senalar que las

EDP’s por supuesto también son de gran interés teérico para la propia Matemaética.

Cuando se estudian las EDP's desde el punto de vista fisico o aplicado es comin que
las variables independientes sean el tiempo y una o mas variables espaciales. Asi,

en general, una EDP tiene la forma

o (s B B B, BN
ot’' 8x1’ Ozo ot?’ 8z’ Or} Moz,

donde F' es una funcién o relacién dada de las variables independientes ¢, z1,za, . ..,
la funcidén desconocida u = u(t.z1,%2. - T,) y un nimero finito de sus derivadas
parciales (expresadas en (1.1.1) con notacién tipo Leibniz, donde el subindice £ indica
derivadas parciales mixtas de segundo orden, siguiendo después derivadas de orden

superior...).

Una funcién u es solucion de la ecuacién (1.1.1) si al sustituirla, junto con todas
sus derivadas parciales involucradas, reducen a la relacién dada por (1.1.1) en una

identidad en alguna regién especifica del espacio de las variables independientes.

El orden de una EDP lo determina la derivada de mayor orden que aparece en la

ecuacién considerada.

Una EDP se dice que es lineal si es lineal en la funcién desconocida y todas sus
derivadas, con coeficientes dependiendo tinicamente de las variables independientes.
Una EDP de orden n es llamada casi-lineal si es lineal en la derivada de orden n y
sus coeficientes dependen de las variables independientes, la funcién desconocida y
derivadas parciales de érdenes menores o iguales que (n — 1). En otro case, la EDP

es no lineal.
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e Ejemplos de EDP1 casi-lineales en dos variables independientes (2-dimensionales

o en el plano):

En general,
a(z,y,u) uz + b(z,y, u) uy = c(w,y,u) (1.1.2)
En particular,
z(y? 4+ u) uy — y(@? +u)uy = (22 + %) u
U+ uug+rku =0, kK=cte.

(v? — v u, — zyu, = zu

La ecuacién (1.1.2) es semi-lineal si los coeficientes a y b son independientes

de u.

e Ejemplos de EDP1 lineales 2-dimensionales:

En general,
a(z,y) uz + b(z,y) uy = c(z,y) u + d(z.y) (1.1.3)
En particular,
Tuz+yuy, +axu=0, o=cte.
(- us - (VE-Y)uy = (z+y)u+ eV
(ax + By)ug + (yr + 0y)uy = pu, a,B,7,8 y pu constantes

du ; i
Nota: u, = ErRd asi respectivamente (en la notacién de Lagrange).

Las EDP’s lineales y casi-lineales usualmente se estudian en un curso curricular
introductorio de ecuaciones diferenciales parciales: se clasifican por orden y por tipo,
v se estudian diversos métodos de solucién (separacién de variables, caracteristicas,
transformaciones integrales, funciones de Green, entre otros), dependiendo del pro-
blema considerado (Cauchy, Dirichlet, Neumann, mixto, etc.), siendo el caso lineal
el mas ampliamente desarrollado (sobre todo la teoria de las llamadas Ecuaciones
Cldsicas de la Fisica-Matemdtica, [7]: la Ecuacién de Laplace, la Ecuacién de Poisson,
la Ecuacién de Calor, la Ecuacién de Onda, la Ecuacién de Helmholtz, entre otras).
El caso no lineal es el mds complicado; para su tratamiento es necesario contar con
una herramienta matematica de nivel mucho mas avanzado, salvo ciertas excepciones.
En particular, en el presente capitulo el interés se enfoca especificamente sobre EDP1

v su método clasico de solucién, el MC, con el propdsito de comprender el proceso

mediante ejemplos para posteriormente generalizar el concepto de caracteristica.
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1.2 Problema de Cauchy Clasico para EDP1’s

En general, una Ecuacién Diferencial Parcial de primer orden no lineal (EDP1 NL)
es de la forma

Figup)=D, (1.2.1)
donde x € Q@ C R™, u = u(z) y p = p(x) = du/0z, sujeta a condiciones iniciales
especificadas sobre una hipersuperficie (o variedad) M c .
Nota: i) « = (z,,Zs,...,2,)T € (1 es un vector n-dimensional del espacio R™, Q es una
vecindad abierta de un punto de referencia #* € R™. La funcién desconocida (solucién del
problema) u es una funcién escalar real, u : @ = Ry p = (p1,p2.- - , pn) es el vector gradiente
de u. p; = du/dzx;, i =1,2,...,n. La funcién F, denominada Hamiltoniano, es una funcion
escalar real, F : N/ = R, donde N = Q x R x Q es un dominio establecido en el espacio
(2n + 1)-dimensional de (z,u, p), R**1), con € una restriccién o modificacién de Q debido
a las derivadas respecto a ;.
1) Para cierto tipo de problemas de evolucién comiinmente z; — ¢ para algin k, los indices
se reacomodan y se consideran hasta la dimensién especifica dada por el propio problema.
que bajo condiciones apropiadas (estructura del Hamiltoniano F) algunas veces es posible
resolver para la derivada en el tiempo,

i u
N + H (t_. x. u, a) =0, (1.2.2)

donde H (%, x, u, p) es de clase C2, Es natural tratar a la variable ¢ como el tiempo y considerar

el PVI suponiendo que ul,_q = uo(x).

iii) En el caso 1-dimensional, cuando la ecnacién (1.2.2) puede expresarse en la forma

du 0
E-I-é;@(ﬁ,.r,u) =0 (1.2.3)

es llamada ley de conservacion. Algunas veces es posible tener un sistema de leyes de conser-
vacion. Los procesos més comunes en donde surge(n) una (o varias) ley(es) de conservacién

son en dindmica de fluidos, transporte. calor, entre otros.

iv) Las EDP1 estdn presentes en una gran variedad de procesos aplicados: por ejemplo,
surgen en problemas de mecdnica clasica, problemas variacionales, teorfa de juegos, éptica
geométrica, entre otros. En general, el interés por estudiar EDP1 es para tener la herramienta
minima requerida para analizar problemas de Célculo de Variaciones, Control Optimo y Teorfa
de Juegos Diferenciales, en particular ecuaciones del tipo llamado Hamilton-Jacobi (EcH-J)

que surgen en Célculo de Variaciones.
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1.2.1 Caso Tipico de Condiciones de Frontera

Para especificar las condiciones iniciales (datos de Cauchy) para (1.2.1) se supone que
se puede establecer una hipersuperficie suave parametrizada M en Q, con x* € M.
Esto es,

M={zeQ|xz=¢(s)} (1.2.4)
donde 8 = (s1.82,* ,8,-1)T € G C R™1 y o = (p1,92,"* ,9n)T € R™ con
rango completo, esto es rank |dy;/ds;| =n — 1. Aqui, s es un vector de parametros
(n — 1)-dimensional del dominio G, mientras que z* = ¢(s*) para algin s* € G.
La condicién del rango asegura que M es una hipersuperficie (n — 1)-dimensional

encajada en R”. En la figura siguiente se ilustra la situacién (en el plano):

Figura 1.1 Geometria de la Condicién de Frontera

De forma alterna (implicita), la superficie M se puede especificar por medio de una

funcion escalar g(z):
M= {wc Q| g(w) =0}, (1.2.5)

d
con —a%(:z:") # 0. Entonces, el valor de la funcion desconocida u sobre la superficie M

se especifica por

u(p(s)) = w(s), (1.2.6)
donde w : § — R es una funcion dada. Otra forma de especificar la condicion inicial es
u(x) =v(z), =EM, (1.2.7)

donde v : © = R es una funcién dada. Asi, v(p(s)) = w(s). Nétese que el valor
de v(x) es importante sélo para los puntos de la superficie M, pero no para todo
el dominio 2. Todas las funciones antes mencionadas se supone que son dos veces

diferenciables (en el dominio correspondiente): F,v,g.w, ¢ € C(-).

A continuacién se plantea el problema general de valor inicial para una EDP1 NL.
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Problema General de Cauchy para una EDP1 NL: Determinar una solucion
dos veces diferenciables de la ecuacién (1.2.1), u(z) € C%(Q2), que satisfaga ademds
la condicién (1.2.6).

En general, se muestra en [7] que la solucién buscada de (1.2.1) se construye a partir de
la solucién del (2n+-1) Sistema Caracteristico de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(SCEDO):

&=Fp, u=(p Fp), p=—-Fg — pF,, (1.2.8)
sujeto a condiciones iniciales heredadas por el propio PVI de la EDP. El punto arriba
significa (de acuerdo a la notacién de Newton) la derivada respecto al parametro de
las caracteristicas (variable independiente, cominmente se utiliza t), esto es () = dit
La expresion Fwoce Significa determinar derivadas parciales (formar gradiente) de

la funcién F respecto al o a los argumento(s) correspondiente(s).

Observacion: Para el caso particular
F(:E,’U.,p) =Pn +H(m!uv5)v 5= (plrp?v"' 1pﬂ—1)T (129}

la ecuacién para la iltima componente de = en (1.2.8) toma la forma &, = 1, lo cual significa

que 2, =t + const (el caso de la ecuacion (1.2.2)).

En el caso cuando la funcién F no depende de u, F = F(x,p), el sistema (1.2.8) es

desacoplado, y entonces la ecuacién para x y p toma la forma llamada Hamiltoniana
#=Fp, p=—Fz. (1.2.10)

A continuacion se analiza la propiedad analitica principal de (1.2.8): supongamos que

u(z) € C?(2) es una solucién de (1.2.1) y consideremos el campo vectorial tangente

Fp en Q que define al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
& = Fp(z,u(z),p(x)). (1.2.11)

Para la derivada p del vector p(x) en la direccién del campo vectorial Fp o equiva-
lentemente a lo largo de una solucién x(t) de (1.2.11), obtenemos (para cada compo-

nente)
d apk 8.?:‘1
= 1.2.12
Pk = Z axk ( )
i rf?zu. u _ Opx

usando el hecho que Rl e e T



1.2. Problema de Cauchy Cldsico para EDP1’s 7

Diferenciando (1.2.1) respecto a rj, tenemos
du i dp;
F, Fy— By ——=10,. 1.2.13
@+ “c'}:ck+§ P Day ( )

Combinando (1.2.12) y (1.2.13), obtenemos
pr = —Fz, — piFu, (1.2.14)

la cual es la forma componente a componente de la tercera ecuacion en (1.2.8).

La ecuacién @ = (p, F'p) sigue de la regla de la cadena y (1.2.11):

Eu(m)—“@'-_i? — (p, Fp) 1.2.15
R~ T R~ L o WL21b)

Asi, para una solucién dada u(x) los pardmetros x, u, p obedecen al sistema (1.2.8),
el cual es un sistema bien definido en el sentido que las funciones del lado derecho.
que dependen sélo de z, u, p son dos veces diferenciables. Precisamente esta propiedad
es la que permite la construccion “local” de una solucion especifica para una condicién

inicial dada.

1.2.2 Establecimiento de las Condiciones Iniciales

El sistema (1.2.8) estd sujeto a condiciones iniciales sobre la superficie M. Para = y

u los datos estdn dados en (1.2.4) o (1.2.6). Para obtener los datos correspondientes
mn @
du dp;  Ow
para p, diferenciamos (1.2.6) con respectoa sj, 7 =1,2,...n—1: s L
=1 B.’i’:.‘- 891 8.“.‘}

Nétese que (1.2.6) es una identidad con dependencia sélo en s, mientras que (1.2.7)

lo es en . Estas igualdades junto con (1.2.8) forman el sistema de n ecuaciones
con respecto a las n incégnitas p; = du/0z;, 1 =1,2,...n:
F(p(s),w(s),p)=0, seG

~ | = = ( 16)
p S 0 = l 2 =, l ]..-:.
6.5'}'( ) < ; BS?( )> 4 J 1 """’n i

La matriz jacobiana de este sistema tiene la forma:

_ _ dp Oy dp 1" .
J=1J(s,p) = {Fp, Bl e Bsﬂ_l} , s€EG. peR", (1.2.17)

B  [0p  Opn)
donde el n-vector Fp=(P},1,...,Fpﬂ)y§§ (a:%,..., 6":) , §j=1,2,...,n=1
i 85 j

son vectores renglon de la matriz J.
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Sea p* € R™ un vector que satisface el sistema (1.2.16) para s = s*. Se dice que

la condicion de transversalidad se cumple si se tiene que
A(s*,p*) #0, (1.2.18)

donde A(s,p) = detJ(s,p). Como los vectores dp/ds; son tangentes a la superfi-
cie M, entonces (1.2.18) significa que los renglones de la matriz jacobiana J son lineal-
mente independientes y por consiguiente el vector Fip(p(s*), w(s*), p*) es transversal

(no tangente) a la superficie M en el punto z* € M (ver Figura 1.1).

La existencia de la tinica solucién p = v(s), s € G, ¥ € C(G), p* = ¥(s*) sigue
de (1.2.18) y del Teorema de la Funcién Implicita (Anexo A.2). Asi, la informacién

inicial para el sistema (1.2.8), que por convencion se refiere a t = 0, se resume en

T = {(z,u,p) ER*™! |z = p(s), u=w(s), p=9(s), s€G, (t=0)},
(1.2.19)

con @, w € C?, v € C!, la cual se denomina variedad no caracteristica, una superficie

(n — 1)-dimensional en el espacio (2n + 1)-dimensional de las variables (x,u, p).

Nota: La construccién de los datos iniciales para el vector p (sistema (1.2.16)) se simplifica
si la superficie M es una superficie coordenada. es decir. x,, = a = const. En tal caso las

demds componentes del vector = se utilizan como pardmetros: s = Z = (71, 22,...,2n-1)".

Entonces, diferenciando la condicién de frontera (1.2.6), la cual adquiere ahora la forma

wEi To o Eami0) =W T s Tl )s (1.2.20)
con respecto a T; = s;, se obtienen inmediatamente todos los valores iniciales, excepto la
dltima componente: p; = ;(x) = %, para j=1,2.....n— 1, los cuales, de hecho, son la
segunda igualdad en el sistema (1.2.16), yaque ¢; =55, 7 =1.2,....n—1, ¢, = a. La ultima
componente debe encontrarse de la propia ecuacion F (T, a, w(Z). Y1 (Z). . ... ¥n—1(Z), ps) = 0.
La condicion suficiente para resolver esta ecuacién para p,, es —az(m' .u(z*),p") #£ 0, la cual

es precisamente la condicién de transversalidad (1.2.18), y la cual siempre es vélida para el

Hamiltoniano (1.2.9).

Observacion: Todo el andlisis desarrollado hasta este punto es de cardcter local.
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1.2.3 Construccién de una Solucién Suave

La condicién F € C? y los datos iniciales (1.2.19) con ¢, w. 1/ lo suficientemente suaves
significa que el sistema (1.2.8) satisface las condiciones estandar para la existencia y
unicidad de EDO’s y la dependencia continuamente diferenciable de la solucién sobre

el pardmetro s (referencia [6]), lo cual se denota por
2= X(t,s), w= U[E,a), p=_Plt.g), s€g, |t| <t (1.2.21)

Aqui, fg es un nimero positivo lo suficientemente pequeno (validez local de la teoria).
De las condiciones iniciales (1.2.19) y la primera ecuacién en (1.2.8) se tienen las

siguientes relaciones para la funcion X(¢,s) en £ = 0:

2% (0.9) = Fp((s), u(s), %(s)

X(0,8) =¢(s), s€G.

Una vez obtenida la solucion de este sistema, se tiene la siguiente expresion para el
jacobiano:
B(Xi:X21 i )‘:n)

Blt. 8182505 :8n1) =detJ(s,%(s)), t=0, s€g.

con J definido en (1.2.17).

Asi, la condicién (1.2.18) permite resolver el sistema

I = Xl[t.sl,.s’g....sﬂ_l)

I2 = X‘!(t’: 311523 HE 'sﬂ"].)

Ip = Xn(t:ShSQ; cee Sn—l)

con respecto a t y s, y entonces encontrar las funciones escalar y (n — 1)-vectorial,

respectivamente,
t=T(z), s = 8S(z), xefl, (1.2.22)

de clase C!. Sustituyendo estas funciones en la segunda y tercera relaciéon en (1.2.21)

producen las funciones escalar y n-vectorial, respectivamente,
u(x) =U(T(z),S(z)), plz)=PT(z),S5(z)), =z (1.2.23)

ambas de clase C!.
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Es facil mostrar que la funcién u(x) en (1.2.23) es la solucién de (1.2.1) sujeta a la
condicién (1.2.6), mientras que p(z) es su gradiente y por lo tanto u(x) es dos veces

diferenciable, ya que p(z) € C*. Esto es, por mostrar que

F(z,u(z),p(xz)) =0, = (1.2.24)

En efecto, una de las propiedades principales del sistema (1.2.8) es que el Hamilto-
niano F'(x.u,p) es una integral primera del sistema

d
th (Fg,z) + Fui+ (Fp,p) =0

0 (Fm,Fp) +Fu(p,Fp> = (Fp,F;E +;0Fu) =

(1.2.25)

Esto significa que la igualdad F(X(t,s),U(t.s), P(t,s)) = 0 es una identidad con
respecto a t y 8. Como el cambio de variable es invertible (1.2.22), de aqui se sigue
la validez de (1.2.24). Para probar la afirmacién principal
ou(a)
Ox

se considera la primera igualdad en (1.2.23) en las variables t y s : u(X(¢,s)) = U(t, s)

=p(x), =€, (1.2.26)

y se diferencia con respecto a ¢ y s, obteniendo

T
ou du 31.‘; @ _Z Ou Oz =12..0n— 1. (1.2.27)

Bt & Ox; Ot dz; Os;’

=]

Sustituyendo du/dz; por P;(t, s) e introduciendo las variables hy(t, s) y h;(t, s) como

las diferencias entre los lados izquierdo v derecho, se tiene que

au = 0X;
=2 3 B9 g,

ot
tel (1.2.28)
B aX
e i=12 ... n—1.

La anulacién de hy en (1.2.28) se debe a que X /0t = Fp y a la segunda ecuacién
en (1.2.8). Como 0h,/ds; = 0, entonces se deduce de (1.2.28) que

Ok _ Ohj  Bhn _ i (aP,; 8X; 0P axi)

at ot 0ds; ds; ot Ot Os;

(1.2.29)

Diferenciando la identidad F(X(¢t,s),U(t,s), P(t,s)) = 0 respecto a s;, lleva a -

X U P
=D, 1.2.
<F$,8 >+Faj <Fp,aj> 0 (1.2.30)
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Recordando de (1.2.8) que 9P /0t = —F g — pF,, se obtiene de (1.2.29) y (1.2.30) que

Oh;
E == ‘-‘Fuhrj, (1‘2‘31)
la cual para cada s € G fija es una EDO para h;, cuya solucién es

hj(t,s) = h;(0, s) exp (— f; f[-r,s)d.-r) ‘ (1.2.32)

donde f(7,s) = Fu(X(7,s),U(r,s), P(1,s)).

Ahora, en vista de las segundas relaciones en (1.2.16) y (1.2.28), se llega a que

h;(0,s) =0 y por consiguiente h;(t,s) =0paras€ g, |t|<tp, 7=1,2,...,n—1.

Las consideraciones anteriores constituyen la demostracion del siguiente resultado

concerniente a la solucién del problema planteado.

Teorema 1.1 (Existencia y Unicidad): Sean F.p,w € C2. Enionces para cada
vector p* € R™ que satisface (1.2.16) y la condicidén de transversalidad (1.2.18) existe
una unica solucidn u(x) € C*(§2) definida en una vecindad lo suficientemente pequeiia

del punto z* € M.
|

Nota: i) Existen casos cuando las condiciones iniciales (1.2.19) no cumplen la condicién de
transversalidad (1.2.18). A(1(s), s) =0, para toda s € G. Esto es. la condicién de suficiencia
del Teorema 1.1 no se cumple. pero atn asi el Problema tiene solucién de clase C? (bajo
ciertas condiciones adicionales). En este caso, se dice que el problema de Cauchy es irregular.
Este tipo de problema no es muy comin y no se considera en el presente trabajo.

1) En este trabajo no se consideran otros tipos de condiciones de frontera posibles como seria
¢l caso cuando se toma como variedad inicial a una hipersuperficie de codimension menor.
n—m, donde 2 < m < n— 1. En este caso, el problema es referido como Problema de Cauchy
para Superficies Integrales. Otro problema mas general, muy interesante, pero cuyo material
es de un nivel superior al tratado en este trabajo, es cuando se consideran las condiciones del

problema (PVI) o (PVT) sobre una frontera movil.
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1.3 Ejempos Tipicos de Caracteristicas Clasicas

Se consideran ejemplos tipicos de EDP1’s en dos dimensiones, esta es para dos vari-
ables independientes, con el fin de ilustrar como opera el MC en algunos casos concre-
tos, interpretar visualmente la solucién y analizar la geometria que tienen este tipo
de ecuaciones para extender la teoria hacia otras lineas de generalizacién. Asf, la
ecuacién (1.2.1) en dos dimensiones tiene la forma.
F(z,y.u,uz,uy) = F (z,y,4,p,9) =0, (1.3:1)

utilizando la notacién p = du/dz = u,q = Ou/dy = u,. Una solucién u = u(z,y),
interpretada como una superficie explicita en R, es llamada superficie integral de la
ecuacion diferencial.
Bajo esta consideracién, recordemos que la EDP1 lineal 2-dimensional (1.1.3) tiene
la forma:

a(z,y) uz + bz, y) uy = c(z,y) u+d(z, y) (1.3.2)

Observacion: El lado izquierdo de (1.3.2) representa la derivada de u(z,y) en la direccién
del campo vectorial formado por V = (a(x,y), b(x,y)), llamada Derivada de Lie y definida

du u
—, V), con — = Vu. Por lo tanto, se consideran las curvas
oz dx
en el plano zy. cuyas tangentes en cada punto tienen éstas direcciones, es decir, la familia

en general por Ly u(z,y) = <

1-paramétrica de curvas e(t) = (z(t), y(t)) definidas por las EDOQ’s

dz dy dy _ b(z,y)
— =a(zr,y). — =b(x. = e
dt a(z,y) dt (z.9) dr a(z.y) (13:8)
de tal forma que éstas curvas tienen la propiedad de que. a lo largo de ellas u(x, y) satisface
la EDO du du  cofz,y)
: (2, y) u
el diz: —— AP 3
g = Clylutdlzy) o o g (1.3.4)

La familia 1-pardmetrica de curvas definidas por la ecuacién (1.3.3) es llamada conjunto de
curvas caracteristicas. Las ecuaciones (1.3.3) y (1.3.4) son precisamente las dos primeras

ecuaciones en (1.2.8).

Ahora, supongamos que se le asigna un valor inicial a u(z,y) en el punto (zo, o)
en un dominio valido en el plano zy. El Teorema de Existencia y Unicidad para el
Problema de Valor Inicial de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (Ref., P.Ej., [6]),
implica que las ecuaciones (1.3.3) definen de forma tinica las curvas caracteristicas
r = z(t;z0,v0), ¥y = y(¢ o, yo) junto con v = u(t; zg,yo), determinada de forma
tnica por la ecuacion (1.3.4). El planteamiento exacto de éste Problema de Cauchy

queda incluido en el caso mas general de EDP1 casi-lineales abordado a continuacién.
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La ecuacion general casi-lineal 2-dimensional (1.1.2) se expresa en la forma:
a(z,y,u) ugy + bz, y. u) uy = c(z,y,u) (1.3.5)

La solucién general u(z,y) define una superficie integral en el espacio tridimensional.

La normal a la superficie tiene por direccién a N = (uy,uy, —1) [ver Figura 1.2]

N

, (a,b,c)

Figura 1.2 Geometria de la EDP1 Casi-Lineal 2-dimensional

Asi, la ecuacién (1.3.5) se interpreta como la condicién mediante la cual la super-
ficie integral, en cada punto, tiene la propiedad que el vector (a,b,c) es tangente a
la superficie. Esto es, la EDP1 Casi-Lineal (1.3.5) define un campo de direcciones
(a,b,c), llamadas las direcciones caracteristicas, con la propiedad que u(z,y) es una
superficie integral si y solo si en cada punto el plano tangente contiene una direccién
caracteristica. Por lo tanto, es sugestivo entonces considerar las curvas integrales de
este campo, esto es, la familia de curvas del espacio cuyas tangentes coinciden con las
direcciones caracteristicas. Estas son llamadas las curvas caracteristicas y son dadas

por las ecuaciones

dx B dy ~ du
a(z,y,u)  blz.y,u)  clz,y,u)

(1.3.6)

llamando al valor comiin de estas razones di, por lo cual (1.3.6) se puede escribir

en la forma: i dy i
— =qalz,y,u), — =blz,y,u), — =cla,y,u 1.8:7
= =amyy), - =bayy), =y (1.3.7)
Observacion: Por cada punto (zg, yo, up) pasa una curva caracteristica
z = x(t; 2o, Yo, o). Y = y(t;To. Yo, u0), u = ult;zo,yo,uo),

Una propiedad importante de las curvas caracteristicas es que: cada superficie generada
por una familia I-pardmetrica de curvas caracteristicas es una superficie integral de (1.3.5).
Ademas, la inversa también es verdadera. En efecto, sea z = u(x, y) una superficie integral
S dada y considerar la solucion del sistema

dy

= a(:r:,y, u(:r, y)) T b(m'y'- u(z:,y})

a di

con z = xp. y = yo para t = 0.
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Entonces, para las curvas correspondientes = = x(t), y = y(t), u = u(x(t),y(t)) también de
(1.3.5) se tiene que
dz dx

—_— = Uy—

dy
=% 5 + ty— = = a(z, y, u) us + b(z,y, u) uy = c(z. y,u) = ((a,y, 2)

Esto es, la curva satisface la condicién (1.3.7) de las curvas caracteristicas y por definicién
también descansa sobre & . Asi. § confiene en cada punto una curva caracteristica que pasa
a través del punto. Por lo tanto, § contiene las curvas integrales. Ademds. si dos superficies
integrales pasan por un punto dado entonces se intersectan a lo largo de la curva caracteristica
que pasa a través de tal punto; y la curva de interseccién de dos superficies integrales debe
ser una curva caracteristica. En este punto la solucién del problema de Cauchy, esto es, el
de hallar la solucién u(z,y) de (1.3.5) que satisface los valores iniciales dados a lo largo de
una curva en el plano zy. se hace evidente. Por consiguiente. se toma como solucién a la
superficie integral formada por la familia de curvas caracteristicas que pasan a través de cada

punto inicial en el espacio.

Para el caso no lineal (1.3.1) determinar la solucién también se reduce a resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (1.2.8). Sin embargo, la geometria no necesariamente es tan
simple como en el caso de las ecuaciones casi-lineales. El caso general lleva a la consideracién
de objetos gemétricos mas complicados, llamados fajas (o tiras) que lleva a su vez a familias
de planos tangentes, las cuales forman envolventes conicas, conocidas en la literatura como
conos de Monge, cuya descripcién no se incluye en el presente trabajo [Ref. [7]] devido al

objetivo del mismo.

En general, el problema de Cauchy para una EDP1 casi-lineal se establece por

n
Z a;(t, z,u) al =ap(t,z,u) enU,
i i (1.3.8)

u(0,z) = ¢(x) sobre U E {z € R" | (0.z) € U},

donde U es una vecindad abierta de (¢,z) = (0,0). Sea V una vecindad abierta
de {(0,z,¢(x)) | £ € Up} en R™*? y suponer que a; = a;(t,z,u), i = 0,1,...,ny
® = o(x) son de clase C! en V' y Uy, respectivamente (recordemos que una funcién
se dice ser de clase C si es k-veces continuamente diferenciable y C*(U/) denota a

la familia de funciones de clase C* en U).

Nota: Cuando las funciones coeficiente a; en la EDF®1 (1.3.8) no dependen de la funcién

desconocida u, esto es a; = a;(t. x). i = 1,2,...,ny ap = ag(t, T)u, la EDP1 (1.3.8) es lineal.
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Las EDPI lincales son por naturaleza las mas faciles de analizar. Sin embargo, obtener
soluciones exactas de forma analitica la mayor parte de las veces no es un problema trivial

(como veremos mas adelante en algunos de los ejemplos abordados).

Para la solucién del problema (1.3.8) se utiliza v = v(t,y) en lugar de u = u(t, )
para evitar confusién, pero v es igual al valor de u restringida sobre la curva solucién
correspondiente z = z(t,y).

Teorema 1.2 EIl problema de Cauchy (1.3.8) tiene solucidn tinica de clase C1 en
una vencindad del origen.

Demostracién: Fl resultado es valido inicamente en el dominio de definicion de y = y(t. x),
el cual es una vecindad del origen, donde el jacobiano (Dz/Dy)(t,y) no se anula.

Como z = &(t, y(L, x)), entonces

Az, Ay;
(jl) . (dy;) = Inxn (la matriz identidad),
1,7=1,2,...,m £,0=1.2...., n

By_,- 8$j
dx dx; dy _
5 (8 B
- du v, du  dy
y como u(t, z) = v(t, y(i. x)), se tiene que - E(l,'y} + By E(t’ x).

De esta relacion y las dos anteriores, se tiene que

du A Ay da
(tx) =aolt,z,ult,x)) — o [ = ve
i) =mtaaca - (30) 3

Ju dx

= ao(t, z, u(t, z)) — a(ﬂz x) - T
= du

=ag(t,z,u) — Z a;(t. x, u}d—11

i=1

Como 2(0,z) = v(0,y(0,x)) = ¢(x), entonces u = wu(t.xz) satisface (1.3.8) en la vecindad
del origen mencionada. Para demostrar la unicidad de tal solucién, sea u = u({, z) cualquier
solucién de clase C! de (1.3.8) y considerar %(t.y) = u(t,z(t,y)), donde = = z(t,y) ¥
v = w(l,y) son soluciones de (1.2.8). Entonces, la diferencia w(t. y) s u(t,y) — v(t.v)
satisface el siguiente problema de Cauchy:

T

G = D (02,0) — (,2,0) 5+ Caolty 2, ) - ao(t2.).

i=1

w(0.y) =0,
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Como el lado derecho de esta ecuacién diferencial puede ser estimada por M|i — v| = M|uw|,
se tiene que w(t,y) = 0, i.e., u(t, y) = v(t, y) para todo (f, ¥) en una vecindad del origen. Esto
significa que la solucién de clase C* es tinica a lo largo de las curvas & = z(t,y). Es decir,
siempre que el jacobiano (Dz/Dy)(t,y) no se anula, la solucién de (1.3.8) es tinica en el

espacio C!. Las soluciones C* son llamadas “soluciones cldsicas”. =

Nota: El resultado establecido por Teorema 1.2 se extiende en general para el problema de
Cauchy (1.2.2)-(1.2.7) [Ref. [21]].

A continuacién se analiza, respectivamente, la solucién de algunas ecuaciones conve-

nientemente seleccionadas, en dos dimensiones.

1.3.1 Un Problema Especifico 2-Dimensional No Lineal

En esta parte consideraremos el problema de Cauchy con respecto a la funcién u(zx,y)

en las dos variables reales tipicas = y y en el plano:

F(z,y,u,p,q) =p+ Va2 + @ —z/?+¢2 =0,

w(0.1) = ey, (1.3.9)

donde p = Ou/dz. ¢ = du/0y y a,b,c son constantes reales.

Este es un problema particular del Problema General de Cauchy para una EDP1 NL

lanteado en la Seccién 1.2) en el espacio 2-dimensional R2, con el eje 3 como
P P : AL

superficie frontera M (1.2.4):
M={(m,y)€R2 lz=0,y=s, seR}.

Nota: El plano zy completo constituye el dominio (.

Para este problema, el sistema caracteristico (1.2.8) tiene la forma:

t=F,=1 y=F,=q/va®+q¢ —zq/\/b*+ ¢

w=pF,+qF, p=-F,=\b+¢, ¢=-F,=0.

Como la superficie M es uno de los ejes coordenados, la construccién de las condi-

(1.3.10)

ciones iniciales se simplifica. Este es un problema regular de Cauchy, ya que en este
caso la condicién de transversalidad 1.2.18) para el Hamiltoniano del tipo (1.2.9) es
A=F,=1.
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Diferenciando la condicién de frontera y usando la ecuacién (1.3.9), tenemos
q(0.y) = c. p(0,¥y) = —Vat+2, yeR. (1.3.11)

Asi, las condiciones iniciales —la curva no caracteristica—(1.2.19) para el sistema (1.3.10)

tiene la forma
r=0, y=s u=cs, p=—vVat+e g=¢, s€eR. (1.3.12)

Para integrar el sistema (1.3.10), observemos que la primera y la tiltima ecuacién son:
z =1+ const, ¢=const, p= const, (1.3.13)
mientras que la derivada ¥ es lineal en z y por lo tanto en t. Usando las condiciones

iniciales (1.3.12), se obtiene que la solucién (1.2.21) para el sistema (1.3.10) es

ct 1 ct?

=X(t.8) =1, =Y(ts)=s+ ==
x (t,s) ) (t,s)=s b¥g2+02 NS
t

a’t 1
+_
vai+c2 22+ 2
p=P.s) =tV + 2 —Va2+¢2 q=Q(t.s)=c

(1.3.14)

u=U(t.s) =cs—

Las primeras dos ecuaciones se pueden ficilmente invertir para determinar ¢ y s como

funciones de = y y:

cr 1 cx?

= i .
Va2 +c  2Vb + 2

t=Tlzgl=x s=S9) =y (1.3.15)

La sustitucién de estas expresiones en la segunda relacién de (1.3.14) proporciona

la solucion del problema de Cauchy (1.3.9):

u(r,y) =cy+ 3 22V2 + 2 —zva? + 2 (1.3.16)

la cual se ilustra en la Figura 1.3 (de forma extendida) para valores especificos de

las constantes a,b y c.

Nota: Las primeras dos relaciones en (1.3.14) definen a una familia 1-paramétrica de parabolas
(con s como parametro) en el plano 2y, la cual se obtiene por construccion al mover la parabola
y = —clz — 20)?/(2VP2 + %) a lo largo de la linea vertical z = z¢ = Vb2 + c2/va? + 2,
el eje de simetria de la familia. Estas lineas son las proyecciones de las curvas integrales del
sistema (1.3.10) del espacio 5-dimensional de z. y. u, p, g sobre el plano 2y. Estas proyecciones

son las caracteristicas.
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—~gv)

AN

NN

Figura 1.3 Solucién de wu, + ,/a* + u? — = \/bz +ul=0paraa=2 b=3

Observacion: Cada punto del plano es alcanzado por una y sélamente una pardbola, la cual
lleva la informacién de la solucién desde el eje y. Esta unicidad corresponde a la invertibilidad
de las primeras dos relaciones en (1.3.14). Para el valor u(2*,y*) de la solucién en el punto
(z*,y") solo una caracteristica es responsable de hacerlo, la que pasa por punto y = s* sobre
el eje y (la variedad inicial). Si el valor inicial es perturbado en una vecindad de s*, entonces
la solucién sera perturbada soélo para los puntos en la vecindad de la pardbola L*. Asi,
solamente un punto de la frontera es responsable del valor de la solucién en cualquier punto
del plano. Generalmente. este no es el caso para una EDP de segundo orden, como se vera

en el Capitulo 3 para la solucion generalizada de una EDP1 No Lineal. =

1.3.2 [Ecuaciones Casi-Lineales y Lineales

Utilizando la interpretacion geométrica de las EDP1 casi-lineales y las propiedades de
las curvas caracteristicas se deduce un método de caracteristicas alterno referido como
Método de Lagrange, del cual en este trabajo no se proporciona su descripcion deta-
llada; sélo su resultado principal descrito a continuacién. En esta parte se incluyen

ejemplos representativos de este tipo de ecuaciones.

Teorema 1.3 La solucién de (1.3.5) es f(¢,¢) = 0, donde f es una funcién arbi-
traria de ¢(zx,y,2) y ¥(x,y, z) con ¢ = constante = ¢, = constante = ¢y soluciones

de (1.3.6).
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Las curvas solucién definidas por ¢(z,y,u) = &1 ¥ ¥(x,y.u) = ¢z son la familia de

curvas caracteristicas de la ecuacién (1.3.5).

Demostracién: Como ¢(z,y.u) = e1 y ¥(z,y, u) = cp satislacen (1.3.5), éstas ecuaciones
deben ser compatibles con la ecuacién d¢ = ¢.dx + ¢, dy + d,du = (, la cual es equivalente
a la ecuacion

a0z + by + cdy, =0
Similarmente, la ecuacién (1.3.5) es compatible con

ae + by + by =0
Resolviendo éstas dos ecuaciones para a,b y ¢ se obtiene

a b c

a6 v)  0(e.v)  0(e.¥)
Ny,u)  O(u,z)  O(z,y)

Se muestra que f(#.7) = 0 es solucién de la EDP1 CL (1.3.5) si v = u(z,y) satisface
la ecuacién

de.¥) | O(e.¢)  d(e.v) J(A,B) A A¢
+ = . donde =
Patyw) " o) T Aay) 3EC) | Be B
la cual se deriva de la peniiltima relacién, completando asf la demostracién. ]

Una gran variedad de problemas en Matematicas Aplicadas. Ciencias e Ingenierfa involucran
EDP. Raramente se trata de encontrar o se discuten las propiedades de una solucién de éstas
ecuaciones en su forma mas general. En la mayoria de los casos de interés, se buscan soluciones
de la ecuacion diferencial que satisfacen ciertas condiciones adicionales. En el caso de una
EDP1 se determina una solucidén especifica formulando un problema de wvalor inicial, llamado

problema de Cauchy.

Ejemplo ECL1: Determinar la solucién de la ecuacién
F(z,y,u,p,q) = u(z +y)p+u(z - y)g - (* +3*) =0
bajo la condicién inicial u =0y y = 2z. Aqui, p = u., g = u,.
En este caso, el sistema caracteristico (1.2.8) es
&= F,=u(e+y)
y=F,=u(z-y)
u = pF, + qFy = u(z + y)p+ u(z — y)g

p=—F —pFu= —up—ug+2z — p(zp+yp+zq — yq)
Gg=—F, - qF, = —up+uq+ 2y — q(zp + yp + 2¢ — yq)
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el cual es equivalente a la relacién comn (1.3.6):
de dy du

uz+y) ulz-y) :$2+y2

que implica las relaciones diferenciales ydr+azdy—uwdu =0 y zdz—ydy—udu =0,
esto es, d [(:Ly - %ug)] =0yd [% (22 —y? - uz)] = 0, las cuales proporcionan las
dos integrales 2zy —u?=C; y u® - 2%+ y% = Cy, donde C; y C5 son constantes

arbitrarias. Por lo tanto, por el Teorema 1.3, la solucién general es
fCzy—wl v —22+9%) =0
con f una funcién arbitraria.

Las condiciones iniciales dadas, implican que 3C; = 4C%, lo cual lleva a la relacién

3(2zy — u?) = 4(u?® — 2% + y?), y finalmente, a la solucién de la ecuacién considerada

Tu? = 6zy + 4(z? — y?) (1.3.17)

Figura 1.4 Bosquejo de la relacién (1.3.17), solucién de la EDP del Ejemplo ECL1
O

Ejemplo ECL2: Determinar la superficie integral de la ecuacion

2

z(y? + w)uy — y(z? + w)uy = (a® — y?)u

con datos iniciales: u =1 a lo largo de = + y = 0.

La ecuacion caracteristica correspondiente es

dz dy s du

z?+u) -uyl@?+u) (22—
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o equivalentemente

E d,_y du
r - y e u
(2 +u) —(x2+u) (z2-—y?)
d d
que implica la relacién diferencial f + ?y + d?u = 0, de donde log(zyu) = logCy o

zyu = ).
Por otra parte, reescribiendo la ecuacion caracteristica se tiene

zdr ydy B du
2(y2 +u) —y2(22+uw) (22 —y2)u

o la relacién diferencial zdx+ydy—du = 0, que determina la relacién z%+y%—2u = Cs.

Utilizando la condicion inicial, se tiene C; = —22 y Oy = 222 — 2 y de aqui que

Cy = —2(C; + 1). Por lo tanto, la superficie integral estd dada por

Figura 1.5 Bosquejo de la solucién de la EDP del Ejemplo ECL2
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Ejemplo EL1: La ecuacién lineal (y — 2)uz + (2 — 2)uy + (z — y)u, =0 tiene por
solucién general

uw(z,y,2) = flz+y+2 22 + 2 + 2%

donde f es una funcién arbitraria.

En efecto, las curvas caracteristicas satisfacen la ecnacién caracteristca
dz dy dz

y—z z—x T-—Y
de donde du =0, dz + dy + dz =0 y zdz + ydy + zdz = 0, cuyas integrales son
u=0C;, zT+ytz=C, +yY*+22=C;
para (1, C> y C3 constantes arbitrarias. Por lo tanto, por el Teorema 1.3, la solucién general

tiene la forma

lu(:c._y.z]=f($+‘y+3'l'2+y2+ﬂ

Para verificar que efectivamente ésta es la solucién general de la ecuacién dada, se introducen
tres variables independientes &, n, ( definidas en términos de 2.y y z por

E=z+y+z, n=z+y*+2% (=y+z
donde ¢ es una combinacién arbitraria de y y z. Claramente de la solucién general se tiene

que u = f(£,n), y por lo tanto
i dx dy =

8C+ug’3C+uz o

del cambio de variable realizado, se sigue que

U=

8:1: 6y 0z _ dr = Oy Oz _ Oy Oz
{J— GC ac’ 0 2(z52+y52+25(—‘_ 1_8(:4-.&
El primer y tercer términos implican 8—2 = —1, y por lo tanto
x_ya +zf32 y_ya 32 z_zay+zaz
a¢ 3C o8¢ ¢ o¢
Restando sucesivamente una expres16n de otra, lleva a
2} a
J:—y=(z—y)5§, r-z=(y—r-’)3—g
Usando | lores para By & r sustituyéndolos en la expresion para uc, se obtiene
sando los valores p. a§ aC ac) y P P ¢
du du du du

(z"y}*a'z=(y_z)a'f'(z——”)a—y-i'(m—y)a

Si u = u(€. ) satisface la ecuacién lineal dada. entonces ?)_2 = 0, y por lo tanto la ultima

expresion se reduce a la ecuacidn lineal dada. 5
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1.3.3 Caso Completamente Lineal

En ésta parte se analiza geométricamente. utilizando el MC, ciertas soluciones del caso
ma&s simple posible de EDP1 lineales; cuando a su vez los coeficientes son lineales.

Esto es, ecuaciones del tipo

T n
ou
Z QT | =— = §u, (1.3.18)
; : dx;
con & €  C R" la variable independiente, a;;’s constantes reales, 4 = 0 o 1
un parametro de homogeneidad y v = u(x) funcién desconocida por determinar.
En particular, como prototipo para dimensiones mayores, se consideran ejemplos
tipicos en el plane, para los que es posible resolver analiticamente y visualizar las

soluciones graficamente.

Para el caso 2-dimensional la ecuacién (1.3.18) toma la forma

du du
A(z, y)a + B(z, y)a—y = pu, (1.3.19)

con A(z,y) = az + By, B(z,y) = vz + dy. El procedimiento del MC se utiliza para
obtener solucién en cada caso respectivo para p = 0 o 1. La ventaja adicional que
se tiene para este caso especial, ademas que la reduccién lleva a un SCEDO familiar,
es que en el plano es posible ilustrar las soluciones graficamente con la ayuda de
cualquier paquete de graficacién disponible (como ya mencionamos, en este trabajo

en particular se utilizé MAPLE®).

En este caso, el hamiltoniano es F(z,y,u,p,q) = Alz.y)p + B(z,y) ¢ — pu, el cual
(de acuerdo a 1.2.8) implica que las curvas caracteristices de la ecuacién (1.3.19)
son la familia de curvas diferenciables {r(t) = (z(t),y(t)) | t1 <t < to, t1,t2 € R}
que satisfacen & = F'p o desplegado en componentes

i(t) = A(z(t), (1)),
{ (t) = A(e(t), u(1) 1,356
y(t) = B(z(t), y(t)).

Esto es, las caracteristicas asociadas a la ecuacién (1.3.19) son las trayectorias fase

del sistema caracteristico lineal (1.3.20).

En general, las funciones A(z,y) y B(z,y) definen un campo vectorial en el plano xy

y a la direccién que definen en cada punto se le llama direccion caracteristica.
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Observemos que la expresion del lado izquierdo de la ecuacién (1.3.19) es el producto
interior del campo vectorial V(z,y) = (A,B) = Fp y el gradiente de la funcién u,

_Ou  (Bu Ou
P= %z ~ \ oz’ oy )
Cuando en la ecuacién (1.3.19), g = 0 significa que la derivada de u en la direccién

del campo vectorial es cero. Es decir,

T 4 il <%,v> e <(§E ‘;—;‘) ToBillgrei dy)> —0,  (1321)

donde Ly u denota la derivada de Lie de la funcidn escalar v en la direccién del
campo vectorial V. Por lo tanto, si la derivada de Lie de la funcién u se anula,
entonces la funcion u es constante a lo largo de cada curva caracteristica. En efecto.
supongamos que u es una soluciéon de la ecuacién (1.3.19) y que 7(¢) = (z(t).y(t))
es una curva caracteristica en el dominio de definicion de u, entonces por la regla de

la cadena

T = (5 ). 7(0) = 3 (). 0(0) 400+ 3¢ (a0, 0(0) 906, (1322

de donde, al aplicar la definicién de caracteristica, se obtiene

i= Za.0) = ZE0),v@)oa) + by + %tw(n,ym)m(w + by (1))
= pA+¢B=(p Fp)

(1.3.23)

d
Luego, de las ecuaciones (1.3.19) y (1.3.23) se tiene que d—?(m[t‘.),y(*ﬁ)) = 0, lo cual

implica que

| u(z(t), y(t)) = constante | (1.3.24)

Similarmente, al considerar la ecuacién (1.3.19), con g = 1, se tiene que

Ly u= <g—z, (az + by, cx + dy)> =u (1.3.25)

v entonces i—?(m(t}, y(t)) = u(x(t), y(t)), de donde resulta que

u(z(t), y(t) = Kef, K =cte| (1.3.26)
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Observacién: Para encontrar una solucién particular de una EDP es necesario proporcionar

datos adicionales, los cuales en este caso son dados por las condiciones iniciales (CI).

Para dar una formulacién precisa de como determinar CI sobre cada curva carac-

teristica, es necesario introducir la nocién de curva no-caracteristica.

Una curva I'(s) = (zo(s),y0(s)). s1 < s < s9, 81,82 € R es no—caracteristica de la

ecuacién (1.3.19) (condicién de transversalidad) si

—'B(:r,g(s),yg(s)) - %A(mg(s),yg(s)) #0, paratodo s € (s,s2), (1.3.27)

donde A(zo(s), yo(s)) = azo(s) + Byo(s) ¥y Blzo(s),y0(s)) = v20(s) + dyo(s). Como
el vector (A(zo(s),yo(s)),B(zo(s),50(s))) es el vector tangente a la caracteristica
que pasa por (zo(s),yo(s)), la relacion (1.3.27) establece que el vector tangente a
la no—caracteristica no puede tener la misma direccién que el vector tangente de
la caracteristica que intersecta en el punto (zg(s),yo(s)). En particular, la curva
no-caracteristica corta transversalmente a las caracteristicas (ver el esquema de la
Figura 1.6).

[’ curva no—caracteristica

adteristicas

Figura 1.6 Esquematizacién de las Caracteristicas y Condicién de Transversalidad

A continuacién se enuncia un resultado importante (demostracion en [10]) que permite

obtener solucién para la condicion inicial de la EDP considerada.

Teorema 1.4 Sea I'(s) = (z¢(s),yo(s)) una curva no caracteristica y ug : I' - R
una funcién de clase C!. Entonces, existe una vecindad de la curva I' en la que estd

definida una funcién u que es solucién de la EDP (1.3.19) y satisface

u(zo(t), yo(t)) = uo(zo(t),vo(t))-
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EJEMPLOS PROTOTIPO EN EL PLANO: Primero. considerando la ecuacion (1.3.19)

con pu = 0, se tiene que u(r(t)) = constante a lo largo de toda curva caracteristica
r(t) = (z(t),y(t)), solucién del SCEDO

- [4]- [ -2 2

Observacion: En este caso, las caracteristicas dependen del espectro de la matriz A.

= Az. (1.3.28)

Caso I: La matriz A tiene forma diagonal. Es decir, el sistema (1.3.28) se puede
reducir a

fi= A]S‘},

3} = ’\'Zy:

el cual es un prototipo de sistema lineal en el plano, ya que a este se reducen los
sistemas diagonalizables, esto es, cuando los valores propios de la matriz A son reales
y diferentes. Cuando los valores propios son reales y de signos opuestos, el origen
es un punto silla, mientras que si son del mismo signo, el origen es un nodo atractor

o repulsor, respectivamente, dependiendo del signo. En este caso, las caracteristicas
z(t) zoeM?
y(t) yoe2t

)\](O )L](O
As >0 Ao <0

son de la forma

a) punto silla b) sumidero

Figura 1.7 Ejemplos de caracteristicas para valores propios diferentes
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Ejemplo ELL1: Para la ccuacion Ly, zx.y) u(z,y) =0,
sujeta a la CI: u(z,z) = =,

la solucion es -
I S y =

u(2,p) =gel=¥z = @ =I(—) SR
T

cuya grifica se muestra en la Figura 1.8 para valores especificos de las constantes
ALy Ao

Figura 1.8 Solucién de Ajx u, + Aoy uy =0, u(z.x) =z, para Ay =4, Ao = -3

CAso II:  Otro caso tipico de sistema lineal en el plano es cuando la matriz A
tiene valores propios reales repetidos. Entonces, mediante un cambio de coordenadas
apropiado el sistema puede reducirse a una forma candnica de Jordan

T= Ar+y T = Az

y= Ay ¢ y=2xz+y

donde las caracteristicas en este caso para la primera forma son

x(t) = eM(ki + kat), k1 = zq,
y(t) = koeM, k2 = yo,
cuyo retrato fase tiene la geometria
<
~
) A<
S

Figura 1.9 Nodo impropio (valores propios repetidos)
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Ejemplo ELL2: Para el problema de Cauchy L4y 2y ul(z,y) =0,
u(0,y) =y,

la solucién es |u(z,y) =y e~22/¥ |y gu gréafica respectiva para un valor especifico del

parametro A se ilustra en la Figura 1.10.

Figura 1.10 Solucion de (Ax +y) u, + Ay uy, =0, u(0,y) =y, para A = -2

Caso III: Cuando los valores propios de la matriz A son complejos, de la teoria de
los sistemas lineales se tiene que si los valores propios son ¢ =+ iw, entonces existe una

base en la que el sistema toma la forma equivalente

T = or+wy
Y= —wr+aoy

En este caso, las caracteristicas son

z(t) = e ( zgcoswt + ypsenwt),
y(t) = e™ (—zgsenwt + yg coswt) ,

cuyo retrato fase es de la forma

a>0

Figura 1.11 Espirales (valores propios complejos)



1.3. Ejempos Tipicos de Caracteristicas Cldsicas 29

Ejemplo ELL3: El problema de Cauchy | T SO R, u(z,y) =0,
u(0,y) = v,

tiene la solucién

TL(I'?}) i "’.'1'2 + ny E_%t“n-ii

cuya grifica se muestra en la Figura 1.12 para los valores dados de las constantes

gy w.

Figura 1.12 Solucién de la EDP (3z + 4y) u, + (=42 + 3y) u, = 0, sujeta a u(0.y) =y

Para obtener la solucién de la ecuacion (1.3.19) para g = 1 se realiza el mismo

procedimiento seguido para el caso pu = 0, excepto que ahora u(z(t), y(t)) = Ke'.

Ejemplo ELL4: La solucién del problema de Cauchy L4y —watoy) 2(2,y) = u(z,y),
u(0,y) =y,

loaian-1z
es |u(z,y) = V22 +y2 e = " %

Observacién: La solucién para este caso es muy parecida a la del Ejemplo ELL3. razén por

la cual decidimos no incluir su grafica.
O
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CONCLUSION: El MC aplicado al tipo especial de EDP1 desdrito por (1.3.18)
funciona de forma eficaz y robusta, y el aspecto interesante que se puede resaltar
ademas de este hecho es que revela de forma clara y evidente la relacién que existe
entre las EDP’s y los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, para
los que existe una teoria de anilisis bien establecida. Los ejemplos mostrados en
el plano para valores especificos de los pardametros respectivos son muy sencillos, pero
pueden extenderse interactivamente para ilustrar graficamente las distintas posibili-
dades, de tal forma que ésta parte se puede utilizar como una herramienta didactica
para la ensefianza de éste, y posiblemente otros tipos de ecuaciones diferenciales
parciales elementales. Para dimensiones superiores los casos se analizan de forma
analoga, observando que el nivel de dificultad para manipular la solucién aumenta
gradualmente. Similarmente, el MC es aplicable en el caso cuando las ecuaciones son
lineales y casi-lineales (bajo las condiciones de suavidad requeridas, por supuesto),
con cierto grado de dificultad en el proceso de obtencién de la solucién, salvo casos
especificos, pero suficiente para cumplir con el objetivo de comprender el funciona-
miento de este método particular. Para el caso no lineal el panorama es incierto y
complicado (depende de cada caso de estudio); en general, el procedimiento no es
aplicable directamente, pero es posible generalizar en algunas direcciones especificas.
En el trabajo de tesis se considera el enfoque del Método de las Caracteristicas Singu-
lares (MCS), el cual utiliza el concepto de soluciones de viscosidad, del cual en el
Capitulo 2 se presenta solamente una pequena parte de la punta de este grande e

interesanie iceberg-—rama importante de la Matemdtica.

R T i —




Capitulo 2

El Método de las Caracteristicas Generalizado

En algunas dreas de la Matematica y de la Fisica surgen problemas cuyos modelos
son Ecuaciones Diferenciales Parciales de Primer Orden No Lineales (EDP1 NL's).
La teoria convencional establece las condiciones de diferenciabilidad suficientes que
deben satisfacer las soluciones (ser de clase C?) para la existencia local y la unicidad,
apoyandose basicamente en el MC para su determinacién. Sin embargo, en otras areas
tal como Calculo de Variaciones, Teoria de Control Opt.imo y Juegos Diferenciales,
frecuentemente es necesario tratar con “soluciones” continuas no diferenciables, que
en los dominios de suavidad satisfacen la EDP correspondiente en el sentido clasico,
pero sin necesariamente satisfacer la propiedad de unicidad. La unicidad toma lugar
cuando se establecen principios o condiciones apropiadas de acoplamiento para las
ramas suaves de la solucién definidas en dominios cercanos, lo cual lleva al concepto
de soluciones generalizadas, las cuales en el contexto de la Teoria del Control Optimo

también se conocen como soluciones de viscosidad!.

En cada campo, se utiliza una de tales condiciones adicionales de acuerdo al problema
estudiado. Por ejemplo en la Teoria de Control y Juegos Dindmicos se establece de
forma natural como un principio de optimalidad de una funcional de costo, mientras
que en problemas fisicos es(son) alguna(s) de la(s) lev(es) o principios fisicos que
rigen al proceso. En el enfoque meramente matematico para trabajar con soluciones
generalizadas se imponen criterios que permitan obtenerlas sin que necesariamente
modelen o representen un fenémeno fisico en particular. Esto es, en la formulacién de
soluciones generalizadas para un problema abstracto algunas veces hay corresponden-
cia con el modelo de un fenémeno determinado, pero otras veces no necesariamente,

lo cual podria no resultar de interés.

'En este sentido el término significa de aglutinamiento, del cual se seleccionan adecuadamente y

se pegan dos ramas suaves de la solucién.

31
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Un enfoque interesante y robusto para obtener soluciones generalizadas de EDP1 NL’s
es el Método de las Caracteristicas Generalizado, mejor conocido como Método de las
Caracteristicas Singulares (MCS), el cual es un procedimiento relativamente reciente
que trabaja con la nocion de soluciones de viscosidad, esto es, soluciones que satisfacen
parcialmente condiciones iniciales ¥ de frontera en el sentido cldsico, ademads de otras
condiciones propias adicionales. En Célculo de Variaciones, Teoria de Control Optimo
y Juegos Diferenciales, donde la ecuacion gobernante es la Ecuacidn de Hamilton-
Jacobi-Bellman-Isaacs (HIBI), tal cumplimiento parcial se llama “parte utilizable”
del problema. También hay problemas similares para algunas EDP’s en la Fisica-
Matematica. Debido al objetivo y nivel del presente trabajo no es posible abordar
en general este tipo de problemas, solo ciertos aspectos y ejemplos particulares.

El MCS es uno de los recursos més atractivos para obtener este tipo de soluciones
generalizadas, ya que utiliza el mismo procedimiento que el MC, el cual proporciona
informacién importante acerca de la naturaleza del problema como por ejemplo la
propagacion de algun tipo de perturbacién, entre otras caracteristicas. Sin embargo,
el MC cldsico no es directamente aplicable debido a la posible admisién de soluciones

no suaves o las propias condiciones de diferenciabilidad del hamiltaniano de la EDP.

En la Seccion 2.1 se extiende la nocién de caracteristica a caracteristica singular,

la cual puede utilizarse para la construccion de solucion en los siguientes tres casos:

a) La solucién de viscosidad generalizada no es suave mientras que el hamiltoniano
podria serlo o no serlo;

b) La solucidn es suave (cldsica, sin necesidad de tener solucion generalizada). pero
el hamiltoniano no es suave;

¢) La EDP es la ecuacion no lineal de segundo orden de Euler correspondiente a

un problema variacional con solucién no suave.

El MCS se desarrolld practicamente en la investigacion de problemas de la Teoria de
Control y de Juegos Diferenciales cuando se utilizan controles singulares, sin embargo
al parecer el mismo tratamiento es posible para otros tipos de problemas, lo cual abre
una linea de investigacion interesante para trabajo futuro.

El objetivo del trabajo (Capitulo 3) es aplicar el MCS para el caso ¢), ya que frecuente-
mente al estudiar algin problema variacional se topa con el problema de encontrar
la solucion de la Ecuacién de Euler-Lagrange bajo condiciones de diferenciabilidad

no suficientes.
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2.1 Soluciones de Viscosidad y Superficies Singulares

Una solucion clasica de la EDP1 NL

F(xz,u,0u/dx) =0, ze€QCR"

w(z)=v(x) zeMCcC N 21.1)

en general se define como una funcién de clase C*(£2) que satisface la ecuacién diferen-
cial parcial y la condicién inicial dadas. i.e., u(z) es una solucion que tiene derivadas
parciales du/dz;, i = 1,2,...,n, que dependen continuamente de x en el dominio Q.
Sin embargo, el gradiente p = du/0x puede llegar a tener un salto o indefinicién en

alguna parte de (1, lo cual lleva a tratar el problema de una forma modificada.

Por otra parte, en muchos problemas de la Fisica-Matematica existe la necesidad de
relacionar con la ecuacién (2.1.1) alguna funcién continua no suave, u(z) € C(f).
la cual entonces no satisface la ecuacion en el sentido clasico para todos los puntos
en el dominio . Tales funciones son llamadas soluciones generalizadas y deben
satisfacer ademads otros requerimientos adicionales en los puntos de no suavidad en
lugar de la ecuacién (2.1.1) (la cual no puede ser verficada). En los problemas de
Control Optimo, asf como de otras dreas, estas condiciones se obtiene de los principios
de optimalidad, mientras que en los de la Fisica-Matematica estas siguen generalmente

de alguna(s) de las leyes fisicas que gobiernan el proceso.

Matemdticamente, existen muchas formas de introducir una solucién generalizada:
algunas de estas pueden generar una solucién que da una descripcién adecuada del
fenémeno modelado, mientras que otras pudiera ser que no. Asi, la eleccién de una u
otra nocién de la solucién generalizada debe reunir ciertos requerimientos propios de

la clase de problema bajo consideracion.

Para muchas aplicaciones, incluyendo Control Optimo y Teoria de Juegos Diferen-
ciales, la nocién de las asi llamadas soluciones de viscosidad es conveniente. Dos
clases de soluciones de viscosidad se relacionan con la ecuacién dada: la solucién para
un PVI y la solucion para un PVT, los cuales esencialmente son diferentes. En este

trabajo sélo se aborda el primer caso.
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En algunas aplicaciones del problema (2.1.1) existe una componente especifica del
vector & (usualmente la iltima componente z,, del vector z, la cual se puede suponer
que es la variable tiempo) tal que el dominio 2 es una capa (o semi-espacio) definido
por la desigualdad a < z, < b, reduciendo a la ecuacién (2.1.1) a la forma

du < A

az. T H(z,u(z),p(x)) =0, z€Q. p=(p,p2, " ,Pn1), (F=pnt+H),

u(x)=v(x), zTEM={xecR" |z, =a},

(2.1.2)

la cual es conocida como Ecuacién de Hamilton-Jacobi (EcH-J).

DEFINICION 2.1 Una funcién continua u : QUM — R se llama solucidn de viscosidad
del PVI (2.1.1) o (2.1.2) si

1) u(z) =v(z), =M,
2) para toda funcién de prueba o(z) € C'(9) tal que el minimo [méximo] local de

u(x) — ¢(x) se alcanza en z € (), se cumple. respectivamente, la desigualdad
0 oy 9%, o > 0 oy %2, o ki
F(a: LT s 33:(9: )) >0 o [F (:r: ,u(x ),am(:r )) <0|. (2.1.3)

Observacidn: i) Para la definicién de solucién de viscosidad para el PVT. las desigualdades
en (2.1.3) se intercambian una por otra y se considera el plano z, = b como superficie M
para el problema (2.1.2).

1) Diremos que una funcién continua u(x) € C(D) definida en un conjunto abierto D C (1
es una solucién de viscosidad para un PVI (2.1.1) en D o es una solucién de viscosidad local

si el requerimiento 2) de la DEFINICION 2.1 se cumple para todo z° € D.

111) Una funcién de prueba ¢(z) que suple el minimo (o el méximo) no necesariamente existe;

la definicién supone que la condicién correspondiente se cumple una vez que ésta existe.

iv) Generalmente para la formulacién de un PVT diferentes partes M;, My, --- de la fron-
tera 8{) deben tomarse como M. En algunos problemas M; U M3 U--. = 9. Determinar
la parte apropiada depende del problema considerado.

v) La nocion de solucidn de viscosidad fue primeramente introducida de forma sistematica
por varios autores como el limite de la solucién de la perturbacién singular obtenida de (2.1.1)
sumando derivadas de segundo orden (al Laplaciano) multiplicadas por un pardmetro pequeno
(una “ligera viscosidad”), ademés de otras técnicas que finalmente resultan equivalentes a la

de las soluciones de viscosidad.
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2.1.1 Singularidades de una Solucién

En esta parte se intruducen los diferentes tipos de singularidades que una solucién de
viscosidad puede presentar. Esto es, aquellos puntos alrededor de los cuales el MC

no es aplicable.

DEFINICION 2.2 Un punto &* € ) es un punto regular de una solucién de viscosidad
u(x) de la ecuacion (2.1.1) si existe una vecindad D C (2 de éste tal que la funcién u(z)
es dos veces diferenciable en D (u € C2(D)) y el Hamiltoniano F(x,u, p) es dos veces
diferenciable para (z,u,p) € N (F € C*(N)), donde N’ C R***! es una vecindad del

d
punto (x*,u*,p*) en el espacio R*"*! donde u* = u(z*) y p* = -a—z(a:*).

Todos los puntos de D que no son regulares son llamados puntos singulares de la
solucion de viscosidad u(x). Asi, curvas, superficies o variedades singulares se forman

de tales puntos singulares.

Nota: Para los puntos regulares una solucion satisface la ecuacion en el sentido clasico.
En efecto, las funciones de prueba que proporcionan el minimo (o méximo) en (2.1.3) en este
caso existen, va que la propia solucién sirve como una funcién de prueba, ¢(x) = u(x). Para
tal funcién de prueba tenemos que u(z) — ¢(z) = 0, dp/dx = Ju/Oz y ambos extremos
son alcanzados en cada punto z° € D. Asi, ambas desigualdades en (2.1.3) se cumplen,
F <0.F >0, locual para 8¢/dx = du/dz lleva a la igualdad F(z, u, du/dz) = 0. Lo mismo
se cumple para los puntos en la vecindad en la que la solucién es de clase C!. Sin embargo,
en la DEFINICION 2.2 es necesario suponer continuidad de las segundas derivadas, no sélo de
las primeras, ya que el MC requiere de tal suavidad. Se ha mostrado en varios problemas

particulares que considerar sélo la clase C! lleva a propiedades de no regularidad.

Las superficies (variedades) singulares se denotan por I' o algunas veces utilizando un
subindice como I';, que indica la codimensién de la superficie en R, dimT';, = n—m.
Para consideraciones locales, se asume que I[',, es una superficie suave. Ademds,
se espera que el gradiente de la solucion p = du/dx también esté definido en I,
i.e., tenga (una o varias) extensiones a I'. Asi, la consideracién se restringe a las
superficies [' que son parte de la frontera de algin conjunto abierto D C {2 tal que
u(z) € C¥(D), I' € D y el gradiente du/dx tenga una extensién continua a la
cerradura D de D, lo cual se denota como u(z) € C}(D).

S ——
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En una situacion tipica normal el dominio € puede ser partido en subdominios €2;
que consisten de puntos regulares, mientras que todos los puntos singulares de la
solucién pertenecen a las fronteras d€);. La construccion con dominios abiertos {2;
puede efectuarse usando el MC con condiciones de frontera apropiadas sobre las partes
correspondientes de 2;. Tal esquema de solucién requiere la construccion de algunas
superficies singulares —partes de €2;. De entrada el andlisis se restringe solo para
hipersuperficies, i.e., superficies (n — 1)-dimensionales (superficies de codimensién 1),

ya que para codimensiones mayores es més complicado.

Sea u(x) una solucion de viscosidad del PVI (2.1.1) continua, cuyos puntos singulares
forman una hipersuperficie suave I en una vecindad abierta D de algin punto de
referencia z* € I € D C R". Asi, u € C(D) y, por definicién, u; € C*(D;).i = 0,1,
donde Dy. D; son semi-vecindades abiertas de T, esto es D =Dy UT'U Dy y ui(x) es

la restriccion de u(x) a D;,i = 0,1 (ver Figura 2.1).

P1—Po

up(x)

Figura 2.1 Superlicie Singular de la Solucién

Supongamos que hay un salto del gradiente de u(x) en I', mientras que du/0x tiene
extension continua de Dy, Dy aT'. En este caso, como sera demostrado en el Lema 2.1,
cada funcién u;(x),x € D;,i = 0,1 puede ser extendida de forma suave a D. Asf,
una solucién no suave u(zx) genera dos soluciones suaves ug,u; € C'(D), las tres
funciones definidas en todo D (ver Figura 2.2).

U ug -

e U

o= min(ug, u;]

r B

Dy D,

Figura 2.2 Ramas Suaves de la Solucién u(x)
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Se supone que p;(x) — pg(x) # 0 para x € I', donde p; = du,;/dx,i = 0,1, y entonces
P; — Py es un vector normal a I' en cada punto o € I', ya que la superficie ' puede
definirse como g(z) = 0 con g(x) = u;(x) — uo(x) y el gradiente dg/dx = p; — py de
la funcién g(x) es normal aI'. En lo que sigue, se consideran dos tipos de no suavidad.
Por una parte, cuando el vector normal p; — p, va de D; a Dy y la solucién se puede
expresar en términos de sus ramas suaves como u(x) = minfug(x),u;(z)],x € D,
ya que como la funcién g(x) crece en la direccién de su gradiente p; — p,, se tiene
que u; < ug en Dy y u3 > ug en Dy. La segunda posibilidad es que el vector p; — py
estd dirigido de Dy a D; y entonces u(x) = max(up(x), u;(z)], z € D.

Ahora, considerando dos conjuntos abiertos N; € R***! las vecindades de los puntos
(x*,u(z*), p:(x*)),i = 0,1, en el espacio R***! de los vectores (z,u, p) y suponiendo
que en cada dominio N, N; el hamiltoniano F (z, u. p) en (2.1.1) es dos veces diferen-
ciable, F € C%(A;), o tiene alguna de las formas F = max[F*, F~|, F = min[F*, F],
con F*(z,u,p) € C3(N;).

Las hipersuperficies singulares consideradas son variedades singulares de una solucién
no suave, cuando el hamiltoniano es suave o no suave. También existe el caso cuando
una solucién suave tiene una variedad singular, para hamiltonianos necesariamente
no suaves. En cualquiera de los dos casos, la variedad I se llama singularidad simple,

cuya existencia se establece en el siguiente resultado.

Lema 2.1 (Condiciones Necesarias para la Existencia de una Singularidad
Simple). Para una superficie singular simple I' sea el vector no nulo p; — pq dirigido
de Dy a Dy. Entonces,
1) las funciones u; € C?(D;), restricciones de la solucién de viscosidad u € C(D) en
D;, tienen extensién de clase C! sobre todo el dominio D con la representacién
u(x) = minfug(x), u1(x)], ® € D,
2) no existe funcién de prueba alguna p(x) € C'(D) para la que el minimo local
de (u — ) sea alcanzado en z € T,
3) para una familia 1-paramétrica de funciones de prueba
w(x) = du(z) + (1 — Nuo(x), 0< A <1
el méximo glgg[u.(z) — (x)] = 0 es alcanzado en & € I'. Para cualquier funcién
de prueba p(z) € C'(D) tal que max(u— ) es alcanzado en z € T, el gradiente
tiene la forma d¢/dx = Ap; + (1 — A)p, para algin A € [0,1].
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Corolario 2.1 Para la singularidad del tipo w = min[ug, 1] no es necesario verificar
la primera desigualdad en (2.1.3); para verificar la segunda desigualdad en (2.1.3)
es suficiente sélo hacerlo para el conjunto l-paramétrico de funciones de prueba

w(x) = Aug + (1 — A)up.

Demostracion (del Lema 2.1): Primero se considera el caso cuando T’ es un hiperplano,

T, = 0, mientras que D; se define por x, > 0y Dy por &, < 0. Una extensién de clase C!
de ug(x) de Dy al dominio completo D se puede definir por ejemplo como
Aug(Z, —0
UU(E, -Tn) = UD(E:!O) = “I:TLMB Iy > 09 T = (:EI!IQ """ xu—l)-

O%n
Similarmente, se puede extender u; de D; a D para x, <0,

De la suposicién acerca de la direccidén del vector p; — py sigue que la tiltima componente de
este vector es negativa, o equivalentemente,
du du
:_D > ;_1 )
Or, Oz,

mientras que las otras componentes de p; y p; son iguales en I'. Esto proporciona la repre-

zeT, (2.1.4)

sentacion u = minfug, u1].

Si, por el contrario a lo establecido en 2}. se supone que la funcién ¢ que provee min(u — ¢)

en x,, = ( existe, entonces las siguientes designaldades se satisfacen en x;,, = 0:

auﬂ/ﬁmn < a?/azﬂ < a‘[i.]_ /3{&‘“,

lo cual contradice (2.1.4). Por lo tanto. tal funcién de prueba ¢ no existe.

Para una funcién ¢ que provee el max(u — ) se tiene que Aug/8z, = d¢/dx, = uy/dz,,

x,, = 0, lo cual lleva a la igualdad con cierto 0 < A < 1:

de | Oy Jup B _
8:1:“ = Ah(lh_'n + (1 = A)E A= (‘L[.ﬂ,,n . H,I"J/(EQI" e ‘U.‘[I"). (215)

Las condiciones de necesidad para max(u;(®,0) — ¢(&,0)).7 = 0,1 de una funcion suave de
& = (xy,T2,...,Tn—1) CON respecto a T son
dp  Ouy _ dug

azk—a—n—a. k=‘1,2."',n—1 (2].‘6)

Asf. las relaciones (2.1.6) se cumplen para las otras componentes de dy/dx con cualquier
A € [0,1]. Para A en (2.1.5) se puede escribir la igualdad vectorial:
dy Ouy duy
=gt s Maaiet
da dx By ) dz

Cualquier superficie suave I' en el x-espacio se puede transformar en el plano y,, = 0 en el

(2.1.7)

y-espacio, x.y € R", mediante un cambio de variable invertible y = T'(x).
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Para cualquier funcién u(zx) se tiene que du/dx = A du/dy, con una matriz no degenerada
A = 9T /3= (la matriz jacobiana de la transformacién de coordenadas). Multiplicando (2.1.7)
por la matriz A se obtiene una representacién similar en el sistema de coordenadas original.
El mismo cambio de variables proporciona la extensién de ug(x), u1 (x) en base a la extensién

particular definida anteriormente para el caso del hiperplano z,, = 0.

Nota: Un caso simple en el que las ramas u;(x) pueden tener una extensién C? en D
es cuando, por ejemplo, las caracleristicas del lado D; son transversales a I'. Entonces.
la extensién de u; € C*(D;) puede definirse como la solucién dos veces diferenciable del

problema
F(z,u,p) =0, xeD,

u(z) =wy(z). zel,
la cual, de acuerdo al Teorema 1.1, existe y es definida en D, ya que el vector p* = p;(x")
satisface la condicion del teorema y también se satisface la condicion de transversalidad.

Un mayor desarrollo del Corolario lleva al siguiente enunciado que suministra, en particular,
las condiciones necesarias y suficientes para que la funcién descrita arriba u € C(D) sea una

solucién local de viscosidad para (2.1.1).

Lema 2.2 Para x € I' y toda A € [0, 1] se cumple la siguiente desigualdad:
fQA) = F(z,u,pa(z)) <0, py(x) = Api(2) + (1 — A)po(). (2.1.8)

La funcién f(A) es continua en [0, 1] y tiene las siguientes propiedades que condicionan
la suavidad del hamiltoniano en los puntos correspondientes:
"A) = (Fplz,u,py), P —
f'(N) = (Fp(z,u,py), p1 — Po) (2.1.9)

Nota: Los valores de las derivadas f'(0) v f/(1) son productos escalares de la z-componentes
de Fp del campo caracteristico y el vector p; — po normal a la superficie I'. Esto significa que
el cumplimiento de las condiciones (2.1.8), (2.1.9) depende esensialmente del comportamiento
de las caracteristicas cldsicas en la vecindad de I'. En base a este comportamiento se tiene

una clasificacién de las singularidades simples.

Para el caso cuando el vector p, —py se dirije de Dy a Dy, se hacen las siguientes modificaciones:
la solucién puede representarse como u = max[ug, u1] ¥ s6lo la primera desigualdad en (2.1.3)
debe verificarse para la familia 1-paramétrica de funciones de prueba ¢ = Auy + (1 — A)ug,

para las que las designaldades (2.1.8), (2.1.9) tiene signos opuestos.



40 CaPriTULO 2. EL METODO DE LAS CARACTERISTICAS GENERALIZADO

2.1.2 Definicién y Clasificacién de las Caracteristicas Singulares

Con cualquier singularidad simple I' de una solucién de viscosidad no suave u(x)

estan asociadas dos superficies (n — 1)-dimensionales en el espacio extendido R2"+1:

»(0) = {(m‘u,p} € R2n+1 I u= 'H.Q(:l?), pP= C')U.Q/BCE, T e F}

2.1.10
=W = {(z,u,p) € R | u=w(z), p=0u/0z, © €T} ( )

correspondiendo a cada uno de los lados de I'. En el caso de una solucién suave
v hamiltoniano no suave, Unicamente una superficie integral ¥ estd asociada con T'.
Para superficies més generales I';;, la situacion es mas extensa y compleja, con muchas

posibilidades (se omiten en este trabajo).

Una superficie singular puede tener dos lados singulares, uno o ninguno, y asociado
en cada caso el sistema de caracteristicas singulares correspondiente. La construccién
de una superficie con uno o dos lados singulares requiere de caracteristicas tanto

regulares como singulares.

La propiedad mds importante de las caracteristicas clasicas es que en el caso suave
permiten reducir la solucién de una EDP a la integracién de un SEDO’s. Es necesario
producir caracteristicas regulares de cada punto de la superficie frontera M dada.
Las caracteristicas singulares también guardan esta idea para el caso no suave, pero en
este caso es necesario producir las caracteristicas regulares no sélo de los puntos en la
frontera, sino también de algunos puntos internos del dominio {2, los cuales son puntos
singulares de la solucién que se determina por la integracién de un sistema apropiado
de caracteristicas singulares. Las caracteristicas generalizadas se introducen como
ciertos SEDQ'’s, los cuales se especifican para realizar un anélisis local para especificar
el comportamiento de las caracteristicas regulares en la vecindad de una singularidad.

La clasificacién de una superficie singular se basa esencialmente en el comportamiento
de las caracteristicas regulares en una vecindad de ésta superficie, incluyendo ademas
la direccién de movimiento del punto fase a lo largo de tales curvas caracteristicas.
lo cual establece tres tipos principales de superficies singulares que se describen a

continuacion.



2.1. Soluciones de Viscosidad y Superficies Singulares 41

o SUPERFICIE DE DISPERSION: Se trata basicamente de una superficie singular

que no requiere caracteristicas singulares para su construccion.

Una superficie de dispersidn es una singularidad muy simple a la que se aproxi-
man por ambos lados las caracteristicas regulares con un dngulo diferente de cero
(cierta transversalidad), mientras que F € C3(N;),i =0,1 (ver Figura 2.3).

f(A)
Dy Dy
'.“"\-\. /__."". .
0—1 A

Figura 2.3 Bosquejo de una Superficie de Dispersién

Para el caso cuando el vector p; — pg, x € I se dirije de D, a Dy, la condicién
anterior significa que

(Fp(z,u,pp),P1 — Po) <0;  (Fp(z,u,p1),p1 — Po) > 0. (2.1.11)
Estas desigualdades son consistentes con la condicién necesaria (2.1.9), y asi,
ninguno de los lados de I' es singular. Pero, la verificacion de la desigualdad
f(A) € 0en (2.1.8) para A € [0, 1] es aun necesaria porque puede revelar una
esquina de la superficie de dispersién I'. La funcién f(A) en la Figura 2.3
satisface ésta condicion.
Para la singularidad del tipo u = max[ug, u1] cuando p, —p, se dirije de Dy a Dy,
las desigualdades en (2.1.11) cambian por las opuestas y contradicen lo estable-
cido en (2.1.8), lo cual significa que el PVI no puede tener una superficie singular

de dispersién con una representacién de la solucién de éste tipo.

Para Hamiltonianos suaves por piezas el problema es mds complicado, el cual

no se considera en el presente trabajo.

¢ SUPERFICIE DE INCERTIDUMBRE: Este es el caso cuando en el x-espacio las
caracteristicas se aproximan a I' desde el lado Dy con un angulo diferente de
cero, pero salen de I' por el lado D; de forma tangencial. Geométricamente,
para el caso considerado u = min[ug, #1] cuando el vector p; — py se dirije de
D, a Dy éstas condiciones se pueden expresar como
(Fp(z,u,pg),P1 —Po) < 0; (Fp(z,u.py),p1 —Pp) <0, =&l (2.1.12)

En este caso, u representa para el valor comin en I a ambas ramas u = ug = uj.
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En general, es posible distinguir cuatro tipos de superficies inciertas, depen-
diendo de la representacion que tenga u = min[ug. ¥;] 0 u = max|ug,u;|, para
un Hamiltoniano suave o para uno no suave. La primera y la mas comin de

éstas se muestra a continuacién en la Figura 2.4

fFN
DCI Dy

Figura 2.4 Superficie de Incertidumbre

Las relaciones (2.1.12) deben ser compatibles con las desigualdades (2.1.9).
La desigualdad de la izquierda en (2.1.12) concuerda con la de (2.1.9). Para
relacionar las desigualdades derechas, como se puede ver, se tienen que cumplir
algunas condiciones sobre I' desde el lado D;, implicando que éste lado de T
es singular. Tales condiciones depende de si el Hamiltoniano es suave o no
en la vecindad Nj. Para formular el resultado correspondiente se supone que
ug(x) es una funcién conocida y se introduce la funcién Fy(z. u) = v — ug(x).
El Paréntesis de Jacobi en el lema siguiente es en las variables x.u,p, para

p=p;.

Lema 2.3 Sea F € C?(\;), i = 0,1 y u = min[ug,u;]. Entonces, la igual-
dad que sigue, la condicién de tangencia. y las dos desigualdades —condiciones

necesarias para la solucién de viscosidad— son validas sobre I':

£1(1) = {F1,F} = (Fpla.ul@). ;@) py(@) - po(a)) =0 1

_f”(l):{{FLF}!Fl}zﬂa {{F,Fl},F}ZO, zel.
Demostracién: La funcién f(A) en (2.1.8), junto con el Hamiltoniano, son dos veces
diferenciables. La igualdad en (2.1.13) sigue de comparar las desigualdades derechas
en (2.1.9) y (2.1.12). Si, contrario a la desigualdad izquierda en (2.1.13), se supone
que f”(1) > 0, entonces para un intervalo lo suficientemente pequeio A € (1 — ¢, 1),
sigue la desigualdad f/(\) < 0 (va que f/(1) = 0}, lo que significa que f(A) > 0 (ya que
f(1) =0). Esto contradice la designaldad (2.1.8).
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Respecto a la desigualdad derecha (2.1.13), se puede observar que la suposicién opuesta,
{{F,F,}, F} <0, también lleva a una contradiccién sobre las propiedades de la funcién

uy (). lo cual completa la demostracién.
|

Como el vector p; —pq es un vector normal a I', la tiltima desigualdad en (2.1.13)
significa que las caracteristicas regulares en el x-espacio son tangentes a la
superficie I', 1a cual, por lo tanto, es la envolvente de la familia de caracteristicas

regulares en D;.

De acuerdo a la direccién de movimiento del punto fase a lo largo de las carac-
teristicas bosquejadas en la Figura 2.4, la rama uo(x) puede construirse antes
de uj(x). Es por eso que al considerar la superficie incierta I' se puede usar
up(x) como una funcién conocida. Asi, la igualdad en (2.1.13) es valida para
los puntos de sélo una superficie integral £(1) en (2.1.10), i.e., para el lado D,

el cual, por lo tanto, es un lado singular.

Observacién: Otro tipo de superficies de incertidumbre es el que se relaciona con
Hamiltonianos no suaves, el cual no se considera en el presente trabajo debido a

la propia naturaleza de tales problemas.

¢ SUPERFICIE FocAL: Es el caso cuando las caracteristicas salen de la superficie

singular I' hacia ambos lados Dy y D7 con “cierta” tangencia. Existen seis tipos

de superficies focales.

De nuevo, se considera el caso u = min[ug, u1] cuando el vector p, — p, se dirije
de D; a Dy. En ésta parte se utiliza la notacién p, g junto con las variables
F,u,p para el lado D; y G.v, q para el lado Ty. Entonces, el comportamiento

de las caracteristicas regulares se puede expresar como
(Fp(x,u,p).p—q) <0; (Gq(z,v.q),p—¢q)20. x€Tl (2.1.14)

Como se puede ver de las consideraciones que se establecen mas adelante. ambos

lados de la superficie focal son singulares.
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Geométricamente, existen los siguientes tres tipos de superficies focales:
1) La superficie I' es contactada por las caracteristicas regulares desde ambos
lados (Figura 2.5a))
2) La superficie I" es contactada por las caracteristicas regulares desde uno

de los lados (Figura 2.5b))

3) Las caracteristicas salen de I" con angulos diferentes de cero hacia ambos
lados (Figura 2.5¢))

Las funciones correspondientes f(A) también se describen en las Figuras 2.5.

La otra posible representacién u = max[ug, u1] produce los otros tres tipos

de superficies focales.

J) ey )

a) b) c)

Figura 2.5 Superficies Focales

Ambas desigualdades (2.1.14) tienen signos opuestos con las condiciones nece-
sarias (2.1.9). El andlisis de las superficies de incertidumbre muestra que para
hacer compatibles éstas dos superficies la funcién f(A) debe tener un maximo
local (suave o no suave) en A en el extremo correspondiente del intervalo [0, 1],
mientras que el Hamiltoniano suave es compatible sélo con la tangencia de las

caracteristicas.

El resultado del Lema 2.3 permite resumir las condiciones necesarias requeridas
para cada lado Dy y Dy de T para cada tipo de superficie focal como sigue.

Tipo 1) Las caracteristicas son tangentes desde ambos lados de I'

D1 : (Fpp-q)=0 {{F,F}L,F}20 {{FF}F}20

Do : (Gga-p)=0 {{G5,G}G1}20 {{G,G}},G} >0

Fi(z,u) =u—w(z), Gi(z,v)=v-—w(x); FGeC?
(2.1.15)
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Tipo 2) Las caracteristicas son tangentes desde el lado D; de I' y transversal para

el lado Dy
Dy : (Fp,p-q)=0 {{R,F},F}>0 {{F,FR}.F}>0
By ¢ B =0 (Gé,q—p) >0 (G;g.,q—p> <0
Gt=0, z€Dy G=min[G-,G"]
Fi(z,u)=u—v(z), Gi(z.v)=v—ulz); F,GfeC?
(2.1.16)

Tipo 3) Las caracteristicas son transversales desde ambos lados de T

Dy : F =0, (Fp.p—a)>0 (Fj5.p—q)<0
F+=0, ze€D; F=min[F,F*]

Do : G =0, (Gg.qa-p)>0 <G§,q—p>50
Gt=0;, ®€Dy; G=mh[G Gt

F(z,u)=u-v(z), Gi(z,v)=v—-ulx); Ft G*e(C?
(2.1.17)

Las funciones u(x), v(x) involucradas en las funciones F1, G; en (2.1.16), (2.1.17)
tienen una extensién de clase C? de Dy, P; a D completo si las caracteristicas
son transversales a I" del lado D; al lado Dy. En el caso cuando hay tangencia,
s6lo existe una extensién de clase C!, y las funciones u(z),v(x) no se pueden
involucrar en Fi, G debido a que los corchetes de Jacobi dobles {{F, F1},F} y
{{G,G1},G} incluyen derivadas de segundo orden de u(z) y v(z). Esta es la
razon por la que se utiliza una funcién auxiliar w(x) en (2.1.13), donde el dnico
requerimiesnto para w(z) es que
w(z) =u(z)=v(x), zel; w(x)eC¥D)
p—q=ap-1), g—p=blg-r), ab>0 r=0w/dx

Se muestra que tal funcién w(z) existe siempre que sobre T' y la restricién de
u(z) sobre I' sean dos veces diferenciables. En efecto, en el sistema coordenado

especial en el que I' es el hiperplano ,, = 0 tal funcién w(zx) se representa por
w(x) =u(zy, - ,8p-1,0) + cTpn, ¢= (pn(x* + qn(x*))/2 = const.

Para singularidades de la forma u = max[ug, u1] las desigualdades en (2.1.15)-
(2.1.17) se invierten y los Hamiltonianos deben tener la forma F = max[F™, F~],
G = max|G*,G7].
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2.2 Un Prototipo Particular de EDP1 NL

Para el PVI que vamos a analizar consideraremos la misma EDP1 NL (1.3.9), pero

con diferente condicién inicial, la cual introduce un término no suave

F(z,y,u,p,9) =p+ Va2 + @ -z P+ ¢ =0, (22.1)
u(0,y) = ~lyl + cy, -
donde de nuevo p = du/dz, g = u/dy, pero x > 0y a, b, c constantes reales positivas.
El valor de ¢ se restringe a 0 < ¢ < 1. ya que el caso —1 < ¢ < 0 es reducido al anterior
mediante la transformacién y — —y. La misma transformaciéon muestra que para
¢ = 0 el problema es simétrico respecto al eje z, el cual se analiza primeramente como

punto de partida.

El problema (2.2.1) tiene la forma particular (2.1.2), cuyo dominio (2 es el semi-plano
derecho y la superficie frontera M es el eje y. Asi, el objetivo es construir la solucién
de viscosidad del problema (2.2.1) usando el MC. El Hamiltoniano F € C2, mientras
que el valor inicial tiene no suavidad del tipo u(0,y) = min{y + cy, —y + cy}, la cual

se espera que esté presente también en la solucién generalizada como una singularidad.

El sistema de caracteristicas regulares (1.2.8) y las condiciones iniciales correspon-
dientes (obtenidas de las condiciones de frontera (1.2.20)) para el problema (2.2.1)
toma la forma

b=Fy=1, §=F=oV@ TP -0/ VPTE

U=pFp+qFy p=-Fe=V0+¢, ¢=-F=0,

p=—\/a'3+—k"', g=c-1=ky, z=0, y>0, (2.2.2)

p=—y/a2+k, g=c+l=k., =0, y<0,

u=—lyl+cy, z=0. yel

Como & = 1 se puede considerar a la variable z como el “tiempo” (el parametro de
diferenciacién en (2.2.2)). Como g es constante a lo largo de la solucion de (2.2.2) y y
es lineal en z la integracién de esta ecuacién proporciona las caracteristicas regulares
del problema (2.2.2), una familia 1-paramétrica de pardbolas en el plano zy con eje

vertical de simetria en = z4:

2 b2+ 2
y—C= el q;r = C' =const, z,= T_qz' (2.2.3)
Vai+g: 24/b2+gq \/a +q
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Usando las condiciones iniciales ¢ = k4 vy ¢ = k_ para la parte superior e inferior,

respectivamente, del eje y se obtienen familas de caracteristicas con ejes de simetria en

b2 + k2 b2 + k2
oo + - _ -
o A e A

Las familias superior e inferior de pardbolas definen dos ramas suaves de la solucién,
ut(z,y) y v (z,y). Integrando la ecuacion para u en (2.2.2), la cual es lineal en z,
con los valores iniciales ¢ = ky y ¢ = k_ para los valores positivos y negativos de y

se obtienen las ramas que forman la solucién primaria

u(z,y) = min{u*(z,y),u" (z,9)},
ut(z,y) =kiy+ %xzx/bz + k2 —:c\/az + k1.

(2.2.5)

Las familias superior e inferior de pardbolas se intersectan en algtin subdominio del
plano zy donde estan definidas ambas ramas u*. Igualando las dos ramas se encuentra
que en tal subdominio la pardbola que satisface la condicion de continuidad ut = u~

estd dada por
Io: y=oax-— Bz%/2,

1 1 /
= 2 2 2 L2 — 2L 2 2 _ 2 2
a_g(\/a + k2 \/a +L+), ﬁ_g(\/b +hZ — /b +k+>.

Se obtiene, a partir de (2.2.2) y (2.2.6), que una parabola de la familia de carac-

(2.2.6)

teristicas regulares superiores (respectivamente inferiores) alcanza, de forma critica,

la parsbola de continuidad Ty en el punto (z;", ;") (respectivamente (z; ,y; )), con

1- ﬂz 4
TF = =& #E yE = azf — Blxi)?/2. (2.2.7)

Se obtiene también que las coordenadas de la cima de la pardbola Iy estdn en
et =a/f y"=ad?/28, (2.2.8)
lo cual se ilustra a continuacion en la Figura 2.6

Analizando la ecuacion (2.2.2) se determina que el comportamiento de las caracte-
risticas regulares en la vecindad de la pardbola ['g para el intervalo z € (0,zn),
T, = min{z;, z; }, corresponde a la superficie (linea) de dispersién, que se discutié

en general en la Seccién 2.1.
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Y
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of f [ = % \\:c,+ & b/a z

Figura 2.6 Ejemplo Especifico de Caracteristicas Singulares

Se muestra que una parte de I'y es una superficie de dispersion real. La parte del
dominio > 0 arriba (debajo) de I'g se denota por Dy (o por Dy ). Aqui, la notacién
ut u-, Dg’. D, corresponde a uj,us, Dy, Dy de la Seccién 2.1.

En el caso simétrico, cuando ¢ = 0, la parabola (2.2.6) degenera en una linea recta.
En este caso los cinco nimeros 2%, zy", , tienen el mismo valor denotado por x

en la parte positiva del eje x. La solucion primaria es simplificada a

u(z,y) = min{ut,u"} = —ly| + §2* VB2 + 1 -z Va® +1,

: (2.2.9)
u¥(z,y) = Fy+ 322VPP + 1 -z Va2 + 1.

Figura 2.7 Solucién primaria del tipo u(z,y) = min{u™,u"}
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En lo que sigue, se considera el caso simétrico mucho mds simple, para posteriormente
dar las modificaciones necesarias para el caso ¢ # 0. Tomando en consideracién la
relacién de los otros dos pardmetros involucrados en el problema, es conveniente

distinguir los tres casos siguientes:

lJa<b(l<zy<m <),
) a=b(l=zy=n =z4), (2.2.10)
3)a>b(1>zy>z > 1),

dend [b2 +1 o Vai+1-a b
onde zg=\/ 5——, T1 = ——, T2 = —.
9 a1 vbi+1—b 2T

Lo primero que hay que hacer es identificar la parte de dispersién de I'y verificando

la desigualdad (2.1.8). Los gradientes laterales en D" y D~ tienen las componentes:

pr=p =zVP+1-Va2+1l, ¢-=¢ =-1. >0, y=0.

Introduciendo el nuevo pardmetro # = 2A—1 en lugar de A en (2.1.8) se puede escribir

la desigualdad como:
1-46 1446 1-46

1+0 s +
F(z,o,Tp +——p, ——a"+——a

sV +1-Va2+1+Va2+ 82—z +62<0, |9 <1.

Ahora, ésta relacién se analizard por separado para cada caso.

19

Il

(2.2.11)

|

Casol) a<b

Se puede verificar para este caso que la desigualdad (2.2.11) se cumple para todo 6
y 0 <z < zg. Asi, todos los puntos del segmento [0, zo], una parte de T'g, la cual se
comporta geométricamente como una superficie de dispersion, cumple con la prueba
de viscosidad. Por otro lado, para > g se tiene la desigualdad f’(1) < 0, lo cual
contradice (2.1.8). Esto significa que la superficie de dispersién termina en el punto
(z0,0).

Ambas pardbolas criticas tocan I'y (el eje z) en el punto (z,0), lo cual sugiere
que el punto (zg,0) sirve como origen de una linea focal. Como el Hamiltoniano
es suave, para un problema 2-dimensional se cumplen las condiciones de colinearidad
establecidas en la Seccion 2.1 y las ecuaciones para la superficie (linea) focal tienen
la forma (2.1.16).
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Para este problema en particular la situacién es mas sencilla; para la linea focal se
satisface la ecuacién
y=F,=0 (2.2.12)

De hecho, para cada lado de la linea focal la ecuacién (2.2.1) y la condicién de

tangencia (2.1.15) se pueden escribir como

p+vat+g—z/b2+¢2=0, p=p* g=g¢*

pr=u + 0 - )l Q)xj 0, g=¢* (2.2.13)

I = 2 -—.
CVErE e

Este es un sistema de cuatro ecuaciones con respecto a p*. g%, el cual tiene una solucién

trivial con p™ = p~, ¢* = ¢~ y una solucién no trivial con p* =p~, ¢F = —¢".
Para la segunda solucién, la cual corresponde a la superficie singular, se sigue de
(2.2.13) que F, = 0. Asi, la superficie focal es también una linea recta. una parte
del eje x. También, de la relacién (2.2.13) se determina el valor de ¢ en el punto

z =&, y =0 por ambos lados del eje z

g =Fa/(23 - €2)/(€2-1), zp<E<z9

(2.2.14)
0<lgl<l, z=¢ y=0.

Como el problema tiene simetria respecto al eje z, consideraremos sélo la parte supe-
rior omitiendo el indice “+" (esto es, las cantidades sin subindice se referiran al primer
cuadrante). Sustituyendo ¢ de (2.2.14) en (2.2.3) se obtiene la familia de carac-
teristicas correspondiente a C = +5 /(23 —&2)/(23 — 1), 20 < £ < 22, & > x5 = &,

la cual cubre la parte restante del semi-plano =z > 0. Asi, la linea focal termina en
z = x9. Las tltimas dos caracteristicas que pasan a través del punto (a2,0) de la
familia superior e inferior conciden una y otra y también con el semi-eje z > x5.

La Figura 2.8 ilustra este comportamiento.

El valor de la funcién u en el punto (z,y) se determina integrando la tercera ecuacién

de (2.2.2) a lo largo de las caracteristicas
T
u(z,y) =/ (p+ qFy) dx (2.2.15)
13

Aqui £ = &(z.y) corresponde a la caracteristica que pasa por el punto (z,y); el valor
g(€). el cual es constante a lo largo de una caracteristica regular, debe tomarse de

(2.2.14) y p determinarse de la ecuacion F = 0.

e c——
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Figura 2.8 Caracteristicas Singulares para el Caso Simétrico. a < b

Y

7
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La funcién que resulta es continua en Q y suave dondequiera en (0 excepto en el
segmento [0,72). A lo largo de este segmento satisface las condicién necesaria de
una solucién de viscosidad y satisface la ecuacién (2.2.2) en el resto del dominio
considerado. Esto significa que la funcién construida es la tinica solucion de viscosidad
para el PVI formulado en (2.2.2). Asi, existen dos curvas singulares para este caso:
un segmento focal y uno de dispersion. Noétese que ain cuando la solucién es suave
para © > xa, y = 0, se puede mostrar que las segundas derivadas tienen diferentes
limites desde el lado de arriba y de abajo, lo cual hace que el semi-eje también sea

una superficie singular.

Caso 2) a=1b

En este caso el punto z2 coincide con zg, esto es, o = zg = 1, el segmento focal
se disipa y se forma un canal en forma de embudo de una familia 1-paramétrica de

caracteristicas (con parametro g), iniciando en el punto (xg,0):

glz—1)?

L) = s
Y=y e

El segmento (g, 0) es de nuevo una linea de dispersion (ver Figura 2.9).

lg| < 1. (2.2.16)
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La integral (2.2.15) se puede calcular a lo largo de las caracteristicas dadas por (2.2.16)
con a = by & =1 generando la asi llamada solucion secundaria definida en el dominio
a la izquierda de la parabola critica (con |g| =1 en (2.2.16)). La solucién secundaria

se denota por

(2.9) = ulmp) =~ oy S g2

vz, y) =ulL,y) = — — 2,

(z - 1)? 2Va? +1 4 (2.2.17)
‘lr_

<—-—2 " z2>1.

|y|—2\/a2+1

Las funciones (2.2.9) y (2.2.17) representan la tinica solucion de viscosidad para este
caso. Es una funcién suave en todas partes excepto en el segmento [0, zg]. Las lineas

extremas del embudo son también superficies singulares.

Y
curva
\_/ -
\/ canal
\ integral
: 3 "

\\<

7N

Figura 2.9 Caracteristicas Singulares para el Caso Simétrico, a = b

De hecho, calculando las segundas derivadas de las funciones (2.2.9) y (2.2.17) sobre
las parabolas que limitan al embudo se tiene que

Uyy =0, vy = —2(a? + 1)*2/a*(x - 1)? £ 0.

En el tercer caso esta singularidad provoca la aparicién de curvas difusas o inciertas.
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De la construccién usando (2.2.16) y directamente de la férmula (2.2.17) el gradiente
de la rama v(z,y) no tiene extensién continua hasta el punto (1,0). El valor limite
de la componente ¢ del gradiente a lo largo de diferentes curvas de la familia (2.2.16)

es diferente.

Cas0 3) a>b

En este caso no todos los puntos del segmento [0, zp], ¥ = 0 pasan la prueba (2.2.11)
para ser incluidos en la supeficie de dispersién. Para a > b la funcién f(#) en (2.2.11)

puede tener un méaximo interno como se muestra en la Figura 2.10

iy

Figura 2.10 Caracteristicas Singulares para el Caso Simétrico, a > b

La ecuacion f'(#) = 0 para la funcién en (2.2.11) no tiene mds de tres raices y
tnicamente una de las raices, f# = 0 corresponde al maximo interno. Asi. la condicién
(2.2.11) es equivalente a la desigualdad f(0) < 0, la cual se cumple nicamente para
z € [0,z1] y f(0) > 0 si z > x;, donde el valor de x; se determina resolviendo la

siguiente ecuacién obtenida de (2.2.11):

O =z(vt®+1-b)—vVa:+1+a=0. (2.2.18)
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Esto implica que el segmento (z;,xg), a pesar del comportamiento geométrico dis-
perso de las caracteristicas, no es una parte de la superficie de dispersién y tiene
que excluirse de tal consideracion. Asi, la superficie de dispersién termina en z = x;,
como se muestra en la Figura 2.10. Las caracteristicas regulares se aproximan a I' con
angulos diferentes de cero, con lo cual no se cumplen los requerimientos geométricos

para una superficie focal.

Para identificar la superficie solucidn, la cual debe seguir la singularidad de dispersion,
consideremos el punto #* € [-1,1] del méximo interno de f(0) en el cual la funcién }

misma también se anula:

f'(6*) =0, f({#*) = 0. (2.2.19) i
Consideremos también el vector correspondiente (ver (2.2.11)):

= L=

1+ 6* i
* = = 2
7P 4 5 Ao (2.2.20)

2

1— 6 . 146

P P
Usando (2.1.8) se muestra que los vectores (p*,g"). (p*,¢*) satisfacen la igualdad
de la condicién (2.2.12), como los vectores py vy p;)) para la superficie incierta
(Figura 2.4). El otro par de vectores (p~,¢~), (p*,q*) posee la misma propiedad.
Esto implica que en el punto x = x; se originan dos lineas difusas I‘f, Iy, i.e., 88

forma una bifurcacién.

De acuerdo a lo anterior, el semi-plano 2 estd constituide por 2 = Dy + D1, donde
Dy = Da' + Dy es el dominio primario localizado a la izquierda de las curvas difusas
'y = 1"?' +IT vy D1 = Dfr + D7 es el dominio a la derecha de éstas (ver Figura 2.10).
En Dq la solucién de (2.2.1) es dada por (2.2.9). Para la solucién en el dominio Dy
se utiliza la notacién v(z,y). Para el Hamiltoniano suave en (2.2.1) las ecuaciones de
las caracteristicas singulares (2.2.15) con F; = u — vt para la rama superior F'I" y

con Fy = u —u~ para la rama inferior I'; tienen la forma

VB + K2 — (B + kq) /B + ¢

y=F, ¢= T 21
J (g—k)Fgq

(2.2.21)

y(@1) =0, glz1)=¢"=0 (¢=20v/dy, k=ks=F1)
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La ecuacién & = F, = 1 se omite aqui, asf como la ecuacién para p, ya que una vez
que se integra (2.2.21) se determinan de la igualdad F' = 0. El valor de ¢* se toma de
(2.2.20), el cual se anula ya que 6* =0y ¢* = —¢~. Usando el mismo ¢* para ambas

ramas implica que la funcién v(z,y) tiene gradiente continuo hasta el punto (z,0).

Debido a la baja dimensién del problema se tiene una simplificacién del sistema
(2.2.15) en (2.2.21). El andlisis muestra que las ecuaciones (2.2.21) determinan dos
curvas suaves, para los valores k = k4, tangentes al eje z en x = 21 y ¢ — k cuando
T — +o0. Para obtener la solucién secundaria v(z,y) en el dominio D; el sistema
de caracteristicas regulares (2.2.2) deben ser integradas desde los puntos de la curva
incierta I'; con los valores de p y g obtenidos sobre ésta en su construccion. Hay una
caracteristica regular con ¢ = ¢* tocando ambas ramas I' y '] (ver Figura 2.10, la
cual para el caso simétrico ¢ = 0 coincide con el semi-eje x > x1). Aunque la funcién
v(z,y) es suave sobre ésta, se muestra que las segundas derivadas no son continuas

sobre ésta, lo cual hace que este semi-eje sea una linea singular.

La solucién de viscosidad resultante de (2.2.1) es una funcién suave en todas partes
excepto en el segmento de dispersion y en las curvas inciertas, donde ésta satisface

las condiciones de viscosidad establecidas en la Secciéon 2.1.

Modificaciones para el Caso No Simétrico

Para ¢ > 0 la linea de dispersién I' es una parte de la pardbola (2.2.6). Usando
en (2.2.11) las derivadas de la funcién (2.2.5) y las coordenadas (z,ax — 322/2) de
un punto de la pardbola (2.2.6) como los primeros dos argumentos de F' se obtiene
la condicién (2.2.11) con la funcién modificada

f0)=—ai+ iz + (@ —B82)8 +Vat + (0 —¢)2— a2+ (6-¢)2<0, [6<1

a1=%(\/a2+k2_+\/a2+k3_), 5,:%(\/b2+k3+\/b2+k3,),

donde a, 3 estdn defnidas en (2.2.6).

(2.2.22)

Ll Caso a < b. En este caso los puntos (2.2.4), (2.2.7) ¥ (2.2.8) estan ordenados como

sigue (ver Figura 2.6):

{20 Sl e 4 B R B
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La condicién (2.2.22) se satisface para = € 0,7, | y no se cumple para = > z;;
aqui z; definida en (2.2.7) es el punto de contacto de la pardbola critica inferior
a I'g. Las condiciones en la vecindad de x; muestran que la linea de dispersién
debe ser seguida por una linea incierta para ser construida numeéricamente in-
tegrando (2.2.21) con k = k4 y la condicién inicial
y(z7) = yr » aley) = k-.
La linea incierta termina cuando la pardbola primaria superior también toca
la linea incierta en algiin punto (zy,ys) preparando las condiciones para el
surgimiento de una linea focal. Las condiciones (2.2.13) deben de cumplirse en
(7f,ys), produciendo
+ +_

rf=xg, ¢ =-¢ =k,

donde z7 estd definida en (2.2.4).

El analisis de la linea focal, la cual termina en x = b/a, es similar al caso
simétrico. Asi, la perturbacion del problema simétrico tomando ¢ diferente de
cero, origina una superficie de dispersion curvilinea (parabdlica) e introduce
un segmento de linea incierta entre las lineas de dispersién y focal, la ultima

permaneciendo como un segmento de linea recta (ver Figura 2.6).

a = b. Este es el caso limite para el caso previo cuando tanto la supeficie incierta
como la focal degeneran en un punto

t=zp=sf=af=z.=1, y=p =0/

el cual estd en la cima (2.2.8) de la pardbola I'y. Existe un embudo completo
1-paramétrico de caracteristicas dado por la generalizacién de (2.2.16)
a gq(z-1)?
va) =5 - L
2 2/ a+ q2

La solucién secundaria correspondiente (2.2.17) tiene la forma

v(z,y) = -i— (k+1!a2 + k2 —k_y/a? —H:?'_) + %\/{:r— 1)4 - (2y — a)

(2.2.24)

Asi, comparando con el caso simétrico, la figura es la misma, sélo la linea de

ke <q<k_. (2.2.23)

dispersion es ahora una parabola en vez de una linea recta (ver Figura 2.6).
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El Caso a > b. Los puntos (2.2.4), (2.2.7) y (2.2.8) estdn ordenados como sigue:
5 € 5 wnosEg v <l

Para ¢ lo suficientemente pequeno, 0 < ¢ < ¢*, la figura es similar a la corres-
pondiente para ¢ = 0 con la linea parabdlica de dispersion en vez de la linea
recta (ver Figura 2.10). El punto (z.,y.) donde la linea de dispersién termina
es determinada por las condiciones (2.2.19) resultando que la ecuacién f(#) = 0
tiene una raiz doble en algiin punto interior § € [—-1. 1]. Ambas lineas inciertas

se construyen integrando (2.2.21) con las condiciones iniciales
y(ze) = aze — fr3/2,  q(ze) = ¢*,
donde ¢* tiene la forma (2.2.20).

Para c relativamente grande, ¢* < ¢ < 1, todos los puntos geométricamente
dispersos correspondientes a = € [0, z;7] pasan la prueba (2.2.22) y las relaciones
(2.2.19) se cumple para §* = 1. Asi, el valor critico ¢* puede ser determinado
como el valor mas pequeno para el que la doble raiz de f(f) = 0 estd en § = 1.
En este caso no hay bifurcacién y, tal como lo indican las condiciones en el
extremo de la superficie de dispersién, unicamente existe una linea inferior de

incertidumbre I'7 .

CONCLUSION: Las superficies (lineas) singulares para este problema son del tipo
u = min{ug, u; } heredadas de las condiciones iniciales. Para los Casos 1) y 2) se tiene
cierta suavidad para las soluciones cuando la linea de salto del gradiente termina en
z = b/a. En el Caso 3) esta clase de singularidad tiende a infinito a lo largo de una

o dos lineas inciertas.

La presencia de las lineas singulares cambian la situacién cuando tnicamente un
punto de la frontera es responsable del valor de la solucién en algin punto interior
fijo del dominio ). Por ejemplo, la informacién de la solucién en algunos puntos del
plano 2y es llevada desde los puntos de la linea focal, Caso 1). El origen de la linea
focal estd en el extremo derecho de la linea de dispersidn, la cual es determinada
por las caracteristicas que inician en los puntos |y| < y. de la frontera, donde +y,.

corresponde a las pardbolas criticas.
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Si se perturba la condicién de frontera de la forma u(0.y) = —|y| + cy + w(y),
donde w(y) es alguna funcién suave lo suficientemente pequetia que se anula fuera del
intervalo |y| < y., entonces la terminacién de la superficie de dispersién es también
perturbada. Esto causa la perturbacién de la linea focal y por ende la perturbacién de
la solucidn en los puntos donde la solucién es generada desde la linea focal. Asi, para
tales puntos el dominio de influencia es el segmento completo (—ye, y.) en vez de un
s6lo punto de la frontera. Tal caracteristica se sabe que es inherente a los problemas

de valor en la frontera de segundo orden.

PRI T
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2.3 Algunas EDP1 NL’s Importantes

Las EDP1 NL’s surgen sistemdticamente en problemas de optimizacién dindmica:
Célculo de Variaciones, Control Optimo y Juegos Diferenciales, y aunque de forma
no tan localizada también en otras dreas de la ciencia, la ingenierfa y la tecnologia.
En Célculo de Variaciones la ecuacion que se obtiene al optimizar una funcional
determinada se conoce como Ecuacién de Hamilton-Jacobi (Ec.H-J), mientras
que en Control Optimo se tiene la Ecuacién de Bellman y en la Teoria de Juegos

se trabaja con la Ecuacidn de Isaacs. Esto es,

> EcUACION DE HAMILTON-JACOBI:

a8 a8
ol (t. x, é—é) =0. (2.3.1)
> ECUACION DE BELLMAN:
a5 ! a5
oy + min ((E’ f(t, =, u)> + L(t, .'.c,u)) = (. (2.3.2)

donde f es el campo vectorial de un sistema dinamico y L es el Lagrangiano de

una funcional de costo dada.

> EcUACION DE ISAAGCS:

98 | as
B -+ ?e&ﬁc inég ((a,f(r,w,_u,vo -+ L(t,m‘u,tJ) = 0. (2.3.3)

donde f es el campo vectorial de un sistema dindmico y L es el Lagrangiano
de una funcional de costo dada, correspondiente a un juego diferencial de suma

cero entre dos jugadores (antagonistas).

Nota: De éstas tres, la mas conocida y simple de abordar es la Ecuacion de Hamilton-Jacobi.
Sin embargo, no se incluye la deduccién ni el analisis de ninguna de éstas porque se sale del

objetivo de este trabajo de tesis.
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Capitulo 3

Aplicacion. Analisis de un Problema

Variacional Multidimensional

En esta parte se considera el caso para el que las caracteristicas singulares deter-
minan la superficie singular de la solucién no suave de la Ecuacidn Euler-Lagrange,
una ecuacion diferencial parcial de segundo orden no lineal asociada a un problema
variacional multi-dimensional. El interés particular por el cual se analiza este caso
es porque en Cilculo de Variaciones cuando se considera el problema de optimizar
una funcional que depende de una funcién de varias variables casi siempre el problema
no se puede resolver completamente debido a que es necesario determinar la solucién
de una ecuacién diferencial parcial de segundo orden no lineal, bajo condiciones de
suavidad no suficientes, no disponiendo en tal punto de la herramienta matemdtica
adecuada para hacerlo. En especifico, en este trabajo se aborda un ejemplo simple
para el que es posible aplicar de forma analitica el MCS, como base de estudio para

el analisis de otros problemas mds generales.

3.1 Soluciones No Suaves para un Problema Multi-dimensional

del Calculo de Variaciones

El Problema Fundamental del Calculo de Variaciones se refierc a la optimizacién de
la funcional

Ju(x)] = ];1 F(z,u(x),p(x)) de « Opt{u(x)}, (3.1.1)
donde p(x) = du/dx es el gradiente de la funcion desconocida u(z), = € 2 C R",
sujeta a condiciones de frontera especificas: B[u(x)]pcsq = 0 (condiciones de frontera
definidas por piezas: diferentes en las distintas partes que conforman la frontera 9(),

elegidas de un conjunto admisible

A= {(u*(z), Q) | v € CP*(Q), Q* dominio correspondiente de u*}. (3.1.2)

61
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Nota: La funcion u”(x) se define en su propio dominio 2%, la cual es dos veces diferenciable
por piezas en el interior de éste, lo cual se denota por CP*(Q2*). La notacién « Opt{u(z)}
significa determinar una funcién apropiada u(x) tal que J[u(z)] alcance su valor éptimo
(méximo o minimo). El Lagrangiano F' se asume que es lo suficientemente suave (esto es,

tiene al menos derivadas parciales continuas de tercer orden).

De acuerdo al andlisis del Cdlculo de Variaciones (por ejemplo, [12]), una solucién
dos veces diferenciable de (3.1.1) satisface la ecuacién diferencial parcial de segundo

orden
Fy —div Fp =0, (3.1.3)
la cual se llama Ecuacion de Euler-Lagrange (o simplemente Ecuacién de Euler),
= P,
donde divFp = Z FB_‘ En la Subseccién 3.1.1 se obtiene formalmente (3.1.3),
T

i=1
asi como las demas condiciones que deben satisfacerse.
Observacién: En general, el problema variacional (3.1.1) puede ser resuelto por una funcién
no suave en A. Sin embargo, para tal funcién la Ecuaciéon de Euler (3.1.3) se satisface
linicamente para los puntos de suavidad. En general, sin condiciones adicionales impuestas o

naturales sobre las superficies de no suavidad (superficies singulares) la solucién no es iinica.

Para extender el conjunto de posibles soluciones de la ecuacién (3.1.3) a la clase A
se define una solucion generalizade de la ecuacién (3.1.3) como una funcién de clase
CP2%(Q) que satisfaga la condicién

3[u(x); du(x)] =0 (3.1.4)

para funciones admisibles du(x), donde éJ es la primera variacidn (derivada) de la
funcional (3.1.1) correspondiente a la variacion du(zx) de la funcion de referencia u(x).
Asi, una solucién generalizada debera satisfacer la ecuacién (3.1.3) en los puntos de
su dominio de suavidad y en los puntos de no suavidad debera satisfacer ciertas condi-
ciones que se desprenden de la relacién (3.1.4). En esta etapa, atin no se considera
el asunto de la unicidad de una solucién de este tipo; la existencia se establece a
partir del propio método de construccién utilizado. Por lo tanto, para la ecuacién
diferencial parcial de segundo orden del tipo (3.1.3) es posible obtener una solucién
generalizada usando principios variacionales. Para ecuaciones de otro tipo es nece-
sario introducir una base matematica (o principio fisico) apropiada(o) para obtener

una solucion generalizada.
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3.1.1 Primera Variacion y Condiciones Necesarias para la Existencia de

Superficies Singulares

El conjunto A en (3.1.2), dominio de definicién de la funcional J[u(-)] dada en (3.1.1),
no es un espacio lineal debido a que €2 no es fijo. Asi que para obtener la primera
variacion es necesario una técnica mas sofisticada que el caso simple unidimensional
(referirse por ejemplo a [8] o [12]). Sin embargo, en cierto sentido el proceso es similar,

el cual se establece a continuacién.

Considerar una familia 1-paramétrica de funciones admisibles (u(x, ), 2¢), una curva
en la variedad A y suponer que existe una transformacién invertible entre los espacios
n-dimensionales Rz y Ry tal que

®:R; » R}, y=®(z,z), 2(z.0)=z

¥:Ry - Ry, z=¥(ye), Yy 0=y (3.1.5)
B(T(y,e).e)=vy, T(B(z.c)e)==, [e|<e

donde ® = (9y,...,9,), ¥ = (¥y,...,T,) son funciones vectoriales suaves.

Ahora, introducir una funcién vectorial ¢(x) = (¢1,...,¢,) y un dominio Q¢ C R}

de la siguiente forma

(3.1.6)
F={yechy|y=2(x¢), z e 00}

La primera igualdad de la primera relacién en (3.1.6) es la propia definicién de ¢(z),
mientras que la segunda se obtiene diferenciando la identidad ®(¥(y,e),e) = y con
respecto a € utilizando una consecuencia simple de las relaciones (3.1.5): ®x(z,0) =1,

donde I es la matriz identidad.

En lo que sigue, se fijan dos elementos de A : (u(x),Q), (h(x),) con funciones

suaves u(zx), h(z) y 2 = 27, y se define la familia 1-paramétrica
(w(y,€), ) : w(y,e) =u(¥(y,e)) +eh(¥(y.e)), yEeEQ, (3.1.7)

con Q¢ dado en (3.1.6). Para ¢ = 0 se tiene que 2 = Q0 = Q y w(z,0) = u(x),
va que y = x. De aqui en adelante la funciéon w(z,0) se denotara con ug(x), asi que

el elemento referencia serd (ug(z), 2°).
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La familia (3.1.7) consiste de infinitas curvas que pasan por el punto (ug(zx),2°).
Se puede construir una de tales curvas que conecte (ug(z), 2°) con (v(x), Q”). Para
hacerlo, se tiene que establecer una transformacién (3.1.5) tal que 2°! = {2 para
algin £; > 0 y definir
1
h(z) = — [v(®(z, 1)) — u(=)].

£

Entonces, la familia (3.1.7) para € = £; proporciona (v(x), 2").

En la funcién de referencia (ug(x),2°) la primera variacién de la funcional (3.1.1),

correspondiente a la variacion du(z), se define como -

dJ(e)

8J[u(z); du(x)) & 7

e=0

J(E):/Qe F(y,w(y,s),%—éz;sl) dy.

Observacién: La diferenciacién de una integral miiltiple con respecto a un parametro,

(3.1.8)

cuando el dominio de integracién también depende de éste (como en el caso de §17), no es tan
sencillo como en el caso escalar (en el que se utiliza la [6rmula de diferenciacion de Euler).

Lo que procede es cambiar el dominio a un dominio estandar, digamos Q°.

El cambio de variable en la integral miiltiple (3.1.8) de y a & usando las férmulas de

la transformacién (3.1.5) implica:

E)E_(M) s dz, (3.1.9)

50 = [ F (2@ w0 2EEDD) 2

donde |0®/dz| es el jacobiano de la transformacién (3.1.5), esto es, el determinante
de la matriz 9@ /dz. Como el dominio 2° no depende de ¢, para calcular la primera

variacion sélo se tiene que diferenciar el integrando en (3.1.9), obteniendo

d aP
é(d%)

d

b ]
e=0

— Fdive + %F

e=0

= Fgé(z) + Fy ?%_ ¢($)> 4 Bw(ﬂ-“ﬂ)) (3.1.10)

e=0
*w(z,0) 9*w(zx,0
(S o)+ (F 520 ).
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al utilizar las dos primeras igualdades de las siguientes propiedades de la transfor-

macién (3.1.5) para £ = 0:

dx ds ox (3 1 11)
J¥(zx,0) st EB‘I’(:B,O) e _6¢(m) o
oy e oy Oz

donde I es la matriz identidad. Para £ = 0 también se verifican las propiedades

siguientes:

: R ow(z,0) 0*w(z,0)
le(F¢) = Fd1V¢+Fx¢+FH <6—y,¢> + <T¢)Fp> ¥

. [ Ow(x,0) B 8% w(z,0) dw(z,0) .
div (TFP) = <W,Fp 4+ le\-’Fp.

(3.1.12)

Las relaciones (3.1.12) simplifican la expresién (3.1.10) a

d ad B ) ow(x,0) . [ Ow(z,0)
E(F|a—m‘) £=0— (Rl— leFp)T+le (TFP-'-Fd) L
B ow(z,0)
(con F=F (:L‘,’LU(:L‘,O), __ay )) 5

la cual finalmente proporciona la primera variacién (3.1.8)

5= fm [(Fu - aiv ) 2420 gy (%‘Z‘—mpﬁm(m))] de. (3.1.14)
Esta forma para la primera variacién expresada en términos de la derivada dw(x,0)/d=
no permite identificar las funciones y los parametros. pudiéndose elegir arbitraria-
mente y considerarse como la variacion éu de la funcién de referencia u(x). La familia
w(x, g) se especifica para cada tipo de problema; para el problema con frontera fija
se toma w(x,e) = u(x) + ch(x) y se tiene que dw/d= = h(z), donde h(x) es una
funcién suave arbitraria que se anula en d€2. Para el problema con frontera movil se

introduce la familia (3.1.7), para la cual usando (3.1.5) y (3.1.11) se tiene

ng? 0 _ h(z) = h(zx) - <3z;(:),¢(m)> ‘ (3.1.15)

donde h(zx) generalmente no se anula sobre 0€1 y debe ser consistente con las condi-

ciones de frontera Bu(z)| 5o = 0 dadas para el problema (3.1.1).
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En este caso la primera variacion (3.1.14) es una funcional lineal de dos funciones,
la funcion escalar h(z) y la funcién vectorial n dimensional ¢(x), la cual representa

la variacion de la solucién referencia:
du(x) = (h(z), d(x)) = (h(z), ¢1(x), d2(T), ..., &n(x))- (3.1.16)
Nota: El problema escalar queda incluido en la férmula (3.1.14).

Como se mencioné anteriormente acerca de que los valores de h(x) sobre la frontera
() deben ser consistentes con las condiciones de frontera especificadas, su justificacién
por ejemplo para el caso u(x) = v(x), z € 99, en términos de la familia (3.1.7)
se tiene

w(y,¢) = u(¥(y,2)) +ch(¥(y,c)) = v(y), ye o
o después de aplicar la trasformacion a la variable x:

u(x) + ch(x) = v(®(x.€)), =z € .

Diferenciando ésta ultima identidad con respecto a & se obtiene

h(z) = agf)¢(m), x € 8900,

El valor correspondiente sobre la frontera de la funcién h(z) definida en (3.1.15) es
ow(z,0) dv(x) Ou(x)

T I it oY VO il e 0
= _h(:r:}—< == = ¢> x € 90°. (3.1.17)

Asi, en la frontera la expresién (3.1.7) contiene tnicamente una funcién vectorial
arbitraria ¢(x).

Sea entonces el par (u(z),) la solucién del problema (3.1.1) y considerar primero
el caso cuando la funcién u(z) € C?(Q). Usando el Teorema de Gauss, la primera

variacién (3.1.14) se transforma en
51 = / [(Fy - div Fp)h(z) + div (R(z)Fp + F(z))] dz
0

- _ (3.1.18)
= / (Fy — div Fp)h(zx) dz +/ (h(z)Fp + F¢(z). n(x)) do
Q a0

donde n(x) es la normal externa a la frontera en el punto € J{1, normal al elemento
de superficie do. Esta férmula muestra que para la primera variacion de la funcional
solo los valores de ¢(x) sobre la frontera 952 son de hecho importantes, aun cuando

la funcién ¢(x) esta también involucrada en la expresién para h(z) en (3.1.15).
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Considerando las variaciones correspondientes a la frontera fija y valor fijo de u(x)
sobre ésta, i.e., la funcién ¢(x) en (3.1.16) es idénticamente cero y h(x) se anula
en 01, se tiene para este tipo de variaciones que la segunda integral en (3.1.18) se anula
y la primera, de acuerdo a (3.1.4), debe también anularse para cualquier h(x) = h(z)
(ver (3.1.15)). A partir del Lema Fundamental del Cdlculo de Variaciones se obtiene
la ecuacién de Euler (3.1.3). El andlisis de la segunda integral en (3.1.18) sujeta a

otras variaciones admisibles produce las condiciones de transversalidad apropiadas.

Ahora, se supone que la solucién (u(z),2) del problema (3.1.1) es tal que la funcién
u(zx) tiene un salto del gradiente en alguna superficie suave I' € 2. la cual divide al
dominio © en dos subdominios abiertos denotados por 2, Q% : Q@ =0~ + T + Ot

como se muestra a continuacion en la Figura 3.1:

r'g

Figura 3.1

Las restricciones de la solucion a los dominios 27, Q" se denotan como u™ (z), u" (x)

y sus gradientes como

NG

du™(x)
g i

+
T re. (3.1.19)

xzel; qg=
Se supone ademds que éstas funciones son dos veces diferenciables, u~(zx) € C*(Q27),
ut(x) € C3(QF) y que los vectores p(x), g(x) tienen extensiones continuas de los
dominios 27, Q% a la superficie I'. Bajo estas suposiciones, siguiendo las considera-
ciones del Capitulo 2, las funciones tienen extensiones localmente suaves al espacio
completo (). Para evitar la introduccion de nuevas notaciones locales, se supone que

el propio dominio ) es suficientemente pequeno.
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Para derivar las condiciones de optimalidad necesarias para la superficie I, se repre-

senta la funcional (3.1.1) como una suma de dos funcionales:

= F :c,u,g‘li dx
oz

0
=[ F(m,u,a—u) d:{:—l—/ F(:I:,u‘@-{)d:c=.]_+.]+.
- ox O+ oz

Usando variaciones apropiadas de las ramas suaves de u(z) se muestra que la Ecuacién

(3.1.20)

de Euler (3.1.3) se satisface en cada dominio 0=, QF. Considerando la variacién de
la funcional (3.1.20)
6 =6J +4JF (3.1.21)

correspondiente a la variacién de la solucién (u(x), £2) con frontera fija y condiciones
de frontera sobre ésta, pero con I' mévil. En términos de las funcionales J—,J*

se tienen las variaciones
bu”(z) = (b~ (x),0(x)), dut(x)=(h*(x), o(x)) (3.1.22)

en las que las funciones h™ y ¢ se anulan sobre 92 pero no sobre I'. Usando para las
funcionales J=,J* la férmula (3.1.18), en la que la primera de las integrales se anula
debido a la Ecuacion de Euler, se puede escribir la igualdad (3.1.21) sujeta a las

variaciones (3.1.22) como

81 =61" 4481t = /I:(E‘(a:)Fp(m'u.p) + F(zx,u,p)o(z), n(z)) do

- [ (B*@Fa(@,u.) + Fle,u.000(@), n(a)) do

(F-@)=h~ - (p.#)", K*(@)=h*— (g, 8)").

(3.1.23)
Como se ilustra en la Figura 3.1, n(z), z € I' es un vector normal a I' exterior
para el dominio 07, y por consiguiente, el vector normal exterior para Q% es —n(z).
Los primeros dos argumentos de la funcién F' y sus derivadas son los mismos sobre
los lados 2~ y QF de I', ya que u(z) es continua en I, u=(z) = u™(x). El tercer
argumento puede ser p o q; la notacién Fp o Fg significa que la diferenciacion es con
respecto a p o q, respectivamente. La continuidad de la solucién implica también

la siguiente restriccién para la variacién (3.1.22)

h~(z) = ht(z) = h(z), zel. (3.1.24)
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Como una condicion necesaria de optimalidad para I, la variacion (3.1.23) debe anu-
larse para h(x) v ¢(x) arbitrarias definidas sobre I'' Combinando las dos integrales
en (3.1.23) se tiene

5] = ﬁ[h‘(Fp,n> - h* (Fg.n) (3.1.25)
i ((F(g_:‘ u,p) — F(z,u.q))n— (Fp.n)p+ (Fg,n)q, ¢’>] do.

Aplicando ahora la condicién (3.1.24) y el Lema Fundamental del Calculo de Varia-
ciones se tiene que el multiplicador escalar en h(x) y el multiplicador vectorial en
¢(x) en (3.1.25) deben anularse en I':

(Fp - Fg,n) =0

(F(ﬂ:, u. ,"J) = F(:I?, U, q)) n— (Fp‘ n)p L (‘qu1 n>q —0. (3126)

Nétese que el vector p — g, como una normal a I' (debido a la continuidad de u(z)),

es colineal con n. Es decir, la igualdad es valida para algin escalar A tal que

n(z) = A(p(z) — gq(z)), =€l (3.1.27)

Esta representacion lleva a la siguiente igualdad:
(Fg,n)(p—q) = (Fg,p— q)n,
la cual junto con la primera igualdad en (3.1.26) permite reescribir la segunda condicién

en (3.1.26) como
[F{:I:, u, p) o F(:Ba u, Q) = (Fq (p— Q)>] n.

Como la normal n es distinta de cero, el multiplicador escalar en el vector n debe ser
cero. Combinando esto con la primera condicién en (3.1.26) simplificada por (3.1.27)
implica finalmente que las siguientes dos igualdades escalares se cumplen en I':
F(mau'p) - F($1U1Q) - (FQs(p - Q)) =0
(Fp—Fq.(p—q))=0.

Estas igualdades son generalizaciones de las conocidas condiciones de esquina de

(3.1.28)

Erdmann-Weiestrass del problema variacional escalar. Notese que a partir de la

segunda condicion en (3.1.28) se tiene que
(Fp.p—q) = (Fq.p—q)

y por lo tanto el 1iltimo término de la primera condicion en (3.1.28) tiene dos formas

equivalentes.
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La férmula (3.1.25) también permite obtener la condicidn necesaria para algunos
otros problemas. Considerar que la solucién del problema w(z) tiene un salto en la
superficie ' : u™ (x) # u™ (x) para « € I'. Entonces las variaciones h~(z), h* (x) son
diferentes sobre I', no se cumplen las condiciones (3.1.24) y se tienen tres funciones
arbitrarias en (3.1.26): h~(x),h*(z) y ¢(z). De forma similar al caso previo, se

obtienen las siguientes tres condiciones necesarias para la superficie I':
F(z,u™,p) - F(z,ut,q) =0, (Fp,n(z))=0, (Fg.n(z))=0. (3.1.29)

En este caso el vector normal n(x) no puede expresarse en términos de p y g como

en (3.1.27) debido a la discontinuidad de u(z).

Por otra parte, considerando el problema cuya solucién es dos veces diferenciable,
pero una parte de la frontera d{ es libre. la cual también se denota por I', se tiene de
acuerdo con (3.1.23) que 8J = 4J~, el conjunto QT es vacio y [ es una parte de 99.
La eleccién arbitraria de las variaciones h(x), ¢(x) lleva de la condicién de necesidad

(3.1.4) a las siguientes dos igualdades validas en I':

F(z,u,p) =0, (Fp,n(x))=0. (3.1.30)

Si el valor de u(x) no es libre y es igual a una funcion dada v(zx) sobre I'. entonces
usando (3.1.7) se obtiene la siguiente condicién necesaria sobre I', la cual junto con

el valor requerido en la frontera, tiene la expresion

Flasapls <Fp, g—; e p> =0 ula)—ule)=0 (3.1.31)
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3.2 Construccién de la Superficie Singular

En esta parte se aplica el MCS en el proceso de construccion de la superficie I' sobre
la cual la solucién del problema (3.1.1) no es suave. Sobre tal suferficie I' estan

asociadas dos superficies integrales (n — 1)-dimensionales de la 1-forma a = du — pdx:

0~ (x)

Y =< (2, u,p) E R |u=u"(z),p= , ®ET},
6?;‘;) (3.2.1)
Y=< ilzup)e B | y=gytla)p= 5 el

La técnica desarrollada en el Capitulo 2 muestra que es posible construir una de tales
superficies ¥ siempre que se tenga una variedad apropiada de codimensién 3 en el
espacio R*"*! de las variables (z,u,p). En este caso es necesario que se satisfagan
tres igualdades de la forma F;(z,u.p) = 0 sobre X: dos de éstas las proporcionan las
condiciones Erdmann-Weierstrass (3.1.28), mientras que la condicién de continuidad
(como en el caso de la superficie singular confusa descrita en el Capitulo 2) juega el
papel de la tercera. Las notaciones para la rama u™(z) y su gradiente se modifican
ligeramente escribiendo simplemente u(x) y p, mientras que la rama u~ (x) se denota
por v(x) con gradiente g. Para aplicar la técnica del Capitulo 2 es necesario considerar
una de las ramas como conocida y la otra por determinar. Las relaciones (3.1.28) son
casi simétricas respecto a ambas ramas u,p y v,q. Para una determinacion precisa
se considera que las funciones v(x),g(x), = € (Q sean conocidas antes de construir
la superficie I', conociendo también la otra rama u,p. A continuacién se escriben
las tres condiciones antes mencionadas y se define la variedad W3, introduciendo las

funciones H(z.u, p), R(x,u,p), Fi(z, u, p).

H(z,u,p) = F(z,u,p) - F(z,v(z), q(z)) - (Fq(z,v(z).q(z)).p — q(z)) =0
R(z,u,p) = (Fp(z,u,p) — Fg(z,v(z),q(z)),p - q(x)) =0
F(z,u)=u—v(x)=0.

(3.2.2)
La funcién H(x,u,p) se llama Hamiltoniano. En general, el Hamiltoniano singular
se escribe en base a éstas tres funciones y un sistema correspondiente de caracteristicas
singulares. Una observacién importante e interesante es que la funcién R(x,u.p)
se puede expresar como el paréntesis de Jacobi de las otras dos funciones en (3.2.2):

Rz, u,p)=1F; H}- (3.2.3)
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De hechio, calculando la derivada de la funcién H en (3.2.2) y el paréntesis de Jacobi:
Hp = Fp - Fgq,{F1.H} = (Hp(z,u.p),p — q) se obtiene la representacién (3.2.3)
para la funcién R en (3.2.2). Esto proporciona una interpretacién invariante de las
codiciones Erdmann-Weierstrass. Comparando (3.2.2) y (3.2.3) se puede ver que la
condicién (3.2.2) coincide con la de la envolvente de una superficie incierta (para el
caso de un Hamiltoniano suave). Esto permite, escribir el sistema de caracteristicas
‘singulares sobre la variedad (3.2.2) en la forma:

{H,F}, H)

AR I R P 629

m:Hp, u= (i"‘Hp); p=—-Hg - H,
Generalmente, una superficie singular puede iniciar en alguna variedad T's C dQ,
dimT's = n — 2 (ver Figura 3.1) y propagarse en () de acuerdo a (3.2.4). Para

construir I' se necesita una condicion inicial en I'p.

En general, una superficie singular I's en la que puede iniciar I" corresponde a una
irregﬁlaridad de las condiciones de frontera dadas para (3.1.1), digamos la no suavi-
dad de los valores de frontera. Varias ondas de choque pueden iniciar en la misma
T's en cuyo caso se tienen que especificar varias condiciones iniciales para (3.2.4).
Por ejemplo, a continuacién se considera la construccién de las condiciones iniciales
para el caso cuando I's pertenece a una parte suave de 9¢). la cual se supone que
localmente es un hiperplano. También, sin pérdida de generalidad, se considera el
caso 2-dimensional, n = 2, cuando I's es un punto; el caso general tiene un andlisis
similar. Asi, considerar como {2 al semiplano superior, 2 > 0. y suponer que m ondas
de choque inician en el origen, el cual es 'y (ver Figura 3.2).

2
m—1 2

7 2

m-+1 1

I

Figura 3.2
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Se supone que ninguna de las ondas toca a otras ni al eje z; (la frontera 9€2). Para
cada sector (enumerado de 1 a m + 1) existen limites de Ju/dzy(zy.x2) y Ou/dr
cuando (z1,z2) — (0,0). El sector serd regular si tal limite no depende de la trayec-
toria y la solucién u(x) es una restriccion al sector de alguna funcién diferenciable
en = 0. Un sector irregular es aquel para el cual estos limites dependen de la
trayectoria, en particular, limites que son distintos a lo largo de los diferentes lados
del sector.

Las consideraciones a continuacién estin relacionadas principalmente al caso cuando
todos los sectores son regulares. Denotando la restriccion de u(z) al i-ésimo sector
como u;(x) se consideran las expansiones lineales de Taylor:

ui(z1, ) = @1 +biao+c¢, i=1,2,...,m+1
Ou Ou; (3.2.3)
a; = —(0.0), b = —(0,0 c=u;(0,0).
T 8.’31( ) i axg( ? ): I( 1 )
La constante ¢ no depende de ¢ debido a la continuidad de u(x), de forma que cada
expansion se especifica por los parametros a;, b;, mientras que a cada sector irregu-
lar estdn relacionados cuatro parémetros: a;,a;,b;,b;, donde (a;7,b;") (respectiva-

mente, (a; ,b;)) es el limite del gradiente a lo largo del lado derecho (izquierdo) del

sector.
Cada onda de choque es una curva descrita por una ecuaciéon xz = g;(x1), g;(0) = 0,
cuya expansion lineal es

gi L
o =kix1, ki= a—i(O), =12 (3.2.6)

La continuidad de la solucién en una onda de choque significa que
ui(21, gi(21)) = wit1(z1,9i(71)), i=1,2,...,m

la cual, debido a (3.2.5) ¥ (3.2.6), implica las siguientes igualdades:
Bip1— g £&lbag — ) =0, $=31,8.00yMm. (3:2.7)

Ademss de (3.2.7) las condiciones Erdmann-Weierstrass generalizadas deben cumplise

en cada onda de chogue, llevando a las siguientes igualdades:

ﬁ(%bnai+1,b-@+1|03 =0,

_ (3.2.8)
R(ai, b;, ai41,bi41,¢) =0, i=1,2,...,m

donde las funciones H, R son definidas a partir de (3.2.2):
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I__I(a’iv b‘i": Ai41, b‘i*!—] 1 C) = F(O:‘ 01 c, i, b"‘.) _a F(O- 01 Cy i1, b€+l)
— Fu (0,0, ¢, i1, bi1) (@i — @is1) — Fgy (0,0, ¢, @ig1, bi1) (b — bita)

R(a;. bi,ai11,biy1,¢) = (Fp, (0,0, ¢ a4, b)) — Fiy (0,0, c. @it1, biv1)) (@i — @it1)
+ (Fp,(0,0,¢,a4,b;) — Fg,(0,0, ¢, @iq1, bit1)) (bs — bit1)-
(3.2.9)

Asi, respecto a las incdgnitas en el punto z; = 0,22 = O

C, kl1k2| "'!kmy a’lfa21' --:am-i-l‘ bl)sz' -'b'ri’?.-i-} (3'210)
se tiene en total 3m ecuaciones (3.2.7), (3.2.8). Como algunos de los parametros
(3.2.10) se especifican por las condiciones de frontera del problema oiginal (3.1.1) el

balance final entre las incdgnita y las ecuaciones depende de condiciones particulares.

Se consideran tres casos.

CAso 1: El valor de la funcién u(z) y el de su derivada normal du/0dn son especificados
sobre 81, 1.e. para o = 0:

u(z1,0) = w(zy), g—;ﬁ(m?o) = 1)(z1) (3.2.11)

donde w(z;), ¥ (z1) no necesariamente son suaves en 1 = 0. Las condiciones

(3.2.11) llevan al valor de 5 pardmetros ¢, a1, b1, amy1, by en la serie (3.2.10):

5 ;
e=w(0), ar=75-(0%), b=y

b - (3.2.12)
Q41 = EEI(U ) g1 =9(07).
Asi, el niimero de incégnitas en (3.2.10) es
3(m+1)—-5=3m~-2 (3.2.13)

sujeto a 3m ecuaciones (3.2.7), (3.2.8), el cual es un sistema sobre-derterminado
para cualquier m > 1, lo cual generalmente significa que no existe solucién para

la que todos los sectores sean regulares.
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Caso 2:

Caso 3:

Nota: Hay dos formas en las que es posible obtener un nimero igual de incdgnitas y
ecuaciones. Primero, al considerar libres dos de los cuatro parametros a1, b1, @my1, b1
en (3.2.12), se puede obtener el nimero total de pardmetros igual a 3m. Esto da la
posibilidad de buscar condiciones de frontera especiales que son compatibles con un
numero m de ondas, la cual por supuesto no es una opcién favorable. La otra forma es
permitir que uno de los sectores sea irregular, lo cual involucra a dos nuevas incdgnitas
adicionales, i.e. cuatro parametros a'k", a;.hz, b, en vez de los dos parametros ayg, by,
para el k-ésimo sector (el que se supone irregular). Estos parametros deben aparecer

en la ecuacién correspondiente del sistema (3.2.8).

En el caso particular cuando el Lagrangiano F(z,u,p) es cuadratico en p, dos condi-
ciones Erdmann-Weierstrass (3.2.2), como se observa a continuacién, son dependientes.
R = 2H, lo cual reduce el niimero de ecuaciones a 2m. Igualando este nimero con el

numero de incognitas (3.2.13) implica

29m = 3m — 2 (3.2.14)

esto es, m = 2. Asi, para el caso de un Lagrangiano cuadrético las condiciones nece-
sarias permiten una solucién con exactamente dos ondas de choque en tres sectores

regulares.

Unicamente la funcién u(x) se especifica sobre 99). Los pardmetros ¢, aj, @mi1
son conocidos, el total de incégnitas es igual al ndmero de ecuaciones 3m.
Formalmente ninguna onda es excluida. Este caso necesita una consideracion
especial. En algunos problemas el niimero m puede determinarse por el analisis
de la solucién del sistema (3.2.8). Otra posibilidad es que existan infinitas ondas

con brincos infinitesimales del gradiente, i.e. la solucién es suave.

Sélo la derivada normal es la que se especifica sobre Q2. Los pardmetros by, b1
son conocidos, teniendo como numero total de incégnitas 3m + 1. El sistema
(3.2.7), (3.2.8) es indeterminado. Sila condicion inicial es suave, i.e. a1 = am41,
pero by # bmy1. entonces el nimero de incégnitas y el de ecuaciones son iguales

y la situacion es similar al caso anterior.
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3.3 Lagrangiano Cuadratico

En muchos problemas de la Fisica-Matematica el lagrangiano es cuadratico en p:
1
F(z,u,p) = 5 (A=, w)p,p), (33.1)

donde A es una matriz simétrica, A = AT, con elementos a;j que dependen en general

de  y u. En este caso, el Hamiltoniano (3.2.2) tiene la forma

1

H(x,u,p) = 5 (A(x,u)(p - q(z)),p— q(x)) = F(x.u,p - q(x)), (3.3.2)

el cual, por la propiedad de simetria de A; (Ap.q) = (p, ATq) = (p, Aq) = (Aq.p),
se reduce a la forma

H(z,u.p) =%(A(p—qJ,p—q}=%((AP|P>+{A‘3=‘1>_2<A’J=q)) (3.3.3)

= F(z,u,p) + F(z.u,q) — (Ap,q).

Observacién: Usando las propiedades del lagrangiano cuadratico:

g1

Fg= E§<Aq, g)=Aq, (Fg(z,u,q).q) =2F(2,u.q)

el hamiltoniano (3.2.2) se reduce a la misma forma (3.3.3).

De (3.2.2) y (3.3.1) se calcula
Hp = Fp(z,u,p) — Fg(z,u,q) = A(z, u)p — Az, u)g = A(z,u)(p - q),

el cual proporciona para R(z,u.p) en (3.2.2) como un paréntesis de Jacobi (3.2.3) la

igualdad:

R(CC,U-.P) = {FL H} == (Hp(mu,p),p - Q($)>

(3.3.4)
= (Fp(z,u,p) — Fg(z,v(z),q(x)),p — q(z)) = 2H (z,u, p).

Para el paréntesis doble de Jacobi involucrado en el sistema (3.2.4) la relacién (3.3.4)

implica
{{F1,H},F1} =-4H, {{H,F},H}=0. (3.3.3)

La relacién (3.3.4) muestra que la variedad W3 en el caso del lagrangiano cuadratico
tiene codimensién 2, ya que dos de las tres funciones en (3.2.2) coinciden (salvo una
constante multiplicadora, 2 en este caso). Para tal variedad la condicién de suficiencia

descrita en el Capitulo 2 para la existencia del campo caracteristico no se cumple.
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El vector A = (A_1,Ag, A1) en la expresion del hamiltoniano singular es un vector

nulo sobre Wj:

pH? = A1 F_1 + Fo+ M Py
FD = H, Fl =Uu- U(:B)‘ F_l = {Fl,Fg} =2H
A-—] b {FG-FI} = _’2H, AD = {Flu‘F—l} = 4H :O‘J A:l —= {F—].:FO} — 2{H1H} e 0'
(3.3.6)
Ademés, para este caso se tiene una variedad W5 de codimensién 2 definida por dos

igualdades con las funciones especificas H y F}

Wa: H=0, F=0, ({F,H}=2H). (3.3.7)

Se podria pensar que existen infinitas superficies integrales ¥ = £+, con dim¥ =

n+ 1, ver (3.2.1), pasando por una superficie dada
YoCcEC Wy, dimEs=n-2 (3.3.8)

e infinitas proyecciones I' = 7X.

De hecho, en vez de R, se puede elegir una funcién arbitraria F; con el tinico re-
querimiento que {Fj, F_1} # 0 y considerar las caracteristicas singulares sobre la

variedad

W : H=0, F,=0, F_,=0, ({F,F41}#0). (3.3.9)

Entonces para la superficie dada ¥y cada funciéon F_; genera la solucion tinica ¥ y
I' = nX. Obviamente hay una cantidad infinita de tales funciones F_;. Pero. debido
a una propiedad especial de las funciones, que definen a W5 en (3.3.7), {Fh, H} = 2H,
se obtiene que aun cuando para diferentes funciones F_; el sistema correspondiente de
caracteristicas singulares produce diferentes superficies integrales ¥ = £ en (3.2.1),

la proyeccion I' = 71X es la misma (bajo las mismas condiciones iniciales).

En particular, la misma superficie I es generada por el sistema de caracteristicas

regulares correspondientes al sistema Hamiltoniano H(z,u,p) = F(x,u,p — q(x)):

. dq (3.3.10)
p=-Hgy —pH,=—Fgp + %Fp—PFu-
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Este sistema puede reescribirse en términos del vector de salto € = p — g y la funcién
FlzuE):
i=Fg, E=-Fp—(E+qF, i=/(qF) (3.3.11)

si se utilizan las siguientes igualdades

; dq
G=52Fp, (6 Fe(z,u,6)=2F(z,u6 =0, p=f+q  (3312)
Aqui dq/0z = vpx es la matriz simétrica de las segundas derivadas de v(x).

El sistema (3.3.11) se puede simplificar aun mas para la construccién de I en la forma

siguiente

Nota: La funcion F(z,u. £) no juega el papel del Hamiltoniano en 3.3.11) ni en (3.3.13),
va que el sistema caracteristico tendria la forma

& = F, E=—Fp—€EF,, 1=/{(E Fg).
el cual, en general. difiere de ambos.

Notese también que el sistema caracteristico (3.3.10) 0 (3.3.11) con el Hamiltoniano H asegura
la existencia de una superficie integral £ que satisface (3.3.8), ya que de acuerdo a la igualdad
{Fi.H} = 2H en (3.3.7) la funcién Fi(z,u) es una integral primera del sistema (3.3.10).
La unicidad se establece en el Teorema 3.1 y es vilida s6lo para la proyeccién I' = 7% y no

para la propia .

Teorema 3.1 Sea ¥ una variedad dada de dim ¥, = n — 2 tal que el vector Hp
es transversal a I's = 73 en algiin punto (z*,u*,p*) € I's. Entonces, cualquier
superficie integral ¥ tal que X2 C £ C W3 C Wa, donde la variedad W3 corresponde
a alguna F_;, con {F1, F_;} # 0, tiene la misma proyeccién I' = 7%, dimI' =n — 1,
la cual coincide con la superficie producida por el sistema (3.3.13) con las condiciones

iniciales en Xs.

Demostracién: Fijar alguna F_; tal que {F7, F_1} # 0 y escribir el sistema de caracteris-
ticas singulares usando el Hamiltoniano singular de la forma (3.3.6) con la F_; elegida y
u=4{Fy,Fa}:
& = Hp = Fg = A¢.
u=(p,Hp) = (p, Fg) = (€ +q.F¢) = (&{Fb‘g) +H(f§' Fe) = (q, Fg), (3.3.14)
-1,

p=—Fa+ 32 Fp - pF, -
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Usando las igualdades (3.3.12) se reescribe este sistema como

&=F. u=(qFg),

G o Py, H) (3.3.15)
§=-Fr—qF, - V&, (V{m,u.p)_[‘,,-f-m)‘

Multiplicando el lado derecho del sistema (3.3.15) por un escalar a # 0 (lo cual es equivalente
al cambio de variable independiente: dt = adt’) e introduciendo el vector n como € = 4n
para un escalar 8 > 0 (incluyendo, en particular, las propiedades de homogeneidad de segundo
orden del Lagrangiano), se tiene
E=pn+pi,  Fg=Af=[An,
Fe(z,u,€) = B Fe(x,u,m).  Fulz,u,€) = 2F,(z,u,mn).

El sistema (3.3.15) se reduce a la forma
T = ﬂﬂA(I;u)’I = OJSFW(I:, u, 7}‘)~ U= aﬁ(‘L Fn(m, u, 7}‘))

it = ~aB[Fa(e,u,n) + gFu(z,u.6)] - 5 (3 +a8V(z,u,p)) . (3-2.16)

Por tltimo, se imponen los siguientes requerimientos sobre la eleccién de a. 8 como funciones

del tiempo: ‘
af=1 B+afV(x(l) ut),pl), B(0)=1,

donde x(t), u(t), p(t) es la solucién del sistema (3.3.14) sujeto a las condiciones iniciales
z(0) =2° u(0)=4% p0)=p° (%0 p°) €x,.

Entonces las funciones x(t), u(t), n(t) son también una solucién particular del sistema reducido

(3.3.13), tomando 77 como &, con condiciones iniciales

I(U) = EOT U(O) = uol W(O) = p{} g Q“a (3:0: HG,PO) € EE-

Considerar las soluciones z(t). u(t). n(t) y =(t), u(t'). p(t') de los sistemas (3.3.13) v (3.3.14),
respectivamente, sujetas a las condiciones iniciales dadas. Las funciones z(t) y x(t’) definen
la misma curva en RY descrita en términos de diferentes parametros ¢ y {/, las variables
independientes de los sistemas (3.3.13) y (3.3.14), lo cual significa que estos sistemas producen

la misma I'. completando con esto la demostracién.

Ahora, consideraremos el problema (3.1.1) con una Perturbacién del Lagrangiano

Cuadratico:
F(z,u,p) = Q(z,u,p) + eP(x,u,p), Qz,u,p)=(A(z.u)p,p), (3.3.17)

donde P(z,u,p) es una funcién suave dada.
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El Hamiltoniano en la primera condicién (3.2.2) toma la siguiente forma perturbada:

H(z,u,p) = F(z,u,p) - F(®,u,q) — (Fg,p— q) = Q(z,u,p — q) + G (z. u, p),
G(:I:,u,'p) = P(J?,U,p) s P($,U, Q) = (Pq(iE,U,Q),p - Q)

(3.3.18)
La funcién R en la segunda condicién (3.2.2) toma la forma:
R(mru?p) 2 (FP S anp E Q) — QQ(m:u!p— Q) ok E{F].:G}s (3 3 19)
Fi(z,u) = u— v(z). o
En este caso la variedad W3 se define por
H=Q+:G=0, R=2Q+¢{F,G}=0, Fi=0. (3.3.20)

Excluyendo € de las dos primeras igualdades lleva a la descripcion equivalente de

Ws: H=Q+eG=0, 26-{F,G}=0, F =0. (3.3.21)

Cuando £ — 0 la variedad (3.3.20) se degenera, pierde una codimensién, ya que las
primeras dos ecuaciones se convierten en la misma. En general, la variedad (3.3.21) se
mantiene de codimension 3 si se requiere, en particular, que la funcién 2G — {F1,G}
no se anule, i.e., G no sea cuadritica en p — g o P no sea cuadrética en p.

El sistema de ecnaciones carateristicas para la variedad (3.3.21) es regularmente per-

turbado y tiende a la forma (tomando en cuenta que {Fy, Q} = 2Q):

s q F,Q
p=—CQz+5-CQp—plu- 57
(Fy =26 -{R,G}).

(p—a), (3.3.22)

Sea X. la unica (bajo condiciones apropiadas) superficie integral definida por la var-
iedad (3.3.21) y alguna inicial £9. El limite de ¥, cuando € — 0 esta definido por
el sistema (3.3.22) y £y. Es claro que tal limite depende de la G particular (P par-
ticular), mientras que el limite de la proyeccién I'. = 7X. es el mismo para toda
G. El sistema (3.3.22) puede también reducirse a la forma (3.3.11) utilizando la

transformacion del Teorema 3.1.
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La no unicidad de ¥ y la unicidad de I" = #E significa que la superficie singular en el
problema cuadratico puede construirse de forma tnica, pero el salto en el gradiente
£ = p—q puede encontrarse salvo un miltiplo escalar: la direccién del vector £ = p—gq
se puede encontrar, pero no la longitud. El andlisis del sistema (3.3.22) muestra que
diferentes perturbaciones P (o G) lleva a diferentes valores limite de la longitud de
p—qscbre I'. En el ejemplo siguiente tal no unicidad no es esencial y lleva a resultados
unicos.

De acuerdo a lo establecido en la Seccién 3.2, es posible tener dos ondas de choque en el
problema con Lagrangiano cuadratico. Consideremos de nuevo el caso 2-dimensional

con condiciones de frontera de la forma (3.2.11) para el dominio 2 dado por X2 > 0.
Las funciones H y R en (3.2.2) se hacen dependientes, definiendo una condicion:

R(:I:, u, P) = 2H($, i, P) = (A(.’E’U,)(p - Q)'.p - Q) =0. (3323)

Asf, el sistema (3.2.8) se reduce a una ecuacién que se cumple para cada una de las

ondas de choque

fa =t b= B ( s I ) ( . ) —0, i=12  (33.24)

Qg1 (2 b; — 51;+1

Usando la homogeneidad de esta ecuacion se puede reducir a la ecuacion cuadrética

con respecto a k, cuyos valores (definidos en (3.2.8)) son las dos raices de esta ecuacién:

Ocukz = 20:12k + agn = 0, (k = m) ’

b; — b+
(3.3.25)
12 — \/0-’%2 — Q11022 a2 + 4/ 0—'212 — (11022
k] == . k‘g = .
o] an
Las entradas a;; de la matriz A se toman en el punto z; = 3 = 0, u = ¢,

oy = 5(0,0,¢). La matriz A es simétrica, y por consiguiente ajs = ag;. Ademds,

suponemos que el determinante de A y la entrada ay; son negativos:

11092 — afg <0, a1 <0, (3.3.26)

de forma que las relaciones (3.3.25) representan dos raices reales k1 > ko de la ecuacion

cuadritica, las cuales una vez que se encuentran se consideran las ecuaciones

G — a4y az — a4z
1 e
bo — by bs — by’

oo (3.3.27)
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respecto a dos incognitas ag, bs. Los pardmetros ¢, aj, b1, a3, by son dados en (3.2.12)

para m = 2. Por lo tanto, las incégnitas restantes tienen los valores

_ k]ﬂg = kgal klkg

= bs — by),
Sl ey ml s e Ll
(3.3.28)
by — ay — ag k’lb} i k‘gbg
2" ki—ka Kki—ky
EJEMPLO 2-DIMENSIONAL ESPECIFICO DEL PROBLEMA (3.3.1).
Considerar el Lagrangiano Cuadratico de la forma particular
F(fﬂ,u, p) =~ § (—&(H)pl +p2) = 5(.{4(“)}) p)a (3329)
el cual corresponde a una matriz diagonal A con las siguientes propiedades:
= <0, ap=uwy =0, 99 = 1,
011 a(u) <0, a2 =oa Q22 (3.3.30)
det(A(u)) = —a(u) < 0.
Asi, la tnica entrada de la matriz A que depende de u es a;; = —c(u), bajo la

suposicion que la funcién a(u) es positiva para cualquier u.

En lo que sigue se utilizara la notacion = z;. y = z9. El dominio (2 es el semi-plano
y > 0. En términos de (3.3.29) y las condiciones de frontera consideradas la Ecuacién
de Euler (3.1.3) tiene la forma

9%u 8y 1 , ou\?
a7 = a(u)w +a§ a'(u) (a) S
uw0) = w@), 220 _y)

Las funciones w(z), ¥(z) son suficientemente suaves en todas partes excepto en el
origen, * = 0, donde w(z) puede ser no suave (pero continua) y la funcién ¥ (z)

puede también tener un salto finito.

La ecuacién (3.3.31) es una ecuacion de onda casi-lineal con velocidad de onda a(u) =
\/o:_(uj que depende de la solucién u. El uso de a en lugar de a® es m4s conveniente
para los calculos posteriores. Se puede utilizar la regién rectangular |z| <[, 0 <y < T
como (1, ya que para el analisis local que se realiza para este ejemplo no es esencial

considerarla mds general.
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Las irregularidades de las funciones w(z), ¥(z) generan una solucién no suave para
el problema (3.3.31) con dos ondas de choque (lineas de no suavidad de u(z,y)) que
parten del origen. Las pendientes de estas dos rectas en = 0 estan dadas en (3.3.25),

las cuales para el caso (3.3.30) se expresan por

1
ko= —k1 = - !

alw)’ Vo)

Las dos ondas de choque dividen al semi-plano y > 0 en tres sectores (como en la

k1=

(3.3.32)

Figura 3.2, con m = 2). En lo que sigue se considera sélo el primer cuandrante,
el cual contiene una onda de choque, que corresponde a k; de (3.3.32). En caso
de condiciones de frontera simétricas en (3.3.31), lo cual no necesariamente sucede,

el problema tiene simetria respecto al eje y.

De acuerdo a la notacion utilizada en esta seccién, la solucién primaria, la funcién

u(z,y) en el primer sector % (referirse a Figura 3.1, con ['y cl origen y I la primera

. v
onda de choque) se denota por v(z,y) y su gradiente por ¢ = (q1,¢2), 1 = — ¥y

Oz
L
En este caso el hamiltoniano (3.3.5) toma la forma
1
H(z,y,u,p1,p2) = F(2,9,u,&,&) = 5 (~a(w)é + &) (3.3.33)

S1=pm—q(z,y). & =p—@zy).

Usando de nuevo notacién componente a componente £ = £, v = & se pueden

escribir las ecuaciones de las caracteristicas singulares (3.3.15) como

T = —CE(U)€= =7, U= _QIQ(H)E + g2y
g d ’ 2 2l ; 9 (3.3.34)
§= Fna (W), = 92¢ (u)€”.

Las condiciones iniciales para el sistema (3.3.34), en base a (3.3.28), (3.3.32) y la

notacion utilizada, se escriben como

.IZ(O) =0, ’y(U) =0, u(0)=c,
g(O) = EU =az —a) = 8 ; e =E: 5 - (b3 == bl) (3335)

24/ alc)

Y0)=vw=by—b = bs ; P, 8 C;(C) (a3 — a1) = =&V alc).
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Asi, los pardmetros (3.3.28) para el caso (3.3.32) tienen la forma

a3 + aq 1 by + I ale)
= — bs — b1), bo = -
as 5 5 a(c)( 3 —b1) 2 5 5

(a3 —a1). (3.3.36)

Para integrar el sistema (3.3.34) sujeto a las condiciones iniciales (3.3.35) se tiene que

9,
determinar primeramente el gradiente ¢ (z,y) = é, @(r,y) = 53

maria v(z,y). La funcién v(z,y) satisface la ecuacién con las condiciones de frontera

de la solucién pri-

(3.3.31) para z > 0 y debe encontrarse en un dominio 2 mas grande que el sector

Q%. Tal construccién puede efectuarse localmente usando una expansién de Taylor.

Consideremos los primeros términos de la expansion de Taylor para las funciones

frontera en (3.3.31): 2
w(z)=c+az+ A1~9— + Dy
22 6 (3.3.37)
'q{':(x) =b+ Bz + E1?

23

Los pardmetros c,aj,b; estdan dados en (3.2.12) y los demds coeficientes en (3.3.37)

se determinan de las funciones dadas w(z) y v¥(zx).

Consideremos ademads la expansion de Taylor de la solucién primaria v(z, y):

1
v(z,y) = c+alr+b1y+§(A1:€2+231$‘y+01y2) (3.3.38)
+% (D12® + 3E12%y + 3Fzy? + Giy®) B

la cual extiende la férmula (3.2.5), asi como la expansién para a(u) en (3.3.30),

tomando u = v

a2
a(u) =ag+ar(v—c)+ag (=6

(v—c)®
> ;

- (3.3.39)

+ a3

Los parametros comunes c¢,ai, by, Ay, By, D1, Eq se utilizan en ambas expansiones
(3.3.37) y (3.3.38) para tener las condiciones de frontera v(z,0) = w(x), g—;(x, 0)=
¥(x). El resto de los multiplicadores en (3.3.38) se determinan usando la Ecuacion
de Euler (3.3.31) y la expansién (3.3.39):

a 83
Cy = Ao+ G?é. Fi = Diag + 2a1A10q + a? 2

g*
o (3.3.40)
G1 = Fiag + (b1 A1 4+ a1 By)oy + a3b; —22 A
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De acuerdo a la notacién utilizada en (3.2.6), la onda de choque I estd dada por la

igualdad y = ¢1(z), la cual se puede expandir como
2 3

y=Yz+ Yz% & Ya%- (3.3.41)

De la definicién de k; en 3.2.6) se tiene que Y7 = k; = 1/,/ag, valor que también se

obtiene en el procedimiento general que se trabaja a continuacion.

Representemos las expansiones de la solucién del problema de valor inicial (3.3.34)-

(3.3.35) en la forma

2 /3 2 /3
— t+ z0— —, =yt G —,
T =1 +'522+I36 y y1+y22+936
(3.3.42)
t2 1% t2 &
§=Eu+€1t+€2§+§3€| "r’=70+71t+725 +".r'3§-

La expansién para u no se utiliza porque se puede usar en (3.3.34) ya sea a(u) o a(v),
va que u = v sobre I'. La sustitucién de las primeras dos expresiones en (3.3.42) cn

(3.3.41) lleva a la siguiente expresién para Y; en términos de z;, y;:

Foedd, Se WA G5 BV . gl (3.3.43)
b | I] xl II

Sustituyendo las derivadas parciales ¢ = dv/dz, g2 = duv/dy de la funcién (3.3.38)
en el sistema (3.3.34), utilizando la expansién (3.3.42) e igualando los coeficientes de
las potencias similares de ¢, se obtiene

r1 = —§pay, z2 = —&oyobio,

z3 = —§3b303 — §o715Cron — Eogbiaa — Eoarbiagas + 0 Braoen — Evoarbiad,

Y1 = 0. y2 = &by,

yz = —E3a1bagas — E3voblas — E3Braga; + E3C1a; + 263a1b1a?

p@11 gz 0 Jov1 2 o1 o1 od1v107.

(3.3.44)
Estos valores implican los valores correspondientes de Y; en (3.3.43):
w1,
Socg /g ’
biog ( o )
;= 1- =0, 3.3.45
2 02(0) 258050 ; [ )
Ys = 151 (20100 — 2 + —1)]
4="Jg¥1 [ 102 NG

Aqui se utiliza la igualdad o = —§p\/0g dada en (3.3.42) para a(c) = ap.
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Como el segundo término en (3.3.41) se anula, entonces la onda de choque es dada

por
3

&
y=hz+Yso, (3.3.46)
la cual en una vecindad del origen es convexa si Y3 > 0 y es concava si Y3 < 0

Y
Y3>0 V=0

Y3 <0

O+

Figura 3.3

En particular, se pueden considerar algunos casos simples para este problema. Por
ejemplo. si la funcién a(u) es constante, ae(u) = ayp, entonces la integracién de (3.3.34)
sujeta a las condiciones (3.3.35) proporciona la conocida caracteristica de la ecuacién

de onda lineal
z+Vay=0. (3.3.47)

Las expresiones para £,, 7o en (3.3.35) muestran que estas cantidades se anulan simul-
taneamente si la funcién inicial w(z) es suave (en cuyo caso az = a;) y la funcién ¢(z)
es continua (teniendo entonces by = by), ver (3.2.12). Asi, en general, la existencia de
ondas de choque se debe a la no suavidad de la funcién w(z) y/o a la discontinuidad
de v¥(z). En otro caso, i.e., para & = 79 = 0, el sistema (3.3.34) tiene una solucién
de equilibrio z = y = 0,u = ¢, £ = v = 0, y la existencia de una onda de choque

requiere un andlisis adicional.

Introduciendo para el sistema (3.3.34) una nueva variable para el tiempo y una nueva

variable para la fase mediante las relaciones

T=—/i5(g)dg, §=—-
0

~
— .3.48
¢ (3.3.48)

d
se puede reescribir en la forma (considerando que = 0"
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7' = a(u), Yy = —% =3, U = qa(u) — g0,
1 da ;1 da ,

3.3.49)
1o 1, da L, o lda . (

Se observa que el subsistema con las componentes z,y.u,d esta desacoplado de las
otras dos ecuaciones involucradas y junto con las condiciones iniciales (3.3.35), las

cuales también proporcionan la condicion para 0, se pueden escribir en la forma

1do
2 du

=a, y=6 u=qa-gi =

z(0) =0, y(0)=0, u(0)=r¢460)=+alc).

(10 + go) (3.3.50)

Asi, el orden del sistema para las caracteristicas singulares (3.3.34) se reduce de 5
a 4. Ademas, el sistema (3.3.50) es conveniente también en otro aspecto: no ticne
singularidad para £,y pequenos y proporciona una descripcion regular de la onda de
choque si se toma £ =0y v = 0 (este es el efecto que produce el tiempo lento 7).

Por otra parte, si el término lineal en la expansion (3.3.37) para w no estd presente,
a; = 0, entonces (3.3.45) proporciona

a2

7 1
1

o/ Cl'o’

i.e., la onda de choque es céncava. Si el término lineal en la expansién (3.3.39) estd

Y3 = —‘}rgb

ausente, a; = 0, entonces

Y; = 2'}510.1?)1&2.

En este caso la onda de choque es céncava para a;bias < 0 y es convexa para
a1bjag > 0. Una continuacién maés detallada de este panorama local podria reve-
lar (para el dltimo caso, quiza con una dependencia méas general a(z,y, u)) una clase
de reflexion interna de la onda de choque (sin embargo, tal analisis tendria que hacerse

numéricamente).

CONCLUSION: El MCS es aplicable a casos mas generales v de interés practico,
lo cual lo posiciona como un buen candidato para casos de estudio interesantes o

proyectos de investigacion relevantes.
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Apéndice A

Conceptos y Resultados Relacionados

En esta parte se introducen algunos conceptos y resultados auxiliares, relativamente

independientes entre si, los cuales son necesarios como apoyo para el establecimiento

de algunos de los resultados particulares del trabajo elaborado.

A.1 Corchetes de Jacobi

DEFINICION Al: Sean F,G y H funciones escalares lo suficientemente suaves

de la (2n+1) variable z = (x,u,p) € R, & = (z1,2,...,Za), P = (p1, P2, - ..

|p'ﬂ)'

El Paréntesis o Corchete de Jacobi de dos funciones F' y G es una nueva funcién

suave de z, denotada por {F,G} y definida por

n n
def aF _aF aG aG _aG aF
s ; (55: e 3”) Opi ; (393;' v 3”) Ipi

oF OF oF % aF
con Fp = (le‘Fzz,...an) == (3_3:1! a—m,‘a) eRM ..y Fy,= b—u-
De la Definicién (Al.1), se tienen las propiedades
{F,G}=—{G,F} (Anti-simetria),
{F,F}=0 (Auto-anulacién),

{aF +bG,H} = a{F,H} +b{G,H}  (Linealidad),

con a, b constantes.

89

(Al.1)
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En el caso cuando F' v G no dependen de u, estoes, F = F(x,p) y G = G(x, p), la ex-

presion (Al.1) es llamada Corchete de Poisson o conmutador, el cual tiene la forma
mas simple:

“[0F 0G  9G oF

W g [51':' dpi Oz Op; R

Para el Corchete de Poisson doble, aplicado a tres funciones F,G y H, se satisface
la identidad:

{{F,G}, H} + {{G, H}, F} + {{H,F},G} = 0, (AL3)

llamada Identidad de Jacobi.

Observacién: Todos los términos de la expresién del lado izquierdo de (A1.3) contienen
derivadas de segundo orden, las cuales se cancelan entre si. Para el caso del Corchete de
Jacobi, el lado izquierdo también contiene términos con derivadas parciales de primer orden

y se satisface:

{{F,G},H} + {{G.H},F} + {{H.F},G} = {F,G}H, + {G,H}F, + {H,F}G,, (Al4)

la cual se conoce como Identidad de Jacobi Generalizada.

DEFINICION A2: Una transformacién invertible del espacio R?**! en si mismo:

z=X(y,v.q). uv=U(y,v.q), p=Pynq), (ALS)
y=Y(x,up) v=V(zup), q=Qz up),
de las variables originales (&,u,p) en las nuevas variables (y,v,q), y viceversa,
es llamada Transformacion de Contacto si deja invariante al Corchete de Jacobi,
i.e., si para todas las funciones suaves F(x,u,p),G(z,u.p) es vilida la siguiente
identidad:
{F,G} = {F,G}, (A1.6)
donde
F=F(y,v,q) = F(X(y,v,9),U(y,v.q), P(y,v.q)),
G=G(y,v,q) = G(X(y,v,9),U(y,v,9), P(y,v.9)).
Nota: i) El corchete {f’, C:'} se caleula en términos de las variables (y, v, g).

i1) Una transformacién z = X(y.q), p = Ply.q), vy = Y(z,p). ¢ = Q(x.p) que deja

invariante al Corchete de Poisson es llamada Transformacion Candnica.
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Ejemplos: Al. Paraxz =y, u = v+ w(x), p = g+ wg(z), con w(x) una funciéon
escalar dada, cuya inversion es muy simple y del mismo tipo, se tiene una transfor-
macién de contacto (la demostracién de ésta afirmacion es un ejercicio entretenido,
la cual se deja al lector).

A2. Otro ejemplo tipico es la transformacién de contacto puntual

E=¢(y), u=1uv, PzA_lquQa

(A1.7)
y=1(x). v=u, g=B'p=Ap
Bds 2
con A = [ay], aij = -8% ¥y B = (b, by = 613 matrices cuadradas (n x n).
% i

Como las transformaciones & = ¢(y) y y = ¥(x) son mutuamente inversas, también

lo son las matrices A y B:

™"
AB=1, Ea”b}-k =68k, condy; =1, 8 =0, parai # k (la delta de Kronecker).

j=1
La matriz A (matriz B) aparece si, al considerar una funcién u(z) (funcién v(y)), se introduce

la funcién v(y) = u(¢(y)) (u(z) = v(¢(x))) y se deriva esta identidad respecto a y; (a x;):

M = Gu 8d;
=g =y = Y Gy
1 ;i = 83;3- (r)yl- ; g

COu =00 By :
o= B ; dy; 0w g; biss

Para las funciones dadas F(z,u,p). G(z.u,p) se tienen las respectivas funciones transfor-
macdas de las nuevas variables (A1.5):

F(y,v,q) = F(¢(y).v. B(y)a), Gly.v.q) = G(e(y),v, B(y)q). (A1.8)

y su corchete (Al.1) en las nuevas variables,

o o i o )
{F.G} = (Fy+qF..Gq)—(Gy+4qG..Fq)= <AF3; + 55 (BOFp + Fup, BTG,;,>
= <AG3 + %(B‘q)(x’p + Gy Ap, BTFp

Il

d a
F,G —(Bq)Fp, BTGp Y — { —(Bq)Gp. BTFp ).
{F, }+<6y( 9)Fp p> <3y( q)Gp p>
(A1.9)
se obtiene utilizando las propiedades del producto escalar y la transposicion de matrices:
(Az.y) = (x,ATy), ATBT =(BA)T =1

y la siguiente notacién para la matriz cuadrada D:

] = Ob;;
g9 B =D=ldul, du=3 7l

i=1
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Los 1iltimos dos términos en (A1.9) en forma componente se representan como

Ab;j aby,
Zﬁme ZG’JZ(DM —L by 3”) (A1.10)
oy i
sumando de 1 a n. Pero, utilizando la Regla de la Cadena en (A1.7) se tiene que

I‘L,;j alll-;‘-’.' c']'t,b; ab"-]

— —_— = b
3.’;:‘;‘., ; 3yg 3:3;@ Z 3yg ke
by 8% 0% Obyy

Oz,  OxiOzr  Oxixlz; O

Estas relaciones muestran que las sumas internas en (A1.10) se anulan y la relacién (A1.9)
se reduce a la igualdad {ﬁ‘é} = {F,G}, lo cual pruecba que (AL.7) es una transformacién

de contacto. -

Una propiedad distintiva de una transformacién de contacto es que el sistema carac-
teristico de una EDP1 (en términos de su hamiltoniano) es invariante. Esto es,
37=FP| "'."ﬁ(P}Fp}v p=-Fg - pF,

i . B : (A1.11)
=" y=Fq:' Uz(q:Fq)? q:_Fy_qF’u

De hecho para la transformacién (A1.7) esto se puede constatar facilmente:
Q= s
y= BTii? ZBTFP = EEF(y._v,q) = Fq
¢ =1u=(p.Fp) = (Bq.Fp) = (¢. B" Fp) ~la Fq)
g=Ap+ Ap=Ap+ A(~Fg — pF,) = 3y (B9)Fp - AFz — Fudp= —Fy—qF,

El término Ap se reduce a —8/dy[(Bq) Fp], primero diferenciando AB = [: AB+ AB =0,
lo cual implica que A = —ABB. v luego utilizando la relacién p = Bq para llegar a la relacién
Ap = —ABB~1Bq = — ABq. Finalmente, la Regla de la Cadena y las relaciones que siguen
a (A1.10) permiten representar las entradas de la matriz B:

by by, abb
bij = - Eyk '—; Ik b7 z b‘akF;ul-.

lo cual lleva a la siguiente expresién para ABq {en componentes):
aby;
S o St = 3 onto o8, = 52
1,7k,
La tiltima expresién se simplifica usando la propiedad que A y B son mutuamente inversas y
la regla de sustitucién de indices para la delta de Kronecker. lo cual completa la justificacion

de la expresion para g. o
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A.2 El Teorema de la Funcion Implicita

Considerar un sistema de m ecuaciones con respecto a m incégnitas y1, 42, - - - Ym:

Fi(z1,29,--- T, Y1, 42, -+, Um) =0,

B34 00 w005 B s Uy o005 Worne) =20,

(A2.1)
Fn(z1,%2, 0 o, Bn, Y1, 925+ - -5 Um) = 0,
el cual en notacién vectorial tiene la forma
F(z2)=0. . z=(z,y) €eR*™™™, zecR" y, FecR™ (A2.2)
donde z es un vector extendido de n + m componentes y x1,x2,..., T, se consideran

como parametros.

El Jacobiano (el determinante de la Matriz Jacobiana) para el sistema (A2.1), (A2.2)

tiene la forma

9F, 9K = 9R
a 5 Mn
det(aF(sz))= Iy Fyrm (A2.3)
oy : : o e
OFm O0Fn  0F,
ayl 3‘92 ayvn

Teorema de la Funcién Implicita: Sean F;(z) m funciones diferenciables con
respecto & Z1,...,%n, Y1, - -, ¥m hasta orden k, esto es, F; € C¥(D,), i = 1,...,m,
donde D, es una vecindad de un punto z* = (z*,y*) € D, € R*™™™ y sea

oF (x.
det (%) # 0. Entonces, existen vecindades D, C R", D, C R™ de los
puntos x*, y*, respectivamente, y un unico conjunto de funciones y = f(x) definidas
en D,:

yl o fl(ml: SR :fnn)

Y= fQ(xli i 'Jxﬂ)

Um = fm(Ilu ek ::L.ﬂ.J
x= (1, ,2Zn) €Dz

tal que y* = f(z*); f(x)eDy; flx) € CH(Dy).

Demostraciéon: Algin texto formal de Célculo Vectorial.



94

APENDICE A. CONCEPTOS Y RESULTADOS RELACIONADOS



Bibliografia

1]

2]

(6]

[7]

[8]

(9]

[10]

[11]

AprostoL T.M., Calculus, Vol. 2
Academic Press, San Diego, California, 1995

ARrFKEN G.B. & WEBER H.J., Mathematical Methods for Physicists
Editorial Reverté, Barcelona, Espafia, 1980
ARNOLD V.1., Ordinary Differential Equations

The MIT Press, Cambridge Massachusetts, 1991

BLEECKER D. & CsSoORDAS G., Basic Partial Differentiul Equations

International Press, Cambridge Massachusetts, 1996

CARATHEODORY C., Calculus of Vuriatons and Partial Differential Equalions
of the First Order

Chelsea Publishing Company, New York, 1982

CoppiNGTON E.A. & LEVINSON N., Theory of Ordinary Differential Equations
McGraw-Hill, New York, 1955

CouRANT R. & HILBERT D., Methods of Mathematical Physics
InterScience Publishers, New York 1953 (Vol.I), 1962 (Vol.II)

ELscorc L.E., Calculus of Variations

Addison-Wesley Publishing Co., Massachusetts, 1962

FRIEDMAN B., Lectures on Applications-Oriented Mathematics

John Wiley & Sons, Inc., New York, 1991

Fritz J., Partial Differential Equations

Springer-Verlag, New York, 1982

GARABEDIAN P.R., Partial Differential Equations
Chelsea Publishing Company, New York, 1986

95



96

[12]

[13]

(14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

BIBLIOGRAFIA

GELFAND I.M. & FoMmiN S.V., Calculus of Variations
Dover Publications, New York, 1963

HABERMAN R., Elementary Applied Partial Differential Equations
Prentice-Hall, New Jersey, 1983

HIiLDEBRAND F. B., Advanced Calculus for Applications

Prentice-Hall Inc., Englewood Clifs, 1976

MARSDEN J.E. & TroMBA A.J., Calcule Vectorial
Addison-Wesley, M " A@©®xico, 1987

MELIKYAN A.A., Generalized Characteristics of First Order PDEs.
Applications in Optimal Control and Differential Games

Birkhauser, Boston, 1998

PETROVSKY 1.G., Lectures on Partial Differential Equations

Dover Publication Inc., New York, 1991

RaucH J., Partial Differential Equations

Springer-Verlag, New York, 1991

STAKGOLD 1., Green's Functions and Boundary Value Problems
John Wiley & Sons Inc., New York, 1979

ZiLL D.G., Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones de Modelado
Thompson Editores, 1997

TraN Duc VAN, Mikio TsuJdi, NGUYEN Duy THAI SoN, The Characteristic Method
and its Generalization for First-Order Partial Differential Equations

Chapman & Hall/CRC, 2000

WEeINsTOCK R.. Calculus of Variations

Dover Publications, New York, 1952



