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Introduccion

Dada una superficie S con una métrica euclidiana, completa v conexa por trayvectorias,
puede mostrarse que S se obtience mediante la accién propiamente discontinua de un grupo
de isometrfas sin puntos fijos de R% Mas aun. se puede demostrar que las tnicas super-
ficies que cumplen con estas condiciones, salvo homeomorfismos. son el cilindro, botella
de Klein. banda de Mébius, y obviamente el plano enclidiano. Esto lleva a un teorema de
clasificacién de todas las superficies de este tipo llamado teorema de Killing-Hopf.

Se ha probado un teorema andlogo para superficies de curvatura constante donde pode-
mos distinguir tres casos: positiva, negativa o nula. Sin embargo es escasa la informacion
sobre la demostracion explicita de este resultado en el caso de curvatura distinta de cero
alegando que ésta es andaloga al caso cuclidiano. Mads precisamente, el teorema nos dice
que si S es una superficie hiperbolica completa y conexa por trayectorias, entonces debe
ser de la forma H?/T, donde I' es un grupo que actia de manera propiamente disconti-
nuamente por medio de isometrias hiperbolicas de H?.

El objetivo de esta tesis es presentar una demostracion del teorema en superficies hi-
perbdlicas. Mis aun, demostraremos que el grupo I' es isomorfo al grupo fundamental del
cociente H?/T.

En el capitulo 1 definiremos conceptos que utilizaremos a lo largo del trabajo. Primero
definiremos conceptos de teoria de grupos para después presentar acciones de grupos.
Aqui daremos la definicién de accién propiamente discontinua. Posteriormente, daremos
conceptos de caracter topologico.

Durante el capitulo 2 de grupo fundamental y espacios recubridores. Empezaremos
hablando de homotopias y trayectorias. Después definiremos un producto sobre las tra-
vectorias v gracias a éste podremos considerar un grupo asociado a nn espacio que nos
dara informacion sobre éste mediante clases de homotopias, este grupo es el grupo fun-
damental. Enseguida presentaremos las funciones recubridoras y ¢dmo se relacionan con

el concepto de levantamiento de trayectorias.



Introduccion 2

En este capitulo también se demostrard el resultado que permite calcular el grupo fun-
damental de superficies de la forma H?/I.

En el capitulo 3 iniciamos con parte de los objetivos de este trabajo. En la primera
seccion definiremos al plano hiperbélico por medio de axiomas y presentaremos algunos
modelos de él. Después nos centraremos en el modelo del semiplano y estudiaremos en
él la distancia hiperbélica, lo cual nos permitird mostrar que H? es un espacio métrico.
Luego veremos transformaciones de Mobius v probaremos algunas de sus propiedades.
Esto nos llevara a definir isometrias hiperbélicas.

En el dltimo capitulo presentaremos nuestro teorema principal. Comenzaremos defi-
niendo una superficie hiperbalica. Después estudiaremos el concepto de longitud de una
curva en una superficie v esto nos permitird hablar del concepto de geodésica, v a su vez
nos permitird dar la nocion de completez por medio de geodésicas.

En la segunda parte de este capitulo consideraremos un cociente hiperbélico H? /T,
donde I' es un grupo de isometrias que actie de manera propiamente discontinuamente
sobre H? que dotaremos con cierta distancia entre sus érbitas y demostraremos que es
una superficie hiperbélica.

En la tercera parte, definiremos una funcién cubriente del plano hiperbdlico a una
superficie completa y conexa por trayvectorias S. Esto nos permitira definir grupo de iso-
metrias recubridoras. Concluiremos que nuestra superficie debe ser de la forma H?/T.

Por 1ltimo se exhibe un ejemplo de nn cociente construido a partir de cierto grupo I,
Sin embargo. mostraremos que en este caso no podremos aplicar el teorema de Killing-

Hopf, viendo asi algunas diferencias entre el caso euclidiano con el caso hiperbdlico.



Capitulo 1
Conceptos Preliminares

En este capitulo estudiaremos resultados que son necesarios para el desarrollo de este

trabajo.

1.1. Grupos

Definicion 1.1.1. Sea G un congunto no vacio. Diremos que el conjunto G es un grupo
si en €l existe una operacion binaria - llamada producto y ésta cumple con las siguientes
caracteristicas:

1) Cerradura: Sia.b e G, entonces a -b € (.

2) Emstencia de un elemento neutro: Existe un elemento ¢ € G llamado el elemento
neutro, tal que para todo g € G se cumple que g-e =e-g=g.

3) Asociatividad: Si f,g.h € G, entonces (f-g)-h=f-(g-h).

4) Ewxistencia de inversos: Para todo g € G existe g7' € G tal que g- g™ ' =g '-g=e.
Un ejemplo de grupo es el conjunto de los enteros Z bajo la operacion suma +. donde

¢ = 0. Otro ejemplo de grupo es el grupo trivial {e¢} bajo la operacién e - e = e.

Si H es un subconjunto de un grupo &' v H es de nuevo un grupo con la operacion
definida en G, se dice que H es un subgrupo de G. En particular, cada grupo G es un

subgrupo de é] mismo y {e} es un subgrupo de cualquier grupo.
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A continuacién definiremos transformaciones entre grupos.

Definicién 1.1.2. Sean G y G’ grupos con las operaciones * y =, respectivamente. Un
homomorfismo es una funcion f : G — G' tal que f(x ~y) = f(z) = f(y) para todos
roy € G

Definicion 1.1.3. Sea X.Y espacios topologicos y f una funcion continua. Decimos que
f es un homeomorfismo local si para cada punto x € X existe una vecindad abierta U de

x tal que f(U) es un abierto de Y y f|u es un homeomorfismo.

1.2. Acciones de grupo

Definicién 1.2.1. Sean G un grupo y A # 0 un conjunto. Una accion por la izquierda
de G sobre A ¢s una funcién ¢ : G x A — A, donde la imagen de (g,a) se denota g o a,
para toda g € G ya € A, tal que

1) (g1 -g2)oa= g o(gaoa). para todo g1, g2 € G, a € A.

2) Sie es el neutro de G, ¢ - a = a, para todo a € A.

Denotaremos la accion goa simplemente como ga, siempre que no haya lugar a confusion.

Un ejemplo es la accion de un grupo G de isometrias del plano euclidiano R? sobre el

plano actuando de manera natural: ¢ - x = o(2) para todo ¢ € G, x € R2.

A continuacion se define una relacion de equivalencia que sera til mas adelante.
Si (7 actiia sobre A, se puede definir a ~ b si existe g € G tal que b = ga. Esto define una
relacion de equivalencia. En efecto, verificamos las propiedades:
1) Refleziva: a ~ a, para todo a € A pues a = ea.
2) Simétrica: Si a ~ b, entonces existe g € G tal que b = ga, luego ¢7'b = g7 (ga) =
(97'g)a = ea = a, por lo tanto b ~ a.
3) Transitiva: Si a ~ by b ~ ¢, entonces existen g;. g» tales que b = gja v ¢ = gob, asi

¢ = ga(gra) = (g291)a, por lo tanto a ~ c.

La clase de equivalencia de un elemento a € A se denotapor G a={¢g-a: g€ G}y

se llama la drbita de a o la érbita de G que contiene a a. Ejemplificaremos lo anterior.

Ejemplo 1.2.2. Seat la traslacion en el vector (1,1) en el plano R? y sea G = (t(1,1)). Se

. En la siguiente figura se observa

T z+1
define la accion de G en R? como t(1 ) . T
Y y+1

una porcion de la orbita de (0,0).
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FigUurA 1.1: Accion por traslacion

A continuacién se presentan algunos tipos de acciones de grupos y resultados con

respecto a éstas.

Definicion 1.2.3. Si X es un espacio topoldgico y G es un grupo de homeomorfismos de
X, la accion de G sobre X se dice que es propiamente discontinua st para cada v € X
existe una vecindad abierta U de x tal que gU MU = 0 siempre que g # €, donde e es ¢l

elemento neutro de G.

En este texto trabajaremos 1inicamente en espacios métricos asi que daremos una ca-
racterizacién para la definicién de accién propiamente discontinua para éstos. Recordemos

las siguientes definiciones.

Definicién 1.2.4. Sea X # 0 un conjunto. Decimos que d : X x X — R define una

distancia (o métrica) en X si cumple con:

(a) d(z,y) > 0 con igualdad si y sélo si x = y.

(b) d(z,y) = d(y, x).

(¢) d(z,z) < d(z,y)+ d(y, z), Hamada la desigualdad del tridngulo.

Decimos que (X, d) es un espacio métrico.

Definicién 1.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que 1" es una isomeirio de
X si es una funcién biyectiva T : X — X tal que para todo z.y € X, se cumple que
d(T(z), T(y)) = d(z, ).
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Proposicién 1.2.6. Sea (X,d) un espacio métrico y sea G un grupo actuaendo por iso-
metrias en X, entonces la accion es propiamente discontinua si y sélo si para toda x € X

eziste r > 0 tal que {9 € G : d(z,gz) < r} = {e}.

Demostracton: Supongamos que la accion de GG por isometrias es propiamente discontinua.
Sea x € X y sea U vecindad abierta de 2 tal que g/ NU = (), para toda g # e. Sear > (
tal que B,(z) C U. Si d(z, gx) < r, entonces ga € B,(z), asi gz € gU NU. En particular,
gUNU # @, y por la propiedad de propiamente discontinua, tenemos que g = ¢, entonces
{9 € G :d(z,gz) < r} = {e}.

Inversamente, sea * € X. Tomemos r > 0 tal que {g € G : d(z,gz) < r} = {e} y sea
U = Bg(z). Como G actia por isometrias, gU = Bz (gz). Sea g € G tal que gUNU # 0.
entonces existe z € gUNU, con z € U y z = gy. y € U. Por la desigualdad del tridngulo

tenemos que
(f(.'f.',g.‘?:) < rf(:l‘?: ...'-') -+ n’.(z, g.‘l?) < E -+ d(yy= y;};) = % + d(-y,;r) < g + % =7

Por tanto, g = e, y la accién es propiamente discontinua.

1.3. Nociones Topologicas

Al abordar esta secciéon suponemos que el lector estd familiarizado con conceptos bésicos
de topologfa general, tales como continuidad, conjuntos compactos, topologia producto,
topologia relativa, entre otros. Si el lector estd interesado en conocer con formalidad lo

antes mencionado, se recomienda la referencia [Mu02].
Daremos a continuacion un resultado que nos habla de la continnidad de funciones
definidas en subespacios cerrados.

Lema 1.3.1 (del Pegado). Sea X = AU B donde A y B son cerrados en X, sean
f:A—=Y yg: B—=Y funciones continuas tales que f(z) = g(x) para cada z € AN B.
Entonces h: X — Y, definida por

il { f(x) b? ze A
glx) si x€B

es continua.
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Demostracion: Notemos que h estd bien definida, pues f(z) = g(«) para toda x € AN B.

Supongamos que C' es un conjunto cerrado en Y, entonces

Y C)=h"Y(C)n X
=h N (C)N (AU B)
=hNC)NA) UGB (C)NB)
= fH(C)ugH(C).

Como f: A=Y yg: B —Y son funciones continuas, tenemos que f~1(C') es cerrado
en A y como A es cerrado en X, entonces f 1(C) es cerrado en X.
Analogamente. g~ '(C') es cerrado en X. Asi, h~1(C') es cerrado en X pues es unién de

dos cerrados, y por lo tanto i : X — Y es continua.
a

Ahora definiremos el concepto de conexidad de un espacio topolégico. Lo que este
concepto nos dice, intuitivamente, es que un espacio estd compuesto por una sola pieza.

Vamos a definir espacio conexo en términos de espacio disconexo.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacto topoldgico. Diremos que X es un espacio disconero
st extsten U, V' abiertos ajenos no vacios tales que su union es todo X .

Diremos que X es un espacio conexo si no es disconexo.

Equivalentemente, un espacio topolégico X es conexo si los nnicos subconjuntos de
X que son abiertos y cerrados a la vez son (0 y X. Ademds, si dos puntos cualesquiera
de X pueden ser unidos por una trayectoria diremos que X es conexo por trayectorias.

Formalizaremos esta nocién.

Definicion 1.3.2. Dados dos puntos x.y € X, diremos que una funcion continua f :
[a,0] = X tal que f(a) = y f(b) =y, es una trayectoria en X que une a x con y.
Un espacto X es conexo por trayectorias si para cada par de puntos de X eriste una

trayectoria en X que los une.

Ejemplo 1.3.3 (Conexidad por trayectorias). Definimos la bola B" en R" como B" =
{x : ||z|| € 1} donde ||z|| = ||(21,....2a)|| = (2F + -+ + 22)3. La bola B" es conexa
por trayectorias pues dados dos punios cualesquiera x.y € B", el segmento de linea recta
[ :10.1] = R" definido por f(t) = (1 = t)x + ty esta totalmente contenido en B" ya que
IF@I < (1 =)l +#yll < 1.
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Todo espacio X conexo por trayectorias es un espacio conexo, sin embargo el reciproco
es falso. Un espacio conexo no necesariamente es conexo por trayectorias. [lustramos lo
anterior con un ejemplo y para ello necesitamos los dos siguientes resultados. La demos-

tracién de estos puede encontrarse en [Mu02].

Proposicion 1.3.4. Si A es conezo y f : A — X una funcion continua, entonces f(A)

28 CONETO.

Proposicién 1.3.5. Si A es un conjunto conexo, entonces la cerradura de A también es

un conjunto conexo.

Ejemplo 1.3.6. Sea A C R? el conjunto dado por la union de {0} x [—1,1] y la imagen
f((0,1]) de f(t) = (t.sen(1/t)). Notemos que A es conexo pues es la cerradura de f((0,1]),
el cual es conexo ya que f es continua y (0, 1] es un conjunto conexro. Sin embargo, no
es conexo por trayectorias pues no existe una trayectoria que una los puntos (1,sen(1)) y
(0,0).

FIGURA 1.2: Seno del Topdlogo.

A veces no necesitaremos que nuestro espacio X sea conexo en su totalidad, sino que

lo necesitaremos en alguna vecindad de cierto punto. Definiremos esta propiedad local:

Definicion 1.3.7. Diremos que un espacio X es localmente conexo en x si para cada
vecindad U de o eviste une vecindad coneza de v contenida en U. Diremos que X es
localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos. Andlogamente para localmente

conexo por trayectorias.
Ejemplo 1.3.8. Cada intervalo de R es localmente conexo y también es conexo.

Ejemplo 1.3.9. El conjunto [—1,0)U(0,1] C R es localmente conexo, pero no es conezo.



Capitulo 2

Grupo Fundamental y Espacios

Cubrientes

Los conceptos de este capitulo tienen como objetivo general el problema de saber cuando
dos espacios son homeomorfos. Para este problema estudiaremos el grupo fundamental de
un espacio, también llamado primer grupo de homotopia. Para estudiarlo introduciremos
a las homotopias. Después estudiaremos los espacios cubrientes que seran de gran ayuda
cuando nuestro grupo fundamental no resulte trivial.

En todo este capitulo supondremos que el lector esta familiarizamos con la topologia

v los conceptos relacionados a R".

2.1. Homotopias por trayectorias

Definicién 2.1.1. Sean X,Y espacios topologicos e I = [0,1] C R. Si f y f' son funciones
continuas del espacio X en el espacio Y, decimos que [ es homotdpica a [ si existe una

Juncion continua F : X x I = Y tal que
Flz, ) = flz); Flz, 1= Fiz)
para toda v € X. Entonces, F es llamada homotopia entre f y f'.

Si f es homotdpica a f', escribimos f ~ f'. Si f es homotdpica a una funcidn constante,

diremos que f es homotopicamente nula.
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Se puede pensar que una homotopia es como una familia paramétrica continua de
funciones de X a Y y la segunda componente de X x I es un representante del tiempo
v asi la homotopia F describe una “deformacion”™ continua de la funcién f en la funcién

f!, cuando este parametro varia de 0 a 1.

Definicion 2.1.2. Dos trayectorias f, f' : I — X son homotépicas por trayectorias si
tienen el mismo punto inicial xy y el mismo punto final xy, y si existe una funcion F

continua F : [ x I — X tal que

F(s,0) = 1(s), F(s,1) = ()
F{U t) = Iy, F(I, f) =y

para cada s € [ y cadat € 1. A la funcion F se le llama homotopia por trayectorias entre

f oy f. Sif eshomotdpico por trayectorias a f', escribimos f =, f'.

La primera condicién dice que F' puede deformar continuamente a la trayectoria f
en la trayectoria f’. La segunda condicion dice que los puntos extremos de la trayecto-
ria permanecen fijos durante la deformacién. Podemos ilustrar lo anterior con la figura

siguiente.

FiGURrA 2.1: Homotopia por trayectorias.

Lema 2.1.1. La homotopia en el espacio de funciones continuas C(X,Y) define una

relacion de equivalencia.

Demostracion: Reflexiva: Dada f, se tiene que f ~ f pues la funcion F(x,t) = f(r) es
la homotopia requerida. Si f es una trayectoria, F' es una homotopia por trayectorias.
Simetria: Supongamos que f ~ f’. Sea F' una homotopia entre f y f’. entonces G(x.1) =
F(x,1 — t) es una homotopia entre 'y f. Si F' es una homotopia por trayectorias. G
también lo es. Transitividad: Supongamos que f =~ f'y f’ ~ f”. Sea F' una homotopia

entre f v ' v F' una homotopia entre f' v f”. Definamos G : X x [ — Y por
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F(z,2t), para t € |0, %]
G(x,t) =
F'(z,2t — 1), para te [% 1).

La funcién G esta bien definida, ya que, para { = % tenemos que F(r,2t) = f'(x) =
F'(x,2t — 1). Dado que G es continua en los dos subconjuntos cerrados X x [ﬂé] v
X x [3,1] de X x I, por el lema 1.3.1, G es continua en todo X x I. Asi, F es la
homotopia requerida entre [ y f”.

Ahora debemos comprobar que si I’ v ' son homotopias por trayvectorias, entonces
G también lo es. En efecto, supongamos que F’ es una homotopia por travectorias entre
f'y f". Sea f(0) = xo = f'(0) y sea f'(1) = a1y = f"(1). Debemos ver que G(0,t) = x¢
y G(1.t) = xy para toda t € I. Notemos que G(0,t) = F(0,2t) = f(0) = xy para toda
t € I. ademds G(1.t) = F'(1.2t — 1) = f'(1) = 2, para toda t € I.

Por tanto. GG es una homotopia por trayectorias y ademas G cs una homotopia por

trayectorias entre f y f”. En consecuencia, f ~, f".
O

Si f es una trayectoria, se denota su clase de equivalencia de homotopias por trayec-
torias por [f]. A continuacién se define una operacion sobre las clases de homotopia por

trayectorias.

Definicién 2.1.3. Si f es una trayectoria en X de xy a x, y g es una trayectoria en
X de x1 a ro. definimos el producto [ x g de [ y g como la trayectoria h dada por las

COUACTOTIES

f(25) para s € [0,

b | —

h(s)

9(2s—1) para s € [3,1].

La funcién h esta bien definida v, por el lema 1.3.1, es continua. Ademds es una
trayectoria en X de x4 a ro. Observemos que h es la trayectoria cuya primera mitad es f

v la segunda mitad es g.

Lema 2.1.2. La operacion producto sobre trayectorias induce una operacion bien definida

sobre las clases de homotopia de irayectorias, dada por [f] * [g] = [f * g].
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Demostracion: Sea I’ una homotopia por trayectorias entre f y f’ v sea G una homotopia
por trayectorias entre ¢ v ¢’ donde el punto final de f yvf’ es el punto inicial de g v ¢'.

Definimos

F(2s,t) para s € [0,

(0] o
—_—

H(s,t) =
G(2s—1,t) para s€ [3,1].

Como F(1,t) = a; = G(0,t) para toda t, pues F y GG son homotopias por trayectorias,
tenemos que H estd bien definida v es continua por el lema 1.3.1. Ahora, debemos com-
probar que H es la homotopia requerida entre f* gy f/'* ¢’

Notemos que

f(2s) para s € [0, 3].
H(s,0)=

g(2s —1) para s¢€ [%l]

Por tanto, H(s,0) = (f * g)(s). Andlogamente, notemos que

f(28) para s € [0,

e Lol

H(s;1)=
§'(2s—1) para s€ [%1]

Por tanto, H(s. 1) = (f"* g')(s).

Ahora veremos que H(s.t) es una homotopia por trayectorias. Sea f(0) = zy = f'(0) ¥
g(1) = 2, = ¢'(1). Debemos ver que H(0,t) = xy v H(1,t) = x1. Notemos que H(0,t) =
F(0,t) = f(0) =xo v H(1.1) = G(1,t) = ¢'(1) = ;. Por lo tanto, la operacién producto
sobre trayectorias induce una operacion bien definida sobre las clases de homotopia de

trayectorias,
O

A diferencia de un grupo, la operacion [f] * [g] no estd definida para cualquier par de
clases, sino para aquellos pares [f], [g] tales que f(1) = g(0).

Utilizaremos las proposiciones 2.1.4 y 2.1.5 para probar propiedades de la operacién .

Proposicion 2.1.4. Sea x : X — Y una funcion continua y F es una homotopia por
trayectorias en X entre las trayectorias f y f', entonces Kk o I' es una homotopia por

trayectorias en Y entre las trayectorias ko f y ko f'.
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Demostracion: Notemos que & o F es continua. Como
e Fla D) =kg Fia); ko F(s,1) = ro f'(s),

ko F(0,t) = k(xq), ko F(0,t) = k(xy),

entonces k o I es una homotopia por trayectorias de ko f a ko f'.

O

Proposicion 2.1.5. Si k: X = Y es una funcion continua y si f y g son trayectorias

en X con f(1) = g(0), entonces ko (f xg) = (ko f)* (kog).
Demostracién: Por la propiedad de la operacion #:

ko f(2s) para s € [0, 1].
(ko f)*(kog)(s)=
kog(2s—1) para se€[1.1].

Alora, si s € [0, 5] tenemos
Ko (fxg)(s) = r((f*g))(s) = &(f(2s)).
vslseE [JE 1],

ko (f xg)(s) = k((f *g))(s) = r(g(2s — 1).

Par tanto ko (f+g) = (ko f) = (kog).

Teorema 2.1.6. La opcracion * tiene las siguientes propiedades:

1) Asociatividad. Si [f] = ([g] = [h]) estd definida, entonces ([f] * [g]) * [h] también lo estd
iy son iquales.

2) Ezistencia de neutro por la izquierda y por la derecha. Para cada x € X, denotamos
por ¢, la trayectoria constante e, : I — X que lleva todo el intervalo I al punto x, es

decir, e.(t) = x. Si f es una trayectoria en X desde xy hasta x,, entonces

[fl1*lea] = [f] y lea] * [f] =[]

3) Emistencia de inversos. Dada la trayectoria f en X desde xy hasta xy, sea f la

trayectoria definida por f(s) = f(1 — s), el cual se conoce como inverso de f, entonces
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1% =lex] v [F1%[f]= [ex]-

Demostracion: Probaremos 2). Denotamos por €, : I — [ la trayectoria constante igual
a cero y denotamos por 7 : [ — [ la funcion identidad, entonces e; # i es también una
trayectoria de 0 a 1.

Como I es convexo, existe una homotopia por trayectorias GG : I x I — I entre i y e % i.

Por ejemplo,

0 para sé€(0,z],
G(s,t) =
2=l para se€|[4,1].

Luego, f oG es una homotopia por trayvectorias en X entre foi v fo(eg*1). pero por

la proposicion 2.1.5.

foi={.
foleoxi)=(foep)*(foi)= ez,

Asi, las trayectorias f y e,, # f son homotoépicas, y por la proposicién 2.1.4 tenemos
[f] = lexo] * [f]-

Ahora, sea i la funcion identidad y e; la trayectoria constante igual a 1 en I. Como [ es
convexo, existe una homotopia por trayectorias GG’ en [ entre i e i * €;. entonces f o (i’ es

una homotopia por trayectorias entre foiy fo(i*e;), pero

foi=F,
folive)=(foi)x(foer)=fres.

Asi, las trayectorias f y f * e, son homotdpicas, entonces [f] = [f] * e, ].

Para probar 3), notemos que el inverso de i estd dado por i(s) = 1 — s, entonces i * i es
una trayectoria en I empezando y terminando en 0, al ignal que ey.

Como I es convexo, existe una homotopia por trayectorias H en I entre e, y i*i. Entonces
f o H es una homotopia entre foeyy fo (i*i).

Como foey=e,, y fo(ixi)=(foi)x*(foi), entonces existe una trayectoria f=foi
tal que f * f es homotdpica a ¢,,. Asi, fo(i*i) = (foi)* (foi) = fx* f, entonces
[f] * [f] = [€x,)- Andlogamente, [f] * [f] = [ex,]-

Ahora. probaremos 1). Usando la definicion de producto,
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(Frgl e B)(E) =}

(f*(g*xh))(s) =<

iy

.

s

g(4s — 1) para se€ |3,

h(2s —1) para s€ |3,

gl4s —2) para s¢€ [%

| 745 —3) para s€ 3,

f(4s) para s € [0,3],

f(2s) para s €[0,1].

Encontraremos una homotopia F entre ((f «g)«h)y (f = (g * I)).

Sea
( f(3%) para s € [0, 2],
F(s,t) =4 g(ds—t—1) para se [H1, B2
| A1 - -1y para s € [H2,1).
Como

f(4s) para s € [0,

F(5,0) =14 g(4s—1) para sé€ |3,
h(2s —1) para s€ (3,
f(2s) para s € |0,

F(s,1)= 4 g(4s—2) para s€ |3,
h(4s —3) para s € [3,

F(0,t) = f(0),
F(1,t) = A(1),

1].
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podemos concluir que ((f * g) * h)(s) es homotépico por trayectorias a (f * (g * h))(s).

a

2.2. El Grupo Fundamental

El conjunto de las clases de homotopia de trayectorias en un espacio topolégico X no es
un grupo con la operacién * pues el producto de dos clases de homotopia de trayectorias
no siempre esta definido; sin embargo, si tomamos un punto zg € X que sea nuestro
“punto base” vy sdlo nos centramos en las trayectorias que empiezan y terminan en ..
entonces el conjunto de las clases de homotopia de dichas trayectorias si es un grupo con
la operacion .

Se sigue del teorema 2.1.6 que la operacién * en este conjunto satisface los axiomas de
grupo.
Definicién 2.2.1. Sea X un espacio topoldgico y sea xy € X. Una trayectoria en X
que empieza y termina en ry es llamada lazo basado en xy. El conjunto de las clases de
homatopia por trayectorias de lazos basados en ¢, bajo la operacian * es llamado el grupo

fundamental de X relativo al punto base xq, y se denota por m (X, xy).

Definicion 2.2.2. Sea a una trayectoria en X de xy a xy y @ olra trayectoria en X de

1 a xg. Definimos la funcion
a:m(X,xg) - m(X,xp)

por la ecuacion

a([f]) = [a] * [f] » [a].

Notemos que a estda bien definida ya que la operacion * esta bien definida. Ademas si

f es un lazo basado en 2y, entonces @ * (f * @) es un lazo basado en x;.

Teorema 2.2.3. La funcién @ es un isomorfismo de grupos.

Demostracion: Por caleulo directo, tenemos

a([f]) = a(lg]) = ([@ * [f] * [@]) * ([@] = [¢] * [a])
([@ * [f] * 9] * [o])
a([f] = [g]).

Il
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Asi @ es un homomorfismo. Veamos que & es un isomorfismo, probaremos que si 8 = @
que es el inverso de «, entonces /3 es el inverso para a.

Calcularemos para cada elemento [h] de 7 (X, 2y)
B([h]) = [B] = [n] * |6}
= [a] * [h] * [a],
a(A([h])) = [@] * (o] * (] * [a]) * o]
= [h].

Ahora, para cada elemento [f] de 7 (X, xy) tenemos que

B(@([f]) = [a] * ([a]  * [f] * [o]) * [a]
=[f].

Asi, A es la funcion inversa de a. entonces @ es bivectiva v por tanto es un isomorfismo.

O

Corolario 2.2.1. Si X es conezo por trayectorias y xg y xy son dos puntos de X . entonces

m (X, x0) es isomorfo a m (X, ;).

Es decir, si X es conexo por trayectorias, el grupo fundamental depende sélo de X.

Definicién 2.2.4. Un espacio X se dice que es simplemente conexo si es conexo por
trayectorias y m (X, xy) es el grupo trivial para algin g € X.

Sim (X, xg) es el grupo trivial escribimos m (X, xo) = 0.

Lema 2.2.1. En un espacio simplemente conero X, dos trayectorias cualesquiera con los

mismos puntos inicial y final son homotdpicos por trayectorias.

Demostracion: Sean a v 3 dos trayectorias de xry a x, entonces a * 3 esta definido y
es un lazo basado en xy. Como X es simplemente conexo, este lazo es homotépico por

trayectorias al lazo constante en x,. Por tanto,
[a] = [a] * [ex,] = [a] * ([8] * [B]) = ([a] * [8]) * [B] = [a * B] * [B] = [e,] * [8] = [B],

lo que quiere decir que « v 4 son homotdpicas por caminos.
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El grupo fundamental es un invariante topoldgico, es decir, que espacios homeomor-
fos tendran grupos fundamentales isomorfos. Para probar este hecho. veamos que una
funcién continua entre espacios topoldgicos induce un homomorfismo entre sus grupos

fundamentales.
Definicién 2.2.5. Sea h : (X,29) — (Y.y0) una funcion continua, es decir, h va de X
en Y y manda a &g en yy. Defintmos
h, : m(X.20) = m (Y, v0)
por la ecuacion
ho([f]) = [ho f].

La funcion h, se denomina homomorfismo inducido por h, relativo al punto base xy.

Notemos que . esta bien definida, pues si F' es una homotopia por trayectorias entre

I v f', entonces h o F' es una homotopia por trayvectorias entre las trayvectorias ho f y

ho f'. El hecho de que h, sea un homomorfismo se deduce de

(hof)*(hog)=ho(f*g).

El homomorfismo definido anteriormente depende de i : X — Y v de la eleccion del

punto base.

Teorema 2.2.6. St h: (X,z9) = (Yiyo) y & : (Y, y0) = (2, 20) son continuas, entonces
(koh), = k,oh,. Sit: (X,x) = (X,20) es la funcién identidad, entonces i, es el

homeomorfisimoe wdentedad.

Demostracion: Se sigue directamente de la definicion que
(ke h).([f]) = [(koh)e f],

(ky © R)(F]) = ka(he([f])) = k([0 £]) = [k o (R o ).

Analogamente

A(Uf) =lio fl=[f].

O

Corolario 2.2.2. Si h: (X,29) = (Y.y0) €s un homeomorfismo entre X y Y, entonces

he es un isomorfismo entre m (X, x0) ¥ 71 (Y, o).
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Demostracion: Sea h : (X.xo) = (Y.yo) v sea k: (Y, yo) — (X, x0) su inversa. Entonces,
k,oh, = (koh), =i,, con i la funcién identidad de (X, 2) y hock. = (hok), = 3., con
J la funcion identidad de (Y, yp). Como i, es el homomorfisimo identidad de 7 (X, x4) v
J. es el homomorfismo identidad de 7 (Y, y0). entonces k, es la inversa de h,. Asi, h, es

biyectiva y. por tanto. h, es un isomorfismo entre 7 (X.x¢) v (Y. y0).

2.3. Espacios Cubrientes

Definicién 2.3.1. Sea p : E — B una funcion continua y sobreyectiva. Un conjunto

abierto U de B sc dice que esta reqularmente cubierto por p si

U= | Va
acA
con A un conjunto de indices y V,, conjuntos abiertos de E, tales que para cada a € A,
p
La coleccién {V,} serd denominada una particion de p~'(U) en rebanadas.

v, es un homeomorfismo de V,, en U.

Notemos que si U esta regularmente cubierto por p v W es un conjunto abierto con-

teniendo a U, entonces W también esta regularmente cubierto por p.

Definicién 2.3.2. Sea p : E — B una funcién continua y sobreyectiva. St todo punte
b € B tiene una vecindad U que esta reqularmente cubierta por p, entonces p es una

funcion cubriente y E es un espacio cubriente de B.

Lema 2.3.1. Si p: E — B es una funcion cubriente, entonces p es un homeomorfismo

local entre E y B.

Demostracion: Sea p : E — B una funcién cubriente y sea ¢ € E. Sea U una vecindad
de b = p(e) tal que p~'(U) = ||, Vo, con V, un conjunto abierto de E y p|y, es un
homeomorfismo de V,, en U. Sea o' € A tal que V,, contiene a e, entonces p]yu, es un

homeomorfismo de V,» en U,
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El siguiente teorema afirma que al aplicar el producto cartesiano a dos funciones cubrien-

tes el resultado es una funcion cubriente.

Teorema 2.3.3. Sip: E — B yp : E' — B’ son funciones cubrientes, entonces la

funcién
pxp :ExE - BxB

es una funcion cubriente.

Demostracion: Dados b € B y I/ € B, sea U una vecindad de b y sea U’ vecindad de
V' regularmente cubiertas por p v p’ respectivamente. Sean {V,} v {Va} particiones en

rebanadas de p 1(U) y (p') '(U) respectivamente, entonces
(px )N U xU) =p~'(U) x p”'(U") = UV, x Uy = U(Vy x Vy),

y éstos son conjuntos abiertos y ajenos de E x E’, y cada uno de ellos se aplica de manera

homeomorfa sobre U x U’ via p x p'.

O

Definiciéon 2.3.4. Sea p : E — B una funcién. Si f es una funcion continua de algin

espacio X en B, un levantamiento de f es una funcion f:X = E tal que po f=f.

FiGUuRA 2.2: Levantamiento de f.

La existencia de levantamientos de funciones cuando p es una funcion cubricute es util
en el estudio de los espacios cubrientes y el grupo fundamental. Vamos a probar que las
trayectorias pueden ser levantadas si nuestro espacio es espacio cubriente, también proba-
remos que este resultado se vale para homotopias por trayectorias. Para esto necesitamos

del lema del nimero de Lebesgue.

Lema 2.3.2 (Nimero de Lebesgue). Sea A un recubrimiento abierto del espacio métrico
(X.d). Si X es compacto, existe & > 0 tal que para cada subconjunto X con didmetro
menor que 8, existe un elemento de A conteniéndolo.

El niimere § es llamado mimero de Lebesque para el recubrimiento A
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Demostracion: La demostracion puede ser encontrada en la referencia [Mu02].

Lema 2.3.3. Sea p: E — B una funcion cubriente con p(ey) = by. Cualquier trayectoria
f:1]0,1] = B empezando en by tiene un unico levantamiento a una trayectoria fenE

que empieza en €.

Demaostracion: Para cada b € B. sea U, la vecindad de b que esté regularmente cubierta
por p. Consideremos las cubiertas abiertas de {Uy}ep de By de {f1(Uy)}sep de [0,1].
Como [0, 1] es compacto, extraemos una subcubierta finita { f~!(U,,) }.,. Por el lema del
nimero de Lebesgue existe § > 0 tal que para todo b € B. 1 = 1....,n. existe una bola
abierta Bs(xr) totalmente contenido en f~'(U,,) para cada i = 1, ...n. Por tanto podemos
encontrar una particién {0 = sy < 51 < ... < s, = 1} tal que f([s;,5i41])), i1 =0,...,n =1,
esta contenido en algiin Uy, Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, 2y < ... < 2y,
entonces Bs(x;) N Bs(zi41) # 0 y tomamos s; € Bg(x;) N Bs(wiyq) para i = 1,....n — 1.
Claramente, [s;, 8i+1] € Bs(xit1) para i = 1,...,n — 1, y como Bs(zis1) € f7HUs,),
tenemos la particion deseada.

Vamos a definir el levantamiento de f de f. Definamos f(0) := eq. Supongamos que
f(s) esté definida para s € [0,s,]. Definamos f(s) en [s;, si41] tomando U abierto que
esté regularmente cubierto por py f([si, si+1]) que esté contenido en U. Sea {V,}.er la
cubierta abierta de p~!(U).tal que cada V,, es transformado por p de manera homeomorfa
sobre U. Sea 0 € I tal que Vy € {Va}aes v que f(s;) € Vp.

Definamos f(s) para s € [s;, 5;+1] por la ecuacién

f(s) = (p,) " (f(5)-

Como pyy, © Vo = U es un homeomorfismo, f es continua en el intervalo [ Sig1]-
Continuando con este procedimiento, como ya definimos f'((’l), podemos definir a f en
todo el intervalo [0,1]. Como f es continua en cada intervalo de la forma [s;. s, f es
continua en [0.1] por el lema 1.3.1.

De la construccién de f, es claro que po f = f, por tanto f es un levantamiento de f.
Ahora probaremos la unicidad de f. es decir, probaremos que f es cl iinico levantamiento
con punto inicial 5. Supongamos que f’ es otro levantamiento de f y es tal que f’(()) = eg.
Supongamos que f’ (s) = f(s) para toda s € [0, s;]. Sea V; como la definimos anterior-
mente.

Dado que f' es un levantamiento de f, debe llevar el intervalo [s;. s;41] en el subcon-
junto p~!(U7) = |J Va. donde los V, son abiertos y ajenos. Como F([81. $i41]) es conexo

debe estar totalmente contenido en algin V,. Ademds, f'(s;) = f(s;) € Vi, entonces
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f"([.s;._ si+1]) € V. Por tanto, para s € [s;, i1, f'(s) debe ser igual algin y de V; que
esté en p1(f(s)), pero por ser f* inyectiva, sélo hay un punto y que cumpla estas condi-
) H(f(s)). Como f(0) = eg. entonces f/(0) = f(0).

Por tanto, f/(s) = f(s) para toda s € [$i. si41] ¥ procediendo inductivamente, conclui-

mos que f'(s) = f(s) para toda s € [0,1].

ciones. que es (p

O

Lema 2.3.4. Seap: E — B una funcion cubriente con p(ey) = by y sea F : [0,1]x[0, 1] —
B una funcién continua con F(0,0) = by, enlonces existe un unico levantamiento de I' a

una funcion continua
F:[0,1] x[0,1] = E,

tal que F(0,0) = e.
Si F' es una homotopia por trayectorias. entonces F también es una homotopia por tra-

yectorias.

Demostracion: Dada F, definimos ﬁ‘(G,O) = ¢y. Definimos F en 0 x I como el tinico
levantamiento de Flyp)4; empezando en ey, andlogamente definimos Fen I x0 como el
tinico levamiento de F|;, 4y empezando en ey. Tomamos una cubierta {U, }aex de B tal
que cada U, esta regularmente cubierta v sea § > 0 el mumnero de Lebesgue asociado a la

cubierta { F7!'(U,) }acy. De manera similar, tomamos particiones

{U =5 <85 <..<§5 = 1}
{[]: lpg<tis..<tlhg = 1}

tal que [s;_1, 8;) % [t;—1. t;] tiene didmetro menor que §, entonces F([s;_y, s;| x[t;—1.;]) C U,
donde U € {U, }aes.

Sea I; = [si—1.s] v J; = [tj-1.1;]. Definimos el levantamiento F' comenzando con el
rectangulo I, x J;, continuando con los otros rectangulos I; x J; de la “fila anterior”,
después con los rectangulos I; x Jy de la siguiente fila y asi sucesivamente.

En general, dados iy v jo. supongamos que F esta definida en el conjunto A determi-
nado por la union de 0 x I, I x 0 y todos los rectangulos “previos” a I;, x Jj,. que son

aquellos rectdangulos £; % I; con j < jo v aquellos con j = jo e i < ip.

Supongamos también que F es un levantamiento continuo de F'| 4 v procedamos a defi-
nir Fen [

por p y que contenga al conjunto F(I,, x Jj,).

% J;,. Escojamos un conjunto abierto U de B que esté regularmente cubierto

ig
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ea {Va}aea a particion e 2hanade p () ta » cada conjunto V, se trans-
Sea {V, }.ea una particién en rebanadas de p~!(U) tal que cada conjunto V, se trans
orma de mancra homeo a via p sobre U. Asi. F ya estd defini . onjunto
fi de 1 ra homeomorfa via p sobre U. Asi, F' ya estd definida en el conjunte
.= 2 y P s L b "4 i X 1A © 'P (- 4 . 1 1 " . + - (\ 2 ()

C = AN, x J;) y el cual es la unién del lado izquierdo e inferior del rectangul
I, x J;,. por lo cual C es conexo. Por tanto, F(C) es conexo y debe estar totalmente con-
tenido dentro de uno de los conjuntos V,. Sea 0 € A tal que Vi € {V,}aer v F(C) C V.
enotamos por py @ W I la restriccion de p a V. Dado que F es un levantamiento
Denot porpy: Vo= U1 t le p a Vj. Dado que F 1 t t

de F|4, para xr € C
po(F(x)) = p(F(z)) = F(x)

de manera que F(z) = po ' (F(x)). Por tanto, podemos extender F definiendo
F(z) = p3 (F(z))

para x € I;; X Jj,. Por el lema 1.3.1, F es continua en AU (I, x Jj,). Continuando con
este proceso, extendemos a F en [ x 1.

Ahora supongamos que F' es una homotopia por trayectorias. La funcién F' lleva todo
el lado izquierdo 0 x I de I x I a un sdlo punto by € B. Como F es un levantamiento
de F. lleva 0 x I a p~'(by), que tiene la topologfa discreta como subespacio de E. Como
0 x I es conexo, y F es continua, F(0 x I) también es conexo, y por lo tanto debe ser
igual a un conjunto unipuntual.

Anélogamente, F(1 % I) debe ser un conjunto unipuntual. Por tanto F es una homo-
topia por travectorias.

Ahora, para comprobar la unicidad, sélo debemos observar la construceion de F pues
extendimos a F rectdngulo por rectdngulo de manera continua y en cada uno de ellos
la unicidad es clara, asi que una vez que establecemos F(0.0), F estd completamente

determinada.

O

Teorema 2.3.5. Sea p : E — B una funcion cubriente con p(eq) = by. Sean [ y g dos
trayectorias en B de by a by y sean [ y g sus respectivos levantamientos a trayectorias en
E comenzando en ¢y. Si f y g son homotdpicos por trayectorias, entonces f y ¢ terminan

en el mismo punto de E y son homotdpicas por trayectorias.

Demostracién: Sea IF : I x I — B una homotopia por trayectorias entre f y g. entonces
F(0.0) = by. Sea F:Ix I — E el levantamiento de F a E tal que F(0,0) = ¢ey. Por el



Capitulo 2. Grupo Fundamental y Espacios Cubrientes 24

lema anterior, F es una homotopia por trayectorias de manera que FOx )= {eo}. ¥
por el mismo argumento, F(1 x I) = {e1}.

La restriccion F'| .o es una trayectoria en E comenzando en ey v es un levantamiento de

F|jx0. Por la unicidad de los levantamientos de trayectorias, debemos tener que P:'(s 0) =
f(s).

Anélogamente, zf‘hx; es una trayectoria en E, que es un levantamiento de F|;.; v
comienza en e pues ﬁ(ﬂx!) = {ey}. Por la unicidad de los levantamientos de trayectorias,
F(s,1) = j(s).

Por lo tanto, f y § terminan en ¢; y F es una homotopfa por trayectorias entre ellos.

O

El siguiente teorema nos habla de como calcular grupos fundamentales de espacios

cuando actia sobre él un grmpo de manera propiamente discontinua.

Teorema 2.3.6. Sea X un conjunto simplemente conexo y ' un grupo de homeomor-
fismos de X que actiia de manera propiamente discontinua en X. Entonces, m(X/T) es

tsomorfo a T'.

Demostracion: Notemos que el grupo fundamental de X/T" no depende de la eleccién del
punto base. Sea 7 : X — X/T". Dados dos puntos 7(z),7(y) € X/I existe una trayectoria
~ que tiene como punto inicial a x y como punto final a y. Notemos que 7 o 4 es una
trayectoria en X /T pues 7 es continua, y tiene como punto inicial 7(z) y como punto final
a m(y). Entonces X/I' es conexo por trayectorias y su grupo fundamental no depende de
la eleccién del punto base.

Tomemos xg € X y consideremos un lazo 4; en X/I" con punto base y, := m(zy). Por
el lema 2.3.3 sabemos que existe un tnico levantamiento de v, en X cuyo punto inicial es
rp. Sea x, el punto final de dicho levantamiento, y notemos que m(x,) = w(x,), asi existe
gy € T tal que x; = g,(x9). Ademas g, es tnico pues I actia de manera propiamente
discontinua.

Definimos la funcién ¢ : 7 (X/I, yy) — I como ¢([v1]) = ¢91. Como g, es tinico, ¢ estd
bien definida. Notemos ¢ es sobrevectiva pues dado h € T existe una trayectoria f que
inicia en el punto xg v finaliza en el punto hz,. Observemos que la trayectoria o f es un
lazo con base en yg y es tal que o([m o f]) = h.

Veamos que ¢ es un homomorfismo de grupos. En efecto, scan v, v v lazos en X/I’

con base en . Tomamos f;. f, sus levantamientos en X, respectivamente, ambos con
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punto inicial 2 y sean g1 = ¢([n]), g2 = ¢([72]).

Alora, definimos la funcién ¢, f> : [0, 1] = X por medio de

(g1f2)(t) = 1(fa(t))-

Notemos que ¢, f2 es una trayectoria en X con punto inicial g,xy que es el punto final
de f;. También notemos que g f> es un levantamiento de 42 con punto inicial gyap y su
punto final es g1(f2(1)) = g1(g220) = (9192)%0-

Definamos la siguiente funcion

fi(2t) si 0<t
gif2(2t—1) s 3 <t

IA

@)=

I
o

v observamos que es un levantamiento para v; * 32 con punto inicial zy. Como el punto
final de gy f2 es (g192)x0, entonces &([y1] * [72]) = d([n *72)) = g1g2 = ¢(1)@(72). Por lo
tanto, ¢ es un homomorfismo de grupos.

Veamos que ¢ es inyectivo. Supongamos que v es un lazo con base en yy v es tal que
o([v]) = e, es decir, que el levantamiento de 7 con punto base en x4 es un lazo en X.
Como X es simplemente conexo, entonces la clase de « es la clase del lazo identidad, lo
cual implica que ¢ es inyectiva.

Como ya habfamos dicho que es sobreyectiva, ¢ es un isomorfismo de grupos.




Capitulo 3
Conceptos de Geometria Hiperbdlica

La geometria hiperbdlica nace negando la unicidad de la que habla el quinto postulado
de Euclides v asumiendo que dados una recta y un punto que no pasa por ella hay una
infinidad de rectas gue pasan por el punto y que son paralelas a la recta.

Probaremos algunos resultados con respecto a esta geometria que utilizaremos para nues-
tro teorema principal, por lo que para el lector interesado en continuar el estudio de las

propiedades y clementos hiperbdlicos se recomienda las referencias [St92], [RR95], [Iv02].

3.1. Plano Hiperbdlico y Algunos Modelos

Daremos una definicién axiomadtica del plano hiperbdélico. Un plano hiperbélico es un
conjunto P # () cuyos elementos llamamos puntos y a las colecciones de subconjuntos

geodésicas que satisfacen los siguientes axiomas:

Axioma 1: Si A y B son puntos distintos, entonces existe una y sélo una geodésica

que contiene a A y B.

Axioma 2: Existe una funcion |-|: P x P — R, que para cada par de puntos P, () es
tal que |PQ| = 0si Py @ son el mismo punto y |PQ| > 0 cuando P # Q.
Ademads, |PQ| = |QP| y cumple la desigualdad del tridangulo, es decir.

|PQ| < |PR| + |RQ)|

206
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para toda terna de puntos P, Q. .
Este axioma hace que el plano hiperbélico sea un espacio métrico. El mimero |PQ)| es

llamado la distancia entre P v ().

Axioma 3: Para cada geodésica ( existe una funcion inyectiva f que manda el conjunto
£ al conjunto de los nimeros reales R, tal que si A, B € { son cualesquiera dos puntos,
entonces |AB| = |f(A) — f(B)|.

Este axioma hace que las geodésicas sean isométricas a R.

Para los siguientes axiomas necesitamos los siguientes conceptos:
Segmento. Segmento PQ = {X € (: |PX|+ |XQ| = |PQ|}.
Rayo. Sea P un punto y un segmento que empieza en P. Decimos que ? ={rel:z€
PQ o |xP| > |2Q|} es un rayo.
Rayos opuestos. Diremos que rayos opuestos son dos rayos tales que su union es una

geodésica.

Axioma 4: Si [ es cualquier geodésica. existen dos subconjuntos H Py, v H P, llamados
semiplanos acotados por ( tales que los conjuntos ¢, H P;. H P, son disjuntos, su union es

Py tales que

(a) Si P ¥ @ son puntos que estan en el mismo semiplano, el segmento de geodésica

que los une no contiene ningiin punto de £.

(b) Si Py @ estan en semiplanos opuestos, el segmento de geodésica que los une contiene

un sélo punto de £.

Axioma 5: Para cada éngulo existe un niimero e € [0, 7| llamado la medida del angulo

y cumple con:

) L= — - i i L Tk =
(a) Si h vy k son el mismo rayo, la medida del dngulo es 0. Si h y &k son rayos
tales que su unién es nuna geodésica, la medida es m. Diremos que estos rayos son

opuestos.

(b) La suma de la medida de un angulo y su dngnlo suplementario es 7.

N - 5 ; == = = = )
(¢) Si j estd en el drea comprendida entre los rayos h k y j ., h. k empiezan en el

» =3 _} -
mismo punto. entonces a + 3 = 5. donde a es el angulo formado por h. j. g el

— = - —
formado por j, k,y v el formado por h. k.
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(d) Si un rayo T que comienza en un punto Z estd sobre nna geodésica (. entonces
en cada semiplano acotado por £, el conjunto de todos los rayos 7 desde Z esta
en correspondencia uno a uno con el conjunto de los nimeros reales a € (0, 7) de
manera que a es igual a la medida del angulo que forman los rayos. Es decir, para
cada rayo existe un angulo a € (0,7), e inversamente cada angulo determina un

rayo.

(e) Consideremos las condiciones del inciso anterior. Si el rayo j empiezaen Zy P € j
enalquiera, entonces el dngulo a depende continnamente de P, esto es, si P’ es un
punto variable en P y o' el dngulo correspondiente, entonces a — o' — 0 cuando

|[PP'| — 0. Es decir, entre mas pequeno es el angulo, mds cercanos son los rayvos.

Para el siguiente axioma consideremos que un tridngulo es la interseccion de tres angu-
los. Dos segmentos seran congruentes si son de la misma longitud y dos angulos seran
congruentes si son de la misma medida.

Axioma 6: Dos triangulos son congruentes si todos sus angulos son congruentes y todos

sus lados son de la misma longitud.

Axioma T: Dada una geodésica £ y un punto exterior a £ existen al menos dos geodési-

cas que pasan por el punto P y 1o se intersectan con £.

3.1.1. Modelos del Plano Hiperbdlico

Ahora daremos algunos modelos de plano hiperbolico. es decir, que satisfacen la defini-
cién axiomatica. No lo haremos con todo detalle, pero se puede verificar que todos los
modelos presentados satisfacen los axiomas. Cabe senalar que las distancias no se miden
de la misma manera en los modelos y podemos pasar de un modelo a otro mediante una

transformacién.

Modelo del disco o disco de Poincaré
Denotaremos D? = {z € C : |z| < 1}, y su frontera es 9D? = {z : |z| = 1}. Entonces D?
es un disco euclidiano de radio 1 sin su frontera.
Las geodésicas son didmetros v arcos que intersectan a dD? en un dngulo recto.
La distancia entre sus puntos se define por d(z;,22) = tanh™' ’];E:—llz-i Este modelo es

conocido como el disco de Poincaré.
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F1GurA 3.1: Modelo del Disco de Poincaré.

Modelo del Hiperboloide
Es también llamado el Modelo de Lorentz y se utiliza un hiperboloide de revolucion

g(x.y.2) = 2% + 3* — 2°. Denotaremos el modelo por .2 y es tal que
L% ={(z,y.2) e B®: q(z,y,2) = -1, 2> 0},

Como lo indica su nombre. consiste en la hoja superior de un hiperboloide de dos hojas y
sus geodésicas consisten en intersecciones de planos que pasan por el origen con la hoja
superior.

Para medir la distancia entre los puntos u = (zg. €1, 22) y v = (yo, 41, y2) con zg = 1 +23 +

x3, yo = 1+y3 -+, utilizamos d(u, v) = cosh™ B(u,v). donde B(u. v) = xoyo—a111 — Ty

Ficura 3.2: Modelo del Hiperboloide o de Lorentz.

Modelo del Semiplano
Denotamos H? = {z : 2 € C, Imz > 0} y su frontera es 0H?> = {z : 2z € C, Imz = 0}.

En este modelo. las geodésicas son semi-rectas verticales v arcos de circulos que intersectan
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a OH? en un dngulo recto. Llamaremos a H? modelo del semiplano y daremos més detalles

de ¢l en la siguiente seccion.

F1curA 3.3: Modelo del Semiplano.

Tanto el modelo del disco. del hiperboloide o del semiplano pueden ser extendidos a
dimensién n € N. Para los lectores interesados en conocer mds sobre estos modelos se

recomiendan las referencias [Ra94], [Be05], [CNS12].

3.2. Meétrica Hiperbdlica

A partir de este punto, estudiaremos el plano hiperbdlico basandonos en el modelo del

semiplano. por lo que si mencionamos el plano, nos referimos a H”.

Definicién 3.2.1. Sean t,.t; € R con t; < tp. Si v : [ti,ta] = H? es una curva C' a

pedazos definida en H?, definamos la longitud hiperbdlica de vy como

_ [* JEOPT AP,
31 y(t)

u()
donde y(t) = 2(t) = =(t) + iy(t).

La longitud de una curva no depende de la parametrizacion, por lo que podemos
suponer que nuestro intervalo es [0. 1]. Como consecuencia de lo anterior. la longitud de
la curva es la suma de la longitudes de cada curva concatenada.

Con la nocién de longitud podemos definir una distancia que hard de H? un espacio

métrico.
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Definicién 3.2.2. Sean z).z0 € H?. Definiremos la distancia hiperbélica entre zy y z
Como

d(z1, z9) = Inf{ly(v) ‘ la,b] = HE,  y(a) =z, (b)) = 2}

Proposicion 3.2.3. El plano hiperbolico es un espacto métrico con la distancia d(zy, 29).

Demostracion: Notemos que d(z1,23) > 0 pues \/(2/(t))* + (¥/(t))?> = 0 y y(t) > 0. Para
ver que d(zy, 23) = d(29, 21), sea y(t) una curva C* a I)de!UH de 2 a 25. Consideramos la
curva ¥ = (1 —t) y notemos que con esta curva empezaremos en el punto z» y llegaremos
al punto z;.

Ahora supongamos que d(z;.2;) = 0 con z; = (a;,az). 22 = (b;.ba), 21 # 22. Sin
pérdida de generalidad consideremos a; # b;. Entonces para cualquier trayectoria y(t) =
(x(t).y(t)) de z; a 29, 2(t) no es constante (pues si lo fuera necesariamente a; = b;). por
lo tanto {p(v) > 0. lo cual es una contradiccién dada la definicion de d(z, z2). Por lo
tanto z; = z,. Reciprocamente, supongaimos que z; = 2, entonces una travectoria que
va desde z; a 29 es v(t) = z;, pero fy(v) = 0. entonces d(z;,22) < 0 pues d(z1, 22) se
define por medio del mfimo. Como acabamos de probar que d(z;. 22) > 0 necesariamente,
concluimos que d(z;, 22) = 0.

Por tltimo debemos verificar la desigualdad del triangulo. Debemos mostrar que d(z;, z3)
< d(zy. 23) + d(z9, 23). para todos zj. zy. 25 € H2 Procederemos por reduccion al absurdo.

Supongamos que existen zi, 2o, 2y tales que d(zy,23) > d(z), 22) + d(z2, 23). Entonces
existe ¢ > 0 tal que d(zy.23) = d(z1.22) + d(z2, z3) + ¢. Luego, existe una trayectoria
desde z; a 23 y 72 desde z; a 23 tal que € (1) < d(z1,22)+5 y lr(72) < d(22,23)+5, porlo
que podemos construir una trayectoria 4 desde z; hasta z3 concatenando las trayectorias

71 ¥ 72 Por tanto,
d(z1,23) < fa(F) = a(m) + ulye) < d(z1, 22) + d(22, 23) + € = d(21. 23),
lo cual es absurdo. Por tanto d es una métrica.

O

En caso de que dos puntos estén sobre el eje imaginario, es posible derivar una férmula

explicita para calcular la distancia entre ellos.

Teorema 3.2.4. Sean z; = ia y 2o = ib, con a.b > () reales. Entonces

l‘f(.—.."[, .‘.‘.'2) = ]Ug E‘

4
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i ] ) i i
Demostracion: Supongamos que a < b. Sea = : [f;.12] = H* una trayvectoria que une ia
1 ;

con ih. Asi,

= [ YEOETGET o, [ W0y [0 g (1)) (1)
= ez [t [P on (T ) =100 (7).

-2

Por tanto, {g(v) esta acotada por abajo por log ff Si a(t) =it. con a < t < b, entonces

a es una trayectoria que une ia con ib. Notemos que

bt b
lu(a) = / (T = log (;) .

Por lo anterior. tenemos que d(z, z2) = d(ia.ib) = log (£).
O

Como podemos darnos cuenta, es facil caleular la distancia entre dos puntos si son de
la forma 1a con a € R*, por lo que una pregunta natural seria qué pasa con los puntos de
la forma a + b con a,b € R y a # 0. En general, podemos reducirnos al caso de puntos
sobre el eje imaginario usando transformaciones de Mébius, que son transformaciones que

preservan la distancia y que estudiaremos en la siguiente seceion.

3.3. Transformaciones de Mobius

Las transformaciones de Mobius son funciones que dejan invariantes propiedades como la
longitud, los dangulos. la orientacién, entre otras. Estudiaremos sus propiedades v veremos

algunos ejemplos de estas transformaciones.

Definicién 3.3.1. Sea 2 € C y T : CU {oc} = C U {oc}. Decimos que

Tiz) = i con a,bc,deR, ad—bc#0
cz+d

Ly {a

es una transformacion de Mébius, donde, si ¢ # 0, definimos T{—g) =00, T'(c0) =2 y

si ¢ =0 entonces T'(o0) = oo.

Como H? ¢ CU {oo}. tomaremos a las transformaciones de Mébius de H? en H?. De

aqui en adelante, tomaremos la restriccion ad — be = 1 en vez de ad — be # 0.
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Las transformaciones de Mobius son funciones biyectivas y conformes. Ademds. la
composicion y la inversa de una transformacion de Mobius es de mievo una transformacion

de Maobius. En particular, forman un grupo bajo la composicion.

Lema 3.3.1. Si T'(z) es una transformacion de Mébius, entonces 1°(z) es biyectiva.

Demostracion: Vamos a probar que para cada transformacion de Moébius 7', existe su

az+b

e74 Y definamos

inversa 77! y que también es transformacién de Mobius. Sea T'(z) =

T = - caleulo directo

d(2E2) — b _ (ad = be)z

-1 A ) e cztd L b,
(T(”)) ﬂz+f)) +a ad — e f(i( )
dz—b
=17 — al <oy 1D _ (ad—bc)z .
= e( d:._:'a) +d  ad—-be i)

Por tanto T es biyectiva.

O
Lema 3.3.2. Las transformaciones de Mébius forman un grupo Mob(H?) bajo la compo-
sicion de funciones.
Demostracuon:
» Asociatividad
Sabenos que la composicién de funciones es asociativa.

s Identidad
La identidad estd dada por id(z) = 3. Primero, notemos que (1)(1) — (0)(0) = 1.
Sea T(z) = 2L, Veamos que 7'(id(z)) = T(=).

1)+b  az+b
}-1-d cz+d

T(id(2)) =

= Cerradura
Sean T(z) = %3 y T(z (=) = :;—I{- Veamos que la composicion es cerrada.
T(f(::)) _ ;;.t‘}é) + 0 (ae +bg)z + (af + bh).
o(ZH) +d "~ (ce+dg)z+ (cf + dh)

(r; 2+h

Es facil ver que (ae 4 bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg) = 1.

R —

S —
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Al aplicar una transformacién de Mobius a dos curvas que se intersecten con un dngulo
f#, éste permanece invariante. Esto nos dice que estas trasformaciones son conformes, y

para verificar esto primero debemos definir qué es ser una funcién conforme.

Definicién 3.3.2. Seanzy € C,a: [a,b)) CR = C, B : [a,b] CR — C, a(a) = fi(a) = 2,

a’(a), f'(a) # 0. Decimos que [ : A— C es una transformacion conforme en zy s

(foaV(@] _ [
ik [(f o mw} d {Bfm] '

Si f es conforme en todo punto de A, entonces decimos que f es conforme.

Lema 3.3.3. Si f es holomorfa en zy y f'(z0) # 0, entonces f es conforme en z,.

Demostracion: Por la regla de la cadena, tenemos que

(foa)(a) _ fla(a))a'(a)  f'(z)d(a)  o(a)

(foB)(a)  f(Ba)B(a)  f(20)8(a)  Bla)

Corolario 3.3.1. Las transformaciones de Mobius son funciones conformes.

Demostracion: se sigue del lema 3.3.3.

O

Después de estudiar el comportamiento de las geodésicas bajo ciertas operaciones,
podemos contestar la pregunta de la seccidn anterior: jcémo caleular la distancia entre

los puntos de la forma a + ib con a,b € R v a # 07
Teorema 3.3.3. Si z;.2z, € H?, entonces existe T € Mob(H?) tal que T(z,) = ia y

T(z9) = ib, con a.b > 0.

Demostracion: Caso 1: Si 7). 25 son imaginarios puros tomamos 7' = id y terminamos.

Caso 2: Si z; = ia + ¢, 2z, = ib + ¢, entonces aplicamos la transformacion z — z — c.
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Cuso 3: Sean zj, zo puntos que determinan una geodésica tipo semicircunferencia con

extremos a v 3. Consideremos la transformacion

T(z) = (,b'—l-n) 2= (;'_1; + 1)‘

z—a

Notemos que T € Mob(H?) y que transforma el semicirculo en el eje imaginario.
O

El teorema anterior nos dice que sin importar cual sea la forma de los puntos en H?
siempre podremos utilizar la formula dada en el teorema 3.2 4.
La demostracion de que las transformaciones de Mébins forman un grupo sugiere una
forma de calcular la composicion de manera mas sencilla. Veamos que existe un isomor-
fismo entre Mob(H?) y PSL(2.R) = SL(2.R)/{id, —id}.

a
Asociado a cada elemento + f € PSL(2.R) existe una transformacién de Mobius
c o«
az+b
T T ez+d’

donde a,b,c.d € R .ad — bc = 1.

Reciprocamente, dada una transformacion de Mobius

az+b
T(z)= 4
(2) cz+d

podemos asociarle una matriz
C (L

b} tal que ad —be =1y a.b,c.d € R.

Lema 3.3.4. El grupo PSL(2,R) es isomorfo al grupo Mob(H?) via la aseciacion ante-

rior.

Demostracion: Sea f(z) = :;‘:—I;'; y g(z) = 4228 con a,b,¢,d, A, B,C, D € R. Asi

~ Cz+D
_A(f(2))+ B
_ Aaz+ Ab+ Bez + Bd . cz+d
- cz+d Caz+ Cb+ Dez + Dd

(Aa + Be)z + (Ab+ Bd)
(Ca+ Dc)z + (Ch+ Dd)

El producto de sus matrices asociadas es
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A B
c D

a b B Aa+ Be Ab+ Bd
c d Ca+Dc Cb+Dd|’

Notemos que los coeficientes en las operaciones son equivalentes.
O

El lema anterior nos dice que es equivalente multiplicar dos matrices asociadas a dos
transformacién de Mobius que componerlas como funciones. Hay otras propiedades que no
son presentadas pues no las utilizaremos, al lector interesado puede buscar en la referencia
[BEG12].

3.4. Isometrias Hiperbdlicas

Para nucstros propositos, las isometrias seran de H* a H? y dejardn invariantes la

longitud de las curvas, como mostramos a continuacién.

Teorema 3.4.1. Las transformaciones de Mabius preservan las isometras hiperbélicas.

Demostracion: Sea v : [a,b] C R — C tal que v(t) = (x(t), y(t)) es una trayectoria desde

2 hasta z3, y T'(2) = f—:f’j Debemos mostrar que fg(v) = £u(T(v)). Usaremos

y(1) 1

Tm(q[f}) == W |A{!(t)| = |{,'"((t) +—d,[3 -

Por la regla de la cadena, tenemos que

e - [ 1TOY@L, [ IT @)@
(1)) _/n Im(T(v)) ¢ _/ﬂ Im(T(v)) ke

= b ad — be i |(_~";{(t) s dIE 1
b

_ [ ol

= _/n Im.("f(i))dt

= fu(y).
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Como hemos probado, cada elemento 7 € Mob(H?) es una isometria, pero no toda

isometria es elemento de Moh(H?).

Ejemplo 3.4.2. Sea R(z) = —Z. Notemos que R manda a cada z € C a su conjugado,
lo que quiere decir que R es una reflexion con respecto al eje y. Como los elementos de

Mob(H?) preservaban la orientacidn, concluimos que R ¢ Mob(H?).

Ficura 3.4: Comportamiento de R(z).

Ahora mostraremos un resultado que nos dice que elementos en la frontera son trans-
formados en elementos del eje imaginario. Utilizaremos el concepto de colinealidad como

en el sentido euclidiano, cambiando recta por geodésica.

Lema 3.4.1. Dados . xq. x5 € OH® distintos, cxiste una inica isometria T tal que

x) = 0, T 1, I3 — 00,

Demostracion: Sea T (z) = ﬁ: Entonces 7} (x3) = oo. Ahora consideremos w; = T (ay)
v we = Ti(xs2), y notemos que 7" manda la terna (x;,z2,x3) en la terna (w;, ws, o).
Supongamos que T5(z) = z —w,, por tanto I>(oc) = oo y To(w,) = 0. Sea ug = wy—wy, y
notemos que 75 manda la terna (wy, ws. oc) en la terna (0, us, o). Consideremos T3(z) =

<y en consecuencia Ty(o0) = oo, Ty(us) = 1 v T3(0) = 0. Notemos que T3 manda

/T

a terna (0,u2,00) en la terna (0,1,00). T == Ty 0o T3 o T}, entonces 7" manda la terna
(1, 0. 23) en la terna (0,1, 00). La unicidad se sigue de la definicion de transformacién

de Mobius. Por lo tanto. T es la isometria buscada.
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Notemos que en la demostracion anterior hemos utilizado solamente tres puntos, por
lo gque uno podria pensar que la unicidad de una isometria solamente depende de tres

elementos de H2. Formalizaremos esto.

Proposicién 3.4.3. Sean z;. 2. z3 € H? puntos no colineales y Z,. Z,. Z3 € H? tales que
d(z1,20) = d(Zy, 2Z5), d(29,23) = d(Z2,Z3) y d(zy,23) = d(Z), Z;), entonces existe una
unica isometria T tal que T'(z1) = Zy, T(zs) = Zs, T(z3) = Zs.

Demostracién: Sea v, la geodésica que pasa por 27 v 25 con extremos r;,rs, 72 la geodésica
que pasa por z; y zz con extremos xi,ay. Por el lema anterior, sabemos que existe una
nnica 7' € G tal que xy — 0. &y — 00, 23 — 1.

Andlogamente, 7] la geodésica que pasa por Z; y Z; con extremos X;,Xs, sea 7, la
geodésica que pasa por Z; v Zy con extremos X, X3, Por el lema anterior, sabemos que
existe una tnica 7' € G tal que X, +— 0, Xo+ 0o, X3+ 1. Notemos que T'= (T")" 1o T

es la isometria buscada.

O

Ahora, asi como en el caso euclidiano, en el plano hiperbélico también existe una clasi-

ficacién de isometrias. Las siguientes isometrias generan todas en el modelo del semiplano.
(a) Rotaciones limite
T(z)=2+a, a€R

Esta isometria hiperbolica se ve como una traslacion euclidiana. Esta isometria modifica
la parte real de los puntos que conforman las geodésicas. Aqui solamente existe un punto

fijo que es oo. También es conocida como rotacion limite.

F1GURA 3.5: Las geodésicas f y g son las iniciales y las geodésicas T'(f(z)) v T(g(z))

son las resultantes de la traslacion.

(b) Rotacion

Las rotaciones en el plano hiperbdlico se pueden visualizar en el modelo D?. Pasaremos
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de H? a D? mediante J(z) = Ef% y luego aplicamos la transformacion

Re(z) =€?2. 8¢ [0,2n)

en D%, Después, transformamos lo que resulté mediante J—'(z) = ==+,

T—=1

s

En D?, esta isometria modifica la geodésica girando un angulo 6. Aqui sélo hay un punto
fijo que es el punto de rotacion i. Si queremos otro punto de rotacion. podemos hacer una

traslacién al punto deseado v después aplicamos J~' o Ry o0 .J.

(¢c) Reflexiéon con respecto al eje imaginario

Esta isometria se ve como una isometria euclidiana pues es la reflexién con el eje imagi-

nario. Los puntos fijos son los imaginarios puros.

f(2) R’(f(z))

F1Gura 3.6: La geodésica f(z) es la inicial y la geodésica R{f(z)) es la resultante de

la reflexion con respecto al eje imaginario.

(d) Homotecia
1,(z) = pz, donde p>0.

Al aplicar esta isometria en las geoddésicas verticales que parten del origen, dstas no
parecen cambiar pues aumentan su longitud por lo que, visualmente, no hay ningiin
cambio y tampoco puntos fijos. En las geodésicas semicirculos con centro en el origen

modifica “el radio” haciéndola mas grandes. El inico punto fijo es el centro.
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En las geodésicas que no parten del origen o no lo tienen como centro, la geodésica inicial

se desplazaria p unidades. En tal caso no habrfan puntos fijos.

T,lE(2))

Fi1GURA 3.7: Geodésica & con centro en el origen, y T,(£(2)) es la geodésica resultante

de aplicar T,.

En el siguiente capitulo hablaremos sobre superficies hiperbdlicas y supondremos vali-
dos los resultados de esta seccién. Generalizaremos algunos resultados vistos en este

capitulo.



Capitulo 4

Teorema de Killing-Hopf para

Superficies Hiperbodlicas

4.1. Generalidades de Superficies Hiperbdlicas

wiciy . . ] . . _—
Definiremos algunas regiones que forman parte de H*. Estas regiones seran de utilidad

para definir superficies hiperbolicas.

Segundo Semiplano Hiperbdlico
Denotamos S = {z : 2 € H?, Re(z) > 0}. Notemos que el segundo semiplano hiperbélico

es parte del semiplano hiperbdlico, es decir, § C H?.

Re(z) = 0

FiGurA 4.1: Semiplano Hiperbdlico.

Cuadrante Hiperbdlico
Denotamos Q = {z: z € §, |z| > 1}. Notemos que @ C S.

41
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F1Gura 4.2: Cuadrante Hiperbdlico.

Definiremos qué es una superficie hiperbdlica.

Definicion 4.1.1. Una superficie hiperbolica con frontera geodésica y esquinas rectas es
un espacio métrico S tal que cada punto en S liene una vecindad isométrica a algin
conjunto abierto en el plano hiperbélico, en el sequndo semiplano hiperbélico o en el

cuadrante hiperbolico.

Ejemplo 4.1.2. Un ejemplo de superficie hiperbélica es el llamado hexdgono con dngulos
rectos. el cual es un hexdgono con geodésicas como sus lados y la medida de todos sus

brmilie g X
dngulos es 3.

FicUura 4.3: Hexédgono con dangulos rectos.

De la definicion 4.1.1 se sigue que una superficie hiperbélica tiene tres tipos distintos
de puntos.
1) Tiene una vecindad localmente isométrica al plano hiperbdélico.

2) Tiene una vecindad localmente isométrica a un disco con centro en el eje real de
Hﬂ:‘

3) Tiene una vecindad localmente isométrica a un disco con centro en el vértice de ().
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!’ “
1

oo
. 4

F1GUuRrA 4.4: Distintos puntos hiperbdlicos.

En el resto de esta seccion, nuestras superficies seran hiperbdlicas con frontera geodési-
ca v esquinas rectas.
Ahora definiremos la nocién de curvas geodésicas en superficies hiperbdlicas. Conside-
ramos una curva 5 en una superficie hiperbdlica y definamos su longitud. Para ello nos
anxiliaremos de la longitud hiperbdlica, definida en el capitulo anterior para geodésicas
en el plano hiperbdlico. Como necesitaremos que v sea C' a pedazos, definiremos esta

propiedad.

Definicién 4.1.3. Una curva v : [a.b] C R — S se dice ser C' por pedazos si existe

una particion del intervalo a =ty < ty < --- < t, = b tal que |y, 1, es C' para toda

Sea S una superficie hiperbolica con frontera geodésica y esquinas rectas, I C R un
intervalo y v : I — S una funcién continua. Como S es hiperbélica. para toda x € (1)
podemos tomar una e¢-bola alrededor de z. isométrica a una e-bola en el cuadrante hi-
perbolico Q. En particular, existe una coleccion A = ({I;}iea. {(Bi. ¢:) }ica) de subinter-
valos de I tal que I = | ] I; y tal que v([;) estd contenida en la bola B; de S isométrica

i€A
a una bola en ) via la isometria ¢;.

Para cada i € A, denotamos B; a dicha bolaen S v a ¢; : B; — (@ isometria sobre una
bola de Q. Supondremos que podemos tomar A a lo mas numerable. Suponemos (¢, 0 ,')
a C' a pedazos para toda i.

Definimos

bp(y) = Z lu(gi o, )-

ied

En principio, la definicién anterior depende de la particion del intervalo I y las iso-

metrias ¢;. El siguiente teorema nos dice que £, es independiente de ambas cosas.

Teorema 4.1.4. La cantidad {4(7) no depende de A.
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Demostracion: Sean A y B dos colecciones distintas definidas como se sigue:

A = ({L}iea, {(Bi.¢)}iea): B = ({Li}ien. {(B;. ¥))}jen)-

Dividiremos en tres casos nuestra prueba: Caso 1: Supongamos que {[; }ica = {J:}jen

con A= B, I, = .J;, para todo i € A. Por nuestra definicién, tenemos que

b(v) = tuldion],).

ieAd

(a(v) =) _tu(¥ion],).

icB

Basta demostrar que (g(¢; o v|5,) = (u(¥; 0 v[;,) para toda i € A. En efecto,
W,09]; = (V007" ) (diov]s,) y Wiod; ! es una isometria de un conjunto abierto en @ a
un conjunto abierto en Q. Como Yo¢~! es una isometria, entonces es una transformacion
de Mobius o su composicion con —Z. Luego, como estas transformaciones preservan la
longitud de curvas, se sigue la igualdad deseada.

Caso 2: La colecciéon {I;};c4 es un refinamiento de {J;},ep para toda 7 € A;, es decir,
para toda j € B existe A; € A y una coleccién de intervalos {I;};c4, tal que para toda

i € A; pasa que I; C J;. Debemos mostrar que

Z le (@i 0y

iEA;

1) = (¥07],).

En efecto ya que usamos el mismo razonamiento del caso anterior. Ademas,

ZFH(@ °7|,)= Zfﬂ(‘l‘; 09,) = ta(¥; °"r|_,j}-

i€A; i€A,

Entonces

Y w(¥09],) =" tlgion],) =) tuldion],).
jed JEJ €A, i€A
Caso general: Consideremos {/; }ic4 v {J;} jep. Construimos una nueva particion { K }rec
que es un refinamiento de ambas colecciones A y B ' v usamos ¢; para construir una co-
leccién C. Por el caso anterior, tenemos f4(v) = fo(y) v fa(y) = Le(7). Por lo tanto,
Luly) = te(7).

!Este refinamiento puede construirse tomando intersecciones no vacias de los intervalos I; v J;.
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O

Lo anterior muestra que la cantidad £4(7y) es independiente de la coleccién A que

tomemos por lo que no sera necesario escribirla explicitamente.

Definicién 4.1.5. Sea v una curva C' a pedazos. La longitud de la curvay : I — S es
la cantidad €4(7) para cualquier coleccion A = ({Ii}iea. {(Bi, ¢i)}ica) ¥ la denotaremos

por ((7).

Ahora definiremos el concepto de geodésica. Para esto necesitaremos introducir la

nocion de curva diferenciable.

Definiciéon 4.1.6. Sea v : I C R — S una curva y t € 1. Supongamos que B,.(v(t)) es
una bola 1sometrica a un abierto U de H? y que f : B.(y(t)) = U es una isometria. Se
dice que v es C' ent si foy: I — H? es C! ent. Diremos que v es C' en I silo es en

todot € I).

Definicién 4.1.7. Una curva C' a pedazos v : 1 —+ S en una superficie hiperbolica dice
ser una geodésica si para tode x € I existe una vecindad abierta J C I de x tal que para

todos s, t € J tenemos que

d(v(s), (1)) = v, ) = Is — tl.

Notemos que las geodésicas siempre existen localmente pues S es localmente isométrica
a H2. Sin embargo, las geodésicas se pueden construir entre cualesquiera dos puntos, como

veremos en el teorema 4.1.12,

Proposicion 4.1.8. Sea v : I — S una geodésica. Entonces
a) d(v(s),7(t)) < |s —t| para toda s,t € I.
b) (|, .) =|s — t| para toda s.t € I.

E!.s

Demostracion: a) Sean I = U;c41; una particién a lo mas numerable del intervalo I tal
que para toda i € A y para toda s.t € I;, tenemos que d(vy(s),v(t)) = |s —t|. Por la

desigualdad del triangulo en S, tenemos que

d(v(s),v(t)) < Z d(v(t;), v(ti-1)), para cada t € I,

ieA
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donde t;_y.t; son los extremos del intervalo I;. Asi,

3 d(y(ta), Y(tic1)) = Y |t — tima| = |5 — 2.
=¥} €A
b) Basta demostrar que para toda x € I, existe una vecindad abierta U de x tal que
para toda s, t € U pasa que !'.I("Ir'ht R]) = |s — | por la aditividad de la longitud.
Sea U una bola con centro en y(x) que sea isométrica a una bola en @ via la isometria

:n‘.f,ﬁ‘]) = f{':((p o ﬁlr ‘ [f-..‘»‘])’ ]O que

¢ U — Q. Notemos que para toda s,t € 7“([7’) tenemos £(~y
quiere decir que ¢ o 'v‘[t_s: es geodésica en ().
Entonces
du(o(7(t)), #(7(s))) = |s — t| = d(v(s), 7(t)).

Por tauto,

f("f[[m}) =|s—t|.

1]

En la anterior proposicién utilizamos la propiedad de aditividad de la longitud de
curvas que nos dice que si concatenamos dos curvas. la longitud de la curva resultante es

la suma de la longitudes de cada curva concatenada.
La nocién de longitud de curvas en S nos permite definir una nueva distancia di en
S. Dados x,y € S, definimos el conjunto
Clz,y) ={y:0.1] = S| v(0) =z, v(1) =y, v es C* a pedazos}.
Notemos que el conjunto L(z.y) = {£(v) : v € C(z.y)} tiene una cota inferior, y por
tanto L(z, y) tiene un infimo.

Definicién 4.1.9. Sean x, y € S. Definimos la distancia riemanniana dg(z.y) de x a y

como dg(x,y) = Inf L(z,y).

Es natural preguntarse si dp inducird una métrica en S que coincida la que ya estd
definida en S, o al menos determinar cémo estdn relacionadas. Para ver lo anterior,

usaremos algunos resultados técnicos.

Lema 4.1.1. Sea x € S y ¢y > 0 tal que B, () es una bola cerrada isométrica a una
bola en Q. Si0 < a < €y, z € By(x), y & B,(x) y v es una curva de 2 a y, entonces

f(":r) ST,
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Demostracion: Sea v : [0,1] — S una curva que une a z con y y ¢ : B, — Q una

isometria, y ¢ € [0, 1]. Consideremos la funcién continua
t— d(z,v(t)) € R.

Notemos que

0= dz,z) <a,
1= d(z,y) 2 €.

Euntonces d(z, z) < o < ¢y < d(x,y). Por tanto, d(z, z) < d(x,y). Por el teorema del valor
intermedio sabemos que existe u € [0,1] tal que
a) v([0,u]) C B, (z).
b) d(z,v(u)) = €.
Luego,

() 2 £ (1],) = G (909]0,) 2 @0, 9(2(w) = d(z 7). (41)

Ahora, por la desigualdad del triangulo tenemos d(x, y(u)) < d(z, z) + d(z,v(u)).

Por tanto.
d(z,v(u)) = d(z,v(u)) —d(x,z) = ¢ — d(z, 2) > ¢ — 0. (4.2)

Por (4.1) v (4.2) tenemos la desigualdad deseada.

Proposicion 4.1.10. Seq © € S. Entonces existe € > 0 tal que
1) Sid(xz,y) > €, entonces dr(x,y) > €.

2) Si z,w € Be(x), entonces d(z,w) = dr(z,w).

Demostracidn: Sabemos que existe ¢, tal que B, (z) es isométrica via ¢ a una bola en Q.
Sea e = ¢ < ¢q.

1) Supongamos que d(z,y) > €. Por el lema 1.1.1, sabemos que para toda curva v de x a
y, tenemos que {(v) > e —a, a € R™. Sia =0 y 4 es una curva que va desde 2 hasta y,
entonces dg(x,y) = inl £(v) > e.

2) Si z,w € B(x) y v es una curva desde z hasta w, entonces tenemos dos casos:

e Caso 1: Si y([0.1]) C B,,(x), entonces

L21]

{(y) = tu(d o y) 2 du(o((0)), 6(v(1))) = d(7(0).7(1)) = d(z, w).
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e Caso 2: Si 7([0.1]) € B, (z). Aplicamos el lema anterior con o = % = ¢. Sea u € [0, 1]

tal que v(u) € B,,(x), entonces

(v) > ¢ ("j."[ﬂ‘u:) 4 (’Ylf_u,l]) > (€0 —€) + (co — €)

8¢ —2¢=6c > 2c > d(2,7) + d(z,w) > d(z,w).

Por tanto, ((v) > d(z,w). Asi, dr(z,w) > d(z, w).

Ahora basta demostrar que dp(z, w) < d(z,w). Sea 7 el arco de geodésica en @ de ¢(z)
a o(w). Entonces (i:(5) = dp(¢(2), o(w)) v 0 = ¢~ ' 05. Notemos que 7 es una curva en
Sdezawyl(v) =lz(y) =dy(od(z2),0(w)) = d(z, w). Si v es una curva desde z hasta
w. entonces dp(z, w) = mf £(y) < d(z,w).

Por lo tanto, dp(z.w) = d(z, w).

O

Como hemos demostrado que dgp(r,y) = d(r,y) para =,y contenidos en una bola
isométrica a otra en (Q, entonces dg coincide localmente con la misma métrica que d. En
conclusion, dada (S, d) una superficie hiperbélica, podemos definir nna nueva superficie
(S,dg) que es localmente isométrica a (S, d). Por ello. de aqui en adelante supondremos
que nuestras superficies estan dotadas de la distancia rienunaniana.

Ahora podremos precisar la definicién de completez de una superficie.

Definicion 4.1.11. Diremos que S c¢s una superficic hiperbélica completa si para cual-

quier geodésica 7y : [0.€) — S, existe una geodésica 7 : [0,00) — S tal que :;'?ne) =9.

Intuitivamente. la definicion anterior dice que a una superficic completa no le faltan
puntos, por lo que podemos extender geodésicas indefinidamente.

Un ejemplo de superficie completa es H?. Por el contrario. notemos que, si p es un
punto, entonces H? \ {p} es una superficie no completa ya que una geodésica no podra
ser extendida en una vecindad cerca de p.

Aliora demostraremos que en una superficie completa, cualguiera dos puntos pueden
ser unidos por una geodésica. notemos que si 7 : [a, b] = S una geodésica y [c,d] C [a, ],

entonces ",-J es también una geodésica.

E{:.({]
A partir de esta parte, supondremos que las superficies hiperbélicas S son completas.

a menos que se indique lo contrario.
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Lema 4.1.2. Sea S una superficie hiperbélica conexa por trayectorias. Dados .y € S,

entonces existe z € S tal que
dix,y) = d(z,z) +d(z,9).

Demostracion: Primero, para 0 < § < d(x, y). consideremos la bola cerrada Bs(x). Como

Bj(z) es cerrada, existe z € Bs(x) tal que d(y, Bs(z)) = d(y, z). Sea 5 una curva definida

en [a, b] que une x con y. Como § < d(x,y). v se intersecta con dB;(x) en (1),

07) = 0| ) + €02 )
> d(z, (1) + d(~(t),y)
>d(x,z)+d(zy).

Dado lo anterior, d(z.y) = d(x.2) +d(z, y). Ademas, d(z.y) < d(r.z) + d(z.y) por la
desigualdad del tridangulo. Entonces d(z,y) = d(z, z) + d(z.y)

O

Teorema 4.1.12. Sea S una superficie completa y conexa por lrayectorias. Para cuales-

quiera dos puntos x.y € S existe una geodésica que los unc.

Demostracion: Definimos v como la geodésica que une a x con z, donde z cumple con las
hipétesis del lema anterior y estd en una bola centrada en z isométrica a una bola en H>.
Notemos que por la definicion de completez de S, podemos extender a 7, y definimos
I={teR:dx,y)=t+d(v(t),y)}. Bs [dcil ver que I es no vacio pues 0 € 7, ademss J
es cerrado. En efecto, sea s un punto de acumulacién de . Entonces existe una sucesion
(tn)32, C I tal que t,, — s. Observemos que d(x.y) = t, +d(y,¥(t,)). pues t, € I. Como
lim #; = s;
n—oo
por continuidad de v v d tenemos que d(x,y) = s + d(v(s).y). Por tanto s € 1.

Ahora, como I es acotado podemos tomar 7" = sup / y notemos que 1" € 1 pues [ es
cerrado. Debemos probar T' = d(x.y) ya que implicaria que v es una geodésica que une
a x con y definida en el intervalo [0,7]. Notemos que T' > d(ax.y) no es posible por la
restriccion de 1.

Supongamos que 1" < d(a, y). Por el lema 4.1.2, para ¢ suficientemente pequeno. existe
o tal que

dix.xg) =¢ v dlr,zg) +d(xg.y) =d(a.y).
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y aplicamos el mismo lema a los puntos 4(7T) y ¥ para encontrar 6 > 0 y yy € S tal que
d(v(T).p0) =48y d(¥(T).y0) + d(yo, y) = d(+(T), y).
Por tanto

d(z.yo) > d(x,y) — d(yo, y)
= d(z,y) — (d((T),y) — d(+(T"). yo))
= (d(a.y) - d(x(T), y)) + d(+(T). o)
=T+,

vaque T € 1.
Sea 1) la geodésica que une 7(7) con yy. Dado que la concatenacion L de 7|[u,'f'} v
es una curva C! a pedazos de longitud 7'+ d que unen x con yy. se sigue de los cdlculos

anteriores que d(x,yy) =71 + 9.

Ficura 4.5: Concatenaciéon de 7[[1] Y N

Hemos probado que L es una geodésica. Por definicién de L tenemos Ly, .. = v, -
Ademas en el intervalo [0,7"+ 0] las geodésicas L y v coinciden. Por tanto (7' + 8) =
L(T +9) = y.

Entonces
d(y, W(T+0))+T+0 = d(y,yo) +T+40 = d(y, ¥(T)) —d(~(T),yo) + T +6 = d(y.v(T))+T
=d(x,y).

Pero esto es una contradiccion pues habiamos supuesto que 1" era el supremo de /. Por

lo tanto, T = d(z, y).
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4.2. Construccion de Superficies Hiperbdlicas

En esta seccion vamos a considerar un grupo I' de isometrias que actia propiamente
discontinuamente sobre H?. Para medir la distancia entre las drbitas de esta accién,
consideraremos la funcién D : H?/T' x H?/T' — R dada por

D(Tz,I'y) = min{d(u,v) : u € I'z,v € Ty},

para toda 2.y € H? y d es la distancia hiperbélica de H?. Una definicién equivalente es
D(Tz,T'y) = min{d(z,gy) : g € T'}.
Para ver la equivalencia de estas dos definiciones, la siguiente proposicion sera de gran

ayuda.

Proposicién 4.2.1. Sea T’ C Iso(H?) actuando propiamente discontinuamente, yx € H?,

entonces I'r no tiene puntos de acumulacion.

Demostracién: Procederemos por contradiceién. Sea zy € H? tal que Tzg tiene un punto
de acumulacién y y para toda r > 0 existe g € T' tal que d(y. gxg) < r. entonces existe
(gnro) € HZ tal que g,ro — y. Como la accién es propiamente discontinua, para r

suficientemente pequeno tenemos
d(g120. g2w0) < 1 & d(x0. g7 ' gawo) < 1 & gy g2 = {id} < g1 = go.

En particular, d(g,.xo. gure) = v con g, # g,. Lo cual es una contradiccion pues la

sucesion es de Cauchy, es decir, para m,n muy grandes, d(g,,Zo. gnZo) < 7.

O

Lema 4.2.1. Las funciones D(I'cz. T'y) = min{d(u,v) : u € Tz.v € Ty} y fj(_I“r, I'y) =
min{d(x.gy) : g € I'} son iguales.

Ademads, min{d(x, gy) : g € I'} no depende de la eleccion del representante de I'x.

Demostracién: Notemos que {d(x,gy) : g € T} C {d(u,v) : u € Te,v € Ty}, por lo que

sdlo demostraremos la otra contencion.
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Sea u = gr v v = hy. Entonces
d(u.v) = d(gz. hy) = d(g” " gx.g" ' hy) = d(x, g hy) = d(z, ¢'y).

Ahora veamos que el minimo del conjunto anterior siempre existe. Procederemos por
contradiccién. Supongamos que min{d(x.gy) : ¢ € I'} no existe, es decir, para ca-
da g € T, existe ¢' € T tal que d(z.g'y) < d(z,gy). Entonces existe una sucesion
(d(.guy))7e,; € RT estrictamente decreciente por lo que debe converger a algiin mimero,
digamos r > 0.

Asi, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe un z € H? que es punto de acumu-
lacion de (g,y);—, (pues la sucesion esta acotada), lo cual es una contradiccion con la
proposicion 4.2.1.

A continuacion veremos que la definicion equivalente de D tampoco depende de la
eleccion del representante de I'z. En efecto, sea &’ € 'z, asi existe h € T tal que =’ = ha.
Luego

mind(2’, gy) = mind(hx, h(h 'gy)) = mind(x, h 'gy) = mind(z, ¢'y).
gel’ gel’ gel’ g'el

Lema 4.2.2. La funcién D es una métrica en el espacio H?/T.

Demostracion: Sean x.y, » € H?

1) D(Tz.Ty) = 0. pues d es la distancia hiperbdlica.

2) Es claro que D(T'x.Ty) = D(Ty,T'x).

3) Sea 'z = I'y. Entonces existe g € I' tal quc @ = gy, y por lo tanto D(I'z.T'y) =
min{d(z,gy) : g€} =0

Ahora, si D(Tx, T'y) = 0, existe g, h € I tal que d(gx, hy) = 0. En consecuencia, ga = hy,
v Iz =Ty

4) Sean X € I'z,Y € I'y,Z € I'z tales que d(X.Y) = D(T'x.Ty). d(Y, Z) = D(I'y,I'z).
Asi, D(I'z,I'z) = min{d(z,9z) : g € '} < d(X,Z) < d(X.Y)+d(Y.Z) = D(T'z,T'y) +
D(Ty.Tz).

O

Por todo lo anterior, concluimos que (H?/T, D) es un espacio métrico. De hecho, demos-
traremos que H? /T es una superficie hiperbélica. Para ello probaremos que la proyeccion

natural 7 : H? — H?/I" es una isometria local.
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Lema 4.2.3. Si

[ A— . i;." i >[] 4:
i ”E‘I“]!n‘rgtfrz((l--‘?’) (4.3)

entonces en Bz (x) no hay dos puntos que estén en la misma orbita.

Demostracion: Supongamos que y, gy € Bé(;t:} con g 5 id. Como hemos demostrado que

H? es un espacio métrico, podemos usar la desigualdad del triangulo:

d(x,gr) < d(z.y) +d(y.gy) + d(gy. gr) < % 4 % + :—) & 7

Lo cual es una contradiceion con la definicion de 7, v esto implica que no hay dos repre-

sentantes de la misma orbita en una bola con radio f;

g
Lema 4.2.4. Sea © € H? y sea r dado por (4.3). Si w : H*> — H?/T es la proyeccion
natural, entonces ?Tl e sy S TSOMetria.
g ()
Demostracién: Sean y # z, y.z € Bz(x). Sabemos que existe g € T tal que d(y, gz) =
Py I'z)
Asi,
W
d(z.gz) <d(x.y) +d(y.g2) <d(z.y) +d(y,z) < FE + 3= IE
Ademas,
G ¢
d(z,gx) < d(x,gz) + d(gz. gx) = d(z,g2) +d(z.2) < 3 + 6 = 3 T
Por tanto, g =d v
d(y,z) = mind(z, gy) = D(Ty.Tz2).
gel
O

Con el lema 4.2.4 mostramos que para cada punto en = € H?, la bola Bz ;) con r dado
por (4.3) es isométrica a la bola B, (I'x) en H?/T. Entonces, concluimos que H?/T es una

superficie hiperbélica.
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4.3. Teorema Principal

En la seccién anterior concluimos con el hecho de que el espacio cociente H? /I es una su-
perficie hiperbdlica. Surge de manera natural la siguiente pregunta: ;bajo que condiciones
una superficie hiperbélica S es el cociente de H? bajo la acciéon de un grupo que actie de
manera propiamente discontinua. Supongamos ahora que S es una superficie hiperbdlica
completa y conexa por trayectorias. Probaremos que S debe ser un cociente del plano
hiperbélico. Para esta seccion, consideraremos a las superficies hiperbolicas como aquellas
que cada uno de sus puntos tiene una vecindad isométrica al plano hiperbdlico.

La clave para representar a la superficie hiperbélica S como un cociente, es construir
una funcion cubriente H* — S llamada funcion lapiz que “envuelva” H? alrededor de S
por medio de pedazos pequenios a la vez. Sea O =i € H?, x € S. Como S es una superficie
hiperbdlica, existe r > () tal que la bola B,.(0Q) € H? es isométrica a la bola B,(x) € S y
sea f : B.(0) — B,(x) una isometria. La funcién lipiz p : H> — S se define como una
extension natural de f.

Sea X € H? tal que d(X,0) > r. Para definir p(X). consideramos un punto X; tal que
d(X,,0) < r en el segmento geodésico OX. Como S es una superficie completa, podemos

extender f(OX;) a un segmento geodésico de longitud igual a d(O, X) con punto final
p(X).

F1aura 4.6: Bosquejo de la funcién lapiz.

Teorema 4.3.1. La funcién ldpiz p: H* — S tiene las siguientes propiedades:
i) Para cada X € H?, existe p|.. (X) tal que p es isometria,

ii) p es suprayectiva.

Demostracion: Parte i). Procederemos por contradiccion. Supongamos que existe P € H?

tal que para todo r > 0. p no es isometria en B,(P). y denotamos por A al conjunto de
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todos los puntos con esta propiedad. Notemos que A es cerrado pues si W € H? — A,
entonces existe ry > 0 tal que p cs isometria en B, (W).

Como A es cerrado, entonces ANOP es compacto, por tanto, debe haber un elemento
X € ANOP que sea el mas cercano a 0. Luego. p(X) € S y S es hiperbdlica, entonces
existe ¢ > 0 tal que B,(p(X)) es isométrica a un disco en H?. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que es el que tiene centro en X. Asi, tenemos una isometria
h : B(X) — B(p(X)). Vamos a probar que si h no coincide con p en OX N B,(X),
entonces debe existir una rotacidn hiperbdlica r tal que hr si coincida.

Notemos que para cualguier angulo 6, existen dos rayos hiperbolicos que parten de X
v que forman un angulo € con OX. Si las imagenes de estos rayos bajo p no coinciden con
su respectiva imagen bajo hir, entonces debe existir una reflexion hiperbolica 7 respecto a
la geodésica OX tal que si coincidan. Asi, la isometria f = AFr coincide con p en cada una
de las bolas con centro en algiin punto de OX N B, (X) v radio suficientemente pequeno
para que esté en el interior de B, (X).

Por nuestra hipdtesis. p es una isometria en una vecindad lo suficientemente pequena
de cada punto Y € OX N B, (X) distinto de X. Sea Y uno de esos puntos y supongamos
que py f coinciden en Bs(Y') con é > 0. Por la definicién de p, notamos que f v p deben
coincidir en la prolongacién de los rayos hiperbdlicos que parten de O y que pasan por
Bs(Y) va que f preserva longitudes y angulos.

Notemos que la union de todos estos segmentos contiene un disco alrededor de X
por lo que p es isometria en un disco alrededor de X lo cual es una contradiccion pues
habiamos supuesto que p no era isometria alrededor de X.

Parte ii). Sea v # p(O) en S. Existe una geodésica 5 : [0,d(p(0).v)] — S tal que
¥(0) = p(O), F(d(p(O).v)) = v. Sea r > 0 tal que p: B.(O) — B.(p(Q)) es isometria.
Entonces p~!(7([0. 5])) N B.(O) es un segmento de geodésica en H* que tiene a O como
uno de sus extremos. Extendemos esta geodésica a ~ : [0,d(p(0),v)] — H?, con 7(0) =
0. Sea x = ~(d((p(O).1)), entonces la extension de PIB;-{U](T) debe coincidir on 5 en
[0,d(p(O),v)]. En particular, p(x) = F(d(p(0),v)) = v.

a

El teorema anterior nos dice que H? puede cubrir a S via la funcién lapiz. Ahora veremos

que S se identifica con H?/I" para algiin grupo T’ C Iso(H?).

Definicién 4.3.2. Una isometria g : H> — H? se dice una isometria cubriente para la

funcion ldpiz p si (po g)(P) = p(P) para toda P € H%.
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De hecho podemos observar que P y ¢(P) cubren al mismo punto en S via p. para

cualquier isometria cubriente g.

Lema 4.3.1. Las isometrias cubrientes para p forman un grupo.

Demostracion: Como las isometrias cubrientes son isometrias, es suficiente probar la ce-
rradura.
e Cerradura. Sean ¢,.g, isometrias cubrientes y P un punto. Asi, po (g 0 g2))(P) =

p(g1(g2(P))) = (p(g2(P)) = p(P). Entonces g, o go ¢s una isometria cubriente.
O

A continuacién probaremos que si I' es el grupo de isometrias cubrientes para p, entonces
S se identifica con H?/T,

Teorema 4.3.3. Si p(P) = p(W), entonces W = g(P) para alguna isometria cubriente

q.

Demostracion: Por la propiedad de isometria local de p demostrada en el teorema 1.3.1,
existen discos D(P) alrededor de P y D(W) alrededor de W que son transformados
isométricamente por p a un disco p(D(P)) = p(D(W)) de S. Observemos que D(P)
p(D(P)) LA D(W). por lo que tenemos una isometria g : D(P) — D(W). Como D(P)
contiene tres puntos no colineales, por el lema 3.4.3, existe una tnica isometria g que
coincide con (p‘p(u'))_] OPID(P]’ Probaremos que g es una isometria cubriente para p, es
decir, p(R) = (po g)(R) para todo R € H?.

Supongamos lo contrario, es decir, que existe un punto R € H? tal que p(R) # (po
g)(R). Definimos el conjunto A como el que contiene todos los puntos con esta propiedad,
v notemos que A es cerrado pues su complemento A¢ es abierto. En efecto, sea P’ € A°,
entonces existe r > 0 tal que p‘ B,(pry ©5 UNA isometria.

Como A es cerrado, si PT es un segmento de geodésica con 1" € A, entonces AN PT
es un compacto, por lo que existe un punto mas cercano a P, diremos R € AN PT tal
que p(R) # (p o g)(R). Consideremos una sucesion Ry, Ra, R3.... de puntos entre Py
R, (Ry)i2, C (PR)° tal que (Ry)p2, — R. Por hipétesis, p(Ry) = (po g)(Ry). para toda

k € N. Por la continuidad de p y g. tenemos que
P (_lfm R,-) =(pog) (_11’111 R,v) :
T—+00 1—00

es decir, p(R) = (po g)(R), lo cual es una contradiccién.

Por tanto, p(R) = (p o g)(R) para todo R € H?, entonces ¢ es una isometria cubriente.
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El bosquejo de la demostracién del teorema es representado en la figura 4.3,

D(P) D(Q)
’\g

FicuraA 4.7: Isometrias Cubrientes.

Gracias a lo anterior es facil ver que p es una funcién cubriente y que el grupo de iso-
metrias cubrientes actiia de manera propiamente discontinua. Como consecuenci, hemos

podido demostrar nuestro teorema principal.

Teorema de Killing-Hopf 4.3.1. Si S es una superficie hiperbdlica completa y conezxa
por trayectorias, entonces debe ser de la forma H?/T, donde T’ es un grupo que actia
propiamente discontinuamenite por medio de isometrias hiperbdlicas de H?,

Mds ain, m (H?/T') =T.

Por tanto. tenemos una clasificacion de superficies hiperbodlicas via el teorema de

Killing-Hopf, y una manera de calcular su grupo fundamental.
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4.4. El Caso de la Esfera Agujerada

En la introduccion hablamos un poco sobre el caso euclidiano. Mencionamos que el grupo
I' no podia tener rotaciones pues no debia tener puntos fijos, sin embargo en el caso
hiperbélico si podemos tenerlas, y seran las rotaciones limite de las que hablamos en la
seccion 3.4,

Consideremos la regién R C H? acotada por Re(z) = £1 y los semicireulos |z £ 3| = 1.
Hacemos topoldgicamente a R una esfera menos tres puntos identificando a Re(z) = 1
con Re(z) = =1y |z — 4| = § con |z + 3| = 1 mediante las isometrias hiperbélicas
9(z) = z+ 2y h(z) = 557, respectivamente. Llamaremos al cociente resultante como

S =H?/T, donde I = (g, h).

Ambos casos se muestran en las figuras.

R

Refz) = =1 Refz) =1

)
|
(T
] -

A

Ficura 4.8: Region R.

YN

Ficura 4.9: R con las identificaciones.
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Cada punto z € R tiene una vecindad hiperbdlica D a su alrededor y cada z en la
frontera de R estd en dos discos. un disco es la imagen de otro bajo g o h segin en la parte
de la frontera de dénde se encuentre 2. Notemos que S no es una superficie completa por
lo que no podremos utilizar el Teorema de Killing-Hopf. No obstante. demostraremos que

S es de la forma H?/T".

Teorema 4.4.1. La reqion R es una region fundamental para I' = (g, h).

Demostracion: Demostraremos que las regiones wR de R, w € (g. h) llenan H? y solamente
se intersectan en los bordes. Para probar lo primero, utilizaremos la siguiente notacién.

Si Ry, Rs. R3 son cualesquiera wR regiones, escribimos
R\ |Rs| Ry

para denotar que R separa a R, de Ry. En particular, By N R3 = 0. Mas aun, si Ry|Rz| Ry
v Ry|R3|Ry. entonces Ry|Ry|Ry v Ry|R3|Ry.

Si I' actiia sobre R, entonces nos quedara la regién como en la figura de abajo. Nos
damos cuenta de que wR tiene a su alrededor areas de la forma wg*' R y wh*' R que sdlo

se intersectan en sus bordes.

'R R aft

hin W /_\

F1GUurA 4.10: R bajo la accién de T,

Paracada €./ € {g.g7 " h.h™'}, wR separa a wlR de w!'R. En términos de la anterior
notacion, tenemos
wlRlwR|wl'R.
Alora probaremos que si w = € ... {; es un producto reducido de al menos dos térmi-

nos gt! v htl, entonces wR es disjunto de R.
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Consideremos la regiéon €y ...64R = (... 0, - [1R. Ya que w es reducido, f-_]l # [,

concluimos que
be.. lo- O R .. . GRIG .. 0 - ('R,

es decir,

b ... Lobi R0y ... 03R|G .. . 65R.

Procediendo de manera similar tenemos
A f’gRH’;‘. [ I".J3R|{'Jk s BT

v finalmente

f;,-f'p.-_if?“fp.-RIR.

Por tanto.
g;.. IR FlBlfk e {2R|R

lo que quiere decir que wR = £ ... /1R es disjunto de R.

Como ya sabemos. las regiones whR solo se intersectan en los bordes cuando w €
{g.97 ', h,h™'}, por tanto wR solo se traslapa con R si w = 1.

Ahora mostraremos que las regiones wR llenan H2. Primero notemos que la union de
ellas es un drea H2-convexa, es decir, si la unién contiene dos puntos P y ) también
debe contener a la geodésica que los una. Si P € Ry Q € {i...L2( R, entonces las
celdas adyacentes sucesivas €y ... 00 R, ... LR, . ... R es un H2-poligono con todos sus
vértices en OH?. Por ello, dicho poligono es convexo en H? y la geodésica que une a P
con @ esta contenida en él.

Finalmente, es suficiente mostrar que hay regiones wik arbitrariamente cercanas a
cualquier punto de JH?, y para esto veremos que los vértices de las regiones son densos
en JH? pues cada punto serfa separado por pequenos bordes de regiones. Probaremos que

todo niimero racional en OH? es vértice de alguna regién wR.

Consideremos un mimero racional 2 y veamos cémo es transformado por g, g YR AT
m m+ 2n _ (m m — 2n
gl—=)y=———— W i=)=—
n n n n

m m m m
()t ()
n 2m+n n =2m+n

Si representamos el nimero 2 por (m.n), podremos formar a los pares

(m',n') = (m £ 2n,n). (m.£2m +n)
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mediante g=! y h*!.

Si 0 # |m| < |n|. tenemos |2m +n| < |n| o | = 2m + n| < |n|. Si 0 # [n| < |m| tenemos
im+ 2n| < |m| o |m—2n| < |m|.
Por tanto, para |m| # |n|. con [m|, |n| > 0, tendremos que al menos unos de los pares
(m’.n') satisface que:

|m| + |n'| < |m| + |n].

Aplicando continuamente g*' y h*! obtendremos ya sea m’ =0, n’ =0 o |m’| = |n’|. En
consecuencia tendremos algunas de las siguientes posibilidades: 2~ = 0. 2> = > 0 % £ 1.

Como 0, o¢, 1 son vértices de fi. se sigue que aplicando de manera inversa las isometrias

gt v h*! que 2 es un vértice para alguna regién wR.

n

Corolario 4.4.1. El grupo T = (g, h) actiia en H* sin puntos fijos.

Demostracion: Sera suliciente probar que no hay punto en R que sca lijado por algin
elemento w € (g, h) distinto de la identidad porque R es region fundamental. Recordemos
que w # ¢g='.h*' no deja ningin punto fijo ya que las regiones ¢*' R, h*'R son las
linicas que tocan a R. Puesto que las transformaciones g v h sélo dejan fijos a oo y a 0,

respectivamente, se sigue el resultado deseado.
O

El teorema 4.4.1 junto con el corolario 4.4.1 asegura que H?/I' es un espacio topolégico
homeomorfo a la esfera con tres agujeros. pues R resultd ser una region fundamental.
M4s aun, H?/T" es una superficie hiperbélica. Para probarlo, necesitamos que la accion
del grupo I' sea propiamente discontinua y en el ejemplo anterior solamente hemos demos-
trado que R es una regién fundamental. De hecho una accién propiamente discontinua
implica la existencia de una regién fundamental al menos en el caso de que el grupo I
sea generado por isometrias.
Es facil ver del teorema 1.1.1 que el grupo I' = (g, h) actiia de manera propiamente dis-
continuamente, pues sélo cuatro elementos de I' transforman una regién fundamental en

otra que la intersecte.
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