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Introduccion

El objetivo de este trabajo cs presentar un estudio detallado sobre la construccién de variedades
riemannianas mediante la accién de grupos discretos sobre una variedad dada. La construccion
formal se hace mediante cl espacio de 6rbitas y se hace un desarrollo de sus propiedades topolagicas,
diferenciales y riemannianas.

Al inicio de nuestra formacion en Geometria se estudian las propiedades del plano y el espacio
tridimensional (segiin Euclides). Una pregunta que podemos hacernos es si los teoremas de la
geometria son validos en el espacio en el que vivimos. Es claro que no se pueden verificar
experimentalmente estos resultados en todo el espacio, pero si puede hacerse en un subconjunto
acotado, por ejemplo en una bola de radio r. Si deutro de cualquicr bola de radio r se satisfacen
todos los resultados de la geometria elemental, no es claro que pase lo mismo a nivel global.
Podemos preguntarnos entonces qué posibles formas puede tener el universo para tener tal
propicdad local.

El problema descrito en el parrafo anterior fue considerado por W.K. Clifford ! en el siglo XIX.
El encontré una relacion de dicho problema con las acciones de grupos. Un mayor interés surgio
al encontrar que los grupos discretos guardaban una relacion con la cristalografia 2(Para mayor
informacion de esta rclacion se recomicnda la referencia [17] de la bibliografia).

Un concepto que facilita el estudio de este problema es el de variedad riemanniana, que es el
objeto de estudio de la Geometria Riemanniana. La relacion que tienen es que lo que se busca
son variedades ricmannianas que se construyen como espacios de 6rbitas en una variedad ya dada,
por medio de la accion de un grupo. Este enfoque nos permite generalizar a espacios de dimension
mayor.

En los libros de Geometria Riemanniana normalmente no se hace un estudio exhaustivo de las
variedades que se obtienen mediante la accién de un grupo sobre una variedad dada. Esta es una de
las principales aportaciones de este trabajo, ya que esta construccion permite estudiar propiedades

de variedades de gran importancia, como lo son el cilindro, la banda de Mébius, el toro, la botella

IWilliam Kingdon Clifford (1845-1879) fue un matemdtico y filosofo inglés que tuvo importantes contribuciones
en Geometria y sus interacciones con el Algebra. En particular, introdujo lo que actualmente se conoce como Algebra
Geométrica.

?La Cristalografia es la rama de la Fisica que cstudia los cristales.



2 Introduccion

de Klein y el espacio provectivo.

El cstudio de la geometria ricmanniana normalmente se hace utilizando herramientas de
matematicas avanzadas, como lo son los tensores. En este trabajo se pretende utilizar solamente
herramientas que se obticnen cn cursos basicos de licenciatura. En particular, se requieren
conocimientos de Topologia, Calculo Vectorial, Analisis Matematico y Ecuaciones Diferenciales.
También es recomendable tener experiencia con la geometria diferencial clasica, es decir, con el
estudio de curvas y superficies en R?.

En los cursos basicos de Geometria Diferencial de licenciatura normalmente no se utilizan he-
rramicntas del Algebra abstracta. En este trabajo no sélo se utilizan, sino que juegan un papel de
vital importancia. En el primer capitulo se presentan las nociones basicas de Algebra abstracta
que se utilizan en el trabajo. En particular, se estudian los conceptos basicos de teoria de grupos,
acciones de grupos y gencradores y relaciones.

En cl capitulo 2 sc estudian acciones de grupos discretos sobre espacios topolégicos. Una va-
ricdad es en primera instancia un espacio topolégico, por lo que conviene estudiar la construccion
de una topologia en el conjunte de érbitas de una accion de grupo, la cual recibe el nombre de
topologia cociente. Se presenta esta construccién con algunos cjemplos basicos, los cuales seran
tratados a lo largo de todo el texto. Posteriormente se hace un desarrollo de lo que es el grupo
fundamental de un espacio topologico, asf como el calculo de éste para espacios cociente.

En el capitulo 3 se presenta un teorema de clasificacion de superficies localmente euclidianas,
el cual puede enunciarse y demostrarse utilizando solamente la teoria del capitulo 2. Como pucde
observarse, este teorema tiene gran relacién con el problema con el que se iniciamos. Primcramente
se presentan los conceptos basicos para poder enunciarlo, como lo son el concepto de isometria y de
superficie localmente euclidiana. Posteriormente se hace un estudio sobre las isometrias de R?, va
que la demostracién del tcorema depende [uertemente de esto. Finalmente se enuncia y demuestra
el teorema de clasificacion, conocido como Teorema de Killing-Hopf.

En el capitulo 4 se estudian acciones de grupos discretos sobre variedades diferenciables.
Normalmente, en un curso basico de Geometria Diferencial no se estudia la nocién de variedad
diferenciable, por lo que primeramente sc estudia ésta, asi como sus conceptos asociados. Después
se presenia un estudio sobre particiones de la unidad, ya que es de gran importancia para el estudio
de varicdades riemannianas. Finalmente se estudian las acciones de grupos sobre variedades, donde
se estudiarin cstructuras diferenciables y orientabilidad en variedades cociente.

En cl capitulo 5 se hace un desarrollo similar al del capftulo 4 con variedades riemannianas.
Primeramente se presenta la nocién de variedad riemanniana, asi como sus conceptos asociados.
Posteriormente se estudian estos conceptos en variedades cociente, asi como los ejemplos que se
han trabajado en los capitulos anteriores. Finalmente se menciona la relacién que tiene el estudio

de variedades riemannianas cociente con el teorema de Killing-Hopf.



Capitulo 1

Preliminares Algebraicos

En este capitulo sc presentan conceptos basicos que seran utiles en los desarrollos posteriores.
Primeramente se estudian conceptos basicos de Teoria de Grupos. Despuds, se estudian acciones
de grupos y algunas nociones relacionadas. Por altimo, se consideran los generadores y relaciones

€11 urmn grupo.

1.1 Conceptos Basicos de Teoria de Grupos

En esta seccion se presentan los conceptos basicos de la teoria de grupos, tales como la definicion

de grupo, subgrupo. subgrupo normal y homomorfismo de grupos.

Definicién 1.1. Un conjunto no vacio G se dice ser un grupo si en él esta definida una operacion

binaria, llamada producto y denotada por -, la cual cumple las siguientes propiedades:
1. Sia,be G, entonces - b e G.
2. Sia,b,ce G, entonces a-(b-¢)=(a-b)-c
3. Existe un elemento e € G tal que a- € = € - @ = a para todo a € G.

-1

4. Paratodoa € G, cxistea™ ! € Gtalquea-a ' =a ' -a=e.

Un primer ejemplo de grupo es un conjunto de un s6lo elemento {e} con una operacién trivial
e-e = ¢. Este grupo recibe el nombre de grupo trivial. Otro ejemplo es el conjunto de los nimeros

enteros Z con la operacion de suma. En gencral, el producto cartesiano
" =Zx---XZ

forma un grupo con la operacion de suma componente a componente. Otro ejemplo de grupo es el

conjunto Z, = {0,1,...,n — 1}, con la operacién de suma médulo n.



4 Preliminares Algebraicos

Con cl objetivo de tener una notacién mas simple, denotaremos el producto de dos elementos
a - b como simplemente ab, a menos que haya que hacer énfasis en cual es la operacion del grupo.
Ademas, definiremos a” := ¢, a! := a, y para n > 2 definimos a” := a" " !a. Con estas notaciones,
puede demostrarse que a™a" = a™t" y (a™)” = o™

Es importante notar que la operacién en el grupo no es necesariamente conmutativa. Es decir,
en general no se pucde concluir que ab = ba. Si en un grupo G, la operacién es conmutativa,
diremos que G es un grupo abeliano. Un ejemplo de grupo abeliano es Z, con la operacion de suma
usual. Un ejemplo de grupo no abeliano es el conjunto de funciones biyectivas de un conjunto con
tres clementos, con la operacién de composicién. A este ejemplo se le denota usualmente como Sy,
En general, dado un conjunto X, ¢l conjunto de funciones biyectivas de X en X forma un grupo
con la operacién de composicién y se denota por S(X). Cuando X es un conjunto finito con n
clementos, §(X) sc denota por S,,.

Si un subconjunto H de un grupo G es, a su vez, un grupo con la operacion va definida en G,
diremos que H es un subgrupo de G. Es claro que la propiedad 2 de la definicion 1.1 se cumple para
cualquier subconjunto de G, por lo que solo basta verificar las otras propiedades para verificar si
H es un subgrupo de G. El conjunto de todos los enteros pares es un subgrupo de Z, ya que ¢l 0
¢s par y la suma de dos pares es par. En cambio, el conjunto de todos los enteros impares no cs
un subgrupo de Z, pues 0 no es impar.

Dado un subgrupo f y un elemento g € G, los conjuntos
gH = {ghlh € H}, Hyg:={hglhe H},
sc llaman una clase lateral izquierda, o clase lateral derecha, de I, respectivamente.

Definicién 1.2. El nimero de clases laterales izquierdas de H se llama el indice de H respecto a
G.

La siguiente definicién es muy importante en la teorfa de grupos y la siguiente proposicion

muestra una mancra cn la que se relacionan este concepto con el de indice de un grupo.

Definicién 1.3. Dado un grupe GG y un subgrupo H, diremos que H es un subgrupo normal si
para cada h € H y g € G, se tiene que ghg™' € H.

Es claro de la definicién que si G es un grupo abeliano, entonces cualquier subgrupo de G es
un subgrupo normal. Por ¢jemplo, el conjunto de los enteros impares ¢s un subgrupo normal de Z.
Al considerar funciones entre grupos, es importante estudiar aquellas que preservan la estructura

algebraica, lo cual motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.4. Sean G y H grupos, con las operaciones - y #, respectivamente. Una funcion

@ : G — H se dice ser un homomorfismo si para cualesquier gy, g2 € G, sc satisface

¢(g: - Q‘z) = ¢(g1) * ¢(g2)-
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Cuando la funcién ¢ ademas es biyectiva, diremos que ¢ es isomorfismo y que los grupos G y H

son isomorfos.

La idea dec dos grupos isomorfos ¢s que no hay una diferencia algebraica csencial entre cllos, ya
que hay una correspondencia biyectiva que respeta las operaciones en ambos grupos.
Asociado a un homomorfismo de grupos ¢ : G — H esta el concepto de nicleo o kernel,

denotado por ker ¢ el cual se define como

kergo:={g€ G:dg) =en},

donde ey representa el elemento neutro de H. El estudiar el niicleo de un homomorfismo ¢ puede

dar informacién acerca de las propicdades de ¢, como muestra el siguiente lema.

Lema 1.1. Sean G y H grupos y ¢ : G — H un homomorfismo. Si ker¢ = {eg}, donde eg

representa al neutro de G, entonces ¢ es una funcidn inyectiva.

Demostracion
Primero demostrarcmos que ¢le) = ey. En efecto, pues para todo ¢ € G se tiene que
d(g)en = d(gec) = d(g)olec), lo que implica que ey = ¢(eq).

Ahora supongamos que ¢(g1) = ¢(g2). Entonces (,'o(glg;]) = ey. Por nuestra suposicion.

glggl = e¢, de donde g; = g2 y concluimos que la funcién ¢ es inyectiva.
El

[May muchos otros resultados concernientes a homomorfismos, subgrupos y subgrupos normales.
Aqui presentamos solamente lo que nos serd de utilidad en el desarrollo del trabajo, pero se

recomiendan las referencias [6] y [11] de la bibliografia para profundizar més en estos temas.

1.2 Acciones de Grupos

En esta sceeion se presenta el concepto de aceion de grupo, asi como otras nociones relacionadas, las
cuales seran ntiles en el desarrollo de todo el trabajo. Al igual que en el caso de la seccién anterior,
sc ha incluido solamente lo que sera de utilidad en el desarrollo del trabajo. Para profundizar mas

en el tema de acciones de grupo se recomienda la referencia [6] de la bibliografia.

Definiciéon 1.5. Sean G un grupo y X un conjunto. Diremos que # : G x X — X c¢s una accion

de G sobre X (por la izquierda) si se satisfacen las siguientes condiciones:
e Sie € G cs el clemento identidad, entonces #(¢,x) = & para todo x € X.

e Si g1.92 € G, entonees 6(gy, #(g2, ) = #(g192. x) para todo x € X.
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Esta definicion es valida para cualguier conjunto X, el cual puede ser de naturaleza muy variada.
Por cjemplo, S, actia sobre el conjunto A = {1,...,n} de manera natural. Recordemos que S, cs
el conjunto de funciones biyectivas ¢ : A — A, por lo que podemos definir la acciéon por medio de
#(d,n) = ¢(n). Es claro que esta definicion satisface las propiedades de una accion de grupo. En
este ejemplo el conjunto A no tiene por qué estar dotado con estructura algebraica. Cuando esto
sucede se pueden definir otro tipo de acciones. Por ejemplo si G es un grupo, podemos definir la

accion de G sobre G por medio de

0(g1.92) = 919207 Vg1.92 € G.

Esta accion es conocida como conjugacidn. Es facil verificar que esta definicion satisface las
propicdades de accién de grupo. Otro ejemplo es la accién de Z sobre R? definido de la siguiente
manera

B(n.(z.y)) = (z+n.y) VneZ(z.y) €eRL

Estos ejemplos muestran que el conjunto X sobre el que actiia un grupo G puede ser de naturaleza
muy distinta. En el capitulo 2 se estudiaran mas cjemplos de acciones de grupos, cn ¢l caso
particular en el que el conjunto sobre ¢l que se actiia es un espacio topologico.

Cabe mencionar que en cste trabajo solamente estudiaremos acciones por la izquicrda, por lo
que cuando hablemos de un grupo que actia sobre un conjunto, nos estaremos refiriendo a una
accién por la izquierda. Sin embargo, puede hacerse un desarrollo similar para acciones por la
derecha, las cuales se definen de manera analoga.

Notese que para cada ¢ € (), podemos definir la funcién @, : X — X de manera que

ty(x) = 6(g, ). A continuacion sc presenta un resultado muy ttil sobre estas funciones.

Lema 1.2. Si G actia sobre X, entonces la funcion tal que g — 4, ¢s un homomorfisno de G

en S(X). Inversamente, un homomorfismo ¢ : X — S(X) determina una accién de G sobre X.

Demostraeion

Primero veamos que efectivamente, cada 6, es un elemento de S(X). Si 6,(x) = 0,(y), entonces
0(g~1,0,(x)) =0(g7 ", 8,(y)), por lo que O(g~'g.x2) = 0(g~"g,y) v se sigue que z = y, de donde 0,
es inycctiva para cada g. Ahora, para ver que es suprayectiva, notemos que dado x € X, se tiene
que #,(6(g~1. x)) = z. Por lo tanto, #, es un elemento de S(X).

Ahora veamos que la funcién tal que g — #, es un homomorfismo de G en S(X). En efecto, si
g1, 92 € G, entonces para cada x € X, g, g, (1) = 0(g1g2. ) = (g1, 0(g2. %)) = (Uy, 0 0y, )(x). Por
lo tanto, g9z +— 04, o /g, la funcion es un homomorfismo.

Supongamos ahora que ¢ : X — S(X) es un homomorfismo. Definimos la [uncion ¢ : G x X —
X tal que #(g, ) = ¢(g)(r). Veamos que esta funcion resulta ser una accion de grupo. Como ¢
¢s homomorfismo, entonces @(¢) es la funcién identidad, por lo que (e, «x) = ¢(¢)(x) = «. Por

nltimo:

6(g1.6(g2. ) = ¢(g1)((g2)(x)) = &(g1) © B(g2) () = P(g192)(x) = 09192, T).
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O

En lugar de escribir #(g.x) 6 8,4(x), es mas facil escribir simplemente gr. Utilizaremos esta
notacién a lo largo de todo el trabajo. Ahora definiremos algunos conceptos que son importantes

al estudiar acciones de grupos.

Definicién 1.6, Sea G un grupo que actia en un conjunto X y supongamos que x € X'. La orbita

de x es el conjunto

Gr = {gr|g € G}.
Si Ga = {x}, diremos que = es un punto fijo de G. Si Gr = X, diremos que G es transitivo en X.

De la misma manera en la que se define la orbita de un elemento = € X, puede definirse la

érbita de un subconjunto 4 de X por:

GA:= | J Ga.
acA
Notemos que si G es transitivo en X, es decir, si existe rg € X tal que Grg = X, entonces G = X
para todo z € X. En efecto, dado = € X, para cualquier z € X existe gy € G tal que goxg = 2 y

g1 € G tal que g17o = , 0 cquivalentemente xg = g7 'z. Lucgo,
(9097 )= = golgy ') = 2.

Por lo tanto, X' € G para cada z € X. La prueba de la otra contencion es trivial.

Definicién 1.7. Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto X y sea x € X. El estabilizador de
z, denotado por G, es el conjunte {g € G|gx = x}.

El estabilizador de un elemento = es un subgrupo de G, pues claramente el neutro e € G
pertenece a Gy y 8i g1, g2 € G, entonces ga(g12) = ga(z) = x, por lo que g2 € G,. Anélogamente,

192 € G.

Definicion 1.8. Seca G un grupo que actia en un conjunto X. Diremos que G actiaa libremente

en X (o que la accién de G es libre) si gr = x implica que g = e.

Las definiciones v resultados anteriores son vélidos para grupos en general. Sin embargo, de
aqui en adelante nos restringiremos a grupos que tengan una cantidad a lo mas numerable de
elementos, a menos que se especifique lo contrario. Estos grupos reciben el nombre de grupos

diseretos. Cuando sea necesario, considerarcmos también a estos grupos con la topologia discreta.
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1.3 Generadores y Relaciones

En ocasiones es posible encontrar un subconjunto S de un grupo G, tal que cualquier elemento
de G puede expresarse en términos de los elementos de §, por medio de productos de éstos y sus
inversos. En este caso, diremos que S es un conjunto de generadores para G y que G esta generado
por S, lo cual denotaremos como G = (S). Por ejemplo, el grupo Z con la operacién suma es
generado por ¢l namero 1, por lo que podemos escribir Z = (1).

Dado un grupo (-, pueden construirse subgrupos de G por medio de generadores. Mas atin,
dado cualquier subconjunto § ¢ @, el conjunto de todos los productos de potencias de clementos
de § es un subgrupo de . En el caso particular cuando S tiene un sélo elemento z, ¢l grupo ()
recibe el nombre de subgrupo ciclico generado por . En general, un subgrupo N de G se dice ser
ciclico si existe x € G tal que N = {x). Por c¢jemplo, Z es un ejemplo de grupo ciclico.

Cuando un grupo G admite un conjunto finito S de generadores, diremos que G esta finitamente
generado. El grupo aditivo Z es claramente un ejemplo de grupo finitamente generado. Mas aiin,
cualquier grupo ciclico también lo es. Un ejemplo de grupo gue no es finitamente generado es el
grupo P de polinomios con coeficientes enteros, con la operacion suma. En efecto, supongamos que
S es un conjunto finito de generadores para P y sea N ¢l maximo de los grados de los clementos
de S. Luego. ¢l polinomio p(t) = V1! no pertenece a (S), que es una contradiccion.

En gencral, una ecuacién que involucre a los generadores de un grupo G y al elemento neutro
sc¢ llama una relacion en G. Si existe un conjunto de relaciones, digamos Rp, Rs, ..., Ry, tales
que cualquier otra relacion puede obtenerse a partir de ellas, entonces diremos que el conjunto de
generadores S, junto con las relaciones Ry, ..., Ky, forman una presentacion del grupo G. Esto lo

denotaremos como:

G=1(s

Ry BN

Por cjemplo, recordemos que Sy es el grupo de funciones biyectivas de un conjunto de tres elementos,

digamos {1, 2. 3}. Consideremos los elementos s,t € S3 tales que:
s(1)=2,8(2) =3.5(3) =1, t(1) =2,4(2) = 1#(3) = 3.
No es dificil ver que estos dos clementos generan a S3 ¥y que una presentacion para este grupo es;
Sy = (s,t|s® =t® =id ts = sgt),

donde d representa la funeion identidad en {1,2,3}. En la seccion 2.1.2 sera de utilidad el
representar a un grupo por medio de sus generadores y relaciones, cuando sc construya a la botella
de Klein como un espacio cociente.

Cabe mencionar que a pesar de que las presentaciones son una manera sencilla de describir un
grupo, hay muchas sutilezas que hay que considerar cuando se quicre construir un grupo a partir

de un conjunto de generadores y un conjunto de relaciones. Estas sutilezas no scran tratadas
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detalladamente en este trabajo, pero en la referencia [6] de la bibliogralia pucden encontrarse
todos estos detalles.
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Capitulo 2

Acciones de Grupos Discretos sobre

Espacios Topologicos

En este capitulo se hace un estudio detallado sobre acciones de grupo, las cuales fueron definidas
en la scecion 1.2, cuando ¢l conjunto sobre el cual se actiia es un espacio topolégico. En particular,
estudiaremos como pueden construirse espacios topologicos, a partir de uno dado, usando la accion
de un grupo. Posteriormente se hace un desarrollo de lo que es el grupo fundamental de un espacio
topologico qué relacion guarda este concepto con el grupo que se utilizé para construir el espacio.

Recordemos que si un grupo G actia sobre un conjunto, o mas particularmente, sobre un espacio
topologico X, entonces para cada ¢ € G, podemos definir la funcion ¢, : X — X, de manera que
para cada x € X, /,(x) = go. Cuando esta funcién sca continua para todo ¢ € G, diremos que la
accion ¢ cs continua. La siguicnte proposicion muestra que esta condicion es suficiente para que
las funciones f; sean homeomorfismos, por lo que es una propiedad deseable al estudiar acciones

de grupos sobre espacios topologicos.

Proposicién 2.1. Si X es un espacio topoldgico y G actia sobre X, de manera que la accion 6

es continua, entonces cada funcion 6, (como se defimieron anteriormente) es un homeomorfismo.

Demostracion
Como ya sabemos que cada @, es biyectiva, sélo hay que demostrar que su inversa es continua.
Notemos que 0,-1 00, = . = ix, donde iy es la funcion identidad en X. De la misma manera,

thyolly-r =, =ix, porlo que (I'JI,,,)—1 = flg-1, que por hipétesis es continua.
O

De aqui en adelante, cuando hablemos de acciones de grupoes sobre cspacios topolégicos,

consideraremos Gnicamente acciones continuas, por lo que las funciones #, seran homeomorfismos.

11
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2.1 Espacios Cociente

Las acciones de grupo son de utilidad para construir nuevos espacios topologicos. En csta seccion
se hace un desarrollo de la construccion de algunos de estos espacios mediante una accién de
un grupo discreto I' sobre un espacio topologico dado X. En la primera parte se estudian los
conceptos basicos para la construcecién de estos espacios, mientras que en la segunda parte se

estudian cjemplos, algunos de los cuales serdn estudiados méas a profundidad a lo largo del trabajo.

2.1.1 Conceptos Basicos

Se ha mencionado que un beneficio importante que tienen las acciones de grupos sobre espacios
topologicos es que permiten construir nuevos espacios. Para esto nos auxiliaremos de lo que se
COIOCE COmo espacio cociente.

Consideremos un espacio topolégico X' y ~ una relacién de equivalencia en X. Denotamos por
[z] := {y|z ~ y} la clase de equivalencia de z. De manera analoga, si 4 € X,

4] := | [a].
acA

Denotarcmos por X/ ~ al conjunto de clases de equivalencia. Esto define una funcion = : X' —
X/ ~ tal que w(x) = [z], la cual se conoce como proyeccidn natural.

En el conjunto X/ ~, definimos una topologia en la que los abiertos son todos los subconjuntos
U de X/ ~ tales que 771(U) es abierto en X. Se puede verificar que electivamente, esto es
una topologia, la cual recibe el nombre de topologia cociente. Con la topologia cociente, se sigue
directamente que la proyeccion natural es una funcion continua. Al conjunto X/ ~ con la topologia
definida de la manera anterior le llamaremos espacio cociente de X y ~.

Supongamos que 3 es una base para la topologia de X y 7 cs la proyeccion natural. Entonces
¢l conjunto

3 = {n(U)|U € B}
resulta ser una basc para la topologia cociente. En efecto, pues si U es un abierto en X/ ~,
entonces 7~ 1(U) s un abierto en R2, por lo que
= (0) = B,
i€l
para cierto conjunto de indices I y B; € 3 para cada i € I. Luego,
m(x (U) =7 (U B,—) .
iel

Como 7 es suprayectiva, entonces la tiltima ecuacién es equivalente a:

U =|Jr(B),

el
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lo que demuestra que 3 es una base para la topologia cociente.

Proposicién 2.2. Sea G un grupo que actia sobre un espacio topoldgico X. Definimos la relacion
~ en X de manera que x ~ Yy si existe g € G tal que * = gy. Entonces ~ es relacion de

equivalencia.

Demostracion

Claramente, r ~ z, pues ¢ = ex. Ahora, si z ~ y, entonces existe g € G tal que © = gy. Luego,
g7 'z =g Y gy) = (g g)y = ey = v, por lo que y ~ z. Por iltimo, si £ ~ y y y ~ z, entonces
existen gy, g2 € G tales que x = g1y y y = g2z. De aqui se sigue que x = g1(g22) = (9192)z, por lo

que I ~ z.
U

Denotaremos por X /G al espacio cociente, dado por la relacion de equivalencia de la proposicién
anterior. En ocasiones, a X/G sc lc llama el espacio orbita de la accién. Este nuevo espacio tiene
propiedades deseables cuando la accién del grupo cumple ciertas caracteristicas, como el ser una

accion propia.

Definiciéon 2.1. Un grupo discreto | se dice actuar propiamente sobre un espacio topologico X
(0 que la accion de I' es propia) si siempre que @,y € X no estan en una misma orbita, entonces
existen vecindades UV, V' de .y, respectivamente, tales que U N1'V = @.

Definicién 2.2. Un espacio topologico X es de Hausdorfl si para cualesquiera puntos distintos
xz,y € X, existen abiertos U. V talesquez e U, ye Vy UNV = @.

Claramente, la propicdad de ser de Hausdortt es una propicdad deseable en un espacio
topolégico. El siguiente teorema muestra que una condicién necesaria y suficiente para que un
espacio de la forma X/I' sea de Hausdorll es que la accion de I' sobre X sca propia. Esto deja en

claro la importancia de considerar acciones propias.

Teorema 2.1. Un grupo discreto I' actia propiamente sobre un espacio topoldgico X si y sdlo si
X/T' es de Hausdorff.

Demaostracion

Supongamos que I" actia propiamente sobre un espacio topologico X y sean n(z),w(y) € A/I’
distintos. Como la accion es propia, existen vecindades U, V' de x,y respectivamente, tales que
UnNnrTv =@.

Supongamos que 7(U) N« (V) # @. Entonces existen u € U, v € V tales que I'u = I'v, lo que
implica que existe un g € I tal que u = gv. Es decir, u € U N TV, que es una contradiccion. Por
lo tanto, w(U)Nw(V) = @.

Veamos que 7{l7) y ©(V') son abicrtos en X/T. En clecto, pucs

i (m(U) =TU = | 8,(0),

gel
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v B,(U) es abierto para cada g, pues 6, es homeomorfismo. De manera anéloga para #(V). Como
() y w(V) son abiertos ajenos que contienen a w(x) y m(y) respectivamente, concluimos que
X/T es de Hausdorfl.

Supongamos ahora que X/T" es de Hausdorff y sean x,y € X" en érbitas distintas. Entonces
7(x) # 7(y), por lo que existen abiertos U, V en X/T, tales que w(z) € U, w(y) € VyUnv=g.
Sean U = #=1(U), V = n~1(V). Por la definicién de la topologia cociente, U y V son abiertos en
X. Ademés, z c U,ye V.

Por tltimo, notamos que UNTV = UNV =7~ (UNV) = @. Por lo tanto, la accién cs propia.

O

Con el teorema 2.1, podemos demostrar que algunos espacios cociente, que pueden resultar
familiares, son de Hausdorff. El objetivo de la siguiente seccion es presentar algunos de estos
ejemplos. El lector interesado en conocer otro tipo de propiedades de los espacios de érbitas pucde

consultar la referencia |1] de la bibliografia.

2.1.2 Ejemplos
Cilindro

Consideremos X = R? y I' = Z. Definimos la accién de Z sobre R? de la siguiente mancra:
n(e,y) = (x +n.y) VYn€Z (x,y) € R

Una mancra de visualizar al espacio cociente R?/Z es mediante lo que se conoce como region
fundamental. Entenderemos por regién fundamental una parte rcpresentativa del espacio (R?
cu cste caso) que conticne al menos un representante de cada orbita y que tienc a lo mas un
representante de cada orbita en su interior.

En cste caso, una region fundamental es la banda [0, 1] x R. Podemos notar que solamente en
la frontera hay puntos que pertenecen a la misma 6rbita. Entonces debemos “pegar” los puntos
que pertenecen a la misma érbita. El resultado es un cilindro.

Nuestro objetivo ahora es ver que la accion que definimos es una accion propia. De esta manera
estaremos demostrando que el cilindro es un espacio de Hausdorff. Supongamos que la accién no
¢s propia, cs decir, que existen puntos x = (x1.x2),¥ = (¥1.%2). en orbitas distintas, tales que
siempre que se tomen vecindades U,V de x v y respectivamente, se satisface que U N TV #£ &,
Esto implica que existen sucesiones (zt™)2,, (¥'™)22, € R2. tales que (™ — z,y™ — g, y una
sucesion (k)2 C Z tal que

™ = k™  vneN.

Supongamos que para cada n, = = (27, z2), y™ = (v, y3). Entonces

(a7.23) = (4 +kn,yf) VnEN.
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Como z{ — w1 y ¥ — u1, entonces k, — 1 — y1, pero k, € Z para cada n € N, por lo que
#1 — iy € Z, lo cual contradice que x y y estan en orbitas distintas. Es importante notar que la
convergencia de (k,,)7%; cs con la topologia de R. Por lo tanto, hemos concluido que la accion cs
propia ¥ concluimos que el cilindro es un espacio de Hausdorff, el cual se denota usualmente por

la letra C.

Banda de Mdbius

Consideremos nuevamente X = R? y I' = Z. Se define la accién de I' sobre R? de la siguiente
marnera:
n(z,y) = (z+n(-1)"y) VYnez (z.y) R

En cste caso, una regién fundamental es también la banda [0, 1] x R. Podemos notar que la situacion
es similar al caso del cilindro, con la diferencia que la manera en la que se “pegan” los extremos de
la banda no es la misma. En este caso, debe “torcerse” al pegar, lo que da como resultado algo que
no puede existir en el espacio tridimensional sin intersectarse, conocido como banda de Mébius.

Una parte representativa de este espacio, que se obtienc al pegar y torcer un rectangulo (en
lugar de la banda infinita), como muestra la siguiente figura, si puede visualizarse en el espacio
tridimensional. En la figura, 5 es la regién fundamental de la banda de Mébius, R un rectangulo

v M es una parte representativa.

S

T — G

En ocasiones, a esta parte de representativa se le llama banda de M&bius acotada. Es importante
sefialar que en la figura se estd considerando un sistema coordenado de manera que la primer
coordenada es horizontal y la segunda coordeanda es vertical. Esta convencion se usara en el resto
del trabajo para todas las figuras en R2.

Para ver que la accion que define a la banda de Mobius es una accion propia, supongamos que
1o lo es. De manera similar que en el caso del cilindro, existen puntos z = (@1, 22).y = (y1,%2) en
orbitas distintas y sucesiones (z(™)2,, (y™)22, € R?, (kn)32, C Z tales que

(:I‘.'f,:r; = (yil + kn, (—1}k“y5‘) Vn e N,

donde (™ = (2}.x3).y"™ = (y7', y3) para cada n € N.

Nuevamente, obtenemos que k,, — 7 — 4 =: k, de donde

(z1,22) = (1 + £, (—1)"-92)'
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pero (xf,xh) — (z1,4), lo que contradice que T y y estan en oérbitas distintas. Por lo tanto, la
accion es propia y concluimos que la banda de Mobius es un espacio de Hausdorff, el cual se denota

usualmente con la letra M.

Toro

Consideremos X = R? y I' = Z x Z. Definimos la accion de T sobre R? de la siguiente manera:
(myn)(z,y)=(z+m,y+n) V(m,n)€ZxZ,(s,y) €R™

En este caso, una region fundamental es ¢l cuadrado [0,1] x [0,1]. Podemos notar que en los
lados opuestos del cuadrado se tienen elementos de las mismas 6rbitas, de manera que para pe-
garlos primero sc forma un cilindro y después se pegan sus extremos para formar un toro, como
se muestra en las siguientes figuras. En la primera de ellas se presenta la regién fundamental con

algunos puntos de referencia, para ver como se hace el pegado, el cual se ilustra en la segunda figura.

) fc)

Veamos que la accidén que define al toro es una accién propia. Supongamos que no lo
cs. Entonces existen puntos z = (z1,72),y = (v1.y2) € R? en érbitas distintas y sucesioucs
(™22, (¥, € R2, ((kn, 3n))3%, C T tales que 2™ -z, y™ =y y

n=
™ = (k,, jn)y'™ VYneN.
Usando la misma notacioén para las sucesiones en R? que en los ejemplos anteriores, obtenemos que

para cada n € N:
(e1,23) = (U7 + kn, 42 + Jn)-
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Esto implica que &, — ©1 — Y1, ¥ ju — 2 — Y2, pero (k. )72, (ju )z, son sucesiones en Z, por lo
que x; — Y1 ¥ Tz — ya deben ser enteros, lo cual contradice que x y y estan en drbitas distintas.
Por lo tanto, la accion es propia y concluimos que el toro es un espacio de Hausdorfl. La notacion

usual para este espacio es T2.

Botella de Klein
Consideremos X = R? y I' = (u. v|uvu~'v = ¢). Definimos la accién de T" sobre X de la siguiente
manera:

e(z.y) = (z.y), u(z,y)=(z+1,-y), v(z.y)=(n.y+1) V(zy)cR®

Los demas clementos del grupo actiuan de manera natural, en términos de la accion de w y de v,
Lin este caso, una region [undamental es el cuadrado [0,1] x [0,1]. Podemos notar que tenemos
una combinacion de lo que pasa en ¢l caso del toro y lo que pasa en el caso de la banda de Mobius.
A continuacion se muestra la region lundamental con algunos puntos de referencia para posterior-

mente ilustrar como se hace el pegacdo.

® SRLbe T A
|
|
!
Pk b

fa)
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El espacio obtenido, al igual que la banda de Mébius, no puede existir en el espacio tridimensional
sin intersectarse. Sc le llama Botella de Klein, en honor a Felix Klein, quien fue el primero en
estudiarla.

Para ver que la accion que define a la Botella de Klein es propia, primero analicemos como es
la 6rbita de algin punto (z,y) € R%. Notemos que la accién de un elemento h € T" sobre (z,¥) cs
la accién de un cierto nimero de veces ¥ y un cierto nimero de veces v (o sus inversos) en algin

orden. La érbita de (z.y) puede quedar descrita de la siguiente manera:
D(z,y)={(z+2n,y+m) : mneZ}U{(z+2n+1,—y+m): m,n€Z}.

Esto se debe a que la accién de un elemento de I' sobre (x, y) difiere en un vector de coordenadas
cuteras de (z,y) o (z, —y). Reciprocamente, un clemento cualquiera del conjunto descrito puede
obtenerse mediante la accién de un producto de u y v. Por ejemplo, primero aplicando la accion
de v el nimero necesario de veces y posteriormente la de v, el mimero de veces que haga falta.
Para probar que la accién que define a la botella de Klein es una accién propia, primero
probaremos que la orbita de un punto (x, y) no puede tener puntos de acumulacion. Supongamos
que existe una sucesion (z(™)%2, < I'(z.y) tal que (z{™)% | converge a un punto zo. Es claro

que existe una N € N tal que si & > N, entonces 2'*! pertenece a uno y sélo uno de los conjuntos:
{le+2n.y+m):mncZ}, {(x+2n+1, —y +m):nm,n € Z}.

En cualquicra de los casos, concluimos que ¢ debe pertenccer al mismo conjunto que z'*) para
k > N. Sin embargo, ninguno de estos conjuntos puede tener puntos de acumulacién, ya que
todos los elementos estidn separados entre si por una distancia mayor o igual que 1. Por lo tanto,
concluimos que I'(x, y) no puede tener puntos de acumulacion.

Consideremos ahora dos puntos (z,y), (z,w) € B2 Como las respectivas 6rbitas no tienen
puntos de acumulacion, entonces cxiste g € T' tal que la distancia » entre (@.y) vy g(z,w) es la
minima posible. Si tomamos U como la bola con centro (z.y) y radio 5 y a V' como la bola con
el mismo radio y centro en (z,w), entonces U MI'V = @. Por lo tanto, la accién es propia y la
botella de Klein es un espacio de Hausdorff, el cual se denota usualmente por K.

Una manera alternativa de definir la botella de Klein es utilizando al toro construido en esta
scccién, el cual denotaremos por T2, Primero definiremos una funciéon o : T2 — T2, de la siguiente
manera: para cada punto p € T?, consideramos dos circunferencias perpendiculares que pasan por

p v que le dan una vuelta al toro, como muestra la figura:

. ] i o \__\ ey
/ Fia3 R \
{ \ 8=~ b )
4 \_‘;: // ’.’J
Y Pt = 2 o o
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Sea y la antipoda dc p respecto a una de estas circunferencias; luego, consideramos las dos
circunferencias que pasan por ¥ v que le dan una vuelta al toro de la misma manera; definimos
a(x) como la antipoda de y respecto a la circunferencia que le da vuelta al toro en direccién
perpendicular a la que se usod para definir y.

Esta funcién ¢ cumple la propiedad de que o2 es la funcién identidad en el toro T2, Esto nos
permite definir una relacién de equivalencia en T? de la siguiente mancra: = ~ y si ¢ = a(y)
ox = y. En cste caso, una regién fundamental es la mitad del toro; para visualizar el espacio
cociente deben pegarse los dos extremos de la misma manera que en la construccion anterior se
pegaban los extremos del cilindro.

Podemos notar también que esta altima construcciéon pucde hacerse mediante la accion de
Zo = {0,1} de manera que Oz = z y 1z = o(z). El espacio cociente T?/Z, es la botella de Klein;
como ya sabfamos que T? es un espacio de Hausdorff. obtenemos una prueba alternativa de que la

botella de Klein también lo es.

Espacio Proyectivo

Consideremos ahora X =82 = {(z,y,2) € R? 122 + y?2 + 22 = 1} y I' = Z, = {0,1}. Definimos la

accion de T sobre X de la siguiente manera:
Oz, v,2) = (z.9.2), Uzy.2)=—(z,92) V(.yz) e

El espacio cociente X/I' en este caso se llama espacio proyectivo y es el conjunto de estudio
en Geometria Proyectiva. Cabe mencionar que a cste espacio también suele llamérsele espacio
proyectivo 2-dimensional; a lo largo del trabajo nos referiremos a él como simplemente espacio
proyectivo.

Para ver que la accion que define al espacio proyectivo es una accion propia, notemos que S es
un espacio de HausdorIl, por ser un subconjunto de R3. Si, ¢ € S% son puntos cn érbitas distintas,
entonces existen vecindades U, Vq, Va de z, y. —y, respectivamente, tales que UNV; =UNV, = @.
Sea V = Vin(—V,). Es claro que UNI'V = @, por lo que la accién es propia y ¢l espacio proyectivo
es un espacio de Hausdorft.

Los cinco ejemplos anteriores son ejemplos de acciones propias sobre espacios de Hausdorff.
El siguiente ejemplo muestra que el espacio X no nccesita ser de Hausdorlf para que X/I' lo sea,

sicmpre y cuando la accién de I' sea propia.

Una Accién Propia Sobre un Espacio No de Hausdorff

Scan X = R2.T" = Z v definimos la accién de I' sobre X de la misma manera que para cl cilindro:

n(z,y) = (x+ny) YneZ/(z,y) eR%
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Ahora definiremos una nueva topologia 7 para R? de la signiente mancra:

T={UF$:ACA’}.

TEA

Es facil comprobar que 7 es una topologia, con la cual X resulta ser un espacio no de Hausdorff
pues si xr,y € X estan en la misma orbita, cualquicr abierto que contenga a uno debe contener al
otro.

Ademas, con esta topologia, la funcion ¢, es continua para cada n, pues ¢, (U) = U para todo
abierto U.

Veamos que Z actiia propiamente. Scan x,y € R? en orbitas distintas y tomamos U = Zz y
V' = Zy. Notamos que ZV = V y como Zzx # Zy, entonces U NV = @. Por lo tanto, Z actia
propiamente.

El espacio cociente puede visualizarse como un cilindro, pero dotado con la topologia discreta.
Como un espacio discreto siempre es de Hausdorff, concluimos que X/Z es de Hausdorff, lo que

coincide con ¢l teorema 2.1.

Una Accién No Propia

Consideremos el sistema de ccuaciones diferenciales ordinarias:

d.'f 2
— = cos* 1,
dit

d sen i
dt

Las curvas integrales son y =seca+ C y x = (k+ %)ﬁ, donde k € Z. Una parte del diagrama de

fase se muestra en la siguiente figura:
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LN 7N

I——.—.

b - = 0 i

Definimos la accion de Z a R? de manera que sin € Z y @ € R?, entonces ni: sea la posicion al
tiempo t = 7 de un punto que se mueve en R?, de acuerdo al sistema inicial y que al tiempo ¢ = 0
estaba en el punto x. Es conocido que la funcion ¢, es continua para cada .

Veremos que si u = (—=5.0) y v = (5.0), entonces no pueden existir vecindades [/, V de u,v,
respectivamente, tales que U NZV = @.

Notemos que para todo € > 0, los puntos A = (5 —¢,0) y B = (=7 +¢€.0) estan sobre la misma
curva solucién. Ademas. el tiempo que le tomaria a una particula situada en B para llegar hasta
A es el tiempo que le llevaria a su proyeccion sobre el ¢je z. De la primera ecuacién del sistema,

obtenemos que este tiempo cs:

€

37 dr T T 7
le= —2—=tan(-——c)—tau(——+e)=2Lan(—-e).
— e COS°T 2 2 2

Es claro que I, — oc cuando ¢ — 0, por lo que para todo € > 0 existe al menos un § < ¢ tal que

2tan(5 —6) € Z y sin = 2tan(5 — §) € Z. entonces

m T
n(-3+60)=(3-40).
(-3 )
Esto implica que la imagen bajo f, del disco de radio € con centro en (—%.0) y el disco de
radio € y centro en (%,0) no son ajenos. Como esto es valido para todo ¢ > 0, concluimos que la
accion no cs propia.

Por el argumento anterior, en el espacio cociente no pueden existir abiertos 7,V que sean
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vecindades de I'(—=%,0) y I'(3,0) y que UNV = @. Por lo tanto, el espacio cociente no es de

Hausdorff en este caso.

2.1.3 Funciones en Espacios Cociente

Dado un espacio topolégico A" y un grupo discreto I' que actiia propiamente sobre X', consideremos
una funcién f: A — R continua, Nos interesa saber si es posible utilizar f para definir una nueva
funcién

f:X/T =R,
que también sea continua. La manera natural de hacerlo es la siguiente:

J;’(F.'r:) =f(x) VeelX.

Sin embargo, es claro que esta definicion no sirve para cualquier funcion f. Por ejemplo, si f es
inyectiva y I'T tiene mas de un representante, f no estaria bien definida.
Dada la observacién anterior, una primera condicién para la funcién f es que sca invariante

bajo la acci6n de T', es decir, nos restringiremos a funciones f que satisfagan, para cada =z € X,

flgz)=Jj(z) Vgel.

Con esta restriceion, la funcién f esta bien definida. Por lo tanto, si queremos definir una funcion en
el espacio X/I', a partir de una definida en el espacio X, es suficiente con que ésta sea invariante
bajo la accidon de I'. Sin embargo, nos intercsa que ademéas la nueva funcién sea continua. El

siguiente teorema nos dice que no hay que poner més restricciones a la funcion f.

Teorema 2.2. Sean X un espacio topelogico, T un grupo discreto que actia propiamente sobre X
y f: X — R una funcién continua tal que para cada x € X y g € I', se eumple que f(gz) = f(x).

Entonces existe una funcidn f: A/ — R continua tal que, pare cada © € X
J(re) = f(@).

Demostracion
Seca U un abierto de R. Como f es continua, entonces V = f~1(U) cs un abierto en X y sabcmos
que I'V también lo es. Ahora, notemos que
7wy = |JAra},
TEV
y que
7l (U {l‘;n}) =1V,
zeV
donde m : X — X/I" es la proyeccion natural. Por lo tanto, podemos concluir que la funcién f

también cs continua.
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O

Nétese que en la demostracion no se utiliza que la funciéon f toma valores en R, sino que podria
tomar valores en un espacio topologico abstracto y la demostraciéon scguiria siendo vélida. El
teorema se enuncié de esta manera por la importancia especial que tienen las funciones con valores

reales.

2.2 El Grupo Fundamental

El grupo fundamental es una herramicnta muy 1til para cstudiar propicdades de espacios
topologicos. En esta scccion se hara un desarrollo teorico del grupo fundamental de un espacio
topolégico X, para posteriormente estudiarlo en espacios cociente de la forma X/I'. Finalmente,

se hara un analisis de los grupos fundamentales de los espacios estudiados en la seccién 1.2.2.

2.2.1 Homotopia y Producto de Lazos

Empezaremos este estudio introduciendo el concepto de homotopfia.

Definicion 2.3. Scan X, Y espacios topologicos y f,¢9: Y — X funciones continuas. Diremos que

f es homotépica a g si existe una funcién continua
I:Y x[0,1] — X.

donde Y x [0,1] estd dotado con la topologia producto, tal que f(y) = H(y,0) y g(y) = H(y, 1)
para cada y € Y.

A la funcibn H en la definicion anterior se le llama homotopia enire [ y g. La idea de una
homotopia entre f y g es transformar continuamente a f en g. En particular, nos interesa estudiar
homotopia de traycctorias. Recordemos que dado un espacio topologice X, una funciéon continua

f:[0,1] = X se llama trayectoria o curva en X.

Definicién 2.4. Diremos que dos trayectorias en X son homotoépicas si se puede deformar
continuamente una en la otra, es decir, que cumplan la definicion 2.3, pero ademas la homotopia
H satisfaga que H(0,t) = f(0) y H(1,t) = f(1) para cada ¢ € [0, 1].

Esto significa que todas las trayectorias “intermedias” tienen el mismo punto inicial xg y el

mismo punto final 1, como lo indica la siguiente figura.
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Con esta nocién de homotopia, a la cual llamaremos homotopia de trayectorias, definimos
una relacion ~ en el conjunto de trayectorias de un espacio topologico X: [ ~ g si f ¥y g son
homotopicas. De aqui en adelante, cuando hablemos de dos trayectorias homotépicas, sera en el
sentido que acabamos de definir. En la referencia [1] de la bibliografia pueden encontrarse ejemplos

de funciones homotépicas con visualizaciones geométricas.
Proposicion 2.3. La relacion ~ definidae anteriormente es una relecidn de equivalencia

Demostracion
Es claro que f ~ f para cualquier trayectoria f. En este caso, la homotopfa es la funcion
H(x,t) = f(x) para cada z,t € [0.1].

Ahora supongamos que f.g¢ son trayectorias en X tal que f ~ g, es decir, que existe una
homotopia F(z,t) entre f y g. Es claro entonces que la funcién G(z.t) := F(z,1 —t) cs una
homotopia entre g v f.

Por iltimo, supongamos que f.g, h son trayectorias tales que f ~ g y g ~ h. Sean [’ la
homotopia entre f y g y G la homotopia entre g y h. Definimos la funcién H : [0,1] x [0,1] — X
de la siguiente mancra:

Hey - { F@2) site (0,4
T e 2t-1) site[i 1]

La funciéon H transforma f cn g en la primera parte, mientras que en la scgunda transforma g
en h, de manera que en el intervalo [0, 1] se transforma continuamente f en h. Por lo tanto, H cs

una homotopia entre f y h y concluimos que f ~ h.

O

La clase de equivalencia de una trayectoria f, bajo esta relacién de equivalencia, se llama la clase
de homotopia de f y la denotaremos por [f].
También puede definirse un produco de dos trayectorias. Sin embargo, esta definicion no es

valida para dos trayectorias cualesquicra, sino para dos trayectorias f y g tal que f(1) = g(0).
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Es decir, que el punto inicial de una sea el punto final de la otra. La idea es que la trayectoria

producto recorra a f v después a g.

Definicion 2.5. Si f,¢: [0, 1] — X son trayectorias tales que f(1) = ¢(0), definimos ¢l producto

[ # ¢ como la trayectoria dada por la siguiente ecuacion

h[s)z{ f(2s) si t €[0,1]
g(2s — 1) siteld 1.

Notemos que el producto f # g es una trayectoria que empicza en ¢l mismo punto que f y
termina en ¢l mismo punto que g. Ademas, la operacion # induce una operacion bien definida

sobre las clases de homotopia de trayectorias, de la siguiente manera:

[£]*[g] := [ * g].

En efecto, supongamos que f’ es homotopica a f y ¢’ es homotoépica a g. Sean F una homotopia
entre f y f' y G una homotopia entre g y g'. Definimos la funcion H : [0,1] x [0,1] — X de la
siguiente manera:

F(2x,1 sizel0,d
dtnityi] 2080 a0y
G(2r - 1.1) size(s,1]

Esta resulta ser una homotopia entre f + g y [’ * ¢’, de manera que la operacién entre clases de
homotopia esta bien definida, es decir, no depende de la eleccion de los representantes.

Los siguicntes lemas muestran una mancra de generar nuevas homotopias de trayectorias y una
propiedad algebraica del producto de trayectorias. Sus demostraciones son directas, pero seran
de utilidad para probar las proposiciones 2.4 y 2.5, que son propicdades muy importantes de la

operacion *.

Lema 2.1. Sean X y Y espacios topaldgicas. Si I es una homotopia de trayectorias de X entre f
ygyh:X =Y esuna funcion continua, entonces h o F' es una homotopia de trayectorias entre

hofyhog.

Lema 2.2. Sean X y Y espacios topoldgicos y k : X — Y una funcion continua. Si f y g son

trayectorias en X, tales que f(1) = g(0), entonces ko (f *g) = (ko f) = (kog).

Proposicién 2.4. Sean xg,x1 € X y €r,.€., las trayectorias constantes ey, = Tg.€r, = 1.
Entonces para cualquier trayectoria [ en X cuyo punto inicial es xg y cuyo punto final es x;, se

cumple

[£] % leai] = [ex,] * [f] = [f].

Ademds, existe otra trayectoria f' cuyo punto inicial es x; y cuyo punto final es @y tal que

[F1 % [£] = lexo] ¥ [F] % [f] = [ex,]-
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Demostracion
Consideremos la traycctoria eg : [0,1] — [0, 1], que es constante igual a 0, y sca i: [0,1] — [0,1] la

funcién identidad, que tambiéu es una trayectoria en [0, 1]. La funcion H, definida de la siguiente

H(z,t) = { gw i

mancra:

=
(AN
1A

T

X
7_—;* S1 €I

IA
IA

il

(15

es una homotopia de trayectorias entre i y ep *i. Ahora, si f es una trayectoria en X cuyo punto
inicial es zp y cuyo punto final es , entonces la funcion f o H es una homotopfa de trayectorias
entre foiy fo(ep=i). Notemos que foi= [y, por el lema 2.2,

fo(t—'o*?;)=(f0(’0]*(f0"—-)=(’xn*f!

por lo que las trayectorias [ y e,, * f son homotépicas y por lo tanto, [[] = [ex,] * [/]-

De manera analoga sc demuestra que [f] = [f] * e, ], considerando la funcién constante igual
a 1, en lugar de la funcion constante igual a 0.

Ahora, supongamos que ¢ : [0.1] — [0, 1] es la funcién i’ (1) = 1 — ¢, que es una trayectoria en
[0, 1], cuyo punto inicial es 1 y cuyo punto final es 0. Esto implica que 7 *#' es una trayectoria que

empieza y termina cn 0, al igual que ¢p. La funcién /I definida como

~ o siw €0, %]
H('L‘t) [ { t(] = ;}_:) sixz € [%U].

es una homotopia de trayectorias entre eg e i +i’, por lo que fo H es una homotopia de trayectorias
cure foegy fo(ixi'). Esclaro que foey =ey, y porel lema 2.2, fo(ixi')=(fot)=(foi).

Por lo tanto, existe una trayectoria f’ := f o4’ tal que f + f' es homotépica a e,,, por lo que
[£] % [£'] = [exo)-
De mancra andloga se demuestra que [f'] * [f] = eq,.

O

Proposicion 2.5. Sila operacion [f] = ([g] = [h]) estd definida, entonces ([f] * [g]) = [h] también lo
estd y son iguales.

Demostracion
Para esta demostracion consideraremos el producto de dos trayectorias f+¢ de la siguiente manera:
en el intervalo [0, %] cs la funcién lineal con pendiente positiva que lleva el intervalo [0, %] en el
intervalo [0, 1], compuesta con f; en el intervalo [3,1] es la funcion lineal con pendiente positiva
que lleva el intervalo 3, 1] en el intervalo [0, 1], compuesta con g.

Ahora notemos que los productos f*(g+h) y (f+g)*h estan bien definidos cuando f(1) = g(0)
y g(1) = h(0). En este caso, podemos definir un producto triple de la siguiente manera: escogemos

dos niimeros a < b € (0,1), y en el intervalo [0, a] que sea la funcion lincal con pendiente positiva
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que lleva el intervalo [0, a] en [0, 1], compuesta con f; en el intervalo [a, b] que sea la funcién lineal
con pendicnte positiva que lleva el intervalo [a, b] en [0, 1], compuesta con g; y en el intervalo [b. 1]
que sca la funcién linecal con pendiente positiva que lleva cl intervalo [b, 1] en [0, 1] compuesta con
h.

La definicién anterior claramente depende de la eleccién de los puntos a, b, pero veamos que
la clase de homotopia no. En efecto, sea k. la trayectoria definida en el parrafo anterior y
c <de (0,1). Seap:[0.1] — [0.1] la funcién que restringida a cada uno de los intervalos
[0.a], [a, b]. [b. 1] es la funcién lineal con pendiente positiva que lleva a los intervalos [0, c]. [e. d]. [d, 1],
respectivamente. Es claro entonces que ke g0 p = kqp.

Luego. se puede comprobar que existe una homotopia de trayectorias H entre p y la funcion
identidad en [0, 1], por lo que k.4 © H es una homotopia de traycctorias entre kqp v ke .

Por ultimo, solamente hay que notar que el producto (f * g) = h es k, cuando a = % yb= g,
mientras que el producto f # (g * h) cs ke cuando ¢ = 1 y d = 1. Por lo tanto, las trayectorias
(f#g)*hy f+(g=*h)son homotopicas.

O

Nuestro objetivo es definir una estructura algebraica asociada a un espacio topolégico X. Como
el producto de trayectorias que definimos no estd definido para cualesquiera dos trayectorias,
debemos restringirnos a cierto tipo de trayectorias, Ya se ha mencionado que el producto de dos
trayectorias cualesquiera no siempre esta bien definido, por lo que debemos restringirnos a cierta

clase de trayectorias, las cuales definimos a continuacién.

Definicion 2.6. Una trayectoria [ tal que f(0) = [(1) = xyp, es decir, que su punto inicial y punto
final son zg, sc llama lazo basado en zg, o lazo con base en z;. El punto xy se llama punto base
de f.

En el conjunto de lazos basados en zp, la relacién de equivalencia que definimos sigue siendo
relacion de equivalencia y el producto siempre estd bien definido. Maés aun, de las proposiciones

2.4 y 2.5, sc sigue cl siguiente tcorema.

Teorema 2.3. Fl conjunto de clases de homotopia de lazos basados en un punto x¢ fijo, forma un

grupo con la operacidn *.

A este grupo le llamaremos grupo fundamental de X basado en 1y y lo denotaremos por
mi(X..rp). La notacién de subindice 1 se debe a que el grupo fundamental es uno de los lla-
mados grupos de homotopia. En este trabajo solamente consideraremos al grupo fundamental,
pero el lector interesado en conocer sobre los grupos de homotopia en general puede consultar las
referencias [5] y [16].

Es importante notar la dependencia del grupo fundamental en el punto base, es decir, que si
elegimos dos puntos bases distintos, el grupo fundamental puede no ser el mismo. También es



28 Acciones de Grupos Discretos sobre Espacios Topologicos

importante notar que es necesario considerar clases de homotopia, ya que cuando probamos la
asociatividad probamos que (f * g) * i y f * (g * h) son homotopicos, pero es claro que no son el
mismo lazo. Nucstro siguiente objetivo es estudiar bajo qué condiciones el grupo fundamental no

depende de la eleccién del punto base.

Teorema 2.4. 5i X es conewo por traycctorias, entonces 1 (X, xg) y (X, x1) son isomorfos para

cualesquiera puntos base To,z; € X.

Demostracion
Supongamos que X' ¢s un espacio topolégico conexo por trayectorias y considercmos dos puntos
Zp. w1 € X. Sea o una trayectoria cuyo punto inicial es zy v cuyo punto final es ;. Definimos la
funcién

a:m(X,z0) — m(X, 21),

por medio de la ecuacion
a(lfN) = o™ #[f] # [a].

Notese que este producto esta bien definido, por lo que la funcién @ esta bien definida. Probaremos

que @ es un isomorfismo de grupos. Primeramente,
a([f]) *alg)) = ([a] ™+ [f] * [a]) * (Ja] ™" * [g] * [a]) = [a]™ * [f] * [g] = [a] = &([f] = [g]).

por lo que & es homomorfismo.
Para ver que es isomorfismo, veamos que existe la funcién inversa. Sean §(1) :=a(l1 —1{) y 8

definida de manera analoga a &. Para cada elemento [g] € 71 (X, x1), tenemos que

o~ -1 -1

a(s(g) = [a]™ = ([a] * [g] = [a] ") * [a] = [g].
Luego, para cada clemento [f] € 71 (X, zg), tenemos que

P -1 4 =T r

Ala(lf])) = la] * ([o] " = [f]* [o]) * [o] " = [f].
Por lo tanto, 3 es la funcién inversa de &, lo cual implica que @ cs biyectiva y concluimos que es
un isomorfismo.

=

El teorema anterior nos muestra que la condicion de ser conexo por trayectorias es suficiente para
que el grupo fundamental sea determinado solamente por el espacio X v no por el punto base que
escojamos. Cuando un espacio topoldgico X sca conexo por trayectorias, denotarcmos a su grupo

fundamental como simplemente 7 (X'), ya que no hay dependencia del punto base.

El grupo fundamental de un espacio topolégico brinda informacién accrca de éste. Por ejemplo,
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supongamos que el grupo fundamental de un espacio X conexo por traycctorias es el grupo trivial.
En este caso, podemos concluir que cualquier lazo basado en xp puede transformarse continuamente
en cl lazo trivial. Geométricamente, esto puede interpretarse como que el espacio X no tienc hoyos
o agujeros, ya que si los tuviera un lazo que le “diera una vuelta” al agujero, no podria transformarse

continuamente en el lazo trivial, Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.7, Un cspacio topolégico X se dice ser simplemente conexo si es conexo por

trayectorias y su grupo fundamental 7 (X') es el grupo trivial.

La definicién anterior jugarad un papel clave para calcular el grupo fundamental de algunos
espacios cociente. El lector interesado en conocer més aplicaciones del grupo fundamental, asi

como mas de sus propicdades puede consultar las referencias |7] y [14] de la bibliografia.

2.2.2 El Grupo Fundamental de un Espacio Cociente

En la seccién 2.1 cstudiamos espacios de la forma X/T', donde I' es un grupo discreto que actia
propiamente sobre un espacio topologico X. Ahora estudiaremos condiciones bajo las cuales el
grupo fundamental de un espacio de tal forma pueda calcularse de manera sencilla. Para esto
utilizaremos un concepto muy utilizado para calcular grupos fundamentales de distintos espacios,

llamado espacio recubrido. el cual definimos a continuacion.

Definicion 2.8. Sean X, Y cspacios topologicos y p : X — Y una funcion continua y supraycctiva.
Diremos que p es una funcién recubridora si cada punto y € ¥ tiene una vecindad abierta U tal
que

P (U) = | Va

1=}

donde 7 ¢s un conjunto de indices y V,, son abiertos en X, ajenos por parejas y tales que para

cada a € I, la restriccion ply, es un homeomorfismo de V,, en UV, En este caso, diremos que U esta

regularmente cubierto por p y que X cs un espacio recubridor para Y.

Nétese que si una funcién p : X — Y es una funcién recubridora, entonces p es un
homeomorfismo local entre X y Y. Es decir, cada punto » € X ticne una vecindad en la cual
la restriccion de p es homeomorfismo. Para profunidizar en el tema de funciones y espacios
recubridores se recomienda la referencia [15] de la bibliografia.

Recordemos que nuestro objetivo es calcular grupos fundamentales de espacios cociente. Para
esto, buscaremos condiciones bajo las cuales la proyeceién natural 7 : X — X/I'" es una funcién
recubridora, lo cual nos permitira calcular ¢l grupo fundamental facilmente para estos espacios.

La siguiente definicion serd de gran utilidad en el resto del trabajo.

Definicion 2.9. Scan X un espacio topologico y I' un grupo discreto que actia sobre X'. Diremos

que I' actia discontinuamente sobre X (o que la accién de I sobre X es discontinua) si para cada
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« € X existe un abierto U tal que x € U y cl conjunto
{9 eTlgUNVU # @}
es finito.

Es importante mencionar que una accién discontinua, en este sentido, no significa que la accién
no es continua. El concepto de una accion discontinua se puede enunciar también como que para
cada x € X, la érbita I'r no ticne puntos de acumulacion. Esta caracterizacion sera de gran
utilidad.

Cuando el espacio X sobre el que actia I' es un espacio de Hausdorff, la propiedad de ser
una accion discontinua cumple una propiedad mas fuerte que la que la define, como nos indica el

siguiente lema,

Lema 2.3. Si I actia libre y discontinuamente sobre un espacio de Hausdorff X, entonces para
cada v € X, existe un abierto U tal que @ € UV y si hy,hy € T son tales que hiU N hol] # @,

entonces iy = ho.

Demostracion

Como la accion de ' es discontinua, existe un abierto Uy tal que & € Uy v ¢l conjunto
A= {g € F|gUg NUg # Qf}

es finito, digamos que 4 = {e, g1, .... gn }. Como la accién cs libre, tenemos que g;r # = para cada
=1 N
Como ¢l espacio X es de Hausdorll, para cada i = 1. ..., n, existen abiertos U;, V; ajenos, tales

que z € U;, g;c € V; vy los Vi's son ajenos por parcjas. Sea

U=UyN (m g (qUin V-i)) )

i=1
y supongamos que hy, hp € I' son tales que A U N hoU # @, Entonces existen y, 2 € U tales que
My = haz, es decir, y y z estan en la misma orbita. Por la construccion de U, se sigue que hy y fio
deben pertenecer a A:; nuevamente, por la construcciéon de 17, se tienc que hy = hg. Por lo tanto,

[/ es cl abierto requerido.
|

El lema anterior nos permitira demostrar la siguiente proposicién, la cual presenta condiciones

suficientes para que la proyeccién natural sea una funciéon recubridora.

Proposicién 2.6. Sean X un espacio topoldgico de Hausdorff y I' un grupo discreto que achic
libre y discontinuamente sobre X. Entonces la proyeccion natural @ : X — X/T' es una funcion

recubridora.
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Demostracion
Sabemos que 7 ¢s continua y suprayectiva. Ademas, 7 cs abierta, pues si U ¢s un abierto en X,
entonces

() = | to(0),

gerl
que es unién de conjuntos abiertos y por lo tanto es abierto.

Sean 7(z) € X/I' y V un abierto en X, con las caracteristicas del lema anterior para r.
Definimos la funcion Py, : gV — w(V') por medio de la ccuacion P,(gv) = w(v) = n(gv). la cual es
claramente sobreyectiva.

Veamos que P, también es inyectiva. En efecto, si yp, 52 € V son tales que w(gy1) = 7(gya).

entonces existe & € 1" tal que hgy, = gya, por lo que
hgV NgV # 2.

De aquf se sigue que hg = g, o equivalentemente h = e, lo cual implica que y; = y2. Luego, P, es
inyectiva y como ademaés es sobreyectiva, entonces es biyectiva.
Counsideremos ahora el abierto U = w(V'), que claramente contiene a w(z). Como la funcién
P, : gV — w(V) es biyectiva para cada g € I'. entonces
1171 -]
= 1(U) = |J B (x(v)) = | oV-
gel gel’
Notemos que esto iltimo es una unién de abicrtos ajenos por parcjas v que ademas, la restriccion
de m a cada gV es Fy, que es biyectiva. Por altimo, como P, es restriccion de 7, también es

continua y abierta, es decir, es homeomorfismo. Por lo tanto, # es una funcién recubridora.

O

Ahora introduciremos otro concepto que serd de gran utilidad en el caleulo de los grupos

fundamentales de espacios cociente.

Definicion 2.10. Sean X.Y y Z espacios topologicos v p : X — Y una funcién. Si f: Z — V¥
es una funcién continua, diremos que f : Z — X es un levantamiento de f si hace conmutar el
siguiente diagrama:
X
A —J.)' Y
Cuando la funcién p de la definicion anterior es una funcion recubridora y Z = [0, 1], es decir,
cuando la funcién f cs una trayectoria en Y, entonces el levantamiento f es tinico, salvo por el
punto inicial. Para probar esto. necesitaremos ¢l siguicnte lema, conocido como ¢l lema del nimero

de Lebesgue.
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Lema 2.4. Sean (X,d) un espacio métrico compacto, 1 un conjunto de indices y {Aa}aer una
cubierta abierta para X . Entonces existe un nimero § > 0 tal que para cada subconjunto B C X

con didmetro menor que 8, existe un o € I tal que B C A,.

Demostracion

Primero notemos que si X es un elemento de la cubierta, entonces el resultado se sigue trivialmente
para cualquier § > 0. Supongamos entonces que todos los elementos de la cubierta cstén
contenidos propiamente en X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita para X', digamos

{A1, Az, ..., A, }. Para cada ¢ = 1....,n, definimos los conjuntos C; como
C,=X - A;.

Luego, definimos la funcién f: A — R, por medio de la ecuacion
1«
flz)= z gd(:r. C;).

Notese que la funcién f esta bien definida. pues los conjuntos C;’s son cerrados v f(x) representa
la distancia promedio de z a los conjuntos C;’s. Ademés, f(x) > 0 para cada z, pues existe un
indice 1 < j < n tal que x € A;. Como A; es abicrto, existe un r > 0 tal que la bola con centro x
y radio 7 esta totalmente contenida en Aj, por lo que d(x.Cj) > ry f(x) > £ > 0.

Como la [uncion distancia a un conjunto cerrado fijo es continua, entonces la funcion f es
continua y como X es compacto, se sigue que f alcanza su valor minimo d > (0. Este cs el nimero
de la conclusion del lema. En efecto, pues si B € X tiene diametro menor que d, entonces para
cualquier punto @y € B, se tiene que B C Bs(ag), donde By(irg) representa la bola de radio § con
centro xg. Lucgo,

d £ f(wo) < d(wo, Cin),
donde d(xp.C,,) = max{d(xy.C1).....d(xo. C,)}. De aqui se sigue que la bola de radio ¢ con centro

en rp esta contenida en A,, = X — C,, y por lo tanto, B también lo csta.

35|
El namero ¢ de la conelusion del lema anterior recibe el nombre de niimere de Lebesgue.
Proposicién 2.7. Sean p : X — Y una funcidn recubridora, 5 € X y yy € Y, tales que
p(xo) = yo. Entonces cualquier trayectoria f :|0,1] — Y cuyo punto inicial es yp tiene un inico
levantamiento }, . tal que su punto inicial es .
Demostracion
Para cada y € Y, sea U/, una vecindad abierta de y que esté regularmente cubierta por p.

Consideremos las cubiertas abiertas {{/,},ey de Y y {71 (U,)}yey de [0,1]. Como [0,1] es
compacto, por cl lema del nimero de Lebesgue, podemos encontrar una particion

{D=to<ty < - <t, =1},
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del intervalo [0, 1], de manera que para cada ¢ = 0,1....,n — 1. f([t;,tiy1]) esté contenido en algin
Uy

Encontraremos ahora un levantamiento f para f, para el que empezaremos definiendo f{ﬂ) =
xp. Lucgo, para cada intervalo de la forma [t;.{;+;], supongamos que f va esta definida en el
intervalo [0,t;] y que U s un abierto regularmente cubierto tal que f([t;.ti1]) € U. Sea {Va}aca
la cubierta abierta de p~!(U) de la definicién de funcién recubridora, de manera que la restriccion
Pl : Vo — U es un homeomorfismo, donde Vj es un elemento de la cubierta tal que f(t,-) € V.

En general, para t € [t;,t;44], definimos f por medio de la ccuacion

J) = (plvs) N (F(1)).

Notemos que, como ply, : Vo — U es un homeomorfismo, entonces [ es continua en ¢l intervalo
[t ti41]. Ademas, como empezamos definiendo f(0), podemos definir [ en todo el intervalo [0.1]
mediante este procedimiento.

Como f es continua en cada intervalo de la forma [, {;41], concluimos que f es continua en
[0.1]. la construccién de f, es claro que po f = f, por lo que f es un levantamiento de f.
Ahora veamos que es cl inico cuyo punto inicial es xg. Supongamos que f f" es otro levantamiento
de f tal que f '(0) = xg. De manera similar a la primera parte de la demostracién, supongamos
que f y f " coinciden en el intervalo [0.¢;].

Sabemos que, como f " es un levantamiento de f, debe transformar el intervalo [t;, ;] en
un subconjunto de p~'(U) = |JV,, donde los V,, son abiertos y ajenos por parcias. Ademas,

[!1 ti+1]) es conexo, por lo que debe estar totalmente contenido en algin V,.

Como f'(t;) = f(t:), que esta en Vo, entonces f([t;. ti41]) C Vo. Por lo tanto, para ¢ € [tis tis1)s
f’( t) debe ser un punto de Vg que esté en p~'(f(¢)). Por lo tanto, necesariamente, f’(t) = f(t)
para todo t € [t;, ti1].

Finalmente, como estAbamos suponiendo que f’ tenia a zg como punto inicial, entonces

7'(0) = f(0), por lo que podemos concluir que f y f coinciden en todo el intervalo [0,1].

O

La proposicién anterior asegura que si I' es un grupo que actia libre y discontinuamente sobre
un espacio de Hausdorit X', entonces para cada trayectoria y, mas particularmente, cada lazo en
X/TI', existe un inico levantamiento en X, salvo por el punto inicial. Esto nos permitira demostrar
el siguiente teorema, el cual presenta una manera de calcular el grupo fundamental de espacios

cociente.

Teorema 2.5. Sean X un espacio de Hausdorff simplemente conexe y I un grupe disereto que
actia libre y discontinuamente sobre X'. Entonces m(X/T") es isomorfo a T

Demostracion

Primeramente veamos que cl grupo fundamental de X/T" no depende de la eleccion del punto base,
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por lo que la notacién usada s correcta. Esto se sigue de que dados dos puntos n(z). 7(y) € X/T.
existe una traycctoria y que tiene como punto inicial a & y como punto final a y. Como la proyeccién
natural 7 es continua, entonces w o<y es una trayectoria en X/T" que tiene como punto inicial a 7 (x)
y como punto final a w(y). Por lo tanto, X/I" es conexo por trayectorias y su grupo fundamental
no depende de la eleccion del punto base.

Ahora fijamos zg € X y consideramos un lazo 7, en X/I' que tiene a yg = m(xg¢) como punto
base. Por la proposicién 2.7, existe un unico levantamiento de 7, en X, cuyo punto inicial es zo.
Sea 7, el punto final de este levantamiento. Notemos que w(xg) = w(z1), por lo que existe un
g1 € I' tal que xy = gyxg. Como la accidon de T' es libre, concluimos que gy es tinico.

Definimos la funcién ¢ : 7 (X/T',yo) — I', como ¢(71) = g1. Por las observaciones anteriores,
la funcién ¢ estd bien definida. Ademés, es inmediato que es sobreyectiva, pues dado h € I', existe
una traycctoria J que tiene como punto inicial a xg y como punto final a hxg. La trayectoria wo f
es un lazo con base en yp y es tal que ¢(mo f) = h.

Ahora veremos que ¢ es un homomorfismo de grupos. Sean 4,72 lazos en X/I' con base en yp
v f1. fa, sus respectivos levantamientos en X cuyo punto inicial es g v g1 = é(71). 92 = @(72).
Definimos la funcion gy f2 : [0.1] — X. por medio de la ecuacion:

(91.F2)(t) = g1 (fa(2))-

Noétese que g) f> es una trayectoria en X cuyo punto inicial es el punto final de f, es decir, g17q. Es
claro, ademés, que g f> ¢s un levantamiento de 7z, pero cuyo punto inicial es gyzp. El punto final
de g1 /2 cs g1(f2(1)) = g1(g2z0) = (9192)T0. Ahora, la funcién [ definida de la siguiente manera:

) A2l si
f(t)_{glfz(2r—1) s

es un levantamiento para 4, * vs cuyo punto inicial es g, Esto puede verificarse facilmente

K= O
IA

IA

— b

IA
IA

{
{ !
usando la definicion de levantamiento.  Como el punto final de g1 f2 es (g1g92)e0, cntonces
O *72) = G192 = d(71)¢(72). Por lo tanto, ¢ es homomorfismo de grupos.

Para probar que ¢ es inyectivo, supongamos que 7 es un lazo con base en yp y tal que ¢(v) = e.
Esto signfica que el levantamicnto de 7 con base en g es un lazo en X con base en xg, pero como
X os simplemente conexo, la clase de « debe ser la clase del lazo identidad, por lo que ker¢ es
el conjunto que consta solamente del clemento neutro en (X, yp). Esto prucba, por ¢l lema 1.1,

que ¢ es un isomorfismo de grupos.

O

El teorema anterior establece una manecra sencilla de calcular grupos fundamentales de espacios
cociente de la forma X/T, cuando éstos se definen por medio de una accion libre y discontinua de
un grupo disereto. Si se cumplen las hipétesis del teorema, el grupo fundamental es simplemente

el grupo que actia sobre X.
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2.2.3 Ejemplos

En esta scccion utilizaremos el teorema 2.5, para calcular los grupos fundamentales de los espacios

estudiados cn la scecién 2.1.2.

Cilindro

Eu la scccion 2.1.2, vimos que la accion de Z sobre R? que define al cilindro es una accién libre
vy propia. Veamos ahora que también es una accién discontinua. En efecto, si (x,%) es un punto
cualquicra de R2, entonces la érbita Z(z, y) es el conjunto formado por los elementos de la sucesién

((x +n,y))22,, la cual no puede tener un punto de acumulacién, pues toda subsuccsion
((z +ne, y))iz C ((7+n,9))0%

cs no acotada.

Como I' = Z acttia libre y discontinuamente sobre R?, de la manera en la que se definid el
cilindro en la scccién 2.1.2, concluimos que el grupo fundamental 7 (R2/I") es isomorfo a Z. Esto
significa que el grupo fundamenial del cilindro tiene un generador de orden infinito. No es dificil
darse cucnta que ¢ste es el lazo que le da una “vuelta” al cilindro.

Notemos que un generador del grupo fundamental puede visnalizarse en el espacio recubridor
(R?) como un scgmento de recta que unc a un punto con otro punto de su misma orbita, por
cjemplo un segmento de recta horizontal, o cualquier otra trayectoria homotépica. En la region
fundamental (una banda en este caso) puede hacerse el mismo anélisis.

Banda de Mébius

Veamos que la aceién de I' = Z que define a la banda de Mdbius es una accion discontinua. Dado
un punto (ir,y) € R2, la orbita I'(x,y) cs ¢l conjunto formado por los clementos de la sucesion
((r+ n.(—1)"y))o=,. Al igual que en el cjemplo anterior, cualquier subsucesiéon no puede estar
acotada y por lo tanto, tampoco puede ser convergente. Por lo tanto, I'(x, y) no puede tener puntos
de acumulacion y concluimos que la accion de I' sobre R? es discontinua.

Podemos entonces deducir que ¢l grupo fundamental de la banda de M&bius es isomorfo a Z,
al igual que el del cilindro. En este caso, ¢l generador del grupo fundamental se ve igual en la
region fundamental: como un segmento de recta que une a dos puntos de la misma érbita. En la
banda de Mobius, también se ve como un lazo que da una vuelta alrededor de clla, el cual puede

visualizarse facilmente en una banda de M#bius, considerandola como un subconjunto de B3,



36 Acciones de Grupos Discretos sobre Espacios Topologicos

Toro

Para verificar que la accion de I' = Z x Z, sobre R?, que define al toro es una acciéon discontinua,

notemos que dado un punto (z.y) € R?, la érbita I'(z. y) es el conjunto
{(x +m.y+n)|m,n e Z}.

Este conjunto no puede tener puntos de acumulacién, ya que cualesquicra dos elementos de cste
conjunto estan separados por una distancia mayor o igual a 1.

Como la accién de I' sobre R? que define al toro es discontinua, entonces el grupo fundamental
del toro es isomorfo a Z x Z. Esto significa que tiene dos generadores a,b de orden infinito, los

cuales pueden visualizarse en el toro como muestra la siguiente figura.

En cl espacio recubridor (R?), estos generadores se ven como un segniento de recta horizontal
v un segmento de recta vertical. De la misma manera que en los casos anteriores, puede hacerse el

analisis en una region fundamental.

Botella de Klein
Recordemos que para probar que la accion de
= {u, vluvu" e = e).

sobre R?, que se usé para definir a la botella de Klein, es una accion propia, primero probamos que
la orbita de un punto (x, y) no podia tener puntos de acumulacion. Esto significa que la accion es
discontinua. Sin embargo, en este caso no es claro que la accién también es libre.

Scan (x,y) € R*ygeTl,cony+#0yg#e, tales que gr = z. Sabemos que g debe tener
una representacion en términos de u, v y sus inversos. Notemos que si gz = x, entonces para cada
u en la representacion de g, también debe estar «~!'. De manera que debe aparccer el producto
uv™u~! o u~ v™u donde n es algin entero. Supongamos que hay un producto de la forma ur™u~1.

Notemos que la accién que le produciria este producto al punto (z,y) es

wu Yz y) =wv(z — 1, —y) =u(zx — 1,—y +n) = (x.y — n),

por lo que g no puede ser igual a uv"u~! y debe contener a v* 6 vv~"u"'. En ¢l dltimo caso,

¢l producto da la identidad e, por lo que debe aparecer v™ en la representacion de g. Tenemos



2.2 El Grupo Fundamental a7

entonces dos casos: uv™u o™ 6 v uv™u 1. Sin embargo,

wu " = (weu cuvncwvu Yy v v =,

va que uru~'v = e. Por esta misma relacién, sabemos que uv = v~ 'y, lo cual implica que

s S | 1 1

v iu~! = u 'y, por lo que vu'vu = e y vu = uwv~!. De esta dltima relacién se concluye que

puvy~ ! = e. Por lo tanto,

1 1

v"weT = vcv(wn luve T uonT!) = e

Por lo tanto, podemos concluir que el grupo fundamental de la botella de Klein es isomorfo al
grupo ', el cual es no abeliano. En el espacio recubridor podemos visualizar a los generadores del
grupo fundamental como curvas que unen a algin punto (x,y) con u(wr,y) y v(r, y).

Recordemos que en la seccién 2.1.2 construimos a la botella de Klein como un espacio cociente

de la forma
T?/Z.s,

donde T? era el toro y Z, el grupo aditivo de los enteros modulo 2. Cabe mencionar que, a partir
de esta coustruccion, no podemos concluir que el grupo fundamental de la botella de Klein es

isomorfo a Z,, porque T? no es simplemente conexo (su grupo fundamental no cs trivial).

Espacio Proyectivo

Es bien conocido que §? es un espacio de Hausdortf simplemente conexo (para una demostracion
de este hecho, puede consultarse la referencia [15] de la bibliografia). La accion sobre 82 que define
al espacio proyectivo ¢s una accion discontinua porque el grupo Zs es un grupo finito. Por lo tanto,
el grupo fundamental del espacio proyectivo es isomorfo a Zs.

Tenemos entonces que el grupo fundamental del espacio proyectivo es un grupo finito con
solamente dos clementos, es decir, es generado por un elemento de orden 2. Este generador puede
visualizarse en ¢l espacio recubridor (S? cn este caso) como alguna curva (una geodésica, por
ejemplo) que una a un punto fijo (r, y, z) € S* con su antfpoda.

El teorema 2.5 también nos permite demostrar que, a diferencia del cilindro, la banda dc
Mgébius, ¢l toro y la botella de Klein, el espacio §? no es de la forma R2/T, donde T es un grupo
que actia libre y discontinuamente sobre R?, En efecto, de ser asi, 71(S?) = I, pero sabemos que
71(5?) = {e}, de donde concluiriamos que R? y S? son homeomorfos, lo cual es falso.

En la referencia [15] de la bibliografia puede encontrarse el calculo del grupo fundamental de
otros espacios, asi como una mancra alternativa de calcular ¢l grupo fundamental del toro, cl

cilindro y ¢l espacio proyectivo.
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Capitulo 3

Clasificaciéon de Superficies

Localmente Euclidianas

En cl capitulo anterior consideramos acciones de grupo que aprovechan las propiedades topologicas
de un espacio X', como lo es el ser de Hausdorfl, el ser simplemente conexo, etc. Es importante
mencionar que en los ¢jemplos que sc han considerado, ¢l espacio X tiene una propicdad mas, que
es la de ser un espacio métrico.

En este capitulo nos centrarcmos en el estudio de los ejemplos en los que se considera al espacio
X como R? y en los que el grupo I actiia por medio de isometrias. En este caso, podemos obtener un
teorema de clasificacion de superficies, conocido como el teorema de Killing-Hopf. Primeramente
se presentan los conceptos de isometria y superficie localmente euclidiana para posteriormente

enunciar y demostrar dicho teorema.

3.1 Isometrias y Superficies Localmente Euclidianas

Como se menciond anteriormente, en ¢l capitulo 2 se estudiaron acciones sobre un ejemplo de
espacio métrico. Las [uncionces entre espacios métricos que preservan la distancia son de gran

importancia y reciben el nombre de isometrias, como se muestra en la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Sean (A, d), (Y.d') espacios métricos. Una isometria es una funcion f: X — Y

tal que

d(z,y) = d'(f(z), f(¥))

para cada par de puntos .y € X.

Recordemos que nuestro objetivo es demostrar un teorema de clasificacion de superficies, por

lo que es conveniente establecer lo que entenderemos por superficie.

39
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Definicién 3.2. Un espacio de Hausdorfl X se llama superficie si tiene una base numerable y para
cada x € X existen un abierto U tal que z € U y ¢ : U — R?, que es un homeomorfismo sobre su

imagen.

En otras palabras, una superficie es un espacio de Hausdorff con una base numerable tal que
todo punto ticne una vecindad homcomorfa a un abicrto de R?. La idea es que localmente X se
ve como RZ.

El cilindro. la banda de Mabius, el toro y la botella de Klein, que estudiamos en la secciéon 2.1.2
son ejemplos de superficies, como veremos en la seccion 3.3.1. En la misma seccion veremos que
estas superficies cumplen ademas otras propiedades, las cuales definiremos a continuacion.

Primeramente, al dotar a una superficie con una métrica podemos tratarlas como espacios

métricos, con la cual pueden tener propiedades similares a las del plano euclidiano.

Definicién 3.3. Diremos que una superficie S con una métrica d es localmente euclidiana si para

cada punto r € § existe un 7 > 0 tal que la bola con centro x y radio r:
B.(z) = {y € Sld(z,y) < 1},
es isométrica a un disco en R2. Esto es, que existe una isometria que transforma uno en el otro.

Esta definicién indica que la superficie S tiene propiedades muy similares a las del plano
cuclidiano (localmente). La referencia [17] de la bibliografia presenta un estudio de algunas de
estas propiedades.

Una propiedad descable de un espacio métrico es la de ser completo.

Definicion 3.4. Un espacio métrico X se dice ser completo si para cada sucesion de Cauchy

(n)nZy C X, existe un elemento g € X tal que (x,)7%, converge a 1.

Un cjemplo de espacio métrico no completo cs S = R% — {0}, Por ¢jemplo, la sucesion definida
para cada n como T, = (T]w 0) es una sucesion de Cauchy pero no converge a ningiin punto de S.

Mas atn, este es un ejemplo de superficie localmente euclidiana, pero no completa.

3.2 Clasificacion de isometrias de R?

El teorema de clasificacion de superficies que haremos depende fuertemente en la construccion de
superficies de la forma R?/1', donde I' es un grupo discreto que actita por medio de isometrias sobre
R2. Por csta razon, s convenicente estudiar las isometrias de R?, considerandolo con la distancia

euclidiana, la cual se define para cada par de puntos @ = (ry,2), ¥ = (11, y2) € R? por:

d(z,y) = V(y2 — 2)> + (11 — 1)

En esta scccion se presenta cste estudio. El lector interesado en profundizar en el estudio de

isometrias de R? o en generalizar a isometrias del espacio tridimensional encontrard un anélisis
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detallado en las referencias [13] y [17] de la bibliografia.

En el conjunto de isometrias de R2, podemos definir el producto de dos elementos f, g como la
composicién f o g. El objetivo de esta seccion es llegar a que el conjunto de isometrias de R? forma
un grupo con el producto definido. Primeramente estudiaremos algunos ejemplos de isometrias
que seran de importancia en el desarrollo de esta seccion.

Una traslacion cs una isometria en R? determinada por un vector (e, b). Esta definida de la
siguiente manera:

(r.y) — (z.y) + (a.b) V¥(z.y) € R%

A esta le llamaremos traslacidn por (a.b) y la denotaremos por t(, 3). Se puede demostrar, mediante
operaciones sencillas, que es una isometria, que ticne inversa y su inversa es t(_, _p).

Una reflexion en el eje © estd definida por:
(x.9) = (z.-y) V(z.y) € R%

La denotaremos por 7. De igual forma, 7 es una isometria, ticne inversa y su inversa es ella misma.

Una rotacion alrededor del origen en un dngulo 0 esta definida por:
(z,y) — (zcos — y senb, = senbl + ycosl).

A csta la denotarcmos por g, Nucvamente, 7y ¢s isomctria, ticne inversa y su inversa es r7—g.

En general, una rotacion alrededor de un punto (a,b) en un dngulo 0, la definiremos como

t(a,b) 7'9((-01,;,) ;

Intuitivamente, el efccto de esta transformacion es trasladar el plano, para que el origen sea el
punto (a.b), rotar alrededor del origen y regresar con una traslaciéon en (a,b). De la definicién, es
claro que una rotacién cs isometria.

Puede demostrarse, usando identidades trigonométricas bésicas, que cl producto de dos
rotaciones alrededor de un punto P en angulos #; y 2 es una rotacion alrededor de P en el
Angulo & + .

Una reflexidn alrededor de una recta L, la cual corta al eje y en el punto (0,6) y forma un

angulo # con cl ¢je x, la definiremos como
C(_g‘f_b]?":;FT‘_gt(g‘_;,).

Intuitivamente, lo que hace esta transformacién es trasladar cl plano para que la recta L pase por
el origen; luego, rotar para que L coincida con el eje z; reflejar respecto a éste; y regresar a la recta
L a su posicion original. Es claro que una reflexion es una isometria.

Cabe mencionar que la manera en que se definen las reflexiones respecto a una recta y

rotaciones alrededor de un punto representan el hacer una eleccién adecuada de los ejes x y y, para
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posteriormente aplicar una de las primeras isometrias que definimos. Esto quiere decir que cuando
hagamos referencia a alguna rotacion o reflexion, podemos elegir los ejes de manera adecuada para
utilizar la rotacién alrededor del origen o la reflexion respecto al eje .

El siguiente teorema muestra que las isometrias que hemos definido hasta este punto son en

realidad productos de reflexiones.

Proposicion 3.1. Una traslacion o rotacion es producto de dos reflexiones. Ademds, el producto

de dos reflexiones es una rotacion o una traslacion.

Demostracion

Primero veamos que una traslacion dada es el producto de dos reflexiones. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que la traslacion es de la forma t(g 4. (Por ejemplo, escogiendo los cjes de
manera adecuada). Veamos que {(pp) es el producto de las reflexiones Ty t ¢ B)TEg ) En efecto,
dado (z.y) € R?,

((to.p/2)Tt0,~bs2))T) (0 y) = (o629 Tt 0,~572) ) (T3 —¥) = (Lo,p/2)T)(®, —y — %)

= top2 (T ¥+ %) = (@,y +b) = bz (2. 1)

Ahora veamos que una rotacion es el producto de dos reflexiones. Podemos suponer, sin pérdida

de generalidad, que la rotacién es de la forma rg. Veamos que rp es el producto de las reflexiones

7Ty ryr_g. Dado (z.y) € R2,
= =\ (- e = T N 0 _ 2 _pgenl — 2
((r% rﬂg)r) (z,y) = (r; r_;)(;rr\ y) = (r%r) (zcos —ysen -z send — ycos )
0 0 0 ¢
=11 (LCOS5 — Y SeNs, T sens + ycoss) =
%( 3 — ¥ senj 5 +tyeosg)
(zcos? § —ysengcosd —x sen®§ — y send cos§.z send cos g — y sen?f + 2 send cos § + yeos? §).

Usando identidades trigonométricas basicas, se puede comprobar que la altima expresion es
exactamente rp(x. y).

Ahora supongamos quc quc 7 v 7, son reflexiones respecto a las rectas | y m, respectivamente.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que m es el eje z, por lo que 7,, = 7. Se tiencn dos
casos: cuando { intersecta a m y cuando no se intersectan.

En ¢l primer caso podemos suponer que se intersectan en el origen, de manera que forman un
angulo a y ¥, T es de la forma r,Fr_,7. Por el cilculo hecho en la primera parte de la demostracion,
es claro que 7T = ro,. En este caso, el producto es una rotacion.

En el segundo caso tencmos que [ cs paralela a m y 77, cs de la forma &y 4y7t(n, -y, donde d es
la ordenada dondc de [ corta al eje y. Por el calculo hecho en la primera parte de la demostracion,

tenemos que 17 = (g 24). En cste caso, el producto es una traslacion.
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La proposicién anterior muestra que el estudio de rotaciones y traslaciones puede ser reducido al
estudio de reflexiones y productos de dos de éstas. Como ya hemos visto, una reflexion queda
determinada por una recta. El siguiente lema nos muestra que el producto de dos reflexiones no
depende de la eleccion de las rectas que las determinan, sino que solamente depende del angulo que
formen éstas entre si (en el caso que se intersecten en un mismo punte), o bien, de la separacion

entre cllas (en ¢l caso que scan paralelas).

Lema 3.1. Sean 7 y 7., refleriones respecto al y m, respectivamente. Supongamos que T Y T SOT
tales que TyTy, es una rotacion. Si ademds, I' ym' son rectas que forman el mismo dngulo (dirigido)
que L y m, que se intersectan en el mismo punto, entonces FiTwm = TpFm . Andlogamente, st 7T,
es una traslacion y I' y m’ son rectas paralelas a | y m que estdn separadas la misma distancia

(dirigida) que éstas, entonces ¥ T, =TT

Demostracidn
En el primer caso, supongamos que m ¢s el cje x y [ pasa por el origen formando un angulo ¢ con
el eje z. Entonces

TiTm = 7eTT—¢ T = Tag.
Ahora, supongamos que !’ y m' son lineas que pasan por el origen, que forman angulos ¢ + 0 y ¢
con ¢l eje x, respectivamente. De esta manera, T = rgpsTr_g_y ¥ Tme = TeTT—p. Entonces

TrTme = (FogaTr—g—g) - (reTr—_g) =rg - (reTr_p) - r—p = TpT0T—6 = I'20 = TiTrm-
Para el segundo caso, sean m el ¢je & y [ la recta y = b. Supongamos que m' esy = c y I’ es
y =b+ ¢ Luego,
TrTm (2,y) =Tr (2, —y +2¢) = (z,y + 2b) =Fi(z, —y) = FFm(z, y),

lo que concluye la demostracion.

Proposiciéon 3.2. El conjunto de traslaciones y rotaciones es cerrado bajo el producto.

Demostracion

De la definicion de una traslacion, es claro que el producto de dos traslaciones es una traslacion.

Para analizar el producto de dos rotaciones, las expresaremos como productos de reflexiones.
Supongamos que la primera rotacién es 7;7,,,. Por el lema anterior, podemos cxpresar la segunda

rotacion como 7,7, donde n es otra recta. Entonces el producto de estas dos rotaciones es
ToTi - TiTm =TnTm,

que sabemos que es una rotaciéon o una traslacion.
De manera similar se prucha que cl producto de una rotacién por una traslacién es una rotacién

0 una traslacion,
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O

La proposicion anterior es un primer paso hacia la demostracion de que el conjunto de las
isometrias de R? forma un grupo. El siguiente paso es demostrar que cualquier isometria puede
ser expresada como producto de a lo més tres reflexiones. Para esto, los siguientes lemas resultan

ttiles.

Lema 3.2. Sean a,b,c puntos no colineales en R? y A, B.C puntos tales que d(a,b) = d(A, B),
d(b,c) = d(B,C), yd(a,c) = d(A,C). Enionces existe una dnica tsomeiria [ lal que f(a) = A,
f(b) =By f(c)=C.

Demostracion

Sea t la traslacion que transforma al punto a en A. Consideremos una rotacion r alrededor de A tal
que ri(b) = B. Por ultimo, como r{ es isometria, solamente quedan dos opciones: que ri(c) = C, o
que exista una reflexion 7 por la recta AB tal que Fri(c) = C'. En ¢l primer caso, ri es la isometria
buscada, mientras que en el segundo, es Fri.

Para probar la unicidad, primero notemos que si a, b, ¢ son puntos no colincales, entonces
f(a). f(b). f(c) también lo son. pues de lo contrario se verificarfa la igualdad en la desigualdad del
triangulo para los puntos f(a). f(b), f(¢), pero como f e¢s isometria, también se verificaria para
a, b, e, lo cual contradiria que a, b, ¢ son no colineales.

Ahora veamos que dado un punto p € R?, no existe ¢ # p € R? tal que d(p.a) = d(q.a),
d(p,b) = d(q,h) y d(p.c) = d(y.¢). En efecto, pues si se cumplicran las tres igualdades tendriamos
que a,b y e estan sobre la mediatriz del scgmento pq, lo cual contradice que a,b, e son puntos
colineales.

Sean r € R? un punto cualquiera y g una isometria tal que g(a) = A4, g(b) = B, y g(c) = C.

Como f y g son isometrias, entonces

d(f(z), f(a)) = d(z.a) = d(g(x), g(a)) = d(g(z). /(a)),

d(f(z). f(b)) = d(x.b) = d(g(x), g(b)) = d(g(x). J(])).

d(f(z). f(c)) = d(z, c) = d(g(x), g(c)) = d(g(x), f(c)).
Como f(a), f(b) v f(c) son no colineales, entonces f(x) = g(z).

O

Lema 3.3. Sean a # b € R? y [ la reflexion respecto a la mediatriz de ab. Entonces [(a) = b y
f(b) =a.

Demaostracidn
Podemos suponer, sin pérdida de gencralidad, que la mediatriz de ab es el ¢je o, es decir, a = (0. a)
y b= (0, —a) para algin a € R. De csta manera, es claro que f(a) =by f(b) = a.



3.2 Clasificacion de isometrias de B> 45

Proposicion 3.3. Cualquier isometria de R? es producto de una, dos o tres refleziones.
P

Demostracion
Sean f una isometria de R? y a, b, ¢ € R? puntos no colineales. Consideraremos los diferentes casos
que pucden presentarse.

Sia = f(a),b= f(b) y c = f(c), por el lema 3.2, f debe ser la identidad. Supongamos entonces
que alguno de ellos no coincide con su imagen bajo f, digamos e¢. En cste caso, tencmos que
a= f(a) y b= f(b). Por el lema 3.3, la reflexion respecto a b debe transformar ¢ en f(¢), por lo
que [ es en realidad esta refllexion.

Supongamos ahora que b # f(b) y « = f(u). Sea g la reflexion respecto a la medialriz
de bf(b). Por el lema 3.3, g(b) = f(b). Ademas, como d(a.b) = d(f(a). f(b)) = d(a. f(})),
entonces a estd sobre la mediatriz de bf(b) y g(a) = a. Si g(c) = ¢, entonces f = gy f es una
reflexion. Si g(c) # ¢, sea h la reflexion respecto a la recta f(a)f(b). Claramente, (hg)(a) = a
y (hg)(b) = h(f(b)) = f(b). Como d(f(c) f(a)) = d(c,a) = d(g(c).g(a)) = d(g(c). f(a)) y
d(f(c), f(b)) = d(e, b) = d(g(c), g(b)) = d(g(c), f(b)) entonces f(a)f(b) es la mediatriz de f(c)g(e),
por lo que (heg)(e) = h(g(c)) = f(c). Por lo tanto, hg = f y f es el producto de dos reflexiones.

Para ¢l caso donde ninguno de los tres puntos a, b, ¢ coincide con su imagen bajo f, sc utiliza
un procedimiento similar. Se considera la accion de la reflexion g respecto a la mediatriz de af(a);
después la reflexion i respecto a la mediatriz de g(b) f(b); v finalmente, la reflexion ¢ respecto a la

mediatriz de (hg)(c) f(c). En cl peor de los casos, f =ihg, que es el producto de tres reflexiones.
O

La proposicion anterior a veces es llamada Teorema de las Tres Reflexiones. Ahora ya podemos

probar que el conjunto de isometrias de R? forma un grupo.

Teorema 3.1. El conjunto de isometrias Iso(R?) forma un grupe bajo el producto y el conjunto
de productos de un ndmero par de refleviones Iso™ (R?) es un subgrupo de indice 2.

Demostracidn
El producto es cerrado, pues composicion de isometrias es isometria. La asociatividad del producto
v la existencia de un elemento neutro en Iso([R?) son inmediatas. La existencia de inversos se siguc
del hecho que cada reflexion tiene un elemento inverso: 'Tf' = 7;. De esta mancra, como cada
isometria se puede expresar como producto de una, dos o tres reflexiones, cada isometria tiene
inverso y serda también producto de una, dos o tres reflexiones.

Para probar la segunda parte del tcorema, primero veamos que si f,g € Iso (R?), entonces
fg € Iso™(R?). Sabemos que f y g son producto de un nimero par de reflexiones, digamos 2n y
2m, por lo que fg sera el producto de 2(n + m) reflexiones. Esto demuestra que Iso™ (R?) es un

subgrupo de Iso(R?).
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Por tltimo, veamos que Iso*(R?) es un subgrupo de indice 2. Esto lo haremos demostrando
que la clase lateral Tsot(R?) - 7 no es Tso* (R?), o equivalentemente, que 7 ¢ Iso™ (R?).

Supongamos que T € Isot(R?). De la proposicién 3.1, podemos ver que Iso* (R?) consiste de
traslaciones y rotacioncs. Entonces 7 seria una traslaciéon o una rotacion, lo cual es falso. Esto
iltimo se puede ver de varias maneras, por ejemplo, notando que el conjunto de puntos fijos de
una traslacion (no trivial) es el conjunto vacio y el conjunto de puntos fijos de una rotacion es un
punto, mientras que el de una reflexion es una recta.

Por lo tanto, existen al menos dos clases laterales de Iso* (R?), pero la clase Iso* (R?)F es en
rcalidad el complemento de Iso*(R?). En efecto, dado un producto de una cantidad impar de
reflexiones. por el lema 3.1 podemos reacomodar las rectas de manera que el producto sea de la
formia rj, + - Ph - T

De lo anterior, concluimos que Iso™ (R?) e Iso* (R?) - T son las iinicas clases laterales, y el indice
de Iso" (R?) es 2.

O

Sabemos que el grupo Iso(R?) consiste en elementos que son. o bien reflexiones, o productos
de dos o tres de éstas. Ademds, sabemos que el producto de dos reflexiones es una traslacion o
una rotacién. Para terminar la descripcién del grupo de isometrias de B2, debemos estudiar como
actia un producto de tres reflexiones.

Una primera descripeion que podemos hacer es que pueden ser producto de una traslacion y
una reflexién, o de una rotacion y una reflexion. Sin embargo. veremos que este tltimo caso no
puede darse, y que ¢l primero puede restringirse ain mas.

Sca [ una recta en R?. Llamarcmos una refleridn con traslado respecto al eje | al producto de la
reflexion respecto a ! y una traslacion en la direccion de [. Por ejemplo, una reflexion con traslado

respecto al eje x es la isometria tal que para cada (. y) € R?,
(z,y) — (z +a,—y),
para algin a € R.
Proposicién 3.4. Un preducto de tres veflexiones 77,7y, es una reflevidn con traslado.

Demostracion

Analizaremos varios casos. Primero supongamos que [, m y n concurren en un punto p € R2.
Entonces 7,7 ©s una rotacion alrededor de p. Pero ¥, T, = T/ T para cualesquiera rectas m’, n’
tales que se intersectan en p y forman cl mismo angulo que m y n. En particular, podemos escoger
m' = [, y entonces

TiTimTn = TT T = Tars

que es trivialmente una reflexion con traslado.

Ahora supongamos que [, m y n son paralelas. En este caso, 7,,7, €s una traslacion y
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TmTn = T Ty para cualesquicra rectas m'. n' tales que estén separadas la misma distancia que m

y . En particular, podemos escoger m’ = [, de manera que
FTmTn =TT Tnt =T,

que es nuevamente una reflexion con traslado.

Por tultimo, supongamos que las tres rectas son tales que n no pasa por la interseccién p de |
v m. En este caso, 7jT,, s una rotacion alrededor de p y 7,7, = Fy'T;nr para cualesquiera rectas
I'.m' que sc intersectan en p y que forman el mismo angulo que { y m. En particular, podemos
escoger m’ perpendicular a n, en un punto g, de manera que T,,/T,, es una rotaciéon alrededor de
G Y Fm/Tn = Tn Ty para cualesquicra rectas m”.n’ que se intersectan en ¢ formando el mismo
angulo que m’ v n (que es de 90°). Podemos escoger n' perpendicular a I’ en un punto r. Por lo
tanto,
FiTmTn = FpTm Ty = TpTmnTa,
donde n' es perpendicular tanto a m” como a l’, por lo que 7y ¥, €5 una traslacion en la direccion
de n’. Por definicion, FiFpm»Tn: Tesulta ser una reflexion con traslado.

Analogamente para los casos en los que m o n es la recta que no pasa por la interseccion de las

otras dos.
O

La proposicién anterior nos permite hacer una clasificacion mas detallada de los elementos del

grupo de isometrias de R?, obteniendo el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Cada isometria de R? es una rotacion, una traslecion o una reflerion con traslado.

3.3 Teorema de Killing-Hopf

El teorema de Killing-Hopf enfatiza la importancia de algunos de los ejemplos que estudiamos en

la seccién 2.1.2 al tratarlos como espacios métricos. A continuacién enunciamos cste teorema.

Teorema 3.3. Sea S una superficie localmente euclidiana, completa y conexa por trayectorias.

Entonces S es homeomorfa a uno de los siguientes:
e R2,
e Un cilindro.

Una banda de Mdbius.

Un toro.

Una botella de Klein.
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El objetivo de las siguientes secciones es el dar una demostracion detallada de este tcorema. Es
importante notar que la construccién del cilindro, la banda de Mébius, el toro y la botella de Klein,
que se hizo en la seccion 2.1.2 se hizo mediante la accion libre, propia y discontinua de un grupo
I" sobre R?, de manera que cada funcién 0, era una isometria. En la seccién 3.3.1, se demuestra
que con esta construccion, podemos definir una meétrica en cada uno de estos espacios, la cual
genera la misma topologia de la seccion 2.1.2, con la cual estas superficies resultan ser localmente
cuclidianas, completas y conexas por trayectorias. Mas atn, veremos que el cilindro, la banda de
Mébius, el toro y la botella de Klein son las nicas superficies de la forma R?/I", donde la accién
de T" es libre, propia, discontinua y de manera que cada funcion #, es una isometria.

En la seccion 3.3.2 veremos que si una superficie es localmente euclidiana, completa y conexa
por traycctorias entonces debe ser de la forma R?/T, donde T' ¢s un grupo que actia libre, propia
y discontinuamente, por medio de isometrias. Esto tltimo, usando la clasificacién de isometrias de

R2, concluira la demostracion del teorema.

3.3.1 Superficies Cociente

En esta scecion veremos que los espacios de la seccion 2.1.2 son superficies localmente cuclidianas,
completas y conexas por trayectorias, lo cual probard una primera parte del teorema de Killing-
Hopf. Primecramente veamos que las acciones de grupo sobre R? determinan una mancra de

construir superficies, como superficies cociente.
Teorema 3.4. Sea T un grupo que actia propiamente sobre R®. Entonces R?/T es una superficie.

Demostracion

Por ¢l teorema 2.1, sabemos que A/I" es de Hausdorff. Probaremos que cada punto tiene una
vecindad homeomorfa a un abierto de R?. En efecto, sca x € R?/T" y {7 algiin abicrto que contenga
ax Siwm:R?— R?/T es la proyeceiéon natural, entonces {7 = 7#71(UJ) es abierto en B2, Ademas,
7|y es un homeomorfismo sobre U, lo que implica que U es homeomorfo a U. Por ltimo, por la

seccion 2.1.1, sabemos que B2 /T tienc una base numerable y por lo tanto, R?/T es una superficie,
O

Del teorema anterior se sigue inmediatamente el siguiente corolario.
Corolario 3.1. El cilindro, la banda de Mdébius, el toro y la botella de Klein son superficies.

Las superficies anteriores tienen la particularidad de que se puede definir una métrica en ellas,
la cual puede conservar propiedades del espacio euclidiano, de manera que sobre las superficies
pueden definirse conceptos como longitud de segmentos de recta, angulos, etc. Esta particularidad
se debe a que para cada g € I'. la funcion @, es una isometria. Por el lema 1.2 y gracias a que

la accion es libre, esto significa que el grupo I' se puede pensar como un grupo de isometrias. El




3.3 Teorema de Killing-Hopf 49

homomorfismo mencionado en el lema 1.2 es en realidad un isomorfismo cuando la accion es libre.
En los cases ya mencionados (cilindro, banda de Mé&bius, toro y botella de Klein), ¢l grupo T’
lo podemos pensar como un grupo de isometrias generado por uno o dos elementos. Scan ay. az, as

las isometrias de R? definidas de manera que para cada (z,y) € R?:
ai(z.y) =(x+1y), azz.y)=(z.y+1), as(z.y)=(z+1-y)

No ¢s dificil convencerse que para ¢l cilindro, I' = {a;); para la banda de Mébius, I' = (a3); para
el toro, I' = {a1, az); y para la botella de Klein, I' = {(az, az).

En general, consideremos un grupo discreto I' que actiia libre, propia y discontinuamente sobre
R?, de manera que cada funcién #, es una isometria. Definimos D : R*/T’ x R?/T" — R, de manera

que para cada z,y € R
D(T'z,T'y) = min {d(u, v)|u € I't,v € I'y},

donde d es la distancia euclidiana de R2.

La funcién D se podria definir de manera equivalente como:
D(I'z,Cy) := min {d(z, gy)|g € T}.

En efecto, veamos que el minimo en la dltima definicién siempre existe. Supongamos, por el
contrario, que para cada g € I', cxiste otro ¢’ € I tal que d(x.g'y) < d(x, gy). Entonces existirfa
una sucesién (d(z, g,y))5%, C BT, estrictamente decreciente, por lo que debe converger a algin
namero + > 0. Lucgo, cxistiria un punto z € R?, que es punto de acumulaciéon de (g,y)3 .
lo cual contradice que la accion de I' es discontinua. Por lo tanto, sicmpre existe el niamero
min {d(x, gy)lg € I'}. Este no depende de la eleccién del representante de I'z. pues si #' € Iz,
entonces existe i € T tal que «’ = he. Lucgo,
iy i gy) =mind(he, h(h™lgy)) = mind(z; h~lgy) = mind(z,g'y).

Esto prueba que las dos definiciones de la funcion D son equivalentes, es decir, para cada par de
orbitas 'z, T'y, tienen el mismo valor. La siguiente proposicion nos muestra que las superficies que

hemos construido pueden ser consideradas como espacios métricos, gracias a la funcion D,
Proposicion 3.5. La funcion D es una métrica para R?/T".

Demostracion
Sean z,y. z € R?. Claramente, D(T'x,I'y) = D(T'y,T'z) > 0 para cada x,y € R?. Lucgo, si 'z = I'y,
se sigue directamente de la definicién de D que D(I'z.I'y) = 0. Inversamente, si D(I'w.Ty) = 0,
existen g. h € T tales que d(gx, hy) = 0, por lo que go = hy, lo que implica que I'; = I'y.

Por dltimo, scan X € I'e, Y € I'y. Z € 'z tales que d(X. V) = D(I'r, I'y), d(Y, Z) = D(I'y. I'z).

Tenemos entonces que

D(Tz.T2) <d(X,Z) <d(X,Y)+d(Y,Z) = D'z, Ty) + D(I'y, T2),
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que es la desigualdad del triangulo.

O

Nuestro objetivo ahora serd demostrar que si consideramos al cilindro, a la banda de Mdbius, al
toro v a la botella de Klein, definidas en la seccion 2.1.2, con la métrica definida en esta seccion,
cada una resulta ser una superficie localmente euclidiana.

Sea I" un grupo discreto que actiia libre, propia y discontinuamente sobre R?, de manera que
cada 6, es una isometria y denotamos § = R2/T". Notemos que dado un punto 'z € S, siempre
existe un punto ¥’ # r en la misma érbita de z, tal que la distancia d(z. z’) es minima. Esto es una
implicacion directa de que la accién de T es discontinua. Sea 0 < r < @ Veremos que para
cada y € R? el disco de radio r, con centro en y, es isométrico a B,(I'z). En efecto, la proyeccién
natural 7 : R? — § restringida al disco de radio r con centro en z es una isometria sobre B, (I'z).

Para demostrar esto, consideremos primero el siguiente lema.

Lema 3.4. Scan v como se definio anteriormente y B, (x) el disco con centro en x y radio 7.

Entonces no puede haber dos representantes de una misma drbita en B.(x).

Demostracidn

Supongamos que existe g € I', g # e tal que y. gy € B,(z). Entonces
d(e, gr) <d(n,y)+dly,gr)<r+r=2r< th"el%‘l d(e. ha),
que es claramente una contradiceion,
[

Teorema 3.5. Sea B.(x) el disco con centro en r y radio r como en el lema anterior. Sean
y # z € Br(x). Entonces d(y,z) = D(T'y, I'z).

Demostracion

Sabemos que existe g € T' tal que d(y. gz) = D(I'y, I'z). Supongamos que g # ¢. Entonces
d(e,gz) < d(e,y) +d(y,9z) < d(x,y) +d(y,z) <r+2r=3r

Luego, d(z.gz) < d(z,gz) +d(gz,gz) =d(z,92) +d(z,z) <3r+r < ﬂipd(r, hz). que es una

contradiccion. Por lo tanto,
d(y.z) = Ihrg}‘n d(y. hz) = D(T'y.T'z).
O

El teorema anterior muestra que para cada x € R? existe un r > 0 tal que el disco con centro x y

radio r en R? es isométrico a la bola con radio r y centro I'z en R?/T. Es decir, que las superficies de
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la forma R?/T", donde I" actiia libre, propia y discontinuamente sobre R, son superficies localmente
euclidianas. En particular, el cilindro, la banda de Mabius, el toro v la botella de Klein lo son.

La isometria local entre R? y R?/I" nos permite definir el concepto de segmento de recta en
R?/T en vecindades lo suficientemente pequenas. Sean [/ una bola en R?/T isométrica a un disco
VenR?y p:V — U una isometria. Dados dos puntos z,y € U, definimos el segmento de recta
ay como la imagen bajo p del segmento p~*(x)p~ ().

El concepto de segmento de recta en vecindades lo suficientemente pequenas, a su vez, permite
definir el concepto de dngulo en R?/T. Sean U, V y p como se definieron anteriormente y .y, z € U.
Definimos el angulo que forman los segmentos zy y xz como el angulo que forman los segmentos
P i@)p~ () y P (@)p (2).

Los segmentos “pequenos” que definimos anteriormente, junto con la nocion de angulo nos
pernmite definir segmentos de otros tamanos: como uniones de segmentos pequenos, que forman
angulos de 180°. La propiedad de ser localmente cuclidianas garantiza que dado un punto inicial,
una longitud y una direceion, el segmento de recta es tinico.

Es importante notar que hemos desarrollado propiedades que tienen estas superficies con la
métrica de las que las hemos dotado. Esta métrica induce una topologia en estas superficies (la
topologia de un espacio métrico). Sin embargo, ya habiamos dotado a estos espacios con una
topologia (la topologia cociente), por lo que estariamos hablando de objetos distintos si cstas

topologias fueran distintas. La siguiente proposicién muestra que ambas topologias son iguales.

Proposicion 3.6. Sea ' un grupo discreto de isometrias que actia libre, propia y discontinuamente
sobre R2. Entonces la topologia cociente en R?/T" coincide con la topologia inducida por la méirica
D.

Demostracion

Primero probaremos que la topologia cociente es mas fina que la topologia inducida por la métrica.
Scan I'z € R?/T' y B un bésico de la topologia inducida por la métrica. Entonces existe r > 0 tal
que B.(I'r) C B. Ademés, podemos suponer que r es tal que se cumplan las conclusiones del lema
3.4 y del tcorema 3.5.

Al escoger r de tal mancra, sabemos que la restriccion de 7 a 771 (B,(I'r)) es una isometria, por
lo que 7 }(B.(I'x)) = B.(x). Como 7 es suprayectiva, entonces n(B,(r)) = n(7~1(B,.(Tx))) =
B.(I'r), lo que implica que B, (I'x) es un basico dc la topologia cociente.

Ahora probaremos que la topologia inducida por la métrica es mas fina que la topologia cociente.
Scan I'r € R?/1' y B’ un basico de la topologia cociente. Entonces existe un y € R? y 7 > 0 tal
que B’ = n(Bgr(y)) y d(x,y) < R. Sea r < I tal que sc satisfacen las conclusiones del lema 3.4
y del teorema 3.5 para & y que w(B,(¢)) € n(Bgr(y)). Entonces 7 restringida a m(B,(x)) cs una
isometria, por lo que n(B,(x)) = B,.(I't) ¢ B’. Esto es suficiente para concluir que la topologia
inducida por la métrica es mas fina que la topologia cociente. Por lo tanto, la topologia cociente

y la topologia inducida por la métrica son iguales.
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O

Hemos visto que si I’ actua libre, propia y discontinuamente sobre R?, de manera que cada
0, es una isometria, entonces R?/T es una superficie localmente euclidiana. Se han mencionado
cuatro ejemplos de superficies de tal forma: el cilindro, la banda de Mabius, el toro y la botella de
Klein. Ahora veremos que son las unicas superficies que se pueden obtener de esa manera. Para
esto nos sera ntil pensar en I como un grupo de isometrias.

Empecemos por ver que I' no puede contener cualquier tipo de isometria. Por ejemplo, I" no
puede contener rotaciones ni reflexiones, pues éstas tienen puntos fijos, lo que no permitirfa a la
accion ser libre. Por consiguiente, I' sélo puede contener traslaciones o reflexiones con traslado.

Los siguicntes lemas nos permitirdn restringir aiin maés las posibilidades para I'.

Lema 3.5. Sea I' un grupo discreto de isometrias que actia libre, propia y discontinuamente sobre
R?. Entonees o bien T' contiene solamente traslaciones, o existe una reflexion con traslado g € T

tal que todas las ieflexiones con traslede en I son de la forma tg, para alguna traslecion t € I".

Demostracion

Sea I' el conjunto de traslaciones en I'. Claramente, I es un subgrupo de I'. 8i IV =T, entonces I’
conticne solamente traslaciones. Supongamos entonces que existe al menos un g € I'=TI". Sabemos
que g debe ser una reflexion con traslado. Ademads, si ¢ € [, necesariamente tg es una reflexién
con traslado, pues de no serlo serfa una traslacion y concluirfamos que g es una traslacion, lo cual
es falso.

Sea ¢’ € T una reflexion con traslado cualquiera. Notemos que g'g~! € T es el producto
de dos reflexiones con traslado, que es en realidad el producto de seis reflexiones, por lo que
g'g~! € Iso* (R?) y necesariamente g'g~! € I,

Como ¢' = g'97'g vy g'g”"
cualquiera cs de la forma (g, donde { es una traslacion.

es una traslacion, concluimos que una reflexion con traslado

O

Lema 3.6. Sea I un grupoe discreto de isomelrias que actia libre, propia y discontinuamente sobre

R?. Entonces ' estd generado por uno o dos elementos.

Demostracidn
Supongamos primero que I consiste solamente de traslaciones. Sean x € R? y

r = min{d(x, gz)|g € '}

Sca h € T una traslacion tal que 7 = d(x, hx). Las potencias de i son todos los elementos de I' en
la misma direccién que h, pues si ¢ € T fuera otra traslacion en la direccion de h pero que no es
una potencia de h, entonces podemos tomar m € Z de mancra que d(tz, h™z) sea minima.

m

Es claro que d(tx, h™z) < d(x, hr), pues iz es algin punto entre h™z y la siguiente potencia de h
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actuando sobre . Luego, d(x,t " 1h™x) = d(tx, h™z) < d(x. hr), que contradice la eleccién de h.
Por lo tanto, las potencias de h son las nicas traslaciones en I' en la misma direcciéon que h.

Si las potencias de h son todos los elementos de T, entonces I' es generado por un sélo elemento:
h. Supongamos entonces que hay otra traslacion ¢ € ' en una direccién distinta a la de #. Podemos
suponcr, sin pérdida de generalidad, que d(x, éx) es minima. Luego, la érbita (h, ¢}  son los vértices
de una teselacion de R? por paralelogramos iguales.

Veamos que estos vértices son en realidad la 6rbita de I'. Supongamos que s € T'—(h, t). Entonces
existen m, n € Z tales que d(sz, h"™t"r) es minima. Ademads, como ¢l punto sz esta dentro de uno
de los paralelogramos de la teselacion, la distancia minima a alguno de los vértices debe ser menor a
la longitud del lado més largo del paralelogramo. Esto implica que d(z, s~ 1h™t"z) = d(sz, h™t"x)
es menor que d(x, hx). o que d(x, tx), lo que contradice la eleccion de h y t. Por lo tanto, no puede
existir s € I' — (h,t). Esto completa la demostracién para cl caso en que I’ conticne solamente
traslacioncs.

Supongamos ahora que I" contiene reflexiones con traslado. Sea g € I' la reflexiéon con traslado
tal que d(z.gz) es minima. Usando un argumento similar al caso anterior, podemos demostrar
que las potencias de g son todos los elementos de T en la direceién de g. Si las potencias de g son
todos los elementos de I', entonces I' esta gencrado por un sélo clemento. Supongamos que existe
h € I', que no cstéa en la direccion de g, tal que d(zx, hx) es minima.

Sila direccion de b no es perpendicular a la direccién de ¢, entonces pueden encontrarse m, n € Z
tales que d(h'™z, g"x) = d(x, h™™g"x) ¢s menor que d(x, gir), o que d(x, hur), lo cual contradice la
eleccion de ¢ v h. Por lo tanto, la direccion de h debe ser perpendicular a la de g. Ademaés, las
potencias de h son todos los clementos de 1" en la misma direccién que h.

Finalmente, si existiera un elemento k € I' — (g. h), existirian m.n € Z tales que d(kr, g"h™r)
es minima. Por un argumento similar al caso en el que I' contenia solamente traslaciones,
d(kx.g"h™x) = d(z.k " 1g"h™zx) es menor que max{d(z,gr),d(x, hz)}, lo cual contradice la

cleecion de g y h. Por lo tanto, todos los elementos de I' deben ser generados por h v g.

O

Hemos demostrado que si I actia libre, propia y discontinuamente, entonces I' s6lo puede contener
traslaciones y reflexiones con traslado. Ademads, debe estar generado por a lo mas dos elementos.
Por los lemas anteriores. esto nos presenta cuatro casos: que esté gencrado por una traslacion, por
una reflexion con traslado, por dos traslaciones, o por una traslacion y una reflexion con traslado.

El primer caso (cuando I’ es generado por una traslacion) es claro que el espacio cociente cs el
cilindro, que fue el primer ejemplo estudiado en la seccion 2.1.2. Ahi se utilizaba una traslacion
horizontal como generador, sin embargo, la direccion de la traslacién no afecta al espacio cociente
resultante pues se puede hacer una eleccion de los ejes « y y apropiada. También se usaba una
traslacion en una unidad como generador, sin embargo, esto no es necesario. En el caso en el que el

generador no sca una traslaciéon de esta forma, la region fundamental cambia y el espacio cociente
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es otro cilindro, el cual es homeomorfo al primero.

El secgundo caso (cuando T es generado por una reflexion con traslado), el espacio cociente
es la banda de Mébius. En la seccién 2.1.2, I' era generado mediante una reflexién con traslado
horizontal, de manera que la traslacién era en una unidad. Si el generador no es de esta forma,
la region fundamental es diferente, pero el espacio cociente es homeomorfo a la banda de Mébius
estudiada, siempre y cuando el generador sea una reflexion con traslado.

El tercer caso (cuando I' cs generado por dos traslaciones), se obticne un toro. En la
seccion 2.1.2, se utilizaban traslaciones enteras en direcciones perpendiculares. Nuevamente, si
las traslaciones no son entcras o no ticnen direcciones perpendicularcs, se obticne una region
fundamental distinta, pero ¢l espacio cociente es homeomorfo al toro estudiado.

En el ultimo caso, utilizando argumentos similares a los casos anteriores, sc obtiene una botella
de Klein (o un espacio homeomorfo). Con las observaciones anteriores, hemos demostrado el

siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea I' un grupo discreto de isometrias que actia libre, propia y discontinuamente
sobre R?. Entonces R*/T es homeomorfo al cilindro, banda de Mdibius, toro o botella de Klein.

Recordemos que las superficies del teorema anterior son superficies localmente euclidianas.
Estos ejemplos cumplen otras propiedades deseables en el estudio de espacios métricos, las cuales

sc enuncian cn la siguiente proposicion.

Proposicion 3.7. El cilindro, la banda de Mdbius, el toro y la botella de Klein son espacios

métricos completos y coneros por trayectorias.

Demostracion

Sean S alguna de las superficies en el enunciado de la proposicion, (2,)72, C S una sucesion de
Cauchy y ¢ > 0. Entonces existe N € N tal que para todo n > N, s¢ cumple que d(zy, x,) < €.
Sea rn > 0 tal que cu By () no hay méas de un representante de una érbita y que es isométrica
a un disco de radio ry en R%. Tomamos r = min{*.¢}, de mancra que B, (ry) cs isométrica
a un subconjunto de B?. Sea (#,)%% y C B,(rn) es una sucesién de Cauchy. Entonces (#,)3% v
converge en B, (xy) € 8, por lo que concluimos que S ¢s completo.

Para demostrar que S es conexo por trayectorias, sean » # y € Sy X. Y € R? tales que
7(X) = x y n(Y) = y. Como R? es conexo por trayectorias, existe una funcién continua
v :[0.1] — R? tal que 7(0) = X y 7(1) = Y. Lucgo, como la proyeccion natural 7 : R* — S es
continua, podemos concluir que la funcién a = wo~ : [0, 1] — S es continua y ademas, a(0) =x y
a(l) =y.

0

Puede notarse que la demostracion anterior es valida en general para superficies de la forma iRz/ | &)
donde T actia libre, propia y discontinuamente sobre R%. Sin embargo, por ¢l teorema 3.6, no hay

difereneia entre enunciarlo en la manera en que sc enuncié y enunciarlo en la manera mas general.
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3.3.2 La Funciéon Lapiz y el Grupo de Isometrias Recubridoras

Hemos demostrado que el cilindro, la banda de Mdbius, ¢l toro y la botella de Klein son superficies
localmente euclidianas, completas y conexas por trayectorias. El objetivo de esta seccién sera
demostrar que estas son las anicas superficies localmente euclidianas con estas caracteristicas,
ademas de R? (el plano euclidiano). Para esto, sera suficiente mostrar que una superficie localmente
cuclidiana con cstas caracteristicas debe ser de la forma R?/T", y por el teorema 3.6 podremos
concluir que son las tnicas.

Para lograr este objetivo, nos auxiliaremos de una herramienta llamada funcidn ldpiz. Sean S
una superficie localmente euclidiana, completa y conexa por trayectorias, z € Sy O = (0,0) € R
Como 8§ es localmente cuclidiana, existe r > 0 tal que ¢l disco con centro O y radio r en R? es
isométrico a la bola con centro en x v radio r en S. Sea f : B,.(0O) — B,.(x), la isometria cntre
estos dos conjuntos. Definiremos la funcion lapiz p : R — S como una extension natural de f.
Sea A" € R? algiin punto a una distancia mayor o igual que r de O. Geométricamente, para definir
p(X'), lo que sc hace es tomar un punto X; sobre ¢l segmento OX. a una distancia menor que r
de O, y extender el segmento f(OX)) en 8, a un segmento de recta mas grande, de longitud igual
a d(0.X). El siguiente lema muestra propiedades de la funcién lapiz que seran de utilidad.

Lema 3.7. La funcién p : R? — S es suprayectiva. Ademds, para cada X € R?, existe ry > 0 tal

que p es isometria en B, (X).

Demostracion

Primero probaremos que para cada X € R?, existe ry > 0 tal que p es isometria en B, (X).
Supongamos lo contrario, s decir, que existe un X € R? tal que para todo r > 0, p no es una
isometria en B,.(X). Sea A el conjunto de todos los puntos con esta propiedad. A es un conjunto
cerrado, pues si ¥ € R? — A, entonces existe un ry > 0 tal que p s isometria en B,, (}) y todos
los puntos en H,, (Y) también cumplen con esta propiedad.

Como A es cerrado, entonces ANOX es compacto, lo cual implica que debe haber un elemento
P e ANOX que sea el mas cercano a 0.

Luego, p(P) € S y S es localmente euclidiana, por lo que existe un € > 0 tal que B, (p(P)) es
isométrico a un disco de R%. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que es el que tiene
centro en P. Tenemos entonces una isometria h : B(P) — B/ (p(P)). Si I no coincide con p
en OF N B (), entonces debe existir una rotacion r tal que hr si coincide. Luego, notemos que
para cualquier angulo @, existen dos rayos que parten de P y que forman un angulo ¢/ con OP. Si
las imagenes de estos rayos bajo p no coinciden con su respectiva imagen bajo hr, entonces debe
existir una reflexion 7 (respecto a la recta OP) tal que si coincidan. De esta mancra, la isometria

= h¥r coincide con p en cada bola con centro en algin punto de OP y radio suficientemente
pequeiio para que esté en el interior de Be(P). Por nuestra hipdtesis, p es una isometria en una

vecindad lo suficientemente pequeiia de cada punto @ € OP N B.(P) distinto de F.
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Sea @ uno de estos puntos y supongamos que p y f coinciden en Bs(Q), con § > 0. Por la
manera en que se define p, notamos que f y p deben coincidir también en las prolongaciones de
los rayos que parten de O y que pasan por Hs(Q) (en la parte que esta dentro de B.(F). Es claro
que la unién de todos cstos segmentos coutiene un disco alrededor de P, por lo que p es isometria
en un disco alrededor de P € A, lo cual es una contradiceion.

Para probar que p es suprayectiva, primero notemos que p transforma cualquier segmento de
recta L en R? sobreyectivamente en otro segmento de recta p(L) en S. Este puede ser dividido en
subscgmentos que forman un angulo de 180°, de tal manera que cada uno esté contenido en un
disco que es transformado isométricamente por p. Si p no es suprayectiva, entonces S — p(R?) # @.
Notemos que

p®) = |J p(B,, ().
wCR?
donde 7, cs tal que p es isometria en B, (z). Por lo tanto, p(R?) es abicrto y S — p(R?) es
cerrado. Tomamos un punto v € S — p(R?). De la conexidad por trayectorias y la propiedad de
ser localmente cuclidiana, se sigue que existe una trayectoria poligonal en S, que conecta a p(Q)
con v.

Como S — p(R?) es cerrado, existe un primer punto w € S — p(R?) cn la trayectoria poligonal.
Scan u ¢l dltimo vértice de la traycctoria poligonal que pertenece a p(R?) y U € R? tal que p(U) = u.
Consideremos un segmento de recta [ que parte de U y que se transforma en un subsegmento de
uw. Podemos extender | a I, de manera que uw M p(R?) C p{l'). Por la continuidad de p (que es
una implicacién directa de la propiedad de isometria local), obtenemos que w también pertenece

a p(l'), lo cual es una contradiccion.
a

IZ1 lema anterior nos dice que una superficie localimente euclidiana, completa v conexa por trayec-
torias S, puede ser “cubierta” por R? (el plano cuclidiano), via la funcién lapiz. Ahora veremos que
en realidad S estad generada por un grupo de isometrias que actia libre, propia y discontinuamente
sobre R?, de mancra que la proyeccién natural es la funcién lapiz p. Para csto, nos serd util la

siguicnte definicion.

Definicién 3.5. Una isometria g € Iso(R?) se llama isometria recubridora (para p) si (peg)(F) =
p(P) para cada P € R

La idea de una isometria recubridora cs que para cada punto P € R2, los puntos Py ¢(P)
“cubran” al mismo punto de S. El siguiente lema nos da un candidato para el grupo de isometrias

que buscamos.

Lema 3.8. Fl conjunto de isometrias recubridoras para p es un subgrupo de Iso(R?).
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Demaostracidn

De la definicion de isometria recubridora, es inmediato que la identidad es una isometria

recubridora.

Sean gy, g2 isometrias recubridoras. Entonces (po g1)(P) = p(P) = (po g2)(P) para cada P € R2.

Luego, (po (g1 0 92))(P) = (po g2)(P) = p(P), por lo que g © g» es una isometria recubridora.
Finalmente, si ¢ es una isometria recubridora y g=' es su inversa, entonces (p o g~1)(P) =

(pog)g~ (P)) = p(P), por lo que g~! también es isometria recubridora.
|

Es claro que si I' es el grupo de isometrias recubridoras para p, entonees todos los elementos de la
orbita T'P, de un punto P, tienen la misma imagen bajo p. El siguiente lema nos permitira llegar

al resultado final.
Lema 3.9. 8ip(P) = p((Q), entonces Q@ = g(P) para alguna isometria recubridora g.

Demostracion

Por la propiedad de isometria local en cl lema 3.7, existen discos D(P) y () con centro
en P y @ respectivamente, tales que son transformados isométricamente por p en un disco
p(D(P)) = p(D(Q)) en S. Consideremos la isometrfa (p|p(g)) ™! o p| p(r), la cual esta definida
en D(F) y lo transforma en D(Q). Como D(P) contienc tres puntos no colincales, por el lema 3.2,
existe una tnica isometria g € Iso(R?) que coincide con (Plpig)) " o plpee) en esos tres puntos.
Ahora veamos que g es una isometria recubridora.

Supongamos que cxiste un X € R? tal que p(X) # (po g)(X). EI conjunto A de todos los
puntos con esta propiedad cs cerrado, pues si ()72, € A es una sucesiéon que converge a un punto
Y € R?, entonees p(Yy) = (p o g)(Yx) para todo k € N. Por la continuidad de p y pg, concluimos
que p(Y) = (pog)(Y), porlo que ¥ € A,

Como A cs cerrado, entoneces A N P17 es un compacto para cualquier segmento de recta PT,
por lo que existe un punto R € AN PT que es el mas cercano a P. Consideremos una sucesioén
(He)ie, € (PR)°, donde (P R)° representa el interior del segmento PR, que converge a R. Por la

eleccion de R, debe cumplirse que
p(Ri) = (pog)(Ri) VEEN.

Luego, por la continuidad de p y p o g, obtendremos que p(R) = (p o g)(R). lo cual es una

contradiccidén. Por lo tanto, g es una isometria recubridora.
O
El lema anterior nos dice que si p(P) = p(@), entonces P y @ estan en la misma I'-é6rbita, donde I" es

cl grupo de isometrias recubridoras para p. Por lo tanto, hemos demostrado que dada una superficie

localmente euclidiana, completa y conexa por trayectorias S, existe un grupo I' de isometrias tal
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que la funcién p transforma a todos los puntos de una orbita I'r en el mismo punto de S, de mancra
que la funcién p se puede pensar como la proyeccién natural entre R? y R2/T.

Cualquier grupo de isometrias acta libre y propiamente sobre R?. El caso del grupo de
isometrfas recubridoras para p también actiia discontinuamente, pues si 'z C R? es una 6rbita que
tiene un punto de acumulacion, es decir, que existe una sucesion (g, )52, C I, tal que g,(z) — ¥,

entonces por la continuidad de p, obtenemos que

(pogn)(x) = p(x) — p(y).

lo cual implica que (po g,)(x) = p(y) para cada n € N. Esto ultimo contradice la propicdad de
isometria local de p alrededor de y. Por lo tanto. I' actiia de manera discontinua.

Hemos probado entonces que una superficie localmente euclidiana, completa y conexa por
trayectorias siempre cs de la forma R?*/T". donde T' es un grupo de isometrias que actiia
discontinuamente. Como ya conociamos todas las superficies de esta forma, el teorema de Killing-
Hopf queda demostrado.

IZn este capitulo se han clasificado las superficies localmente euclidianas, es decir, las que
localmente tienen propiedades similares a las del plano euclidiano. Para estudiar con detalle un
par de superficies que no son localmente cuclidianas, asi como profundizar un poco en el desarrollo
del teorema de Killing-Hopf y clasificacion de superficies, se recomienda la referencia [19] de la

bibliografia.



Capitulo 4

Variedades Diferenciables y Acciones

de Grupos Discretos

En este capitulo se pretende hacer un desarrollo similar al del capitulo 2, pero en lugar de construir
cspacios topologicos a partir de otro espacio dado, se hara con variedades diferenciables. En la
seccion 4.1 se estudian los conceptos gencrales de las variedades diferenciables que seran uatiles en
cl desarrollo del capitulo. En la seccion 4.2 sc estudia el concepto conocido como particiones de la
unidad y algunas de sus aplicaciones. Finalmente, en la seccién 4.3 se presenta un cstudio sobre

variedades cociente obtenidas mediante acciones de grupos discretos sobre una varicdad dada.

4.1 Variedades Diferenciables

En esta seccién estudiaremos los conceptos generales que serdn necesarios para el desarrollo de
todo el capitulo. Primeramente se estudia lo que es una variedad topologica v una variedad
diferenciable, asf como algunos conceptos asociados a ellas; después, se hace un desarrollo héasico
de difeomorfismosm para finalmente hacer lo mismo sobre el espacio tangente a una variedad en

umn punto.

4.1.1 Estructura Diferenciable

El concepto de variedad es una generalizacién de los conceptos de curva v superficie. Una curva
¢s un cspacio topologico que localmente se ve como el espacio cuclidiano 1-dimensional, mientras
que una superficie es un espacio topoldgico que localmente se ve como el espacio euclidiano 2-

dimensional. Esto motiva la siguiente definicion.
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Definicién 4.1. Un espacio de Hausdorlf M sc dice ser una variedad (topologica) de dimension n
si tiene una base numerable y para cada x € M existe un abierto I/ tal que € U/ y es homeomorfo

a un abicrto en R™.

Notese la similaridad de esta definicién con la definicion 3.2, la cual es un caso particular de
esta dltima, de manera que cualquier superficie es un ejemplo de variedad de dimensiéon 2, mientras
que cualquier curva es una variedad de dimension 1.

De la definicion 4.1, dada una variedad M de dimension n, para cada punto p € M existe al
menos un abierto U tal que p € I/ y un homeomorfismo ¢ de U sobre un abierto de R™. A la parcja
(U, ¢) le llamarcmos una vecindad coordenada de p, o carta coordenada, ya que a cada punto ¢ € U
podemos asignarle las n coordenadas de su imagen bajo ¢. Si ademas, p pertenece a otra vecindad

coordenada (V. ), entonces podemos definir el homeomorfismo
Yoo l:p(UNV) = (UNV),

¢l cual establece un cambio de coordenadas de los puntos de [7NV, de manera que podemos obtener
formulas para cambio de coordenadas de puntos en la interseccién de dos cartas coordenadas. A
cstas funciones se les llama funciones de transicidn. Notemos ademas que éstas son funciones entre
subconjuntos de R™, por lo que podemos considerar la diferenciabilidad de estas funciones. Esto

motiva las siguientes definiciones.

Definicién 4.2. Diremos que las cartas coordenadas (U,¢) y (V.¢) son C™-compatibles si
UNV # @ implica que las funciones ¢ o ¢y~ v 1 o ¢~ son funciones de clase C™.

Definicién 4.3. Una cstructura diferenciable (o estructura C°°) en una variedad topolégica M,

es una familia U = {(U,, @) }uca de cartas coordenadas tal que

(a) La coleccion {Us}aca ¢s una cubierta para M.

(b) Dados a, 3 € A, las vecindades coordenadas (Uy. @) v (Uz, ¢3) son C>=-compatibles.

(e) Si (V.v) es C*-compatible con (U,. @) para todo a € A, entonces (V, 1) pertencce a .

Si la coleccién U solamente satisface las condiciones (a) y (b), diremos que I/ ¢s un atlas coordenado
de M.

Definiciéon 4.4. Una variedad diferenciable (o variedad suave) es una variedad topoldgica M con

una estructura diferenciable en M.

Cabe mencionar que por la definicion, estas variedades también reciben el nombre de variedades
C>. De manera analoga se puede definir cartas CP-compatibles, para p < oo y variedades CP.

El intentar dar ejemplos de variedades suaves utilizando solamente la definicion anterior puede
resultar complicado. El siguiente resultado brinda una mancra de mostrar algunos ecjemplos

sencillos de variedades suaves.
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Proposicién 4.1. Sea M un espacie de Hausdor(f que posee una base numerable. Si{(Vs,¥s)}sen
es un atlas coordenado de M, entonces existe una tnica estructura diferenciable en M que contiene
a {(Vs,¥3)}aeB-

Demostracidn

Sea U el conjunto de cartas coordenadas (U, ¢) que son (°°-compatibles con (V3,13) para todo
3 € B. Veamos que U es una cstructura diferenciable en M. Primeramente notemos que las
propiedades (a) ¥ (c) de la definicion 4.3 son inmediatas, por lo que solamente hace falta verificar
la propiedad (b).

Sean (U, ¢), (V,¢) € U tales que UNV # @. Sabemos que las funciones ¢oyp=! y ¢ o ¢, que
dan los cambios de coordenadas en U7 NV, son homeomorfismos entre subconjuntos de R™, por lo
que debemos verificar que sean de clase C'™. En efecto, pues sip € U NV, entonces p € Vjz para
alguna 3, de manera que W = V3N U NV es un abicrto de M que conticne a p y ¢(W) es un

abierto en R® que contiene a x = ¢(p). Luego, tenemos la igualdad

Yog  =voy;lovgogT]
en ¢(W). Como (U, ¢), (V,%2) € U, entonces las funciones ¢ o 1_.»*;;1 y ¥ 0 ¢~! son de clasc C%,
por lo que o ¢~ ! es de clase C* en toda una vecindad de p. Como p era un punto arbitrario de
$(U N V), concluimos que ¢ o ¢~ es de clase C en ¢(U NV). Analogamente para ¢ oy~ y por
lo tanto, I es una estructura dilerenciable.

La unicidad de U se sigue de que, por la construccion de U, cualquicr otra estructura
diferenciable en M que contenga a {(V3, ¢s)}sep, debe contener a U, pero por la propiedad (c) de

la definiciom 4.3, también debe estar contenida en .
O

La proposicién anterior establece que no es necesario dar la estructura diferenciable completa para
asegurar su existencia, sino que puede determinarse mediante un atlas coordenado. De esta manera,
podemos dotar al plano euclidiano E? con una estructura diferenciable, ya quc es un espacio métrico
y por lo tanto es de Hausdorff. Ademas, es conocido que posee una base numerable, Luego, la
eleccion de dos ejes coordenados establece una isometria ¢ : E2 — R2, por lo que {(R? )} es
un atlas coordenado para E2. Por la proposicién anterior, este atlas determina una estructura
diferenciable y concluimos que E? es una variedad suave. Un argumento similar nos permite
demostrar que el espacio euclidiano de dimension n es una variedad suave. Esta es la razén por
la que el espacio euclidiano se le asocia siempre con R™ y en ocasiones no se hace mencion de la
diferencia conceptual entre cllos.

Usando la misma proposicién, podemos probar que para n > 2,

S”'_l 5 {{;{,‘1, ....'.',!Zn) = ]RR|IL'$ + e +$?2? = J_}
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es una variedad diferenciable, considerandolo con la topologia relativa de R", por lo que cs
inmediato que es de Hausdorff y tiene una base numerable. Ahora consideremos, para cada

i=1....,n, los conjuntos
U = (1, 26) €8 12y >0}, UT ={{z1s o za) €8 1w < 0}
de manera que la coleccién U = {U;", U; }iL; es una cubierta para S"~!. Luego, las proyecciones
(.-’),i ! U;t — R"=1 definidas de la siguiente manera:
I5:!: " =F ;
¢ (T1. .oy Zn) = (22,23, .., Tn ).

i G | T T

P ysvl) = (B By Baca);

para cada i = 1....,n, son homeomorfismos de [/; sobre el conjunto {(y1,...,yn—1) € R" g3 +
.--y2_, < 1}. Por lo tanto, S""! cs una variedad de dimensién n — 1 y (I/*, ¢) es una carta
coordenada para i = 1,...,n. Ahora vcamos que las funciones de transicion son de clase C°. En

efecto, notemos que

¢t o (¢3) Hx1, 23,00y Tn) = (—\/l —xf — X3 — - — X2,T3,..-,Tn);

la cual es una funcion C* en todo su dominio, que es la bola unitaria de dimensiéon n — 1. De
manera similar se demuestra que las otras combinaciones son C*°, cambiando algunas componentes
y algunos signos. Por lo tanto, " ! cs una varicdad suave para n > 2. En particular, la
circunferencia unitaria cn el plano o la esfera unitaria en el espacio tridimensional son variedades
suaves.

En general, cs posible encontrar mas de una variedad diferenciable distintas. de manera que la
varicdad topologica asociada a cada una de ellas sea la misma. Esto es, que la unica diferencia
entre ellas es la estructura diferenciable. Un ejemplo es M = R, que ¢s una variedad topologica
de dimensién 1. Una estructura diferenciable en M es la que define el atlas {(Af.7)}. donde 7 es
la funcién identidad en R. Otra estructura diferenciable en M es la que define el atlas {(M, f)},
donde f : R — R es la funcién tal que para toda t € R, f(t) = t*. Es facil notar que (M.i) y
(M, f) no son C™-compatibles, por lo que podemos concluir que las estructuras diferenciables son
distintas.

Ahora, si M cs una variedad diferenciable y /. € M un abierto, entonces la colecciéon

U= {(Ua nu, ¢0|U)}aeA‘

donde {(Us. ¢u)}aea es la estructura diferenciable en M, es una estructura diferenciable en [V,

En efecto, pues {U/4 N U}aea es una cubierta para [/ y ademas, si [/, N # @, con a,( € A,
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entonces las funciones

balvody'lu.  daluc sty

son de clase C'*, porque ¢, © c;';gl y dzo @, " lo son. Por lo tanto, I/ es una variedad diferenciable,
llamada subvariedad abierta de M.
Otro concepto asociado a las variedades diferenciables es el de orientabilidad, el cual generaliza

el concepto de orientabilidad que se conocia para superficies en R?.

Definiciéon 4.5. Sea M una variedad diferenciable. Diremos que M es orientable si admite un
atlas coordenado {(Us,.da)}aca con la propiedad de que si a. 3 € A son tales que U, N U3 # @,

entonces ¢l jacobiano de la funcién ¢, o e,e');‘ ¢s positivo.

Existen resultados que relacionan la orientabilidad de una variedad con su grupo fundamental,
el cual definimos en la seccion 2.3. En este trabajo no presentamos resultados de este tipo, pero
el lector interesado puede encontrar un estudio sobre csto en la referencia [5] de la bibliografia.
Otro definicion de orientabilidad, asi como su equivalencia con la que hemos presentado, puede
encontrarse en las referencias |2] y [20] de la bibliografia.

Si una variedad M no es orientable, diremos que es no orientable. Si M es una variedad
orientable, un atlas coordenado como el descrito en la definicion 4.5 se llama un atlas ortentado en
M y un atlas orientado maximal en M es una orientactdn en M. Diremos también que dos atlas
orientados U, .Uy determinan la misma orientacion si Iy Ul es de nuevo un atlas orientado en M.,

Se puede demostrar, usando un argumento similar al de la proposicién 4.1 que un atlas orientado
determina una orientaciéon. Por esta razon, en muchas ocasiones solamente se hace referencia a la
orientabilidad de una variedad. ya que al considerar un atlas orientado se dota automéaticamente
a dicha varicdad con una orientacion.

Claramente R™ (el espacio euclidiano n-dimensional) es un ejemplo de variedad orientable. Un
cjemplo menos trivial es 8", para n > 2. Cuando probamos que era una variedad diferenciable,
se consideré un atlas con 2n elementos. Ahora consideremos el atlas {(Uy, &v]‘ (Us,#s)}, donde
Uy =8"-(0,0,...0,-1), Us =8" — (0,0,....0,1) y

@N(ml,.,..r,ﬁ_l) — (——]-—> (—Z1: T2, T35 55 Tn)s

1 +xn.-{-l
1
sy, 1) = ; p——— (#1000 n).
— Tn4l

Se puede verificar mediante algunos calculos que este es un atlas orientado para 8", por lo que
concluimos que S" es una variedad orientable. La funcién rfi',\r resulta de cambiar el signo a
la primera componcnte de la funcion ¢yn. El atlas {(Uy,¢n),(Us.¢s)} también es un atlas
coordenado para 8", pero no es un atlas orientado. Las funciones ¢ v ¢g se llaman funciones de

la proyeccion estercogrifica.
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La variedad S' también es una variedad orientable y el atlas orientado cs el analogo al anterior.

Sean Uy =8' — (0, —1), Ug = 8§ - (0,1) y las funciones én v ¢s dadas por:

o i . —In
on(zy.72) = 1oy
: _ T
¢s(zy.12) T

De manera similar al caso n > 2 se puede verificar que {(Uy,¢n). (Us. @5)} es un atlas orientado
para S!. Por lo tanto, podemos concluir que §” es un atlas orientado para todo n € N. En la seccién
4.3 veremos mas cjemplos de variedades orientables, asi como algunos cjemplos de variedades no

orientables,

4.1.2 Funciones Diferenciables y Difeomorfismos

Primeramente definiremos el concepto de funcion diferenciable, definida en una variedad
diferenciable y con valores reales, para posteriormente extenderlo a funciones que tomen valores

en otra variedad.

Definicién 4.6. Sean M una variedad diferenciable de dimensién n y W € M un abierto. Diremos
que la funcion f : W — R es una funcion C> (en W) si cada p € W pertencce a una carta
coordenada. (U, ¢) tal que f o ¢~! es de clase C° en ¢(W N ).

También pueden definirse funciones C*, con p < oo. En este trabajo solamente consideraremos
funciones ">, por lo que en ocasiones nos referiremos a ellas como funciones diferenciables. Un
ejemplo funciones diferenciabls son las que dan la i-ésima coordenada de un punto, parai = 1....,n.
de mancra que dada una carta coordenada (U, ¢), para cada punto ¢ € U, definimos la funcién
Ti: U — R por

zi(q) = (mio ¢)(q).

donde 7; da la i-ésima componente de cualquier punto en R"™. Claramente la funcion z; es C™>
para cada ¢ = 1, ..., n, pues la funcion m; lo es.
Como consecuencia de la definicion 4.6, tenemos que la suma y el producto de dos funciones

C* (cuando estén bien definidos) es de nuevo una funcion C*°.

Definicion 4.7. Sean M y N varicdades suaves de dimensiones n y m, respectivamente, y W C M
un abierto. Diremos que la funcién F : W — N es una funcién C'° si para cada p € W existe una
carta coordenada (U.¢) en M y una (V. ¢) en N, tales que U es vecindad de p, V' es vecindad de
F(p), F(I7) C V y la funcién

PoFog t: d(U) — (V)

es de clase (7%,
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La idea de esta dltima definicion es que, como una variedad puede pensarse localmente como
un espacio euclidiano, una funcion definida en una variedad y que tome valores en otra variedad
pucde pensarse localmente como una funcion entre espacios euclidianos.

Es claro que si f es una funciéon €¢°° en un abierto 1V, entonces f es continua. Ademads, si
V C W, entonces la restriccion f|y también es una funcion €. De la misma manera, si W es la
unién de conjuntos abiertos donde f es €™, entonces f es € en W. También se puede verificar
facilmente que la composicion de funciones C'* es una funcion €. Estas propiedades seran de
utilidad en el desarrollo de este capitulo.

Para finalizar esta seccion, introduciremos el concepto de difeomorfismo. En espacios
topologicos se tiene el de homeomorfismo, el cual permite establecer una relacion de equivalencia

entre ellos. La siguiente definicion permitird hacer lo mismo para variedades.

Definicion 4.8. Sean M y N variedades diferenciables. Una funcion FF : M — N es un

difeomorfismo si es un homeomorfismo C> y ademas, F~! es C™,

De las definiciones 4.7 y 4.8, es inmediato que dada cualquier carta coordenada (U, ¢) en una
variedad A/, la funcion ¢ : U — ¢({/) es un difeomorfismo. En el desarrollo de este capitulo
estudiaremos més ejemplos de difeomorfismos.

Ahora podemos definir la relacion ~ en el conjunto de variedades suaves, de la siguiente manera:

M ~ N si existe un difeomorfismo F : M — N.
Proposiciéon 4.2. La relacién ~ definida es una relacion de equivalencia.

Demostracion

Si M es una variedad suave, es claro que M ~ M, tomando a la funcién F' de la definicion como
la funcién identidad. Ademas, si M ~ N, entonces existe un difeomorfismo F : M — N, lo que
implica que F~' : N — A es una funcion C> y por lo tanto, también es un difeomorfismo. De
aqui sc sigue que N ~ M.

Por 1ltimo, supongamos que M ~ N y N ~ S. Es decir, que existen difeomorfismos F': M — N
vy G : N — 8§ Como F'y G son homeomorfismos, entonces G o F' es homeomorfismo. Mas
ann, son funciones C°°, por lo que G o F ¢s C°°. Ademas, F~!' y G~ son €, por lo que
F~1oG™! = (G o F)~! también lo es. Podemos concluir entonces que G o F' : M — S es un

difeomorfismo, lo que concluye la demostracion.

0

Cuando exista un difeomorfismo entre dos variedades, diremos que son difeomorfas. La proposicion
anterior justifica, entre otras cosas, que cuando hagamos referencia a dos varicdades difeomorfas
M y N, no es importante si el difeomorfismo tiene como dominio a M 6 a N. Ademas, nos permite
hacer una clasificacion de variedades diferenciables mediante clases de equivalencia, de la misma

manera que se hacia para espacios topologicos.
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Es importante notar la relacion gue hay entre los conceptos de difeomorfismo y homeomorfismo.
Por un lado, podemos decir que dos variedades diferenciables son equivalentes si son difcomorfas,
micntras que para cspacios topologicos, si son homeomorfos. Por otra parte, dos variedades no
necesitan ser difcomorfas para ser homeomorfas. El primer cjemplo de esto fue encontrado por John
Milnor, quien le asigné a ST mas de una estructura diferenciable, de manera que las variedades
resultantes no cran difcomorfas. Sin cmbargo, se puede demostrar que esto no es posible con
variedades de dimension 1, 2 6 3. Es decir, que si dos variedades de la misma dimensién menor
que 4 son homeomorfas, entonces necesariamente son difeomorfas,

Al final de la seccidn anterior se construyd una pareja de variedades diferenciables de dimension
1, tales que la variedad topologica asociada era la misma, pero la estructura diferenciable cra
distinta. El comentario anterior muestra que en realidad esas dos variedades son difeomorfas, por
lo que no debe confundirse el ser difcomorfas a ser la misma variedad diferenciable, tal como pasaba

para espacios topologicos.

Ahora estudiaremos una clase de difeomorfismos, de una variedad en sf misma, que resultan ser
de gran importancia al trabajar con variedades orientables. Dado un atlas orientado {(Us, @a)}aca

para la variedad M y un difeomorfismo # : M — M, podemos construir un nuevo atlas para M:

{(F(Ua), ¢a © F_l)}ue.-i-

Este resulta ser un atlas orientado, pues si F(U,) N F(Us) # @, entonces U, NUz # @, por lo que

las funciones
($aoF V) o(pgo F1) ™! = (g0 F) o (Fod3') = da 0 65",

(p3o F o (gao F~) "l = (gge F 1) o (Fodzl)=¢sodzt,

tienen jacobiano positivo. Sin embargo, puede ser que no determine la misma orientacion que el

atlas original en M. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.9. Sean M una variedad orientable, U = {(I/,, @) }aca un atlas orientado en M
y F: M — M un difeomorfismo. Diremos que I preserva la orientacién si U’ = {(F(Ua), ¢ ©

F~1)}aea v U determinan la misma orientacion.

En ocasiones, utilizar la definicion anterior puede resultar dificil para comprobar si un
difeomorfismo dado preserva la orientacion o no. La siguiente proposicion nos da un criterio

muy util para el caso de difeomorfismos de R™ en R™.

Proposicion 4.3. Sea F : R® — R" un difeomorfismo. Entonces F' preserva la orientacion si y

solo si el jacobiano de F' es positivo en todo R™.
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Demostracidn

Supongamos que {(Us, @a)}aca un atlas orientado para R™. Sabemos que cada una de las funciones
g : Uy — 04 (U,) debe ser de clase € y su inversa también. Por lo tanto, el jacobiano de ¢, no
puede valer 0 en ningiin punto de U/,. Mé&s aun. por la regla de la cadena, el signo del jacobiano

de ¢y es el mismo para todo a € 4, pues
Py © Oa,p

tiene jacobiano positivo para cada parcja a;.oq € A,

Por otro lado, F' preserva la orientacién si y so6lo si para cada a1, ap € A, las funciones
(Ga, 0 F 1) 0 Bays Gy 0 (Foy))

tienen jacobiano positivo. Como los jacobianos de ¢, y ¢, tienen el mismo signo, entonces F
preserva la orientaciéon si y sélo si tiene jacobiano positivo en al menos un abierto, pero como

{Us}aca os una cubierta para R™, en realidad es en todo R

Esta proposicién nos ayvuda a determinar si un difeomorfismo de RB™ en R™ preserva o no la

orientacion. Por ejemplo, consideremos el difeomorfismo F : B? — R?, dado por F(z,y)
(z 4 1, —y). El jacobiano de ! en todo punto cs
1 0
det =—1,
0 =i
por lo que podemos concluir que F' no preserva la orientacion. Geométricamente, esto significa que
si se recorre un objeto en el sentido de las manecillas del reloj, al hacerlo sobre su imagen bajo
F' se haria en el otro sentido. Esto se debe a que F' es la composicion de una traslacion v una
reflexién, La reflexion es la que hace el efecto antes mencionado.
Consideremos ahora el difeomorfismo F : R? — R?, dado por F(x,y) = (x.y+1). En este caso,

podemos notar que ¢l jacobiano de F' en todo punto cs

det. ’ g =l
0 1

por lo que podemos concluir que F' si preserva la orientacién. La proposicién 4.3 sera de gran
utilidad al final de la seccion 4.3.
4.1.3 Inmersiones, Encajes y Subvariedades

Una subvariedad es un subconjunto de una variedad M que es a su vez una variedad. Sin embargo,

la topologia o la estructura diferenciable de la subvariedad no ticne por qué coincidir con las de la
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variedad M, lo que significa que pueden existir distintos tipos de subvariedades como veremos a lo
largo de esta seccion.

Scan M y N variedades suaves de dimensiones n y m respectivamente v F : M — N una
funcién diferenciable. Consideremos un punto p € M y (U, @), (V. ¢) cartas coordenadas tales que
U cs vecindad de p, V' es vecindad de F(p) y F(U) C V. En este caso. podemos expresar F' en

términos de coordenadas locales, es decir, existe una funcion asociada
F=yoFo¢1:4(U)— (V).

Esta s una [uncién entre abiertos de R™ y R™, por lo que es de la forma

F(J:lv vy xrr.) = (fl(Ilv ---v'cﬂ.).- ey ffn(-rls In))v

donde fy...., fin son funciones que toman valores reales. Con esta notacion, podemos definir el

rango de la funcién F.

Definicion 4.10. El rango de F en p se define como el rango de la matriz jacobiana de Fen el

punto ¢(p). Esto es, el rango de la matriz

dry Ay,
Hry dr, (p)

A csta matriz se le llama matriz jacobiana asociada a F.

El rango de una funcién diferenciable entre dos variedades puede ser de gran utilidad para
estudiar propiedades de alguna de ellas. Por ejemplo, se puede demostrar que F' es difeomorfismo
si y solo si m = n y el rango de F' es igual a n (6 a m). Una demostracion de cste hecho puede
encontrarse cn la referencia (2| de la bibliografia.

En nuestro estudio, ¢l rango de una funcién nos ayudara a construir nucvas variedades a partir

de otras que ya conociamos. Para esto, el concepto de inmersidn sera de utilidad.

Definicion 4.11. Sean M y N variedades suaves, de dimensiones n y m respectivamente y
F : M — N una funcion diferenciable. Diremos que F es una inmersion si el rango de F' es

constante igual a n.

En el caso en que F' sea una inmersién inyectiva, existe una correspondencia 1-1 entre N
y F(N) ¢ M, la cual puede usarse para dotar a F(N) con una topologia y una estructura
diferenciable, de manera que f/(N) sea una variedad diferenciable, la cual se llama subvariedad
inmersa en M.

Como un primer ejemplo, consideremos la funcion F : R — R® dada por F(t) = (cost,sen ¢,t).



4.1 Variedades Diferenciables 69

Claramente, I es diferenciable e inyectiva. Ademaés, la matriz jacobiana en este caso es

—sen i
cost

que claramente tiene rango 1 para todo { € R. Por lo tanto, podemos concluir que la imagen
F(R) es una subvariedad inmersa en R*. No es dificil visualizar esta variedad como una hélice
cilindrica. De csta misma manera sc puede probar que diferentes curvas en R? y B3 son variedades
diferenciables de dimension 1 (como subvariedades inmersas en R? y R3).

En general, la topologia y la estructura diferenciable de una subvariedad inmersa en A no
coincide con las de M. Por cjemplo, consideremos la funcion /' : R — R? definida de la siguiente

marnceras;

1

F(t) = (0,t +2) si —oo<t<—1
' 7.sen ) si 1<t <ce,

y para —1 < t < 1, alguna curva suave que conecte los puntos (0,1) y (1,0), como muestra la

/ Y
o, \
\
\
\
!
10, O :

T, o

figura.

-1

Esta es una inmersién inyectiva, por lo que F(R) es una subvariedad inmersa en R2. Sin
embargo, la topologia con la que se doté a F(R) para ser considerada variedad diferenciable no
puede coincidir con la topologia relativa de R?, pues F(R) no es localmente conexo con csta
topologia, pero R si lo es.

El ejemplo anterior muestra que ¢l concepto de subvariedad inmersa puede resultar poco atil
en algunos casos, ya que es deseable considerar a una subvariedad como subespacio topologico de
la variedad M. Es decir, aprovechar la estructura que ya se tiene en M. Esto motiva la siguiente

definicion.

Definicion 4.12. Sean M y N variedades diferenciables y F' : M — N una inmersion inyectiva.
Si F es un homeomorfismo sobre F(M) € N, con la topologia relativa a N, diremos que F ¢s un

encaje (o encaje C°°). En este caso, F(M) se llama subvariedad encajada en N.



70 Variedades Diferenciables y Acciones de Grupos Discretos

El primer cjemplo de inmersion que presentamos es también un cjemplo de encaje, por lo
que la hélice cilindrica es también una subvariedad cncajada en R3. Otro cjemplo es la funcién
F : (1,00) — R? dada por F(t) = ((1/t)cos2nt, (1/t) sen 2xt). Esta es una funcion inyectiva,
continua y con inversa continua, por lo que es homeomorfismo sobre su imagen. Ademaés, la matriz

jacobiana es
—f; cos 27t — QT“' sen 2mi

— 5 sen 27t + %3 cos 2wt

de donde podemos concluir que F tiene rango constante igual a 1. Esta variedad se puede visualizar

como una espiral, como la de la siguiente figura.

Las subvariedades encajadas en una variedad M tienen la propiedad de ser subespacios
topologicos de M. Sin embargo, atn siguen teniendo la desventaja de que la estructura diferenciable
de la subvariedad puede ser muy distinta a la de M. Para lograr quc la estructura diferenciable en

la subvariedad se obtenga directamente de la de M, consideraremos la siguiente definicién.

Definicién 4.13. Sean M una variedad diferenciable de dimension ny N € M. Se dice que N
tiene la propiedad de subvariedad de dimensién m < n si para cada p € N existe una vecindad
coordenada (U, ¢) en M tal que

L. ¢(p) = (0,0....,0).
2. ¢(U) es un cubo C7(0) abicrto con centro en 0 y lado r > 0.
3. 0UNN)={(x1:.. Tr) ECR(0) : Ty = -+ =25 =0}

Es claro que la propiedad 3 de la definicion anterior puede cambiarse porque las primeras
(en lugar ¢ las tltimas) n — m componentes sean iguales a 0 (por ejemplo, renombrando las
coordenadas). La propiedad de subvariedad de dimension n puede ilustrarse mediante la signiente
figura, donde M = R%:
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welds)

Al NN
—
rG

En cl caso en el que N es un subespacio topolégico de M, las vecindades coordenadas como las
descritas en la definicion 4.13 generan una estructura diferenciable en N, va que éstas forman un

atlas para N. Esto nos da una nueva clasificacién de subvariedades.

Definicion 4.14. Sean M una variedad diferenciable de dimensién n y N un subespacio topologico
de M. Si N ticne la propiedad de subvaricdad de dimension m < n, entonces recibe el nombre de

subvariedad regular (con la estructura diferenciable anteriormente descrita).

El siguiente teorema nos da una manera sencilla de construir variedades diferenciables como

subvariedades regulares.

Teorema 4.1. Sean M y N variedades suaves de dimensiones n y m respectivamente y F : M — N
una funcion diferenciable. Supongamos que el rango de F es consiante igual a k en M. Entonces
para cada punto g € F(M), F~1({q}) es una subvariedad reqular cerrada de M de dimension n—k.

Demostracion
Es claro que A = F~!({¢}) es cerrado, puesto que {g} lo es. Sea p € A y consideremos (U, ¢), (V, )
vecindades coordenadas de p y ¢, respectivamente, tales que ¢(p) =0 € R™, ¢(¢) =0 € R™ y que
@(U) = C'(0),y(V) = C"(0) para algin 7 > 0. Esto puede hacerse ya que si no fuera de este
tipo, se toma una vecindad lo suficientemente pequena para que pueda transformarse suavemente
€I un ahicrto dC csa fOl'Il].B.

Como F es de rango constante igual a k, entonces la funcion F = 1o F|y ¢ ¢~ tiene rango
constante igual a k. Del célculo sabemos que las [unciones ¢ v ¢ pucden escogerse de manera
que ﬁ(:cl,.“. Tpn) = (71, ... 2k, 0. ..., 0). Para una demostracion de cste hecho puede consultarse la

referencia [2] de la bibliograffa. Ahora, notemos que

HUNA)=0¢({z el :Flx)=q})=0({z €U o F(z) =0 R™})
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= {(0,+0, Tty s n) (0,050, Tas1, -0 Zn) € CP(O)}-

Por lo tanto, A satisface la propicdad de subvariedad de dimension n — k&, lo que concluye la

demostracion.
O

Cabe mencionar que la estrategia que se uso al inicio de esta demostracion, de tomar cartas
coordenadas (U, ¢) tal que ¢(U/) fucra un cubo con centro en 0, es muy utilizada y que también
puede realizarse tomando bolas en lugar de cubos. En particular, usarcmos esta estrategia
nuevamente en la scccién 4.2

El teorema 4.1 garantiza que las curvas y superficies de nivel son variedades diferenciables, como
subvariedades regulares de R™ para algin n. Por ¢jemplo, la esfera unitaria 8" ! es F~1({1}) para

F(Z1, 4 8a) = T':iz + - +£§-'

4.1.4 Haz Tangente

Un concepto que serd de vital importancia en el siguiente capitulo es el de espacio tangente a una
variedad M en un punto p, asi como el de haz tangente. Antes de dar la definicion recordemos que
dada una curva o una superficie en R? se puede definir su espacio tangente como una recta (en el
caso de curvas) o un plano (en el caso de superficies) tangente.

Supongamos que @ : (—1,1) — R", es una curva diferenciable de la forma

a(t) = (z1(8), ..., za(t)), €€ (-1,1),

y tal que a(0) = p. El vector v = a’(0) = (z{(0). ..., z,,(0)) € R" es un vector tangente a la curva a
en ¢l punto p. Ahora considercmos una funcion diferenciable f : U — R, donde U es una vecindad

abierta de p. Si restringimos la funcién f a la curva «, podemos expresar la derivada direccional

mn 4 t")
» = (Z (0) 8%) F:

Esta altima expresion nos dice que la derivada direccional con respecto a v se puede pensar como un

con respecto a v por medio de

d(foa) Of dug
dt ; dr; dt

operador que actiia en las funciones diferenciables y que depende solamente de v. Generalizaremos
csta idea a variedades.

Sca M una variedad suave. Una funcién diferenciable o : (—=1,1) — M sc llama curva
(diferenciable) parametrizada en M. Cabe mencionar que en el resto del trabajo solamente
consideramos curvas parametrizadas, por lo que nos referiremos a ellas simplemente como curvas.

Supongamos que a(0) =p € M y sca

D ={f:M — R| [ es diferenciable en p}.
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El vector tangente a la curva a en t = 0 es un operador o' (0) : D — R dada por

d(fo
o'(0)f = % . feD.
t=0

Es claro que la definicion anterior puede hacerse para cualquier ¢, pero por simplicidad utilizaremos

t = 0 en esta scecién.

Definicién 4.15. Un vector tangente a M cn p es el vector tangente en ¢ = () para alguna curva
a:(—1.1) — M. tal que a(0) = p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se llama

cspacio tangente a M cn p, el cual se denotara por T, M.

Notemos que un vector tangente a una curva « tal que a(t) = p para t # 0 cs también un vector
tangente a M, ya que se puede reparametrizar la curva. Nuevamente, por simplicidad utilizaremos
vectores tangentes a curvas tales que a(0) = p.

Sean p € M y (U, ¢) es una vecindad coordenada de p tal que ¢(p) = 0. La cleccion de esta
carta siempre es posible, ya que si ¢(p) # 0, puede componerse ¢ con una traslacién, por ejemplo.
Considercmos las [unciones

f=foo l:0(U) =R,

a=goa:(—1,1) — ¢(U).

Podemos notar que para f y a dados, f y & quedan determinados de manera tinica y viceversa.
Luego, la curva a puede pensarse localmente como una curva @ en R™, mientras que la funcién
f: M — R también puede pensarse localimente como una funcién f : ¢(U) — K. Mas atn, con las

funciones & y f definidas de tal manera, tenemos que f o = f o, por lo que

=a'(0)f.

t=0

Q(O)f = F(foa)| = 5(fod)

t=0

Supongamos ahora que &(l) = (z1({),....x,(l)). Entonces

@0 = Y w057 = (_Z g (?i) o) &

i=

donde el subindice 0 significa evaluar en 0. Con estas observaciones podemos probar la siguiente

proposicion.

Proposicién 4.4. Sean M unae variedad diferenciable (de dimension n) y p € M. Entonces
el conjunto T,M tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones.

Ademds, dim T, M = n.

Demostracian
Como sabiamos que [ queda determinada por [ v viceversa, entonces una accion sobre f puede

pensarse como una accién sobre f. Por la forma que tienen estas acciones (combinaciones lineales
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de operadores de la forma %), es claro que T, M es cerrado bajo suma y multipliacién por escalar
¥ que existe un neutro aditivo.

Por otro lado, notemos que
Y %= OF _
(r'):n;_ )n / iy i Rt

de donde (%)ﬂ es el vector tangente en p a la curva a tal que

t=0

a(z;) = (0.0,....2:,0,...,0), x; € (=1.1).

Estas curvas reciben el nombre de curvas coordenadas. Podemos notar que todos los elementos de

{(52:)0““‘(8fn)n}‘

Por lo tanto, una vez clegida la vecindad coordenada (U. ¢) de p, se tiene una base de T, M asociada

T, M son generados por

a (U.¢). Como esta basc tiene n clementos, concluimos que la dimension de T, M s n.
O

Por la proposicion auterior, podemos pensar en el espacio tangente a una variedad de dimension
1 en cualquicr punto como una recta tangente, en el espacio tangente a una variedad de dimension
2 en cualquier punto como un plano tangente, ete. Esto coincide con lo que conociamos, ya que una
curva diferenciable siempre tiene una recta tangente en cada punto, mientras que una superficie
tiene un plano tangente.

11 concepto de espacio tangente también nos permite definir el diferencial de una [uncion. La

siguiente proposicion nos da una idea de como definirlo.

Proposicion 4.5. Sean M y N wvariedades suaves de dimensiones n y m respectivamente y
J : M — N una funcién diferenciable. Para cada p € M yv € 1,M, sea a : (-1,1) = M
una curva diferenciable tal que a(0) = p y o'(0) = v. Definimos la curva 3 : (—1.1) = N como
f oa. Entonces la funcion df, : 1TyM — Ty N dada por df,(v) = 3'(0) es una transformacion

lineal que no depende de la eleccidn de a.

Demostracion
Scan (U,¢) y (V.¢) vecindades coordenadas de p y f(p), respectivamente. Podemos entonces
expresar a f en coordenadas locales, mediante la funcion :o fo ¢! : ¢(U) — ¢:(V), expresada de

la siguiente manera:

Si ademas expresamos a la curva en coordenadas locales como (goa)(t) = (#1(t), ... x4 (t)), entonces

(Tr"’ o 6)(’*) = (yl (Il (t)-. "‘s:'{'.‘li'.(t'))\ ey y:rz(xl (f')? seey xn(t)))'
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De esta tltima expresion es claro que '(0) = 37, b;(‘a%*)(], donde

n

v =3 i),

d;r;i L

Como z.(0) son las componentes de v, esta ultima expresion prueba que 3'(0) no depende la

eleccion de @, Mas ain, podemos expresarlo de la siguiente manera:

gu o gu ][ 20
dfy(v) = 3'0)=| : : -
m a TTL P
Fo . g [ ] (0)

de donde cs claro que df, es una transformacion lineal.
O

La funcién df, de la proposicion anterior recibe el nombre de diferencial de f en p. Es claro
también que si f es un difcomorfismo, entonces df, es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Definimos el conjunte T'M de la siguiente
mancra:

™ = | {(p. Xp) : X, € T,M).
peM

Notemos que T'M puede pensarse como la unién de todos los espacios tangentes a M en algin
punto. Dotarcmos al conjunto 7'M, llamado haz tangente de Al, con una topologia y una estructura
diferenciable, de tal manera que resultara ser una variedad suave de dimension 2n.

Sea 7w : TM — M la funcion tal que w(p. X,) = p para todo (p, X;,) € TM. Consideremos un
punto p € M y una vecindad coordenada (U, ¢) en M. Recordemos que hay una base candnica
de T,M asociada a (U, ¢), a la cual llamaremos {Ep, ..., Enp}. Luego, cualquier elemento X, de

T,M puede ser expresado en la forma

‘Xp = i ﬂgE,;p.

=1

Definimos la funcién ¢ : 771 () — R?" de la siguiente manera:

#((p. X)) = (6(p); a1, ..., n),

donde los a;’s son las coordenadas de X, respecto a la base asociada a (U, ¢) de T, M. Es claro
entonces que la imagen de 7= (U) bajo ¢ es ¢(U) x R™, que es un subconjunto abierto de R2",

Ademas, la funcién ¢ es biyectiva sobre su imagen, pues su inversa cs

a;_l(-rl} coy Ly QY eeey Oll) = (q: aq E‘Iq G e + a‘nEnq)s
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donde g = ¢~ (z1, .o T )-
Dada una coleccién numerable de cartas coordenadas {(I/;, #;)}52, en M, tal que {U/;}32; cs

una cubierta de M, veamos que el conjunto
V= e W)z,
w

es la basc para una topologfa en T'M, donde la unién se toma sobre todos los abiertos W en R,
Para probar esto supongamos que {53_] (W)n 5;1 (W') # @. Por las formulas que tenemos para 5,

¥ 5;] , sabemos que 51 o r;:l es un difeomorfismo entre abiertos de R?". Dc aqui se sigue que
FW) N ETW) = FTIW N @i 0 F7HW)).

de donde &7 (W) N 5;1(1'1-") es de la forma ¢ (W), donde W"” es un abicrto en R”. Por lo
tanto, podemos concluir que V es base de una topologia en TAJ.

Con la topologia generada por V, T'M es un espacio de Hausdortf. En efecto, si (p, X)) # (4, Xy),
o bien p # g 6 X, # X,. En el caso que p # ¢, existen (U;, @;) y (Uj, ¢;) vecindades coordenadas
ajenas de p y g. Luego, 5;1(@{(&) xR") y &;j_l(¢'j({fj) x ™) son bésicos ajenos en TM que
contienen a (p, X)) v (g. X), respectivamente. En cl caso en el que p = ¢, necesariamente X, # X,
por lo que existen vecindades ajenas A y B de los vectores de coordenadas de X, y X, en R™.
Luego, si (Uj, ¢;) cs una vecindad coordenada de p, cntonces t;‘)'";l(auj(Uj) x A)y 5}1(1;();({,5) x B)
son bésicos ajenos en T'M que contienen a (p, Xp) v (¢, X)), respectivamente.

Notemos también que las [unciones E,— son homeomorfismos sobre su imagen. Para cada i € N,
q‘i;?;[rr_l(Ui)) es un abierto de R?", por lo que tiene una basc numecrable, al igual que 7w ~(U;). Sea

W; la base numerable para 7! (U;). Luego,

o0
w=Jw
=1
¢s una base numerable para 7'M. Como ya sabiamos que las funciones de transicion eran C=°,
concluimos cntonces que {(7~1(U;), 9:)}52, cs un atlas para T'M, el cual define una estructura
diferenciable.
Es importante notar que con esta estructura diferenciable, se le asignan las coordenadas locales
de manera natural a los clementos de 1°M. De la definiciéon de diferencial de una funcién, es claro
que si M, N son variedades diferenciables, f : M — N es una funcién C°° y p € M, entonces la

diferencial de f en p es una funcién € (como una funcién entre subconjuntos de T'M y T'N).

4.2 Particiones de la Unidad

En esta seccién estudiaremos el concepto de particiones de la unidad, ¢l cual permite demostrar

muchas propiedades de las variedades diferenciables. Primeramente se presenta la definicion y la
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demostracion de la existencia de particiones de la unidad. Posteriormente se estudian un par de
aplicaciones de este concepto. Para estudiar mas aplicaciones de las particiones de la unidad sc
recomiendan las referencias [2] y [10] de la bibliografia.

Recordemos la definicion del soporte de una funcién y de una coleccion de conjuntos localmente

finita.

Definicion 4.16. Scan X un espacio topolagico y [ : X — R una funcién. El soporte de [ es el

conjunto

supp [ := {z € X|f(z) # 0},

donde la linea en la parte superior del conjunto representa la cerradura de éste.

Definicion 4.17. Sean X un espacio topologico y {Ux}aeca una coleccion de subconjuntos de X.
Diremos que {Uy }aea os localmente finita si para cada @ € X existe un abierto U tal que @ € U
y{a € AU, NU # @} es un conjunto finito.

Notemos que estas definiciones son validas para espacios topologicos en general v por lo tanto,
también para variedades. Habiendo definido estos dos conceptos, podemos definir lo que es una

particién de la unidad en una variedad diferenciable.

Definiciéon 4.18. Sea M una variedad diferenciable. Una particién de la unidad C> en M es una

coleceion de funciones C°°,
{fu M — R}UEA-

que cumpla las siguientes propiedades:
1. fo > 0 para cada a € A.

2. {supp falaca forma una cubierta localmente finita de M.
3. 3, Ja(z) =1 para cada x € M.

Nuestro objetivo es demostrar que dada una variedad suave siempre existe una particion de
la unidad €’ en ella. Mas ain, demostrarcmos que sicmpre existe una particion de la unidad
numerable. Primeramente necesitaremos estudiar algunas propiedades topologicas de una variedad,

para lo cual tenemos los siguientes lemas.

Lema 4.1. Sean X un espoctio de Hausdor[] localmente compacto y x € X. Entonces para cada

vecindad U de T existe otra vecindad V de x tal que V es compacto y V C U.

Demostracion
Como X es localmente compacto, existe una vecindad W de x tal que W es compacto. Luego,
la frontera del conjunto V;, = I/ N W es un conjunto cerrado contenido en Vi € W. Como W cs

compacto, concluimos que la frontera @V; también lo es.
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Como X es de Hausdorff, para cada punto y € 8V}, existen vecindades abiertas ajenas Uy, de z y
V, de y. Lucgo, {V,},cov, forma una cubierta abicrta para dVy, por lo que existen yy, ..., y, € V1
tales que {V}, }I., es una cubierta abierta para 9V y ademas, V,, N/, = @ paracadai=1,....n.
Tomando A=U,, n---Nnl, yB=V, U---UV, . cs claro que A es una vecindad abierta de z,
B es una vecindad abierta de Vi y AN B = 2.

Sea V =V, N A. Es claro que V es compacto, pues V € V;. Ademas,
Vcvind=(Viuavi))n4 = (VynA)u oV nA).

Notemos que dVy N A = @, pues si a € dV; N A, entonces todo abierto que contenga a a deberia
intersectar a A. En particular, BNA # @ (porque a € @#Vy C B), lo cual contradice la construccion
de Ay B. Porlo tanto, V. Vi N A C V; € U, lo que significa que V es la vecindad buscada.

O

Lema 4.2. Sean X un espacio de Hausdorff localmente compacto y {V1,Va,...} una base de la

topologia de X. Entonces ¢l conjunto

{Vi : V; es compacto};cn

-

es también una base de la topologia de X

Demostracion
Sea U/ un abierto en X. Por el lema 4.1, para cada u € U existe un abierto V,, C U tal que Vi, es

compacto y V, C U. A su vez, para cada V, existe un conjunto K, C N tal que
o= |J %,
i€ Ku
donde cada V; tiene cerradura compacta, puesto que Vy, la tiene. Luego, podemos escribir a U de

v-Un-U U

uel well ielK,

la siguiente manera:

de donde se sigue la conclusion del lema.
O

El lema anterior nos garantiza que una variedad M siecmpre tiene una base numerable tal que todos
sus clementos tienen cerradura compacta. En efecto, como todo punto x € M tiene una vecindad
homeomorfa a un abicrto U de R", puede encontrarsc un compacto V' C U, lo que implica que z
tiene una vecindad compacta y por lo tanto, M es localmente compacto. Este s un primer paso
en la demostracién de que en cualquier variedad diferenciable siempre existe una particion de la

unidad numerable.
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Otra propiedad topolégica que tienen las variedades diferenciables es la propiedad conocida
como paracompacidad. Esta propiedad es de vital importancia para probar la existencia de
particiones de la unidad. Para definirla se necesita de otro concepto. el cual definimos a

continuacién.

Definicién 4.19. Sean X un espacio topologico y U = {U, }aca. V = {V3}3ecp cubiertas para X.

Diremos que V es un refinamiento de i si para cada 7 € B existe a € A tal que V3 © U,.

Definicién 4.20. Diremos que un espacio topolégico es paracompacto si toda cubierta abierta

tiene un refinamiento localmente finito.

Una variedad M resulta ser siempre un cspacio paracompacto. Mas ain, se tience el siguiente

resultado.

Lema 4.3. Sean M un variedad suave y {U, }aeca una cubierta abierta para M. Entonces {Ua}aea
posee un refinamiento localmente finito, numerable y lal que sus elementos benen cerradura

compacta.

Demostracidn
Sea {V;}22, una base dc la topologia de M tal que V; es compacto para cada i € N. Construiremos
una cubierta {G;}22, de M con la propiedad de que G; C G4 y que cada elemento tenga cerradura
compacta.

Tomamos Gy = V| y construiremos los siguientes conjuntos de manera inductiva. Suponiendo

que Gy =V U UV, definimos jiy1 como el minimo entero positivo jry1 > Jk, tal que

k41
Gy C U Vi.
i=1
Luego, se define el conjunto Gy como
k41
G = |J Vi,
i=1

de donde cs claro que para cada i € N, se tiene que G; © G4, G; cs compacto y {G;}22, forma
una cubierta para M.
Notemos que para cada i > 3, el conjunto G; — Gi_; es compacto y esta contenido cn

Gip1 — Gi_a, pues G; € Gis1 v Gi_a © Gi_;. Por lo tanto,

{Ua N (Gig1 — Giz2) }aeca

forma una cubicrta abicrta para G; — Gi_;. Podemos extraer entonces una subcubierta finita 24;.
Luego, para i = 2, extraemos una subcubierta finita Uy dec la cubierta abierta {7, N G3}aca de
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Definimos la coleccion U = Uy Uz U - -+, que es un refinamiento de {U,}aea. Es claro que Y
es numerable, pues es la unién numerable de conjuntos finitos. Veamos que también es localmente
finita. En efecto, pues dado un punto p € M, p debe pertenceer a G41 — G; para algin 4, ¢l cual a
su vez esta cubierto solamente por una cantidad finita de elementos de i, debido a la construccién
de los U;’s.

Por tltimo, para ver que cada clemento de U tiene cerradura compacta. es suficiente notar que
cualquier elemento de U es un subconjunto de algin Gj, el cual tiene cerradura compacta. Por lo

tanto, la coleccion U es el refinamiento de {U, }aea que buscabamos.

O

Puede notarse que en la demostracion del resultado anterior no se uso la estructura diferenciable

o los homeomorfismos locales de M a R™. Es decir, que el resultado es valido para espacios
de Hausdorff localmente compactos que tengan una base numerable. Habiendo desarrollado las
propicdades topologicas de una variedad que serviran para probar la existencia de particiones de
la unidad, ahora probaremos la existencia de una funcién que sera de utilidad para construir la

particion de la unidad buscada.

Lema 4.4. Euxiste una funcion F': R — R de clase C™ tal que F' =1 en el cubo cerrado C7(0)
y F' =0 fuera de CT(0).

Demostracion
Considercmos la funcién f : R — R, definida de la signiente manera

1
) et sit>0
J(t) = .
0 sit<0.

Esta funcion es no negativa y del calculo sabemos que es de clase €. De aqui que la funcién
f(t)
fO+r1 -1
es no negativa, de clase C* y g(t) =1 parat > 1, g(t) = 0 para t < 0.
Ahora definimos A(t) = g(1+2)g(2 —t), de manera que h(t) = 1 para todot € [-1.1] y h(t) =0

para todo t € (—20. —2]U[2, ec). Entonces es claro que la funcion I buscada puede definirse como

g(t) =

F(xy,....xn) = h(zy) - hizy,),
y cumple las propiedades deseadas.
O

Con la ayuda de esta funcion podremos probar el siguiente tcorema, el cual asegura la existencia de
particiones de la unidad para cualquier variedad diferenciable. En la siguiente seccion estudiaremos

un par de aplicaciones de este teorema.
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Teorema 4.2. Sean M una varieded diferenciable de dimensionn y {U, }aca una cubierta abierta
de M. Entonces existe una particion de la unidad { f;}72, tal que para cada i € N, existe un o; € A

tal que supp f; C Uy, ysupp f; es compacto.

Demostracion
Sea {G}72, la cubierta de M que se definié al inicio de la demostracion del lema 4.3 y definimos
G = @. De esta manera, dado un punto p € M, existe el maximo entero ¢, tal que p € M — (’_!;
y al menos un indice a, € A tal que p € U,

Seca (V. ¢) una carta coordenada tal que V C U, N(G;, 2 —G_,p) (V') contiene al cubo cerrado

C3(0) y ¢¥(p) =0 € R". Si F' es la funcion de la conclusion del lema 4.4, definimos fp : M — R de

i

en otro caso.

la siguiente mancra:

Con esta definicion, es claro que
supp fp C V C Ua, N (Gi 42 — Gi,),

¥ f» =1 en la vecindad W, = ¢~ 1(CP(0)) de p.
Para cada i > 1, cl conjunto G; — G;_, es compacto, por lo que existen py,....p,, € M tal que

{Wp, }is, forma una cubierta para G;; — G;_;. Luego, la coleccion de funciones
oo
WAL
Pil k=1
i=1

es una coleceién numerable, por lo que podemos reindexarla de manera que sea la coleccion { f;}22,.

Ahora definimos la funcion -
F=
i=1

la cual estd bien definida pues para cada z, f(x) es en realidad una suma finita. Con esta definicion,
es claro que la coleccion de funciones {g¢; 172, donde

g = % Vie N,

es la particion de la unidad buscada.

O

A una particion de la unidad {fs}aea en M con la caracteristica que para cada a € A, existe
un elemento U, de la cubierta I de M, tal que supp f, C U,, se le llama particion de la unidad
subordinada a la cubierta U.

Ahora cstudiaremos un par de aplicaciones de las particiones de la unidad y en el capitulo

siguiente estudiaremos otra. Primeramente veremos que cualquier variedad diferenciable compacta
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pucde ser considerada como una subvariedad encajada en R", para algin n € N. Se puede visualizar
geométricamente, como ya se ha mencionado, que el cilindro o ¢l toro pueden encajarse en el espacio
euclidiano tridimensional. Puede demostrarse que la botella de Klein puede encajarse en el espacio
euclidiano de dimensién 4. El siguiente resultado no demuestra esas afirmaciones, pero presenta

una situacion similar para variedades compactas.

Teorema 4.3. Sea M una variedad diferenciable compacta de dimensionn. Entonces existe N € N

tal que M admite un encaje C* a RV.

Demostracion
Como M es compacta, existen una cantidad finita de cartas coordenadas {(Us, @)}, tales que
{U;}£_, forma una cubierta para M. Mas atn, podemos suponer que ¢;(U;) contiene a CZ(0)
para cada 7 y que {V; = dj,-"l(C'}"(O]) k_| también es una cubierta para M. Para una demostracion
detallada de que esto puede hacerse, puede consultarse la referencia [2] de la bibliografia.
Recordemos que en la demostracion del teorema 4.2 definiamos, para cada conjunto de la forma
de V;, una funcion C*¢, f; : M — R, tal que f; = 1 en V. Luego, estas funciones se normalizaban
para construir la particion de la unidad. Consideremos la funcién F; : U; — ¢;(U;) definida para

cada ¢ € U;, por medio de la ccuacion
Fi(z) = fi(z)@i(x).

Es claro que es una funcion C, tal que Fi(z) = 0 para todo z ¢ ¢; '(C3(0)), y que ademas
coincide con ¢; en V;. Por lo tanto, F; pucde extenderse a una funcion C*. F7 . M — R",
haciendo F;(z) = 0 para todo = € M — U,.

Como F; coincide con ¢; en V;, entonces F]™ es un difeomorfismo en V;, por lo que su matriz
jacobiana asociada ticne rango n en V. Sea N = (n+ 1)k y definimos F : M — R¥ de la siguicnte
marera;

F(z) = (Fy (z);...; B (x); filz), .., Fr(z)).

Es claro que F ¢s una funcion C*° en M. Podemos entonces definir su matriz jaboniana asociada,
la cual es una matriz de dimensiéon N x n, por lo que su rango debe ser menor o igual a n en cada
punto. Sin embargo, para cada ¥ € M, existe 1 <7 < k tal que = € V;, por lo que F'(x) = ¢;(x),
de donde la matriz jacobiana debe tener rango igual a n. Esto implica que F' es una inmersion.
Para ver que F' es inyectiva, supongamos que F(r) = F(y). Entonces fi(z) = fi(y) para
cada i = 1,...,k. Luego, fi(z)¢i(z) = fi(y)oi(y) para cada i. En particular, para iy tal que
fis(x) # 0. En este caso. @;,(r) = @;,(y), lo cual implica que x = y, de donde concluimos que F
es una inmersion inyectiva. Mas atn, como M es compacta y F es inyectiva, entonces /7 ¢s un

homeomorfismo sobre su imagen con la topologia relativa. Por lo tanto, F' cs un cncaje.
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Para demostrar el teorema anterior sc utilizo la existencia de las funciones f;, la cual se justifico
en el teorema 4.2. Una aplicacion mas directa del resultado final de este teorema es el siguiente
resultado, el cual nos permite extender funciones diferenciables definidas en una subvariedad regular

cerrada N, a toda la variedad M de la cual es subvariedad.

Teorema 4.4. Sean M une variedad suave de dimension m, N una subvariedad reqular cerrada
de M de dimension n y f : N — R una funcién diferenciable. Entonces existe una funcion
diferenciable F': M — R tal que F|y = [.

Demostracion
Scap € N. Como N cs una subvariedad regular, entonces existe una vecindad coordenada (U, ¢)
en M tal que ¢(p) = 0 € R™, o(U) = CZ.(0) ¥

SUNN) = {(21. .. Tm) € CB0) : Tnys = -+ = Tm = 0},

para algin r > 0. Es claro que tanto U como ¢ dependen de p, pero en la notacion no haremos
explicita esta dependencia. Mas atn, como f es C™®en N, podemos suponer, sin pérdida de
gencralidad que fo ™! : (U NN) — R es de clase C,

Sea U = ¢~ (Cm(0)). Es claro que la restriccién f o ¢_ll¢(f}nN) es de clase €. Como N es

una varicdad cerrada, existe una funcién C* g, : C7(0) — R, tal que

N -1
96lo@nny = (f 207 oy

Luego, la funcién gy 0¢ : A — R es ™ para cualquier abierto AU, lo que implica que para
cada p existe una funcion C> G, : V, — R, donde V,, = ¢~(C}"(0)). Ademas, se cumple que
Gplv,an = flynn-

Es claro que la coleccion {V,}pen U {(M — N)} forma una cubierta abierta para M. Por el
lema 4.3, existe un refinamiento localmente finito, digamos {W;}:2,. tal que W, es compacto para
cada i € N. Por ¢l tecorema 4.2 existe una particion de la unidad {f;}$2, subordinada a {W;}X,.

Consideremos la subsucesion de funciones {f;, }72, C {f:}52,, de todas las funciones f;, tales
que supp f;, NN # @. Para cada I € N, sca p € N tal que supp fi, C Vj,. El punto pi existe
por el teorema 4.2 y la construccion de {W;}22,.

Definimos la funcion F : M — R, para cada x € M, como

o0

F(@) =) Gp(@)fiulo).
k=1
Es importante notar que G, (i) no siempre esta bien definido, pero cuando no lo esta, f;, (x) = 0.
Ademas, la cantidad de indices k para los cuales G, (¥) esta bien definido es finita para cada
x € M, por lo que la funcién F' esta bien definida y es C*°.
Por ultimo, si # € N, entonces para cada k € N, puede ser que = € supp f;, 6 = & supp fi,.
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En cl segundo caso, f;, (x) = 0, mientras que en el primer caso = € Vj,,, por lo que Gy, (z) = f(x).

Por lo tanto,
o0

F)= Y [@)fu(@) = F@) 3 fi @),
k=1

k=1
pero como z € N y las funciones {f;, }72, son las unicas cuyo soporte intersecta a N, entonces

Yo Fule) =3 iz =1,

k=1 i=1
de donde F(z) = f(z) para todo x € N.
o

En el siguiente capitulo estudiarcmos una aplicacion mas de la existencia de particiones de la

unidad, la cual serd de gran importancia para el estudio de variedades riemannianas.

4.3 Acciones de Grupos Discretos sobre Variedades

En cl capitulo 2 estudiamos acciones de grupos discretos sobre espacios topolégicos en general.
En esta seccion nos enfocaremos en el caso de variedades diferenciables y usaremos la misma
notacion para la proyeccion natural y las otras funciones que definia la accion. Recordemos que
en el capitulo 2 nos restringfamos a acciones de grupos, de manera que las funciones , fueran
homeomorfismos. En el caso de variedades diferenciables nos restringiremos a que tales funciones
sean difeomorfismos.

El siguiente resultado nos da una manera de construir nuevas variedades suaves mediante la
accion de un grupo discreto sobre una variedad. Notese la similaridad que ticne con los resultados

obtenidos en el eapitulo 2.

Teorema 4.5. Sean M una variedad diferenciable de dimensionn y I' un grupe discreto que actiia
libre, propia y discontinuamente sobre M. Entonces existe unae tnica estructura diferenciable en
M=M /T tal que cada p € M tiene una vecindad coneza U, con la propiedad de que
(@) = | Va
atA
es una descomposicion de w~'(U) en sus componentes conezas (abiertas) y |y, es un

difeomorfismo sobre U para cada o € A.

Demostracion
Del teorema 2.1, es claro que M es un espacio de Hausdorfl. Luego, como M tienc una base
numerable, entonces M/T" también la tiene. Ahora, como la acciéon de I' es discontinua, para cada

r € M existe un abierto U7 tal que z € U/ y hU/ N U # @ solamente si i = e. Por lo tanto, 7|y es
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inyectiva sobre su imagen w(U). Como 7 es abierta, entonces es homeomorfismo.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ({/. @) es una carta coordenada. Definimos

entoncees la funcién

& m(U) — $(U) c R™,
como 5 =¢o n|5,1, de mancra que a; es un homeomorfisimo. Como cada p € M es la imagen de
algin « € M bajo 7, entonces M es una variedad topolégica de dimension .

Para cada carta (U, ¢) en M, como en la descripcién anterior, consideramos la carta coordenada
(5’.5) en M, de mancra que la coleccion U de todas ellas forma una cubierta para M. Sean
(U, ). (V1) € U tales que

Unv + o,
es decir, w(U)Nw(V) # @, para U y V adecuados. Por lo tanto, existe h € [ tal que UNAV # @.
Luego, como 7 = 7 o f#,, entonces -Ji;_l =rmoYp !l =xob, o~ de donde

1 1

boy! :q.oo7r|g,101ro€ho¢'r' =¢olporyp™.

Como 8, es difeomorfismo, se sigue que q?;o ‘qﬁ‘l es de clase C*°, Analogamente para yedL. Por
la proposicion 4.1, existe una 1inica estructura diferenciable en M que contiene a I y por lo tanto,
podemos considerar a M como una variedad diferenciable.

Ahora veamos que esta estructura diferenciable satisface 1a propiedad del enunciado del teorema.
Sean p € M y = € M tal que m(z) = p. Entonces existe una vecindad coordenada (U. ¢) de 7 tal
que 7|y es homeomorfismo sobre U = 7(U). En la estructura diferenciable que definimos, esta la
carta coordenada (f}. 5), donde ¢ = do n'j{jl, de manera que

(@emlg!)onlycp™

es la funcién identidad en R", que es O, de donde 7|;; es una funcién . Andlogamente, ?r|£_;1
también lo es. por lo que podemos econcluir que 7l es un difeomorfismo. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que U es conexo, por lo que las componentes conexas de 77! (ff ) son de la
forma gU, con g € I

Ahora s6lo falta ver que esta estructura diferenciable es la iinica que satisface esta propiedad.
Supongamos que hay otra, y sca (f} ; 5) una carta coordenada de la primera estructura.
Demostraremos que cualquier carta coordenada ((j’ 45 5’) de la nueva estructura es C*°-compatible
con (5’ : 5). En cfecto, supongamos que unu’ # @. Como 7|yny+ es difeomorfismo con cualquiera
dec las dos estructuras, cntonces ¢’ o TT[E,:‘U, o f;’_l y EEG Tunur © ¢! son de clase C°. Ademas,

o @'t es C™, pues es una funcién de transicién. Por lo tanto,
Qo gf)"_l = (@omyny © d)_l) o(go q}’_l} o (¢l.‘ o ”{?ii\b" o Q’)’_l)

es una funcion C*. Analogamente, «%’05"'1 cs C*°, de donde ([}, 5) y ((j”_. ﬁ“';’) son C'*-compatibles.
Podemos concluir entonces que la nueva estructura debe contener a la primera, y en particular,

debe contener a . Por la proposicion 4.1, las dos estructuras coinciden.
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O

Cabe mencionar que una funcion con la caracteristica adicional de la proyeccion natural m obtenida
en cste teorema se llama recubrimiento de variedades, mientras que el dominio recibe el nombre
de variedad recubridora. Es decir, que existe una dnica estructura diferenciable en M/I" que hace
que 7 : M — M/I" sea un recubrimiento. Nétese también la similitud que un recubrimiento de
varicdades es a su vez recubrimiento de espacios topologicos (definicion 2.8). El teorema 4.5 nos
permite identificar como variedades suaves a los espacios cociente que se estudiaron en el capitulo

2.

Corolario 4.1. El cilindro, la banda de Mdbius, el toro, la botella de Klein y el espacio proyectivo

son variedades diferenciables.

Demostracion

Ya vimos que las acciones que definen a estos espacios son libres, propias y discontinuas. Solamente
falta ver que cada funcion 6, es un difeomorfismo. En los primeros cuatro casos, esto se sigue
directamente de la forma que tienen.

Para cl caso dcl espacio proyectivo, la accion de Zs es sobre la varicdad §2. La funcién 6y cs
la identidad, que es C*. La funcién f; es tal que #;(x) = —r para todo = € S%. Esta es la misma
accion que se da localmente en B? (por medio de las cartas coordenadas), en donde sabemos que
es de clase C*°. Por lo tanto, ) es C'™ y concluimos que el espacio proyectivo es una variedad

suave.
d

Hemos visto que una accion libre, propia y discontinua de un grupo disereto I', sobre una
variedad diferenciable M, genera otra variedad diferenciable M /I, pero no se ha dicho nada sobre
la orientabilidad de esta nltima. Veremos que, en general, la variedad cociente no es orientable;

para que lo sea, necesitarcmos restringir un poco mas la accion de I,

Definiciéon 4.21. Scan M una varicdad orientable y I' un grupo que actiia sobre M. Diremos
que la accién de I' preserva la orientacion si para cada g € I', el difeomorfismo 6, preserva la

orientacion.

Teorema 4.6. Sean M una variedad orientable y I' un grupo discreto gue actia libre, propia
y discontinuamente sobre M. Si la accion de T preserva la orientacidn, entonces M /T es una

variedad orientable.

Demaostracion
Sca {(Ua, $a)}taca un atlas orientado en M. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
para cada a € A, U, N hl, # @ solamente si h = e. En la demostracién del teorema 4.5 vimos

que un atlas para la variedad M/T" es {(w({fa),éu)}ue,q, donde @g = ¢y © ?r|{}:. Veamos que este
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es un atlas orientado.

Supongamos que a, 8 € A son tales que w(lUy) Nw(Uz) # @, por lo que existe un h € T tal que
U, Nhilg # @. En la demostracion del teorema 4.5 vimos que las funciones de transicién estaban
dadas por:

a0 d5' =dacbhog;’,

b500" =dg00h-1 007"

Como la accion de I' preserva la orientacion, entonces 6, y @5,-1 preservan la orientacion, por lo
que g3 08h-100;" y Paolpo f.f)g] tienen jacobiano positivo. Por lo tanto, M/I" es una variedad
orientable.

0

Este tcorema nos permite construir nucvas varicdades orientables a partir de una variedad
orientable, o bien, determinar si una variedad cociente es una variedad orientable, como lo muestra

¢l siguicnte corolario.
Corolario 4.2. El cilindro y el toro son variedades orientables.

Demaostracion
Recordemos que el cilindro y el toro son de la forma M/1", donde M = R?, que ¢s una varicdad
orientable. El atlas orientado que consideramos para M cra {(R?, ¢)}, donde ¢ : M — R? es la
funcion identidad, Es claro entonces que es suficiente que cada #, tenga jacobiano positivo para
que la accién de I preserve la orientacion.

En el caso del cilindro, ' = Z y para cada n € Z, (x,y) € R?, sc tiene 8, (x,y) = (x+n,y). Enel
caso del toro, I' = Zx Z y para cada (m,n) € ZxZ, (z.y) € R?, se tiene 0, n)(z,y) = (x+m, y+n).

En ambos casos la matriz jacobiana es la matriz identidad, la cual ticne determinante positivo.
O

El teorema 4.6 nos permite determinar si una variedad cociente es orientable, en cl caso en que la
accion de grupo que la define preserva la orientacion, pero no para el caso contrario. El siguiente

teorema lo complementa en cste sentido.

Teorema 4.7. Secan M una variedad orientable y I' un grupe gque actia libre, propic y
discontinuamente sobre M. Si M/I" es orientable, entonces existe un atlus ovientado en M tal

que la accion de I' preserva la orientacion.

Demostracidon

Sca {({73, qga))ue,\ un atlas orientado en M/I'. Por el teorema 4.5, sabemos que

ﬂ'_l(au)= U U'je

JBEB{!
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para algin conjunto de indices B,,. Veamos que el conjunto U = {(U”, d)_g)}ﬁéﬁ", donde
03 = ¢a 0 T|ya,

es un atlas orientado para M.
Es claro que U es una cubierta para M. Supongamos que U N U # & y consideremos
E}m = 7(U%), &m = 'fr(U‘G?) con sus respectivas funciones de coordenadas aul, dm)uz. Una de las

funciones de cambio de coordenadas entre U y U% esta dada por:
57 -1 71 Y T—1
(¢01 B ﬂ—'U"l ) 2 (?T|U52 = ¢n; ) = @y PPy

en al menos un abicerto. Es claro entonces que esta funcién es de clase "™ y tiene jacobiano
positivo. Analogamente para la otra funcién de transicion.

Veamos ahora que la accién de I preserva la orientacion. Dado h € T, es suficiente probar que
si UPrnhUP2 # @, entonces las funciones ¢z, 06, -1 oqﬁv}ll Y @3, 00n cqf:);; tienen jacobiano positivo.
Esto cs cierto, ya que también son las funciones de transicién entre w(U/71) y w(U#2). Por lo tanto,

I" preserva la orientacion.
]

Este teorema nos da una manera de estudiar la orientabilidad v la no-orientabilidad de variedades

cocicnte. En particular, podemos obtener ¢l siguiente corolario.

Corolario 4.3. La banda de Mdbius, la botella de Klein y el espacio proyectivo son variedades no

orientables.

Dermostracidn
Recordemos que la banda de Mobius y la botella de Klein son variedades cocieutes de la forma
R?/T". Por la proposicion 4.3 es suficiente analizar el jacobiano de las funciones 6. h € T, pues la
proposicién es valida para cualquier orientacién en R™.

En cl caso de la banda de Mébius, I' = Z. Sabemos que € (z,y) = (z + 1, —y), por lo que su

b4

que tiene determinante -1. Entonces 0) no preserva la orientacién y I' tampoco. Por lo tanto, la

matriz jacobiana cs

banda de Mobius no puede ser una variedad orientable.

1y =€) y sabemos que 0, (z,y) = (z + 1,—y),

En ¢l caso de la botella de Klein, I' = (u._ vjuvu~
que es el mismo difeomorfismo que analizamos para la banda de Mdbius. Por lo tanto, la botella
de Klein tampoco es una variedad orientable.

El espacio proyectivo es una variedad cociente de la forma §?/T', donde I' = Z;. Veamos que
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6 : 82 — §2, que esta definido por 0y(21, T2, x3) = —(21, 22, T3) no preserva la orientaciéon. En la

scccién 4.1.1 vimos que un atlas orientado para S? cra
{(UN ¢'N)‘ (US»d’S)}'

donde Uy = §% — (0.0, -1), Us = §% — (0,0. 1), junto con las funciones 5N v g, dadas por:

-~ 1
dn(ry, rg.03) = (T!s) (—xy.22),

¢S(1“-1~2f2-f~“-3)=( : )(-Tlsél"-z}-

1—‘.!:3

Haciendo algunos cilculos puede verificarse que ¢go (6, oqb;,,l)(:rl. x3) = (11, —T2), que ya sabemos
que tienc jacobiano negativo. Por lo tanto, £ no preserva la orientacion y concluimos que el espacio

proyectivo no es una variedad orientable.

O



90

Variedades Diferenciables y Acciones de Grupos Discretos



Capitulo 5

Variedades Riemannianas y Acciones

de Grupos Discretos

Al estudiar variedades con una cstructura diferenciable, como en ¢l capitulo anterior, se¢ puede
estudiar la continuidad y diferenciabilidad de curvas sobre ellas. Sin embargo, no se puede (al menos
de manera inmediata a partir de la estructura diferenciable) estudiar conceptos como longitud o
angulo cntre curvas. En cste capitulo introduciremos una nocion a las variedades suaves que nos
permitira estudiar estos conceptos: la de métrica riemanniana. La Geometria Riemanniana es ¢l
estudio dc las variedades diferenciables dotadas con una métrica riemanniana, llamadas variedades
ricmannianas.

En particular. buscaremos definir una métrica riemanniana en variedades de la forma M/T".
Para esto, primero presentaremos algunos de los conceptos basicos, para después estudiarlos en
variedades cociente. Esto nos permitira estudiar los conceptos de longitud y angulo entre curvas

sobre las variedades cociente que hemos estudiado previamente.

5.1 Variedades Riemannianas

En csta seccion se estudian los conceptos de la geometria riemanniana que se estudiaran en
variedades cociente. Primeramente se presenta la definicion de métrica y variedad riemanniana
con algunos ejemplos. Posteriormente se estudia el conceplo de geodésica, para finalmente hacer
un estudio mas exhaustivo de estos conceptos en el caso particular de §2. Existen otros conceptos
en la geometria riemanniana, como lo es la curvatura. El lector interesado en estudiar esta nocion,
asi como profundizar en el estudio de la geometria riemanniana puede consultar las referencias (2],

[9] ¥ [18].

91
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5.1.1 Meétricas Riemannianas

Para dar una definicion precisa de lo que es una métrica riemanniana, se necesita la nocion de
campo vectorial diferenciable en una variedad. Para definir este concepto se utiliza la variedad

T M construida en la scccion 4.1.4.

Definicién 5.1. Sean M una variedad suave y U un abierto en M. Una funcién diferenciable
X : U — T'M se dice ser un campo vectorial diferenciable en U si para cada p € U, X(p) = (p. X,).
para algiin X, € T, M.

La idea de esta definicion es que se asocie a cada punto p de la variedad A un vector en el
cspacio tangente a M cn p. En este trabajo solamente se presenta lo necesario para poder definir
una meétrica riemanniana. El lector interesado en profundizar en el estudio de campos vectoriales
sobre variedades puede consultar las referencias [2] y [12].

Un ejemplo de campo vectorial diferenciable son los campos vectoriales E; que asocian a cada
punto p de una vecindad coordenada U el vector £;,. Este ejemplo cs de gran importancia, ya que

cualquicr campo vectorial X en U se puede expresar, como
X(p) =Y a(p)Eilp),
i=1

para cad p € U, donde a; : I/ — R. Ademas, X es diferenciable si y solo si a; es diferenciable para
cadas=lyiun

La expresién anterior, junto con la forma que tienen los elementos de la base canénica en T, M
nos permiten pensar cn un campo vectorial como un operador que actia sobre las funciones con

valores reales difcrenciables en M, de manera que para cada f, actia de la siguiente manera:

XN = el p)—

i=1
donde [ = [ o¢. Notemos que X [ también es una funcién diferenciable, lo cual nos permite

considerar las funciones Y (X f) 6 X(Y f). Sin embargo, no podemos asegurar que ¢l operador XY

también sea un campo vectorial. La siguiente proposicion trata este problema.

Proposiciéon 5.1. Sean X y Y campos vectoriales diferenciables en una variedad M. Entonces
existe un tntco campo vectorial Z tal que Zf = (XY — Y X)f para cada funcidn [ : M — R,

diferenciable.

Demostracidn

Sea {(Us.@a)}aeca un atlas coordenado para M y supongamos que en cada carta coordenada, X
y Y tienen las siguientes expresiones:

Zﬂ dzz ¥= Zb?drj

i=1
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Para cada o € 4 y cada funcién f, notamos que

. ~ n a,j‘:_ n (NJ df n S dEf
AYf_XZb- 'YJ-_ Zr ()L,BLJ+,ZI o] 10wy’

i=1 =1 ij=

Usando estas expresiones definimos al campo vectorial Z,, en U, por medio de la ecuacién:

N bqé‘aj*) of
dz; o dz;’

Zof=XYf-YXf= Z (

1,5=1
La ultima expresion asegura ademés que Z, es el Gnico campo vectorial con la propiedad de ser
igual a XY — ¥ X. Esto nos permite definir Z, con ecsta misma propiedad, en toda la variedad M,

ya que si U, NUg # @, entonces Z, = Z;.
]

El campo vectorial Z de la conclusion de la proposicion anterior recibe el nombre de corchete de
X yY y se representa por medio de [X,Y]. Esta operacién permite construir un nuevo campo
vectorial diferenciable, a partir de dos ya dados.

Supongamos ahora que para cada p € M, el espacio T, M esta dotado con un producto interior
gp, s deeir, con una funcién g, : T,M x T,M — R, bilineal, simétrica y positiva definida. Esto

motiva la definicién de métrica riemanniana.

Definicién 5.2. Scan M una variedad diferenciable y g una funcién que a eada p € M le asocie
un producto interior g, en T, M. Diremos que g cs una métrica ricmanniana si dados un abierto
Uen M,y X,Y campos vectoriales diferenciables en U, la funcion g(X. Y)(p) = g,(X (p). Y (p))

es diferenciable.

Notemos que la idea de una métrica riemanniana es asociar a cada punto p de la varicdad M,
un producto interior g, en el espacio T, M de manera que éste varfc suavemente al variar p. Otro
enfoque de lo que es una métrica riemanniana, que es basicamente la misma idea pero utilizando
otro lenguaje matematico (el de tensores), puede encontrarse en la referencia [16] de la bibliografia.

Consideremos las funciones o : /' — R, definidas como
@ij(p) = 9p(Eip, Ejp)-

Las n? funciones a;; se llaman las componentes de g. Considerando las funciones o5, puede darse
una definicion alternativa de métrica riemanniana: una funcién g que asocic a cada punto p en M
un producto interior g, en 1, M y tal que para cualquier carta coordenada U, las funciones a;; son

€%, Cuando se consideran estas mismas funciones dependiendo de coordenadas locales, es decir,
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las funciones a;; 0@, es coman denotarlas por g;;. Estas funciones forman una matriz que ayuda

a calcular el valor de (X, Yy). Si Ay =onBip+--anbupy vy Yp = B1E1p + -+ BnFyp, entonces

g1 t Gin 8
.qp(Xp-. Yp) = [“'1-. ---s(-}n] ; : :
gn1 T Onn 3n

Dadas dos cartas coordenadas (U,¢) v (V.¢) tales que U NV # @, entonces las funciones
gij no tienen la misma expresion en las coordenadas locales de una carta que en las de la otra.
Supongamos que (ry,...,z,) son las coordenadas locales de UV y que (y;....,y,) son las de V.
Supongamos que z; = fi(y1,....yn) y denotamos g;;(x1. ..., n), gij(yl,..,.y.,,_). Si A es la matriz
jacobiana de esta transformacion, entonces

A'(g:5)A = (¢i;):

donde A" denota la transpuesta de A. Una matriz que se transforma de esta manera recibe el
nombre de tensor. La matriz (g;;) sc llama tensor métrico. El concepto de tensor es algo mas
general, pero para nuestros objetivos no cs necesario tratar csta nocion. Un tratamicento del
concepto general de tensor puede encontrarse en la referencia [4] de la bibliografia.

El e¢jemplo mas sencillo de métrica riemanniana puede definirse en R™. El espacio tangente en

cada punto cs isomorfo a R", el cual puede dotarse con ¢l producto interior euclidiano:

(21, s n). (Y10 yn))) = er'yi ;

=1
En este caso, las componentes tienen una expresion muy sencilla, que es a;; = d;;. donde §;; es
P J 7 4 i

la delta de Kronecker. En otras palabras, el tensor métrico es la matriz identidad en cada punto.

Esta métrica rceibe el nombre de métrica cuclidiana.

Definicién 5.3. Sea g una métrica riemanniana. Diremos que g cs localmente cuclidiana si para
cada p € M existe una vecindad coordenada (U.¢) en la cual el tensor métrico cs la matriz
identidad.

También puede definirse una métrica riemanniana por medio de su tensor métrico. Considere-
mos ¢l conjunto

H? = {(z.y): z,y € R,y > 0}.

Notemos que se puede dar facilmente un atlas de una sola carta, que gencra la estructura

diferenciable que hereda de R?. Si ademas lo dotamos con la métrica riemanniana tal que

1
11 = g22 = y—za g1z = g1 =0,
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la variedad resultante sc conoce como plane hiperbdlico, que es cl objeto de estudio en la geometria
de Lobachevsky. Existen distintos modelos para estudiar esta geometria, algunos de los cuales
permiten extender la definicién para H™. Es decir, un espacio hiperbélico de dimension n.

En el caso en el que M es una superficie regular en R?, cada punto tiene un plano tangente, cl
cual posee un producto interior, que es el que determina ¢l producto interior cuclidiano en B?. Es
decir, se consideran los vectores tangentes a la superficie como vectores en B3, Este es el caso que se
trata en la geometria diferencial clasica, donde g recibe el nombre de primera forma fundamental.

Es importante mencionar que el caso de las superficies en R? sc pucde generalizar al caso de
variedades inmersas en R". En particular, el teorema 4.1 nos permite dotar de una estructura

riemanniana a 8. En la seccién 5.1.3 se haran los calculos explicitamente para S2,

Definicién 5.4. Dircmos que la pareja (M, g) es una variedad ricmanniana si M cs una variedad

diferenciable y ¢ una métrica riemanniana en M.

Cuando no haya lugar a confusién, omitiremos la notacién de parcja y nos referiremos a una
variedad riemanniana A sin hacer énfasis en cual es la métrica riemanniana. De acuerdo a la
definicion anterior, (R", g) es una variedad riemanniana, donde g es la métrica riemanniana antes
mencionada para R". También podemos notar que el plano hiperbolico y cualquier superficie
regular en R? son variedades riemannianas.

Una variedad riemanniana es una nueva estructura matcméatica. Al igual que en el caso de
grupos, los homomorfismos son funciones que preservan la estructura algebraica, existen funciones

que preservan la estructura riemanniana, es decir, la métrica.

Definicién 5.5. Scan (M.g) y (N, h) variedades riemannianas y f : M — N un difeomorfismo.

Diremos que f es una isometria si para todo p € M. se cumple:

gp(w.v) = hypy(dfp(u), dfp(v))  VYu,v e T,M.

Definicion 5.6. Scan M y N varicdades ricmannianas y f : M — N una funcion diferenciable.
Diremos que f es una isometria local si cada p € M posee una vecindad U tal que f: U — f(U)
es un difeomorfismo que satisface la condicion de isometria en la definicion anterior.

Es claro que toda isometria cs isometria local en cada punto. También cs claro que todos los
cjemplos de isometrias de R? cstudiados en la scccion 3.2 son también ejemplos de isometrias en
el sentido de la definicién 5.5. En la seccion 5.2 veremos ejemplos de isometrias locales que no son
isometrias (globales).

Una pregunta natural es si existe una variedad diferenciable que no admita ninguna métrica
riemanniana. El siguiente teorema nos dice que en cualquier variedad diferenciable puede definirse

una métrica riemanniana.

Teorema 5.1. Sea M una variedad diferenciable. Entonces es posible definir una métrica

riemanniana en M.
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Demostracion

Consideremos un atlas coordenado {(I/;. @;)}=, de M localmente finito y {f;}72, la particion de
la unidad subordinada a dicho atlas. Definiremos un producto interior ¢* en cada (/;. Sean p € U;
y Xp, Yy € TyM. Denotarcmos por X, Y, a los vectores en R™ con las mismas coordenadas que

X,. Yy, respecto a la base candnica. Definimos entonces
9p(Xp. Yp) = (X, Y7),

donde (-, -) denota al producto interior cuclidiano en R™. Es claro que g' s una métrica riemanniana
en U;. Ahora definimos g, en cada punto p € M como

Ip(Xp, Yp) = Zfa‘ (F).‘?L(Xp-' Yp).
i=1

Notemos que g, estd bien definida, debido a que el atlas que tomamos es localmente finito. Ademas,
es claro que g, es bilineal y simétrica. Para ver que es positiva definida, es suficiente notar que
dado un p fijo existe al menos un j € N tal que f;(p) > 0. Por lo tanto,

.Up'[Xstp) >0,

¥ 9p(Xp. Xp) = 0si y solo si X, = 0, lo que prueba que g, es positiva definida. La propiedad de
diferenciabilidad se sigue directamente de que en cada U;, g;, es una métrica riemanniana y que las

funciones f; son C°°,
O

El teorema anterior, que es una aplicacion més de la existencia de particiones de la unidad, nos
dice que toda variedad diferenciable es en realidad una variedad riemanniana.
La métrica riemanniana cn una variedad M también nos permite definir la longitud de una

curva a : [a,b] — M, con o una funcion C'. Definiremos su longitud como

b
Lo = [ (gato@’@.a©)dt.

donde a’(t) es el vector tangente a la curva a en el punto a(t). Notemos que esta definicion es
muy similar a la de longitud de una curva en R". Ahora debemos ver que esta definicidn no
depende de la parametrizacion de la curva a. En efecto, supongamos que 3 : [c,d] — M es una
reparametrizacion de la curva, es decir, 3 = a o f, donde f : [e.d] — [a,b] es una biycccion
diferenciable. De la definicion de vector tangente a la curva y la regla de la cadena se sigue que

d
3(s) = a'(s}d—‘i.

de donde la longitud de la curva 3 es

d : d .lfll
La= [ (9aio(0') BN s = [ (gao@ (S0’ PN G
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v haciendo el cambio de variable t = f(s), obtenemos que

£ )
by / (Gaey (@ (1), 0 (£))) 2t = L.

La nocion de longitud de curvas en una variedad riemanniana M permite considerar a M como
un espacio métrico, cuando M e¢s conexa. Definimos la funcion d : M x M — R, por medio de la
siguiente ccuacion:

d(p,q) =infL, p.ge M,

donde cl infimo se toma sobre todas las curvas C! que tienen a p como punto inicial y a ¢ como
punto final. Para probar que d es una métrica necesitaremos los siguientes lemas. El primero de
ellos nos dice que el infimo de la definicion siempre se alcanza para curvas en R", mientras que el

segundo nos da desigualdades que scran de utilidad.

Lema 5.1. Sea x : [a.b] — R" una curva C'. Entonces la longitud de x(t), con la métrica

riemanniana usual, es mayor o igual que ||z(b) — x(a)|.

Demaostracidn
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que x(¢) = 0, de manera que basta probar que la
longitud de x(t) es mayor o igual que ||z(b)||. Sea () = A(t)u(t), donde u(t) es un vector unitario
para cada t € [a,b].
Como u(t) es un vector unitario, entonces para cada t, (u(t), u(t)) = 1, de donde (u(t), u’(t)) =
0. Luego,
Iz (0)]* = (2"(8).2"(¢)) = (N (t)u(t) + M)’ (1), X' ()u(t) + At)u'(¢))

2

= (NI + A2 @) = (V1) + (MO I’ @)* = (N(#)*  Vt € [a,b].

'(t)|| = [A(t)] para todo t € [a.b]. Usando esta propiedad y calculando la

/'b N(1)dt

pero como x(a) = 0 € R™, entonces A(a) = 0. Por lo tanto,

Esto implica que

longitud de la curva obtenemos:

= |A(b) = Aa)l,

b ]
/ [l (¢)||dt 2/ [N'(2)|dt >

“ a

b
/ =’ (&)1t > AB) = |l2®)]| = [ 2(b) — =(a)].

a

O

El lema anterior nos dice que la curva de longitud menor en R™ que une a dos puntos es un segmento
de recta. Es decir, que cualquier curva que una a dos puntos en R™ tendré longitud mayor o igual

que la distancia euclidiana entre ellos.
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Lema 5.2. Sean M una variedad diferenciable y (U, ¢) una carta coordenada tal que ¢(p) = 0,
para algin p € M. Consideremos 7 : [a,b] — U une curva de longitud L cuyo punto inicial es p,
su punte final es q y z(t) = (x1(t), ..., z,(t)) denota a lo curva goy en ¢(U). Sia >0 es tal que

B.(0) C ¢(U), entonces para cada v < a exvisten mg, m,, My, M. > 0 tales que

b b
0 < mall6(a)l < e 6ol < L< M, [ Ol < M, [ 12Ol b

Dermostracion
Para probar la dltima propledad que define una métrica, sea p € M y (U, ¢) una vecindad
coordenada tal que ¢(p) = 0 € R". Considercmos las funciones g;; : ¢(U) — R, es decir, las
componentes de la métrica en coordenadas locales. Para cada r < a. definimos el conjunto K.
como

K. ={(@z.a)llzl <rllal =1}, r<a.

Es claro que K, es un compacto de R™ x R"™, pues es cerrado y acotado. Por esta razén, la funcion

1

T 2

flr.a) = Z gij(x)vie;

i.9=1
alcanza su valor maximo M. y su valor minimo m,. en K.. Notemos ademas que f no puede tomar

el valor 0, por lo que
D<me<my < flz.a) <M. <M, V¥(z,a)eK,.

De aqui podemos obtener que si 7 = (/7),.... 3,) € R" tiene norma b # 0, entonces (i, -'g) e K,
para todo x € m por lo que se pueden aplicar las desigualdades anteriores y multiplicar por b.
Luego,

0<meb<mb< f(z,8) < Mb< Myb Yz e B.(0).

Consideremos ahora una curva « : |a,b] — »~*(B,(0)) C U cuyo punto inicial es p y cuyo
punto final es ¢. Denotaremos por @(t) = (z1(t).....,2,(t)) a la curva ¢ oy en ¢(U). No es dilicil
convencerse que la longitud de 5 esta dada por

L

b 7 d5; il 2 b ’
g :[1 "-JX=:1 gi(x(t) =5 —j dt = fﬂ flz(e),z'(t))dt.

Llicgo, por las desigualdades que probamos:

b b b b
0< ma/ 2’ (t)] dt < m,_/ '@l dt <L <M, | |l'(t)]ldt < Ma [ ||2'(t)] at.

a @

Notemos que I: ||z (¢t)|| dt es la longitud de la curva x(t), por lo que es menor o ignal que la longitud

de la recta que unc a ¢(p) = 0 con ¢(q), de donde

b b
0 < ma 6@l < mr [$(@)]l < L < M, / ') de < M, / lla'(t) t,
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lo que concluye la demostracion.

Proposicion 5.2. La funcidn d como se definid es una métrica para M.

Demostracion

Primero probaremos que la funcién d siempre estd bien definida. Para esto bastard probar que
M cs conexa por trayectorias. Como M es variedad, es localmente conexa por trayectorias. Sean
p € M y V, el abierto mas grande que sea conexo por trayectorias y que contiene a p (la unién de

todos ellos). Demostraremos que V,, = M. Supongamos que V, C M y sca

@=J%
q#Ep
de manera que M = P U@, donde P y Q son abicrtos ajenos, lo cual contradice la conexidad de
M. Por lo tanto V,, = M, lo cual prucba que M cs conexa por trayectorias.
De la definicion de d, es claro que d(p.q) > 0 y que d(p, q) = d(q,p) para todo par de puntos
p.q € M. Ademas, para dados tres puntos p.g,7 € M y cada € > 0, existen una curva o de p a g

y una curva 3 de g a r, tales que
L,=d(p.q)+e. Lyg=dlg.r)+e.

Luego, el producto de estas dos trayectorias (como se definid en la seccion 2.2.1) es una curva de

p a1 cuya longitud es L, + L. Por lo tanto,
d(p.7) < Lo + Lg = d(p,q) + d(gq, ) + 2,

lo que implica que d(p,r) < d(p.g) + dlg, ), que es la desigualdad del triangulo.

Supongamos ahora que p # ¢. Entonces ¢ € ¢7'(B,(0)) para algin 0 < r < a. Sea ¢’ = v(c)
el primer punto sobre la curva 7 que no pertenece a ¢~1(B,.(0)), es decir, el primer punto sobre la
curva tal que |[¢(¢")|| = r. Si I/ es la longitud de la curva (¢) con a <t < ¢, entonces L' < L.
Luego, dcl lema 5.2 obtenemos que

O<mar< L' <L,

de donde podemos concluir que d(p. ¢) > 0. Esto prucba que si d(p, ¢) = 0, entonces necesariamente

P = g, que es lo que faltaba probar.
5]

La proposicién anterior nos dice que una métrica riemanniana sobre una variedad diferenciable
M determina una métrica en M, s decir, que una variedad riemanniana puede considerarse como

espacio métrico. HEsta métrica, a su vez, define una topologia en M (la topologia de espacio
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métrico). Si esta nueva topologia no coincide con la que ya tenfa asignada M, entonces el espacio
métrico y la variedad son objetos distintos. La siguiente proposicion nos dice que esto no puede

pasar.
Proposicién 5.3. La tepelogia que define d en M coincide con la topologia que ya tenia asignada.

Demostracidn

Sean p € M y (U, ¢) una carta coordenada tal que ¢(p) = 0. Dada una vecindad V' cualquicra de
p, podemos tomar un abierto contenido en V' lo suficientemente pequefio para que también esté
contenido en U. Entonces existe r > 0 tal que V, = ¢~ 1(B,(0)) c UNV. Veamos que V. conticne
una bola con centro en p y radio € > 0 (con la métrica que definimos en M). En efecto, pues si

€ < muryq€ V., entonces ||@(g)|| < r. Por el lema 5.2, tenemos
0 < mallé(@)|l < Ly,

Luego, m,||é(q)|| < d(p.q) < m,r. de donde concluimos que g € V. y B(p) C V;.
Ahora veamos que dado V, de la misma forma, podemos encontrar una bola de radio ¢ > 0
que conticne a V. En cfecto, si ¢ > Mgr y v : [a,b] — V. es una curva cuyo punto inicial es p y

cuyo punto final es ¢, entonces por el lema 5.2 tenemos

b
lp.a) < Ly < My [ o'
4]

Tomando fnfimo sobre las curvas v, obtenemos que d(p.q) < M,||é(q)]| < Mur < €, de donde

V. € By (p). Esto prucba que la topologia inducida por la métrica y la topologia de M coinciden.
O

Una estructura riemanniana sobre una variedad M permite definir otro concepto geométrico
de gran importancia: el de angulo entre dos curvas. Recordemos que un producto interior en un
espacio vectorial permite definir el angulo entre dos vectores. Dadas dos curvas que se intersectan
en el punto p, definiremos el angulo entre cllas como el angulo entre los vectores tangentes a tales
curvas en el punto p.

Por ultimo, cabe mencionar que si M y N son varicdades riemannianas y f : M — N es una
isometria, entonces para cualquier curva o en M, su longitud y la longitud de f o a coinciden.
Esta es una implicacién directa de la definicién de isometria y de longitud. Por lo tanto, podemos
concluir que f también es isometria con las métricas inducidas por la estructura riemanniana. Esto

es, que si das ¥ dy son tales métricas, entonces

da(p,q) =dn(f(p). f(q)) Vp,ge M.
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5.1.2 Derivada Covariante y Geodésicas

Cuando se estudian espacios vectoriales en algebra lineal, la importancia de dotarlos con un
producto interior es que pucden estudiarse conceptos geométricos, como el angulo entre dos
vectores. En el caso de variedades diferenciables, la existencia de una métria riemanniana permite
también definir conceptos geométricos como angulos o longitud de curvas. En esta seccion nos
centraremos en el estudio del anédlogo de las lineas rectas en una variedad, conocidas como
geodésicas.

Primeramente estudiaremos la diferenciacion de campos vectoriales en una variedad, ya que
esto nos permitird dar una definicién precisa de lo que es una geodésica. Para establecer ideas,
consideremos una superficie S C R?, una curva vy : [0,1] = Sy V : [0. 1] — R® un campo vectorial
sobre la curva 7, tal que para cada ¢ € [0.1), V() € T,)S. El vector %-‘E no necesariamente
pertenece también a 7'(5), por lo que la derivada de campos vectoriales no es una propiedad
intrinseca de S. Sin embargo, la proyeccion ortogonal del vector % si pertenece a T'(S) para cada
i. Este campo vectorial, llamado derivada covariante, serd generalizado a variedades riemannianas.

Para csto considerarcmos lo que es una conexién afin.

Definiciéon 5.7. Scan M una variedad diferenciable y X(M) el conjunto de todos los campos
vectoriales diferenciables en M. Una conexién afin en M es una funcién V : X(M)x X (M) — X(M),

denotada por V(X,Y) = VY, que satisface las siguientes propiedades:
(a) VixqgvZ = fVXxZ +gVy Z
(b) Vx(Y +2)=VxY +VxZ.
() Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y,
para todos X, Y. Z € X(M} y f.g: M — [, funciones diferenciables.
La siguiente proposicion hace mas clara la idea de esta definicion.

Proposicién 5.4. Sea M una variedad diferenciable con una conerion afin V. Entonces para
cada curva diferenciable  : [0,1] — M, erxiste una tinica correspondencia que asocia a cada campo

vectorial V' sobre v otro campo vectorial % sobre v, tal que:
D (v DV DW
() B(fv)=4v + fBL
(c) SiV(t)=Y(y(t)), donde Y € X(M), entonces %": =VyuY.

Demostracion

Sea (I, ¢) una carta coordenada tal que ([0, 1]) NIV # @. Entonces el campo vectorial V puede
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expresarse, para cada t € [0, 1], por medio de la ecuacion

— Zt:f(t)b'f(’}f(t))v

i=1

donde vy, .... v,, son funciones diferenciables con valores reales. Ademas, la curva 4 en coordenadas
locales puede ser expresada como (¢ e 7)(t) = (21 (£). ... zx(E)).

Supongamos que existe la correspondencia de la conclusién de la proposicion. Probaremos que

es la inica que satisface dichas propicdades. Por las propiedades (a) y (b), tenemos entonces que

Z vy py ivj DE,
i=1

Luego, por la propiedad (¢), para cada j = 1.....n

DE; n o oda :
— = Vo B = Vg ao p B = . — VEeE;
i=1
De aqui se sigue que =3~ D I sc puede expresar de la siguiente forma:
DV _ (~du; = d;
T E —v; Vg, Ej.
dt dr ’t?;:: R

Esta tltima expresion muestra que la correspondencia es tinica, ya que necesariamente es la que se
indica. Ademaés, nos permite probar la existencia ya que dentro de la carta coordenada UV podemos
definir % por medio de dicha expresion. Un argumento similar al que se us6é para probar la
existencia en la proposicion 5.1, nos permite extender D V a toda la variedad M.

O

Esta proposicién muestra que la eleccion de una conexion afin en A/ permite definir una derivada
de campos vectoriales sobre curvas, con las propiedades deseables (a) y (b). Esta derivada recibe
¢l nombre de derivada covariante. Esta nocion permite considerar la aceleracion de una curva, asi

como el concepto de paralelismo de campos vectoriales.

Definicién 5.8. Seca M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Un eampo vectorial

V sobre la curva « : [0.1] — M se llama paralelo si 2 = 0 para todo ¢ € [0, 1].
di

El siguiente lema muestra que dado un vector tangente Vp a Al sobre una curva v, sicmpre
existe un campo vectorial paralelo, tal que coincide con ¥y en un punto. Este campo vectorial

recibe el nombre transporte paralelo de Vy a lo largo de «.

Lema 5.3. Sea M una variedad diferenciable con una conexion aftn V. Sean v : [0,1] — M
una curva diferenciable en M y Vg € Ty )M, un vector tangente a M en (to), con to € [0,1].

Entonces existe un tinico campo vectorial paralelo V' sobre la curva v, tal que V(tg) = Va.



5.1 Variedades Riemannianas 103

Demostracion
Primero supongamos que el lema ya fue probado para cl caso en ¢l que ([0, 1]) esta contenido en
una carta coordenada. Entonces para cada ¢y € [0.1]. v([to. t1]) es un compacto. por lo que puede
ser cubierto por una cantidad finita de vecindades coordenadas. Por nuestra hipotesis, V' puede
definirse en cada una de estas vecindades. Como es de manera tnica, estas definiciones coinciden
en las intersecciones, lo cual nos permite extender la definicion a todo [tp, {1].

Sera suficiente entonces probar el lema para el caso cuando (|0, 1]) estd contenido en una carta
coordenada (U, ¢). Supongamos que (¢ o7)(t) = (z1(t),....z,(t)) ¥y que

mn

Vo =Y v)E;(v(to))-

j=1

Buscamos un campo vectorial V' que satisfaga % = 0. 5i en la carta coordenada U, ¢l campo

vectorial V tiene la representacion
T
= E vy Ej,
=1
Dv

entonces la condicion =~ = 0 puede ser reeserita como

n d'{.‘f X T d.'.l?i
Z at LJ + ijz_l WLJVE}EJ' = 0.

k=1

Si ademas, Vg E; =Y ;' :-‘j Ey.. donde las T‘f?- son funciones diferenciables, entonces la condicidn
es
n n
di!k I’J’ll‘?,'
k
G | g~ 0% | g,
2 ot Ly | B
k=1 =1
lo cual es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

EL

vy, P
E"f Z: Fij-lfjﬁzo Wk :11...,:"!,

ij=1
con las condiciones iniciales vx(tp) = vf para £ = 1,...,n. De la teoria de ecuaciones diferenciales
sabemos que la solucion existe y cs tnica. Esto garantiza la existencia y unicidad del campo

vectorial V' buscado.

O

Las funciones l‘fj que aparecieron en esta demostracion se laman sitnbolos de Christoffel y son de
gran utilidad al estudiar una variedad riemanniana. En la geometrfa diferencial clasica se estudian
estas funciones para superficics en R3.

Es importante notar que dada una conexién afin sobre una varicdad, ésta permite hablar sobre el
paralelismo de campos vectoriales sobre curvas, la cual es descable que concuerde con la geometria

que establece la métrica riemanniana en la variedad. Esto motiva la siguiente definicion.
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Definicién 5.9. Seca (M, g) una variedad riemanniana con una conexién afin V. Diremos que V
es compatible con g si para cualesquicra curva 7 : [0, 1] — M, y campos vectoriales V, V' sobre 7,

se tiene que g(V. V') es una funcién constante en ([0, 1]).

De entrada no es claro que en cualquier variedad riemanniana se pueda definir una conexion
afin compatible con su métrica riemanniana. En cfecto, este es un teorema de gran importancia en
la Geometrfa Riemanniana, ¢l cual fue probado por el matematico italiano Tullio Levi-Civita. Para
probarlo, primero necesitaremos un par de caracterizaciones de las conexiones afines compatibles

con una métrica riemanniana.

Lema 5.4. Sea (M,qg) una variedad riemanniana con una conexion afin V. Las siguientes

proposiciones son equivalentes:
(a) V es compatible g.

(b) Para cualesquiera campos vectoriales V. W sobre la curva v : [0,1] — M, se cumple que

£ vt (B i 2
Eg(V,li)—g<df.bi)+g(l. dt),

(¢) Para todos X.Y.Z € X(M), se satisface la ecuacion

Xg(Y, Z) = g(VxY, 2) — g(Y,Vx Z).

Demostracion

Primero probaremos que (a) y (b) son equivalentes. Es claro que (b) implica (a), por lo que
solamente probarcmos que (a) implica (b). Sea { Pi(tp), ... Pa(to)} una base ortonormal de 77,y M,
ty € [0.1]. Por el lema 5.3, se pueden extender los vectores Pi(tp), i = 1,....n, a toda la curva
~ por transporte paralelo. Como V c¢s compatible con g, entonces {F(t), ..., Pa(t)} es una base
ortonormal de 724y M, para todo t € [0, 1]. Luego, podemos representar a los campos vectoriales

V. W como
L "
V=Zl?,;P,—. W'=Zur,-P,-. e L [
=1 =1

donde v; v w; son funciones diferenciables en [0. 1] para cada i. Como P; es paralelo para cada i,

DV
dt

entonces = 0, por lo que

T

DV N dy DW dw;
- = i =N
dl Z dt Fi dl Z di

=1 i=1

Dec cstas expresiones se siguc que

DV DW " /dv; duy; d [ d !
_ o — — — — = — LWy = — V‘ll 4
9(d:‘w)+g(“ dl ) Z}(d{.u‘+ AT ”‘) dl (;”‘) raldid
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lo cual prueba que (a) y (b) son equivalentes. A continuacion probaremos que (a) y (c) también
lo son.
Supongamos que V cs compatible con ¢ y sca v : [0,1] — M una curva diferenciable con

~v(to) = p, to €10,1] ¥ tal que X(p) =+'(to). Entonces

X(p)g(Y.2) = %Q(Y- Z) =9(Vxp)Y-2)(p) + 9(Y, V() Z)(p).

t=tn

Como p es arbitrario, concluimos que (a) implica (¢). Un argumento similar (pero en el sentido

inverso) prucba que (¢) implica (a), lo cual concluye la demostracion.
O

Otra propiedad que puede tener una conexién afin V sobre una variedad diferenciable M es la

de ser simétrica, la cual definimos a continuacion.

Definicién 5.10. Una conexién afin ¥V en una variedad diferenciable M se dice ser simétrica si

para todos X.Y € X (M) sc satisface la ecuacion:
VxY - Vy X =[XY]

Notemos que si una conexion afin V es simétrica, entonces en cualquier carta coordenada (U, @)
se satislace que
Ve E;j — Vg, E; = [E;, Ej] =0,

o equivalentemente, 1"{-“?- = T‘fi para cada 4,7,k = 1,....,n. Esta cs la razon por la que recibe el

nombre de conexién afin simétrica. Ahora ya podemos enunciar y demostrar el siguiente teorema.

Teorcma 5.2. Sea (M, ) una variedad riernanniana. Fntoneces eriste una inica conexion afin V.

simétrica y compalible con g.

Demostracion
Primero supongamos que existe V como en la conclusion del teorema. Por el lema 5.4, para todos

X.Y, Z € X(M) sc satisfacen las ecuaciones:
Xg(Y.Z) = g(VxY.Z) + ¢(Y.VxZ),
Y9(Z. X) = g(Vy Z X) + g(Z.Vy X),
Zg(X,Y)=g(VzXY) 4+ g(X.VzY).
Sumando las primeras dos ecuacioncs, y luego restando la iiltima, obtenemos

Xg(Y,Z2) + Yg(Z, X) = Zg(X.Y) = g([X. Z],Y) + ¢([Y: Z), X) + 9(|X, Y], Z) + 29(Z, Vy X),
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0 equivalentemente,
9(Z2. 9y X) = §{Xg(Y, Z2) + Yg(Z, X) — Zg(X,Y) — g([X. Z],Y) — g([V. Z], X) — g([X. Y], Z)}.

Esta tltima expresién muestra que V estd determinada de manera anica por g. Esto prucba que
si V existe, entonces debe ser anica (la que tenga esa expresion). Ademas, esta misma ecuacion
(llamada férmula de Koszul) nos permite definir V en general: que satisfaga tal formula. Se puede
verificar mediante algunos cilculos que de tal forma V esta bien definida y satisface las propiedades

descadas.

Hemos probado que dada una variedad ricimanniana, siempre existe una inica conexién afin con las
propiedades mencionadas., Esta conexion recibe cl nombre de conezidn riemanniana de M. Como
¢sta sc deriva de la estructura riemanniana, serd la conexién afin que consideraremos de aqui en
adelante. Como una consecuencia de este teorema, tenemos que los simbolos de Christotiel en una

carta coordenada (U, ¢) dependen solamente de los coeficientes ¢;; en U.

Corolario 5.1. Sean (M.g) una variedad riemanniana y (U,¢) una carta coordenada con
coordenadas locales (xy,....x,). Si (9") denota la matriz inversa de (gi;), entonces para cada

i,5,m=1,...n, se cumple la ecuacion:

o] a
m — kan
= Z (d Jik T d .. Ik — axkyu) g

Demostracidn
Sean Kj.....F, los campos vectoriales candnicos asociados a la carta coordenada (U, 0), es decir
E; = -52—‘ Sabemos que [E;. B;] = 0 y que g(E;. ;) = g,;, para todos los indices i, j. Por lo tanto,

usando la ultima ccuacién de la demostracion del teorema 5.2, obtenemos
ZI‘ A B B
— ij9ik = oz, 95k an Gk DTk Gij | -

La parte izquicrda puede escribirse como un producto de matriz por vector, de la siguiente manera:

g1 tam Jin
[T 1]
Gn1 TR Gnn

y multiplicando por la matriz (g/) por el lado derecho, se obtiene la conclusion del corolario.
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El desarrollo que hemos hecho hasta ahora en esta seccién ha sido inicamente para poder dar
una definicion precisa de lo que es una geodésica. Intuitivamente, se trata de una curva cuya
aceleracion es 0. Recordemos que el concepto de aceleracion lo da una conexion afin, para lo cual

considerarcmos la conexion riemanniana.

Definicion 5.11. Sean M una variedad riemanniana y v : [a,b] — M una curva difcrenciable.

Diremos que 7 es una geodésica si 2 (+/(t)) = 0 para todo ¢ € [a, b].

Nuestro objetivo ahora scra encontrar ecuaciones que nos faciliten estudiar la existencia de
geodésicas en una variedad riemanniana. Sea (U,¢) una vecindad coordenada de «(tp), con
tg € [a.b] y supongamos que (¢ ov)(¢) = (x1(1), ... 2, (1)). Entonces

T
dir;
)= —F;.
¥'(1) 7 b

i=1
Recordando la expresion que obtuvimos en la demostracién del lema 5.3 para % = (), la condicion

L{(+4'(t)) puede ser reescrita como
iy 4 "
d?x;. dz; dx;
S rt——L | Ey =0,
E d? ”Z_I S @ |7V

o cquivalentemente, como el sistema de ccuaciones diferenciales:

2 TN /A
' [—— =0 ¥Yk=1Ll.n
ar _; VAL dl i

Notamos que es un sistema de n ecuaciones de scgundo orden, por lo que dadas las condicioncs
iniciales xx (o) ¥ d—;}(tg} para k = 1....,n, podemos asegurar (al menos localmente) la existencia
y unicidad de la solucion v por lo tanto, la existencia y unicidad de una geodésica. Es decir, que
si escogemos un punto y una velocidad, existe una nica geodésica que pasa por dicho punto con
dicha velocidad.

Es facil notar que las geodésicas en R™ son las rectas. Esto es claro, ya que son las curvas con
aceleracion 0. Esto nos permite hacer la analogia con una variedad riemanniana, de manera que
en ocasiones las geodésicas en una variedad reciben el nombre de rectas en dicha variedad.

IEn la geometria diferencial clasica se estudian las geodésicas de superficies en R3. La definicion
de geodésica que hemos dado es equivalente a cualquicra de las que pueden darse para superficies.
En tal caso sc obtienen distintos ejemplos, como las geodésicas en la esfera §2, que son los circulos
de radio maximo. En la siguicnte scccion se calcularan las geodésicas en la variedad S%, mientras
que en la seccién 5.2 estudiaremos méas ejemplos de geodésicas. En la referencia [8] de la bibliografia
pueden encontrarse el calculo de las geodésicas en otros ejemplos de variedades con ilustraciones
geométricas.

Las geodésicas pueden ser caracterizadas como las curvas de menor longitud que unen a dos
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puntos dados (al menos localmente). La demostracion de este hecho requiere un desarrollo mucho
mas exhaustivo de las propiedades de las geodésicas, ¢l cual se aleja del objetivo de cste trabajo.
Las referencias [3| y [18] de la bibliografia presentan este desarrollo, asi como otras propiedades de

importancia en cl estudio de geodésicas.

5.1.3 Geodésicas en S?

Como ya sc ha mencionado, puede utilizarse la estructura de R™! para dotar a §" con una
métrica riemanniana. En esta scccién haremos los calculos para el caso n = 2. Consideremos
el atlas coordenado para §2 que se dié en la seccion 4.1.1. Consideraremos las cartas U =
$? N {(z1.22,23) : 73 > 0)}, U = S2 N {(z1.22.73) : 72 > 0}, con sus respectivas funciones

coordcnadas

@3y, T2, 13) = (Ur. ua) = (21, T2). @;1(H1"IJ.2) = (H},Hg. V11— ui- @r.%) 4
qﬁg(r.] . Iy, Ig) = (1!1,‘{-'2) = (Lt:l,:,[,‘g). G')El(l.'l.'l.fg) = (T-’h v/ 1- Uf == 'U.g. TJ;) 5

Las curvas coordenadas en cada punto (u;. 1) € ¢3(Us ) son a(t) = (uy. ug+t) y 5(t) = (wy+t.ug).

Luego,

at) = (¢3' ca)(t) = (T.‘.l + 1. ua, \/l — (ug +1)* — u%) ;

5((.) = (¢3' 0 O)(t) = (ul._uz + ¢ \/1 —uf — (u2 + t)z) :

Calculando los vectores tangentes en R? a las curvas & y # en ¢t = 0, obtenemos una base para el

espacio tangente a S% en ¢; ' (ug, uz). Estos vectores son
Ey=(10-u(1-u2—ud)"%), E;=(0,1—up(l —u—ul)3).

Por lo tanto, podemos calcular el tensor métrico en el punto con coordenadas locales (uj. ua), que

es la matriz (g;;), cuyas entradas son:

2 . 2

uy Uqla us
gu=l+——=——=. gz=gun=7—5 5. Ggn=l+—F—7"s.
1—uf—u3’ 1—u}—ud 1 —u? —u

Un calculo similar muestra que el tensor métrico en coordenadas (v1,v2) cs la matriz (g;;) cuyas

entradas son:
0 | 2
it (15
! ! !
’ = = —. Gog = I+ —
3 12 =90 = 7_ R 22 1— 02 — 02

1 . . . .
Notemos que (u1.uz) = (1. (1 —v§ — v3)2), por lo que la matriz jacobiana de la transformacion

de coordenadas es
) 0

i k)

(1—v2—u3)2 (1-v-vd)2

A=
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Haciendo calculos y usando la férmula para la transformacion de coordenadas, es facil obscrvar

que sc satisface la ccuacion
A'(9i5)A = (9i5)-

lo que concuerda con la férmula de cambio de coordenadas que obtuvimos en la seccién 5.1.1. De
manera similar se pueden hacer todos los cambios de coordenadas posibles.

Una vez calculado el tensor métrico en cada carta coordenada, pueden calcularse las ecuaciones
para geodésicas. Sin embargo, las ecuaciones para geodésicas usando el sistema de coordenadas que
hemos usado son ccuaciones de grado superior a 2, lo cual las vuelve muy complicadas de resolver.
Lo que se hace normalmente es considerar coordenadas esféricas en R? en lugar de coordenadas
cartesianas. Desde lucgo que para esto se considera un atlas diferente, el cual puede reducirse
hasta solamente dos cartas. Consideremos ¢l abierto en el plano

o(U) = (0,m) x (0, 27),

y la funcion ¢~ (u,v) = ( sen wcoswv. sen v sen u,cosu). Es claro que el abierto U cs §? menos un
semicirculo, de manera que se puede construir otra carta (V.1), de manera similar, de tal forma
que 82 =UUV.

Utilizando coordenadas estéricas, es facil verificar que la base para el espacio tangente en el

punto ¢~ (u, ) estd dada por los vectores
Ey = (cosucosv, sen veosu, — sen u).  Ey = (— sen u sen u, cos ¢ sen wu, 0).

De aqui que el tensor métrico en ¢l punto con coordenadas locales (u.v) es la matriz (g;;) cuyas
entradas son:

gn=1 gi2=g21=0, ga= sen’u.

Luego, es facil calcular su inversa, que es la matriz (g"j), cuyas cntradas son:
gn o 1 912 au QEI :U g').'2 = 1
’ : ? sen?u’
Una vez calculadas las matrices (¢i;) ¥ (¢%7). podemos calcular con facilidad los simbolos de
Christoffel, de acuerdo a la formula del corolario 5.1. Se obtiene:

1
tanu’

-1 2 1 1 2 2 1 1 o 2N 25
My =T7 =Tp=03 =T5 =T3 =0 Typ=-3sm2u Ij=

Por lo tauto, las ecuaciones para geodésicas son:

d®u 1 (dtf

darr 2 \dt

2
) sen 2u = (.
d*v  dudv

HI-E- +E§C0tu = (.
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Busquemos primero las geodésicas que salen del polo norte. Es decir, que una de las condiciones
iniciales cs (u(0),v(0)) = (0,vp), para alguna constante vg. En este caso, una solucion es u = t +uy,
v = vp. Esto significa que la curva ~(¢) = ¢~ (u(t), v(t)) es un eirculo de radio maximo. Méas ann,
cualquicr punto puede considerarse como el polo norte, por lo que podemos concluir que todas
las geodésicas son circulos de radio maximo (sélo tiene que aplicarse una transformacion para que
dado un punto y un vector velocidad, éstos se transformen a las condiciones para los cuales ya se

resolvio el problema).

5.2 Estructuras Riemannianas y Geodésicas en Variedades

Cociente

En esta sccciéon estudiaremos los conceptos de la seccidén anterior (métricas riemannianas y
geodésicas) en variedades de la forma M /T, donde M cs una variedad riemanuiana v I' es un grupo
que actia libre, propia y discontinuamente sobre M. Primeramente veremos bajo qué condiciones
la variedad cociente hereda una meétrica riemanniana natural de la de M para posteriormente
estudiar como obtener geodésicas en M /T a partir de las geodésicas en M.

Recordemos que cn ¢l capitulo 2 pudimos construir un nuevo cspacio topolégico a partir de
uno dado, mediante la accion de un grupo por medio de homeomorfismos. En el capitulo 4
pudimos hacer lo mismo con variedades diferenciables mediante la accién de un grupo por medio de
difeomorfismos. En ambos casos lo que se hace es preservar la estructura que se pretende definir.
Es de esperarse entonces que para construir una nueva variedad riemanniana de la misma manera,

deba hacerse mediante la accion de un grupo por medio de isometrias.

Definicién 5.12. Scan (M, g) una variedad ricmanniana y I' un grupo que acttia sobre M. Si

para cada i € I' la funcion @ cs una isometria, diremos que g es I'-invariante.

El nombre ['-invariante se debe a que la métrica es preservada por la accion, lo cual es muy
natural. Esta es la tnica condicién extra que sc necesita para la accién de I' sobre M para poder
definir una métrica riemanniana de manera natural en la variedad M/T, tal y como lo indica cl

siguiente tcorema.

Teorema 5.3. Sean (M, g) una variedad riemanniana y ' un grupo discreto que actia libre, propia
y discontinuamente de manera gue g es I'-invariante. Entonces M=M /1" hereda una métrica

riemmaniana § tal que la proyeccidn natural @ es una isometria local.

Demostracion
Por ¢l teorema 4.5, sabemos que M posee una tinica estructura diferenciable tal que la proyeceion
natural 7 : M — M c¢s un recubrimiento, Vercmos que existe solamente una métrica riemanniana

G en M tal que 7 es ademas una isometria local.
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Scap=Tpe M Y u,veE Tﬁﬁ . Definiremos g(u. v) de la siguiente manera:

ﬁﬁ(“:“):yp((dﬁp}_ (u), d‘l‘;, (1))

Notemos que esta definicion no depende del representante p de p. En efecto, como g es I™-invariante,
si m(p1) = w(pa) = P, entonces existe h € I" tal que 0,(p;) = pa. Sean Uy y U vecindades de
p1 ¥ pz respectivamente, tales que 7|y, v 7|y, son difeomorfismos sobre su imagen. Denotaremos
por dm; al diferencial de 7y, en py y por dm; al de 7y, en pe. Usando la definicion de diferencial
de un difeomorfismo. no es dificil convencerse que (dtly) o (dmy)~! = (dmy)~". Lucgo, como @y es

isometria, sc sigue que

Ipy ((dm1) " (u), (dmy) 7 (V) = gpy (dB((dm1) " (). dOn((dmr) 7 (0))) = Gpa ((dm2) ™" (u), (dma) " (v),

lo cual prucba que g esta bien definida.

Como dmy y dms son funciones C°°, se sigue directamente también que g varia de manera suave
al variar p. Por lo tanto, § es una métrica ricmanniana para M. Para ver que con esta métrica la
proyeccién natural 7 resulta ser una isometria local, es suficiente considerar la vecindad donde es

un difeomorfismo. Usando la notacién en el parrafo anterior, tenemos que para cada u,v € 1T, M,

i (0. 0) = gp, ((dmy) ™ (dmy (w)), (dm1) ™' (dma(v))) = Gp(dmi (u). dmy (v))
lo cual concluye la demostracion del teorema.
O

Notcmos que la métrica que hereda la variedad cociente en ¢l teorema anterior es localmente la
misma que tiene la variedad recubridora. Esto nos hace darle especial importancia al caso cuando
la variedad M = R", el espacio euclidiano. En este caso, la variedad M posee una métrica

riemanniana localmente cuclidiana. El siguiente corolario muestra ejemplos de esto.

Corolario 5.2. El cilindro, la banda de Mdabius, el toro y la botella de Klein poseen una métrica

riemanniana localmente euclhidiana.

Demaostracion

Serd suficiente verificar que las acciones que definen a estas variedades son por medio de isometrias.
Dc esta mancra podremos aplicar ¢l teorema 5.3. En efecto, notemos que para el cilindro y el toro,
¢l diferencial de #, estd dado por

dop(x,y) = (r,y),

para cada h € I, Como cn cada punto, cl espacio tangente es R? con cl producto interior euclidiano,
es claro que la métrica se conserva y por lo tanto, @, es una isometria. En el caso de la banda de
Mébius y la botella de Klein, para algunos h € I', la expresion de d), scra la misma que para cl

cilindro y el toro, mientras que para otros sera

dgh (I-. .T)‘J' = (.’C, _y)‘
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En cualquier caso, la métrica se conserva y concluimos que la banda de Mébius y la botella de
Klein también sc obtienen mediante isometrias. Por lo tanto, heredan una métrica ricmanniana

que localmente es ignal a la de R?, es decir, localmente euclidiana.
O

Ahora veremos cémo pueden encontrarse las geodésicas en la variedad M=M /I', conociendo
las geodésicas en M. Lo més natural es que las geodésicas en M resulten ser las proyecciones bajo
w de las geodésicas en M. Consideremos una variedad riemanniana (M, g) y un grupo I' que actia
libre, propia y discontinuamente sobre M, de manera que g es I[-invariante., Tenemos el siguiente

teorema.

Teorema 5.4. Sea 7 una geodésica en M=M /1. Entonces existe una geodésica v en M tal que

4 =mo~y. Ademds, si~ es una geodésica en M, entonces oy es una geodésica en M.

Demeostracion
Recordemos que una curva (¢}, que tiene coordenadas locales (z,(t), ..., z,,()). es una geodésica

si y sblo si se satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

2. n 7 :
d -{-L-. + z ["".dﬁ'_fﬂ =0 VYe=1,...n

Ademas, sabemos que localmente M y M tienen las mismas coordenadas locales, de manera que
las ccuaciones para geodésicas son las mismas en M y M son las mismas, excepto quiza por
los sfimbolos de Christoffel. Sin embargo. por el corolario 5.1, éstos dependen tunicamente de la
métrica riemanniana, la cual es localmente la misma en M y en M. Por lo tanto, las ccuaciones
para geodésicas son las mismas en M y en M. Esto significa que si v es una geodésica en M,
entonces T o7y es una geodésica en M. mientras que si 5 es una geodésica en ﬁ, entonces 'rr{]l(:[)

es una geodésica en M, donde U es un abierto en ¢l cual 7 es una isometria.
O

El teorema anterior nos permitirad estudiar las geodésicas en el cilindro, la banda de Mébius, el
toro, la botella de Klein y el espacio proyectivo. Cada uno de estos espacios presenta distintos
tipos de geodésicas, algunas de las cuales tienen caracteristicas distintas a las del plano cuclidiano
(globalmente).

Lo primero que hay que notar es que el tcorema 5.4 es valido localmente. Es decir, que
localmente las geodésicas de M tienen las mismas propicdades que las de M. En particular, para
¢l caso del cilindro, banda de Mobius, toro y botclla de Klein, las geodésicas son la imagen bajo
la proyeccion natural de los segmentos de recta contenidos en el abierto adecuado de R? (cuando
se considera con la métrica cuclidiana). Sin embargo, cualquier segmento cerrado y acotado puede

ser cubierto con una cantidad finita de estos abiertos en R?, de mancra que la imagen de cualquier
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segmento de recta cs una geodésica en M. Ademas. la longitud se preserva. En la siguiente seccién
estudiaremos las imagenes de rectas bajo la proyeeccion natural en todos estos casos, asi como las

geodésicas en cl espacio proyectivo.

5.3 Ejemplos

En la seccion anterior demostramos que el cilindro, la banda de Maébius, el toro y la botella
de Klein poseen una métrica localmente euclidiana. Es importante notar que esta proposicion
se obtuvo considerando a R? con la métrica cuclidiana. Sin embargo, si consideraramos a esta
variedad con otra métrica (no necesariamente la euclidiana), entonces las respectivas variedades
cociente heredarian una métrica distinta. A continuacion presentamos un estudio sobre las posibles
métricas riemannianas en cada uno de estos ejemplos, asi como de sus geodésicas.

Supongamos que R? estd dotado con una métrica ricmanniana cuyo tensor métrico es la matriz
(9:;). Para que csta mdétrica genere una métrica riemanniana en la variedad cociente, debe ser
I'-invariante. Esto puede traducirse al lenguaje del tensor métrico como la condicién

AY(gi;(On(z1, 22))) A = (gig(z1,22)) VheT.

donde A es la matriz jacobiana de #,. Mas atin, siI” es generado por un conjunto S, es suficiente que
sc satisfaga la condicion para cada h € §. Esto es claro, ya que si se satisface para los generadores

se satisface para cualquier elemento de I'.

5.3.1 Cilindro

Para el caso del cilindro, sabemos que I' = Z = (1} y que &1 (z1.x2) = (z1 + 1, z2), por lo que su
matriz jacobiana es la matriz identidad. Luego, para que (g;;) genere una métrica riemanniana en

¢l cilindro, s necesario que

gri(zy +1,x2) q1a(z1 + 1, 22) g11(z1.22) g12(71-2)

gar(xr +1,202)  gaa(a1 + 1, 22) g21(x1.22)  goo(21.T2)
Es decir, necesitamos que las funciones g;; sean periadicas en la primer componente (con periodo
1) para cada i, j = 1, 2. Es claro que la métrica euclidiana satisface esta condicion.

Ahora veamos como son las geodésicas en el cilindro cuando se considera la métrica euclidiana
en R%. Ya sc ha mencionado que las geodésicas en el cilindro son las proyecciones de rectas en el
plano cuclidiano localmente. Sin embargo, cuando se estudian de manera global, estas propiedades
pueden no conservarse.

Primeramente notemos que hay tres tipos de rectas en R? que ticnen imagencs esencialmente
distintas bajo la proyeccién natural. El primer caso son las rectas paralelas al eje z. que bajo la
proyeccion natural forman circulos alrededor del cilindro, La siguiente figura muestra cémo se ven

estas rectas en la regién fundamental, seguido de como se ven en el cilindro.
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el

El segundo caso son las rectas que no son paralelas a ningin eje, que bajo la proyeccion natural
forman hélices sobre el cilindro. La siguiente figura muestra una de estas rectas sobre el plano
marcado por distintas regiones fundamentales, seguido de como se ve tal recta en una de ellas y

finalmente como se ve sobre el cilindro.

§
Pz
2 3

Mz Mg mﬂ m? m: ma mf

El dltimo caso son las rectas que son paralelas al ¢je ¢, que bajo la proyeceién natural forman cur-
vas que recorren el cilindro a todo su largo. La siguiente figura muestra los tres tipos de geodésicas

que pueden formarse en el cilindro.

)

Es importantc scrialar algunas diferencias que ticnen las geodésicas en el cilindro con las del plano
cuclidiano a nivel global. Una primer diferencia es que dados dos puntos en el cilindro, puede
haber més de una geodésica que pasa por ellos. Por ejemplo, los puntos 7(0,0) y #(1,1) pueden
ser unidos por m(L) y w(L’'), donde L cs la recta y = & y L’ es la recta > = 1. Este mismo ejemplo
sirve para notar que dos geodésicas pueden intersectarse en més de un punto.

Otra diferencia es que hay geodésicas de longitud finita y de longitud infinita. Un ejemplo de
longitud finita es 7(L), donde L es cualquicr recta paralcla al eje z, mientras que un ejemplo de

longitud infinita es w(L'), donde L' ¢s cualquier recta paralela al cje .
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5.3.2 Banda de Madobius

En el caso de la banda de Mobius, también ' = Z = (1), pero en este caso ¢4 (1, x2) = (r1+1, —ra).

Por lo tanto, la matriz jacoblana J; de ¢; es

1 0
J.:[ ]
0 =

Lucgo, haciendo la multiplicacion de matrices obtenemos que la condicion para que (g;;) genere

una métrica riemanniana en la banda de Mobius ¢s

gu(zr +1,—x2) —g12(z1 +1,—x2) | _ | gulz1,x2) g12(z1, x2)
—ga1(x1 + 1, —x2) g22(w1 + 1, —z3) ga1(x1,22)  goo(@1, T2)

Entonces es necesario que para cada punto (zq.x2) € R? se satisfagan las condiciones gii(z1 +
1. —x3) = gul(z1.72), 7 = 1.2, y giz2(71 + L. 22) = —gi2(z1.22). Nucvamente, es claro que la
métrica cuclidiana satisface estas condiciones.

En el caso del cilindro, podiamos visualizar facilmente los tipos de geodésicas, ya que esta
varicdad puede representarse facilmente en un dibujo plano. Esto no es asi para el caso de la
banda de Mdbius, aunque si pucden cnunciarse algunas de sus caracteristicas que las diferencian
de las rectas cn ¢l plano euclidiano.

Sean L larecta y = —2x + 1 y L la recta y = 2x + 1, en el plano cuclidiano R?. No es dificil

notar que L es la imagen de L' bajo v € T, donde
v(z.y) = (z+1.—y) VY(z,y) e R2

Esto implica que (L) = (L), pero esa igualdad no se da punto a punto, lo que significa que
L= 7(L) se intersecta a si misma. En el plano euclidiano, ninguna recta se intersecta a sf misma,
por lo que esto ¢s una diferencia importante.

Al igual que en el caso del cilindro, podremos encontrar imigenes (bajo 7) de rectas que tienen
longitud finita. Por ejemplo, si L es la recta y = 0, es claro que w(L) es una curva que da una
vuelta a la banda de Mdbius. Esto puede visnalizarse, por ejemplo, en un modelo de papel de la
banda de Mébius. Mas atin, cualquier otra geodésica periddica en la banda de Mébius tiene el
doble de longitud que w(L). En efecto, pues las anicas geodésicas cerradas son las imagenes bajo
de las rectas paralelas al eje @, que en la region fundamental se ven como dos segmentos paralelos

al ¢je x, cada uno de longitud 1.

5.3.3 Toro

Recordemos ahora que ¢l toro se construye mediante la accién de Z x Z, donde 6p,1)(x1,72) =
(21 +1.22) y 01 0y(®1, x2) = (r1, 22+ 1). Es claro que el primer gencrador es ¢l mismo que para cl

cilindro, por lo que para generar una métrica riemanniana en cl toro es necesario que las funciones
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gi; sean perfodicas en la primer componente con periodo 1. Un céileulo sencillo muestra que la

condicion adicional cs

gu(ri,ae+1)  g(en,ee+1) || gulen,ee) g2, xe)

ga1 (1.0 + 1) goa(®1, w2 + 1) o1 (e, 9) gaa(ry, )
Es decir, para que una métrica riemanniana en R? cuyo tensor métrico es (g; ;) genere una métrica
riemanniana en el toro es necesario que las funciones g;; sean periodicas en ambas componentes
con periodo 1. Es claro que la métrica euclidiana satisface estas condiciones.

Al igual que cn el caso del cilindro, y a diferencia de la banda de Mabius, el toro si puede
representarse facilmente en un dibujo plano. Las geodésicas mas sencillas en el toro son aquellas que
son iméagenes (bajo la proyeecion natural) de rectas horizontales o verticales en el plano euclidiano.
En la siguiente figura se muestra una geodésica- que proviene de una recta horizontal (izquierda) y

una que provicne de una recta vertical (derecha).

Puede resultar interesante que se pueden encontrar geodésicas de longitud tan grande como
se desee. DBasta notar que la imagen bajo w de una recta que pasa por el origen con pendiente
racional es periddica, ya que pasard por algiin punto con coordenadas enteras. Si la pendiente de
dicha recta es f,_. donde p y ¢ son primos relativos, entonces no hay ningin punto con coordenadas
enteras entre (0.0) y (¢, p) sobre la recta. Luego, p v ¢ pueden escogerse de manera que la longtiud
del segmento que unc a (0,0) y (g, p) sca tan grande como se desee y por lo tanto, su imagen bajo
m también la tendra. Esto se ilustra en la siguiente fizura, donde se muestra cdmo se ve una de

estas rectas en la region fundamental y su imagen eu ¢l toro.

Un altimo caso es la imagen bajo # de rectas con pendinete irracional que pasan por el origen.
Es claro que estas rectas no pasan por ningin punto con coordenadas enteras, de manera que su
imagen bajo 7 no es periddica, lo que significa que tendr4 longitud infinita. La siguiente figura

muestra como se veria en la region fundamental. En el toro seria una curva que le da una infinidad
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de vueltas al toro por distintas partes, de manera que quede cubierto de la misma manera que la

region fundamental.

5.3.4 Botella de Klein

La botella de Klein se construyé utilizando la accién de I' = (u, v|uvu~™'v = €) sobre R?, donde
GU(II.I.Q) = (:1'-1 +1, —Ig)._

Oy (1, 2) = (21,22 + 1),

Es claro entonces que la condicién que impone el generador u es la misma que para la banda de
Mgébius, mientras que la del generador v cs la de ser periddica en la segunda componcente con
periodo 1 (como en el caso del toro). Por lo tanto, las condiciones para la métrica en R? para que

genere una métrica en la botella de Klein son
gii(z1 + 1, —x2) = gis(z1,72), i=1,2,

gi2(xy + 1, 22) = —g12(x1. 22),
Gij(z1, 22 + 1) = gij(T1. 22).

Ademas, ya sabemos que la métrica cuclidiana satisface todas estas condiciones.

Los primeros ejemplos de geodésicas en la botella de Klein son las imagenes bajo 7 de rectas
horizontales y verticales. En la seccion 2.1.2, donde se presenta la figura de la construccion de la
botella de Ilein se presentan también estas curvas. Al igual que en el caso del toro, se pueden
obtener geodésicas de longitud tan grande como se quiera y de longitud infinita (mediante un

procedimiento similar al usado cn el toro).

5.3.5 Espacio Proyectivo

El caso del espacio provectivo es un poco mas delicado que los anteriores, ya que conocemos
distintos atlas para $%. Calculamos cl tensor métrico para dos atlas distintos en la seccién 5.1.3.
Sin embargo, el primero de ellos presenta el problema que cualquier carta no contiene a dos puntos
distintos de la misma orbita. Por esta razon consideraremos coordenadas esféricas.

Recordemos que cl espacio proyectivo sc construye mediante la aceién de Z; = {0,1} sobre

§?, por lo que debemos estudiar la accion de 1 sobre un punto con coordenadas locales (u,v) en
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$2. Recordemos 0 (x) es la antipoda de x en §2, por lo que si z = (u,v) en coordenadas locales,
entonces ¢ (u, v) = (u+ F, v+m), donde las sumas se toman médulo 7 en la primera componente y
moédulo 27 en la segunda. Luego, la matriz jacobiana de esta transformacién es la matriz identidad,

por lo que para obtener una métrica riemanniana en el espacio proyectivo, es necesario que

mu+3o+m)  ga(u+
ga(u+Fu+m)  gao(u+

vt || gna(uv) g12(u, )
U+ T) ga1(uw,v)  gea(u,v)

rald w2l

Es decir, que las funciones g;; sean periédicas de periodo § en la primera componente y de periodo
m en la segunda. Es claro que el tensor métrico que caleulamos en la seccion 5.1.3 satisface estas
condiciones. '

Para estudiar las geodésicas en el espacio proyectivo, recordemos que las geodésicas en §? son
los eirculos de radio maximo parametrizados respecto a la longitud de arco. Esto significa que
7t + 7) = —7(t), donde 7 es una geodésica en §2, pero como p(—y(i)) = p(7(t)) para todo
t, donde p es la proyeccion natural, entonces podemos concluir que las geodésicas en ¢l espacio

proycctivo son periodicas con periodo .

5.4 Relacion con el Teorema de Killing-Hopf

En el capitulo 3 sc enuncié y demostréd cl teorema de Killing-Hopf sin necesidad de introducir

herramientas o conceptos de la geometria riemanniana. Sin cmbargo, cste teorema tiene una

estrecha relacion con ella y, mas particularmente, con los resultados obtenidos en este capitulo.
Primeramente podemos notar que la métrica euclidiana, que definimos en la seccion 3.2, por

medio de la ecuacion

d((e1, 1), (72,92)) = V(22 — 1) + (¥2 — ).

estd inducida por la métrica ricmanniana usual en R?. Lo mismo pasa con el concepto de isometria
de R2. Se definen como funciones que preserven la métrica euclidiana. aunque es equivalente a
definirlas como que preserven la métrica riemanniana en cada punto.

En la scccion 3.3.1 se dotd a las superficies de la forma R?/I" con una métrica D. Para esto
se utilizo que la accion de 1" sobre R? cra libre, propia y discontinua, pero que ademés para cada
h € I', la funcién 0, es una isometria de R2. Estas son las mismas propiedades que se utilizaron
en oste capitulo para dotarlos con una métrica ricmanniana. En ambos casos la métrica resultd
ser localmente cuclidiana. Esto no cs casualidad, ya que en realidad la métrica ) es la que induce
la métrica riemanniana. Notemos que la métrica D es localmente euclidiana en vecindades que
se obticnen usando la propiedad de discontinuidad de la accion de T sobre R?, mientras que esta
misma propiedad se usa para dar la estructura diferenciable y la métrica riemanniana que resulta

ser localmente euclidiana en estas vecindades.
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Una vez que se prucha que las superficics de la forma R?/T son localmente euclidianas, en la
seccion 3.3.1, se utiliza esta propiedad para definir los conceptos de longitud y dngulo en estas
superficies. Es claro que estas definiciones, que utilizan la isometria local con el plano euclidiano
son equivalentes a las de la seccion 5.1.1, las cuales se hacen por medio de una métrica riemanniana.
En otras palabras, la nocién de longitud y dngulo que se trabajo en el capitulo 3 son las nociones
riemannianas.

En la misma seccion 3.3.1 se prob6 que la topologia que define la métrica D sobre una superficie
de la forma R?/T" coincide con la topologfa cociente. Esto no es mas que un caso particular
de la proposicién 5.3, yva que la métrica D es en realidad la métrica inducida por la estructura
riemanniana.

Otro concepto que se definié sobre las superficies de la forma R?/I' aprovechando la isometria
local con R? es el de segmento de recta. Se definieron simplemente como la imagen bajo la
proyeceion natural de segmentos de recta en R?, Por el teorema 5.4, la nocién de recta que se
utilizé en el capitulo 3 es la de geodésica.

Continuando con el uso de las geodésicas en el capitulo 3, en la seccion 3.3.2 se definio la
funcién lapiz p : R? — S, donde S es una superficie localmente euclidiana, completa y conexa
por trayectorias. Esta funcién fue de gran utilidad para construir un grupo I' tal que § se
representara como R?/T. Al definir esta funcion se utiliza fuertemente la completez de la superficie
S, prolongando segmentos de recta tanto como sca necesario. Esto es, prolongando geodésicas tanto
como sc desee. Esto no puede hacerse en general en una variedad riemanniana. Una variedad con
tal propiedad es llamada geodésicamente completa. En primera instancia es dificil determinar
si completez geodésica y completez como espacio métrico son cquivalentes. El teorema de Hopf-
Rinow, que es de gran importancia en la geometria riemanniana, establece que, en efecto, completez
geodésica y completez como espacio métrico son equivalentes. La demostracién de este teorema
es larga v se sale de los objetivos de este trabajo, por lo que no la presentaremos aqui. El lector
interesado puede consultar una demostracion en las referencias [2] 6 [3] de la bibliograffa.

Notemos entonces que la demostracion del teorema de Killing-Hopl depende fuertemente las
estructuras riemannianas, tanto de R? como de las superficies de la forma R?/T", aunque no fue
necesario hacer explicita esta dependencia. Sin embargo, también cs importante notar que si
quisiéramos demostrar el teorema de Killing-Hopf utilizando todas las herramientas y resultados de
cste capitulo nos ahorrariamos varias demostraciones intermedias, pero no todas. En particular, el

estudio de las isometrias de R? juega un papel de vital importancia eu la demostracion del teorema.
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Conclusiones

Después del desarrollo que se ha hecho a lo largo de este trabajo se pueden obtener varias
conclusiones. La primera es que pueden encontrarse todas las superficies localmente euclidianas,
completas y conexas por trayectorias. De la demostracién del teorema de Killing-Hopf, nno es
dificil deducir como proceder para enunciar y demostrar un tcorcma similar para variedades de
dimensién mayor a 2.

Podemos notar también que ¢l cilindro, la banda de Mobius, el toro y la botella de Klein
son ejemplos muy importantes de variedades riemannianas, ya que son las finicas de superficies
completas y conexas que poscen una métrica localmente euclidiana. La construccion de ellas por
medio de la accién de un grupo discreto sobre R? nos permitié calcular con facilidad su grupo
fundamental, asi como dotarlo con una estructura diferenciable y una métrica riemanniana.

Mas particularmente, esta construccién permitié determinar si dichas variedades son orientables
o no, para lo que hay que analizar jacobianos si se desea hacer directamente. Ademas, facilité el
estudio de las geodésicas, ya que hay que resolver un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden si sc desca calcularlas directamente. En ambos casos, el estudio de las funciones f, juega un
papel indispensable.

Un concepto de gran importancia en Geometria Ricmanniana es ¢l de curvatura. Normalmente
el estudio de este concepto requiere herramientas matematicas mas sofisticadas de las que se han
trabajado a lo largo del texto, razén por la cual no se presenté un desarrollo de esta nocién. Sin
embargo, también puede estudiarse al considerar acciones de grupos discretos sobre una variedad
riemanniana. En particular, se obtiene un teorema de clasificacion de variedades de curvatura
constante. Toda varicdad de curvatura constante positiva es de la forma §%/1'; toda variedad
de curvatura constante negativa es de la forma H"/T", donde H™ es el espacio hiperbélico n-
dimensional; y toda variedad de curvatura cero es de la forma R"/I". Por la observacién del parrafo
anterior, ¢l teorema de Killing-Hopf que probamos en el capitulo 3 es un teorema de clasificacion
de variedades de dimensién 2 con curvatura 0,

De los resultados que obtuvimos también podemos concluir que §% no es localmente euclidiana,
lo que quiere decir que no pueden dibujarse mapas perfectos de la Tierra sobre un plano. Este

resultado fue demostrado por Gauss y cs conocido como Theorema Egregium. Formalmente,
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el Theorema Egregium establece que la curvatura gaussiana de una superficie se preserva bajo
isometrias locales. Ademas, la curvatura gaussiana de S es 1, mientras que la del plano cuclidiano
es 0. por lo que no puede existir una isometria local entre cllos. Esta es una manera alternativa de
convencerse que S no es una superficie localmente euclidiana. Por tal motivo no se incluye en el
teorema de clasificacion en el capitulo 3. Sin embargo, si nuestro planeta tuviera forma de cilindro,
banda de Mabius, toro o botclla de Klein, si podr'ian hacerse mapas precisos.

Para concluir este trabajo, mencionamos nuevamente que la construccion de variedades
mediante acciones de grupos facilita ¢l estudio de distintas nocioncs mateméticas, las cuales
ayudan a entender el universo desde el punto de vista geométrico, utilizando las herramientas

de la geometria riemanniana.



Bibliografia

[1

2]

3l

4]

(5]

(6]
(71
(8]

19]

[10]

[11]
(12]

[13]

(14]

Armstrong, M.A. (1983). Basic Topology. Springer-Verlag, New York.

Boothby, William M. (1986). An Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian
Geometry. Academic Press, Inc., Orlando, FL.

Do Carmo, Manfredo Perdigao. (1992). Riemanniann Geometry. Birkhduser, Boston, MA.

Dubrovin, B.A., Fomenko, A.T., Novikov, S.P. (1984). Modern Geometry - Methods and
Applications. Part I. The Geometry of Surfaces, Transformation Groups, and Fields. Springer-
Verlag.

Dubrovin, B.A., Fomenko, A.T., Novikov, S.P. (1985). Modern Geometry - Methods and
Applications. Part II. The Geometry and Topology of Manifolds. Springer-Verlag.

Dummit, David S., Foote, Richard M. (2004). Abstract Algebra. John Wiley and Sons, Inc.
Fulton, William. (1995). Algebraic Topology: A First Course. Springer-Verlag, New York.

Fomenko, A.T., Kunii, T.L. (1997). Topological Modeling for Visualization. Springer-Verlag,
Tokyo.

Gallot, S., Hulin, D., LaFontainc, J. (1993). Riemannian Geometry. Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg.

Helgason, Sigurdur (2001). Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces.
American Mathematical Society.

Herstein, I.N. (1987). Algebra Moderna. Trillas, México, D.F.
Lee, John M. (2003). Introduction to Smooth Manifolds. Springer-Verlag, New York.

Martin, George E. (1982). Transformation Geometry. An Introduction to Symmetry. Springer-
Verlag, New York.

Massey, W.S. (1991). Algebraic Topology: An Introduction. Springer.

123



124 BIBLIOGRAFIA

[15] Munkres, James R. (2002). Topologia. Prentice-Hall. Madrid, Espaiia.

[16] Naber, Gregory L. (1997). Topology, Geometry and Gauge Fields: Foundations. Springer-
Verlag, New York.

[17] Nikulin, V.V., Shafarevich, LR. (1994). Geometries and Groups. Springer-Verlag.
|18] Petersen, Peter. (1998). Riemannian Geometry. Springer-Verlag, New York.
[19] Stillwell, John. (1992). Geometry of Surfaces. Springer-Verlag, New York.

[20] Warner, Frank W. (1983). Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups. Springer-
Verlag, New York.






