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Introduccion

En matemdticas, uno de los problemas principales consiste en clasificar los objetos
de estudio. Para ello. generalmente se define una nocién de equivalencia (depen-
diendo de las propiedades que nos interesen) entre dichos objetos y un problema
fundamental consiste en. dados dos objetos, determinar si éstos son equivalentes
o no. Por ejemplo, en geometria plana, si las propiedades que nos interesan son
el tamano y la forma, la nocién de equivalencia estaria dada por el concepto de
congruencia, asi dos objetos (poligonos por ejemplo) seran equivalentes si y solo si
éstos son congruentes, es decir, si tienen la misma forma y tamano. Si lo que nos
interesa es unicamente la forma, la nocién de equivalencia serd la de semejanza y
de esta manera, dos objetos seran equivalentes, si son proporcionales. no impor-

tando asi su tamano.

En el caso de la topologia, la nocidn de equivalencia es la de homeomorfismo: dos
espacios topoldgicos son homeomorfos (o equivalentes) si existe entre ellos una
aplicacion invertible (homeomorfismo). donde ella y su inversa sean continuas. In-
tuitivamente, esto quiere decir que podemos “deformar continuamente” uno de los
espacios hasta obtener el otro. El problema de determinar si dos espacios son ho-
meomorfos o no, utilizando directamente la definicién de homeomorfismo. puede
ser muy dificil. Para probar que son homeomorfos. tenemos que dar un homeo-
morfismo entre ellos, lo cual puede ser nada facil. Por otro lado, para probar que
no lo son tenemos que demostrar que no existe ningun homeomorfismo entre ellos.
lo cudl puede ser ain mas dificil. Otra forma maés facil de atacar el problema.
consiste en buscar propiedades de los espacios topoldgicos que se preserven bajo
homeomorfismo, de esta manera, si uno de los espacios posee dicha propiedad y
otro no, entonces no pueden ser homeomorfos. Ejemplos de dichas propiedades son

la conezidad v la compacidad.
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Veamos algunos ejemplos de esta técnica. Usando el concepto de compacidad po-
demos ver que la recta real R v el circulo unitario §' no son homeomorfos. va que
S§? es un espacio compacto, lo que equivale a decir que como subconjunto del plano
euclideano es cerrado y acotado, mientras que R no es compacto por no ser aco-
tado. Ahora usemos el concepto de conexidad. Intuitivamente, el que un espacio
sea conexo significa que conste de un sélo “pedazo”. Denotemos por R" al espacio
euclideano n-dimensional. Veamos que R v R", no son homeomorfos. A primera
vista, parece que la conexidad no nos ayuda a probar nuestra afirmacion. va que
ambos, R y R" son conexos, pero nos valemos del siguiente truco: supongamos
que existe un homeomorfismo ¢ entre R vy R”. si quitamos un punto p de R vy
su imagen bhajo ¢ en R" entonces seguiremos teniendo un homeomorfismo entre
R\{p} ¥ R*"\{p}. Esto es imposible, ya que al quitarle un punto a R éste se separa
en dos “pedazos”, es decir, deja de ser conexo, mientras que R” menos un punto
no se separa. Por lo tanto, concluimos que no puede existir un homeomorfismo
entre dichos espacios. Siu embargo, esta técnica no sirve para ver en general que
R™ vy R™, con n # m y n.m > 2, no son homeomorfos, ya que R"\{p} es siempre
conexo para n > 2. Para ello fueron necesarias nuevas técnicas. La bisqueda de

dichas técnicas dié origen a la topologia algebraica.

La idea principal en la topologia algebraica es la de invarianie fopoldgico. la cual
consiste en que a cada espacio topoldgico X se le asocia un objeto algebraico
h(X) (grupo. espacio vectorial. médulo, etc.) ¥ a cada funcion continua f entre
dos espacios topoldgicos X e Y, se le asocia una funcion A(f) : h(X) — h(})
que preserva la estructura algebraica en cuestién (homomorfismo). de tal manera
que si X e Y son homeomorfos, entonces (X ) v h(Y) son isomorfos. es decir,
equivalentes como objetos algebraicos. Por lo tanto. si dos espacios X e Y son ta-
les que h(X) = h(Y), es decir, sus invariantes topoldgicos son distintos, entonces
X e Y no pueden ser homeomorfos. Algunos ejemplos de invariantes topoldgicos

son: los grupos de homotopia, los grupos de homologia y los anillos de cohomologia.

La primera parte de esta tesis consiste en definiciones y conceptos bésicos impor-
tantes que serviran como un punto de partida para el desarrollo de los capitulos

siguientes; la idea de este primer capitulo es que este trabajo sea autosuficiente.




En el segundo capitulo se introducen los conceptos de caminos v homotopias, se
demuestra que la relacién de homotopia es una relacion de equivalencia. y ademas
se define la multiplicacién de caminos. A partir de esto se muestra que las clases
de equivalencia de lazos con la multiplicacidén inducida por la multiplicacion de
caminos forma un grupo. el cual llamamos el grupo fundamental. Por 1iltimo se

generalizan esas ideas para definir los llamados grupos de homotaopia.

En el capitulo fres se ve el efecto que tienen una aplicacion continuan entre espacios
topolodgicos sobre los grupos fundamentales. v como ésta induce un homomorfismo

de grupos entre dichos grupos.

En el cuarto capitulo se calcula el grupo fundamental de la circunferencia median-
te el uso de un espacio recubridor. Y por ultimo, el quinto capitulo expone dos
aplicaciones: la primera en la demostracién del teorema fundamental del algebra.

v la segunda en la demostracion del teorema de punto fijo de Brouwer en el plano.
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Capitulo 1

Notacion y Definiciones Basicas

En este capitulo veremos las definiciones que nos servirdn como punto de partida

para la construccién de los grupos de homotopia v el grupo fundamental.

1.1. Espacios métricos y espacios topoldgicos

Definicion 1.1.1. Una topologia en un conjunto X no vacio es una familia 7~ de

subconjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:
i) peT, XeT
11) A Abe T —= A1 N4 T
iii) {Ai}ief = Ufej AieT
Definicién 1.1.2. Si T es una topologia en X. a la pareja (X.7T) la llamaremos

espacio topoldégico, y los elementos que pertenecen a 7 reciben el nombre de

subconjuntos abiertos de X.

Definicion 1.1.3. Sea (X, T ) un espacio topolégico, ysean V C X, x € X, decimos
que V' es vecindad o entorno de z si v solo si existe A subconjunto abierto tal

quer e ACV.

Definicidn 1.1.4. Sea (X.T) un espacio topolagico, y sea E C X. Decimos que E
es un subconjunto cerrado de (X.7) si X\ E es abierto, es decir, si X\E € T.
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Lema 1.1.1. Sea (X, T) un espacio topolégico. Y C X entonces Ty = {Y N A|A €

T} es una topoldgia en Y.

La topologia Ty es llamada topoldgia relativa de X a Y.

Teorema 1.1.1. Sea (X,T) espacio topolégico. v Y C X. entonces A C VY es
cerrado en )" con la topologia relativa de X a Y <= A4 = Y N donde C es

cerrado en X,

Demostracion. A es cerrado en Y <= A = Y\ B con B abierto en Y <= A =
Y\(Y N B’) con B’ abierto en X <= A = (Y\Y) U (Y\B’) con B’ abierto en
X <= A=¢U(Y\B') con B abierto en X < A =Y N (X\B’) con X\B’
cerrado en X.

Definicion 1.1.5. Supongamos que 7 y T son dos topologias sobre un conjunto
X.SiT' D> T. diremos que 7' es mds fina que T.

Definicion 1.1.6. Sea X un conjunto no vacio. una base para una topologia sobre

X es una coleccién B de subconjuntos de A tales que:
i) Para cada z € X, hay al menos un elemento bdsico B que contiene a z.
ii) Sean B,, Bs € B, si x € By M By, entonces existe un By € B que contiene a

x vy estal que By C Bon Bs.

A los elementos de B se les llama elementos basicos.

Definicion 1.1.7. Una subbase S para una topologia sobre X es una coleccion de
subconjuntos de X cuva union es igual a X. La topologia generada por la subbase
S se define como la coleccion T de todas las uniones de intersecciones finitas de

elementos de S.

Definicion 1.1.8. Una métrica o distancia en un conjunto X no vacio es una
funcién d : XxX — RTU{0} que satisface los siguientes axiomas para cualesquiera
z.y,z € X:

i) d(z.y)=0si, ysolosi, z =y.
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ii) d(z,y) =d(y.z).
i) d(z,y) <d(z.z)+d(z,y) (desigualdad del tridangulo).

Definicion 1.1.9. Si X es un conjunto v d una métrica en X, entonces a la pareja

(X.d) le llamaremos espacio métrico.

Definicion 1.1.10. Dado un espacio métrico (X, d) es posible considerar una colec-
cién de subconjuntos: para cada » € X y cada nimero real positivo r. tomamos

el conjunto

Ba(w.r)={y € X :d(x,y) <r}.

A este conjunto le llamaremos bola abierta con centro en r v de radio r.

Teorema 1.1.2. Sea d una distancia sobre el conjunto X. entonces la coleccion de
todas las bolas By(z.¢€), con 2 € X y € > 0, es una base para una topologia sobre

X. la cual llamaremos topologia métrica inducida por d.

Demostracion. La primera condicién de una base se cumple trivialmente, puesto
que para todo = € X se cumple que = € By(x,¢) para cualquier ¢ > 0. Para
comprobar la segunda condicién de una base. veamos primerc que si y es un
punto del elemento béasico By(z.€). entonces existe un elemento basico By(y.d)
que esta totalmente contenido en By(z.€). Definamos ¢ como el mimero positivo
e —d(z,y). Entonces, si z € By(y.6), tenemos que d(y.z) < e —d(z.y), por lo cual

conclhmmos que
dlz,y) <d(z,y) +d(y.z) <e.

De esta manera. si By v B, son dos elementos bdsicos y si y € B; N Ba, por
lo que acabamos de ver. es posible elegir niimeros positivos d; v do de tal modo
que By(y.d1) C By ¥y By(y.62) C Bs. Tomando § =min{d.d»}. concluimos que
Ba(y.0) € By N Bs.

Definicidn 1.1.11. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es metrizable si

existe una distancia d en el conjunto X que induce la topologia de X.
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Teorema 1.1.3. Sea X un espacio métrico con una distancia d. Se define d : XxX —
R mediante la ecuacién

d(x,y) = mun{d(z.y).1}.

Entonces d es una distancia que induce la misma topologia que d.

La distancia d se denomina distancia acotada correspondiente a d.

Demostracion. La comprobacion de las primeras dos condiciones de una distancia

es trivial. Probemos la tercera condicion:

d(z.z) < d(z,y) +d(y. 2).

Ahora, si d(z.y) > 1 6 d(y, 2) > 1. entonces la parte derecha de esta desigualdad
es, al menos, 1; puesto que la parte izquierda es (por definicion) a lo mas 1. la
desigualdad se satisface. Falta estudiar el caso en el que d(z.y) <1y d(y.z) < 1.

En este caso. tenemos que
d(z.z) < d(z.y) +d(y. 2) = d(z,y) + d(y, 2).

Ademés. por definicién d(z, z) < d(z. z). asi. la desigualdad del tridngulo se cumple
para d. Ahora. para cualquier espacio métrico. la coleccién de las bolas de radio ¢
con ¢ < 1 forman una base para la topologia métrica. puesto que cada elemento
basico que contiene a x contiene una bola de esa forma, centrada en x v de radio
¢. Se sigue que d y d inducen la misma topologia sobre X. porque las colecciones

de bolas de radio €. con ¢ < 1. para estas dos distancias son idénticas.
i

Teorema 1.1.4. Sean d vy d' dos distancias sobre el conjunto X, v 7 y 7' las
topologias que inducen, respectivamente. Entonces 77 es mas fina que 7T si, y sélo

si. para cada x € X vy cada ¢ > (. existe un d > 0 tal que

By (x, ()-) C By(z.e).
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Demostracion. Supongamos que 7' es mas fina que 7. Dado el elemento basico
By(z.¢) para T, existe un elemento basico B' para 7' tal que x € B’ C By(x.¢).

Dentro de B’ podemos tomar una bola By(z.d) centrada en z.

Reciprocamente. supongamos que se cumple la condicion €. 6. Dado un elemento
basico B para T que contenga a z, podemos tomar dentro de B una bola By(a.¢)
centrada en z. Por la condicién dada. existe un § tal que By (x.8) C By(x.¢€).

Asf tenemos que 7' es mas fina que 7.

Definicidn 1.1.12. Dados cualesquiera z = (z1,....%,),¥ = (¥1,....4n) en R?,
definimos la noerma de x mediante la ecuacion
o

2/l = /2T + 2,

v la distancia euclidea o distancia usual d sobre R" por la ecuacién

d(I:y) T ||I =8 y” = \/(Il - 3}1)2—" g5 (Iﬁ g '.Un)E-

Nétese que en el caso de los numeros reales R. la distancia usual d esté definida

de la siguiente manera:

d(z.y) = |z —y|.

Definicion 1.1.13. Dados cualesquiera ¢ = (2p..... Tn)iV = (Yryiiny yn) en R",

definimos la distancia del supremo p por la ecuacién

plz.y) = méxﬂml = Yoo [0 — .Un|}'

Probar que p es una distancia no es dificil. Solo la desigualdad del triangulo no es

trivial. De la desigualdad del triangulo para R se sigue que.

zi— zi| < lzi—ul + |y — =l

Entonces, por definicion de p.

|z: — 25| < |3 — wil + |y — 2| < plz.y) + p(y. 2).
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De esta manera tenemos,

[
—

p(z, z) = max{|z; — z|} < p(z. y) + p(y.

como se deseaba.

—

Dado un espacio métrico (X.d), la coleccion Ty = 6 U{E C X : E es unién de
bolas abiertas} es una topologia en X que llamaremos topologia en X inducida

por la métrica d.

Definicion 1.1.14. Sean X y Y espacios topoldgicos. La topologia producto
sobre XxY es la topologia que tiene como base la coleccién B = {UxV|U €
Tx.V € Ty}, es decir, B es la coleccién de todos los conjuntos de la forma UxV,

donde U es un subconjunto abierto de X, v V' es un subconjunto abierto de Y.

Comprobemos que B es una base. La primera condicién se cumple. puesto que
AxY es un elemento bésico. La segunda condicion se cumple puesto que tenemos

lo siguiente
(UxVh) N (UaxVa) = (U N U)x(V) M V)

en donde el 1iltimo conjunto es un elemento basico porgue U; N U v V5 M Vs son

abiertos en X e Y, respectivamente.

Ejemplo.

Las topologias sobre R" inducidas por la distancia euclidea d y la distancia del

supremo p son la misma que la topologia producto sobre R”.

Demostracion. Sean x = (x1,....2,) e y = (y1...., ¥n) dos puntos de R". Es facil

comprobar que

plz,y) < d(x,y) < Vap(z.y).

La primera desigualdad nos dice que

By(z.€) C By(z.¢€)
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para todo x v €. pues si d(x,y) < €. entonces también p(z, y) < €. De modo similar.
la segunda desigualdad nos dice que

By(2.¢/\/i1) C Bu(z.¢)

para todos x y €. Se sigue por el teorema 1.1.4, que las dos topologias asociadas a

las distancias son la misma.

Ahora veamos que la topologia producto es la misma que la dada por la distancia

p. En primer lugar, sea
B = (al.bl)x-- 'X((Lﬂ.bn)

un elemento bésico para la topologia producto, y sea & = (z,....,z,) un elemento

de B. Para cada i, existe un ¢; tal que
(B — €y +€) € (@ibi)s

y sea € =min{ei,.... €, }. Entonces B,(x.c) € B. Por lo tanto, la p-topologia es

mas fina que la topelogia producto.

Reciprocamente. sea B,(z, ¢) un elemento bésico para la p-topologia. Dado el ele-
mento y € B,(z.¢). buscamos un elemento basico B para la topologia producto

tal que
y <€ B C Byx.c).
Lo cual es trivial. pues
By(z,¢) = (21 — €.z +€)x- - X(Tp — €, Ty +¢)

va es un elemento basico de la topologia producto.
¥

Teorema 1.1.5. Sea d(a,b) =min{|a — b|. 1} la distancia acotada usual scbre R. Si

2 e y son dos puntos en R con w un cardinal infinito numerable, definimos

Dfﬂi.y)=sup{ ELTTM_-] }

tEw
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Entonces D es una distancia que induce la topologia producto sobre R¥.

Demaostracion. Las propiedades de una distancia se satisfacen trivialmente excepto

para la desigualdad del triangulo. que se prueba al observar que, para todo i,

2{11.13,‘1.} < E(JJH.U:] i E[.’b.‘:v} < D‘(I y) ___D(y v)
: = 5 ] i

t ol i

s-up{ _i—m——""“;'y"" } < D(z,y) + D(y, 2).

El hecho de que D induce la topologia producto se hace de la siguiente manera.
Sea U un abierto en la topologia métrica v sea x € U; encontraremos un conjunto
abierto 1" en la topologia producto tal que x € V' C U. Elegimos una bola Bp(z.¢)
que esté en U. Después elegimos N suficientemente grande para que 1/N < e

Finalmente, sea V' el elemento basico para la topologia producto
V=(zi—ecxi+e)x - x(zy —e.xy + )xRxRx - - - .
Afirmamos que V C Bp(z.¢): dado cualquier y de R~,

dizi.yi) 1 - r
=abiel ol eparp g = Y,

Por lo tanto,

S4ed dlmiu) o dlawan) 1
D(z,y) ﬁnla;\{ N LR }
Si y estd en V. esta expresion es mas pequena que ¢, por lo que V < Bp(z.¢).

como se deseaba.

Reciprocamente, consideremos un elemento basico

U= erz_ Ui

para la topologia producto, donde U; es abierto en R parai = a;..... a, yU, =R
para el resto de indices i. Dado x € U, podemos tomar un conjunto abierto V en
la topologia métrica tal que 2 € V' C U. Tomemos un intervalo (z; — ¢;. z; + ¢;)
en R centrado en z; v contenido en U; para i = ay. ..., a,; elijamos cada ¢; < 1.

Entonces definimos
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e =min{¢;/iji = 01,....an}.

Afirmamos que
z € Bp(z,e) CU.
Sea y un punto de Bp(x.c). Entonces, para todo i,
E{z—’,u‘l < D(z,y) <e.

Ahora.si?i = oag,.... a,, entonces ¢ < ¢;/i. por 1o que d(z;. ;) < ¢ < 1: se sigue
que |z, — y;| < ¢;. Por tanto. y € [] U;, como se deseaba.

Definicion 1.1.15. Sea { X, }aes una familia indexada de espacios topolégicos. De-

finimos la aplicacion proyeccion de la siguiente manera:
g ! HQEIXG =% X,g

en donde la funcion asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada

(B-ésima.

?rﬁ((xa)aef) = Ig.

Definicion 1.1.16. Sea X un espacio topoldgico. Una separacién de X es un par
U.V de abiertos disjuntos no triviales de X cuva unidén es X. Diremos que el

espacio X es conexo si no existe una separacién de X.

Obsérvese que si A es un subconjunto propio no vacio de X que es a la vez abierto
y cerrado, entonces los conjuntos U = A y IV = X — A constituyen una separacion
de X. Reciprocamente, si U y V' forman una separacién de X, entonces [ es un
subconjunto propio no vacio que es abierto ¥ cerrado.

Debido a esto podemos formular la definicién anterior de conexién de la siguiente

manera:

Lema 1.1.2. Un espacio X es conexo si, v sélo si, los dnicos subconjuntos de X

que son abiertos y cerrados en X” son el conjunto vacio y el propio X.
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Demeostracidn. Si A es un subconjunto propio no vacio de X que es a la vez abierto
v cerrado, entonces los conjuntos U/ = A y V' = X\ A constituyen una separacion
de X. Reciprocamente. si ' v |/ forman una separacion de X, entonces [V es un

subconjunto propio no vacio de X que es abierto v cerrado.
|

Definicion 1.1.17. Sea X un espacio topoldgico. I = [a.b] v sean xg.2; € X.
Un camino de zp a z; en X es una funcidén continua o : [ — X que satisface

a(a) = xg vy a(b) = z;.

Definicion 1.1.18. Un espacio X se dice que es conexo por caminos si cada par

de puntos de X se puede unir mediante un camino en X.

Definicion 1.1.19. Un espacio X se dice que es localmente conexo en z si para
cada entorno [V de z, existe un entorno conexo V de z contenido en U. Si X
es localmente conexo en cada uno de sus puntos. se dice que X es localmente
conexo. De manera andloga, se dice que un espacio X es localmente conexo
por caminos en z si para cada entorno [/ de z. existe un entorno conexo por
caminos V' de x contenido en /. Si X es localmente conexo por caminos en cada

uno de sus puntos, se dice que X es localmente conexo por caminos.

Lema 1.1.3. Si los conjuntos (' y ) forman una separacion de X . y ademas Y es

un subespacio conexo de X, entonces Y estd totalmente contenido en ', o en D,

Demostracion. Como C v D son conjuntos abiertos en X. los conjuntos C'NY y
D NY son conjuntos abiertos en Y. Estos dos conjuntos son disjuntos y su union
es Y, si ambos conjuntos fueran no vacios, constituirian una separacién de Y. De
esta forma. alguno de ellos es vacio. Por tanto. Y estd completamente contenido

en ("oen D,
| |

Teorema 1.1.6. La unidén de una coleccién de subespacios conexos de X que tienen

uun punto en comun es conexa.

Demaostracion. Sea {A,} una coleccién de subespacios conexos de un espacio X y
sea p un punto de [ A,. Veamos que el espacio Y = [ J A, es conexo. Supongamos
que Y = C'U D es una separacion de Y. Luego el punto p estd. en C o bien en D;

sin perdida de generalidad supongamos que p € C. Como A, es conexo. se sigue
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que A, C C, o bien A, C D, aunque esta iltima posibilidad se descarta pues
p € Aq y p € C. Por lo tanto, A, C ' para cada a, y asi tenemos que (J A, C C,

contradiciendo el hecho de que D era no vacio.
|

Teorema 1.1.7. Sea A un subespacio conexo de X. Si A © B C A, entonces B es

también conexo.

Demostracion. Sea A conexo y sea A C B C A. Supongamos que B = ('U D
es una separacion de B. Por el Lema 1.1.3, el conjunto A cumple que A C C o
A C D; sin perdida de generalidad supongamos que A € C. Entonces A < C.
Asi B C C, y ademds como C' y D son disjuntos. B no puede intersecar a D. Esto

contradice el hecho de que D es un subconjunto no vacio de B.

Teorema 1.1.8. El producto cartesiano finito de espacios conexos es conexo.

Demostracidn. Demostraremos este resultado para el producto de dos espacios
conexos X e Y. La prueba es como sigue. Elijamos un punto base axb en el producto
XxY. Observemos que X'xb es conexo, ya que es homeomorfo a X. v que también lo

es cada xxY" ya que éstos son homeomorfos a Y. Como consecuencia. cada espacio
T, = (Xxb) U (zxY)

es conexo ya que es la unién de dos espacios conexos que tienen el punto zxb
en comun. Ahora, consideremos la unién (J,.. y 7. de todos estos espacios. Como
todos tienen al punto axb en comun, esta union es conexa. Finalmente. al coincidir

esta union con el propio espacio XxY, se concluye que XxY es conexo.
(i

Definicion 1.1.20. Una coleccion A de subconjuntos del espacio X se dice que
cubre a X, o que es un cubrimiento de X, si la union de los elementos de
A coincide con X. Se dice que A es un cubrimiento abierto de X si es un

cubrimiento de X formado por conjuntos abiertos de X.

Definicion 1.1.21. Un espacio X se dice que es compacto si de cada cubrimiento

abierto A de X podemos extraer una subcoleccién finita que también cubre X.
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Lema 1.1.4. Sea Y un subespacio de X. Entonces Y es compacto si. v sélo si, cada

cubrimiento de Y por abiertos de X contiene una subcoleccién finita que cubre a
Y.

Demostracion. Supongamos que Y es compacto y que A = {4, },c; es un cubri-

miento de Y por abiertos en X. Entonces la colececion
{A.NY]a € J}

es un cubrimiento de Y por abiertos en Y'; como Y es compacto, existe una sub-

coleccion finita de la forma
{Aa, NY...., Ap, NY}

que cubre a Y. Entonces {A,,,.... Ay, } es una subcoleccién finita de A que cubre
aY.

Reciprocamente, sea A" = {A.} un cubrimiento de Y por abiertos de Y. Para
cada a, podemos elegir un conjunto A, abierto en X tal que

14; — Aﬂﬂy.

La coleccion A = {A,} es un cubrimiento de Y por abiertos en X . Por hipétesis.

alguna subcoleccién finita {Ag,..... Aqa,} cubre Y. Entonces {A] ...., Al } es

una subcoleccidn finita de A’ que cubre Y.
|

Teorema 1.1.9. Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.

Demostracion. Sea Y un subespacio cerrado del espacio compacto X. Dado un
cubrimiento A por abiertos en X, podemos considerar el cubrimiento abierto B de

X uniendo a A el conjunto abierto X\Y. es decir,

B=AU{X -Y}.
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Como X es compacto. alguna subcoleccién finita cubre X. Si esta subcoleccion
contiene al conjunto X — Y. lo descartamos. Si no es asi. la dejamos como estd. En

cualquier caso, la coleccidn resultante es una subcoleccion finita de A que cubre

Y.
il

Definicion 1.1.22. Un espacio topoldgico X se denomina espacio de Hausdorff
si para cada par z;. 22 de puntos distintos de X. existen vecindades U v Us de 24

v @g, respectivamente, que son disjuntas.

Teorema 1.1.10. Cada subespacio compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Demaostracidn. Sea Y un subespacio compacto del espacio de Hausdorff X. Pro-
baremos que X — Y es abierto. luego Y serd cerrado. Sea zp un punto de X — Y.
Vamos a demostrar que existe una vecindad de zp que no intersecta a Y. Para
cada punto y de Y, elijamos vecindades disjuntas U, y V,, de los puntos zy e y.
respectivamente. La coleccién {V,|y € Y} es un cubrimiento de " por abiertos de
X por tanto, podemos cubrir ¥ con un nimero finito de estos conjuntos, digamos

Vs ... Vi, Luego el conjunto abierto
V=V,uU.--UV,
contiene a Y, v es disjunto del abierto

U=U,N-NU,

que se forma al tomar la interseccion de los correspondientes entornos de xzg. va
que si z es un punto de V, entonces z € V,, para algun i, por tanto. z & U, v

asi z € U. Por tanto, U es entorno de z; que no intersecta a Y.

Corolario 1.1.1. Si ¥ es un su subespacio compacto de un espacio de Hausdorff X
v Zp no estd en Y, entonces existen abiertos disjuntos U y V' de X conteniendo a

Tg v a Y respectivamente.

Un concepto basico muy importante en la topologia es el de funcién continua.

Intuitivamente, una funcién f definida sobre un espacio topoldgico X y que toma




Capitulo 1. Notacidn y Definiciones Bdsicas 14

valores en otro espacio topoldgico Y es continua en un punto z¢ € X si manda

puntos cercanos a g en puntos cercanos de f(xg).

En el caso de los espacios métricos. si (X.dx) v (Y. dy) son espacios métricos,
decimos que f : X — Y es una funcién continua en xp € X si dado cualquier
€ > 0 existe 0 > 0 de tal modo que dy-(f(z), f(zq)) < €. siempre que dx(z.2q) < 4.
Utilizando notacion de bolas abiertas podemos expresar lo anterior de la siguiente
manera: f es continua en g si v solo si para cada bola abierta By, (f(z). €) existe

una bola abierta By, (2y.0) que satisface f(By, (2¢.6)) C By, (f(z0).€).

A continuacién generalizaremos estas ideas a espacios topoldgicos.

Definicion 1.1.23. Sea f : (X, Tx) — (Y.7y) una funcién entre espacios topoldgi-

Ccos.

i) Diremos que f es continua en zy € X si y sdlo si para cada A € Ty que
contiene a f(xp), existe un B € Tx que contiene a x, y que satisface f(B) C

A.

ii) f es continua si f es continua en todos los puntos de X.

ili) f es discontinua en z; € X si no es continua en 3 € X.
Teorema 1.1.11. Sea f: (X, Tx) — (Y, Ty-) una funcién entre espacios topoldgicos,
entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) [ es continua.
ii) Paracada A€ Ty = [71(A) € Tx.
iii) Para cada B cerrado de Y = f~1(B) es cerrado en X.

Lema 1.1.5. (Lema del pegado) Sean X v Y espacios topolégicos. supongamos
que X = AU B. donde A y B son subconjuntos cerrados de X. Si f: A = Y v
g : B — Y son funciones continuas tales que f(a) = g(a) para toda z € AN B.

entonces la funcién h : X — Y definida por:

h(z) = { /() S,i reA
g(z) sizeB

es continua.
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Demostracion. Sea (' un subconjunto cerrado de Y. Tenemos que
h=H(C) = f(C)Ug!(C)

Puesto que f es continua. f~! es cerrado en A y, por tanto, cerrado en X. De la
misma manera. g~ (C) es cerrado en B y por ello cerrado en X. Su unién ~~1(C)

es. de este modo. cerrada en X.

Teorema 1.1.12. La imagen de un espacio conexo bajo una aplicacién continua es

un espacio conexo.

Demostracion. Sea [ : X — Y una aplicacién continua y supongamos que X es
conexo. Veamos que el espacio imagen Z = f(X) es conexo. Como la aplicacién
obtenida de f al restringir su rango al espacio Z es también continua. es suficiente

considerar el caso de una aplicacién continua y sobreyectiva
g: X — Z.

Supongamos que Z = AU B es una separacion de Z en dos conjuntos disjuntos
no vacios y abiertos en Z. Entonces ¢7'(A) v ¢7'(B) son conjuntos disjuntos cuya
unién es X. Ademds son abiertos en X, pues g es continua. y no vacios, porque g
es sobreyectiva. Asi. constituyen una separacion de X, contradiciendo la hipétesis

de que X era conexo.
[ |

Teorema 1.1.13. La imagen de un espacio compacto bajo una aplicacién continua

es un espacio compacto.

Demostracién. Sea f : X — Y una funcién continua con X compacto. Si A un

cubrimiento del conjunto f(X) por abiertos de Y. La coleccién
{fH(A)|A € A}

es un cubrimiento de X por conjuntos abiertos ya que f es continua. Por tanto.

un nimero finito de ellos, digamos
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cubren a X. entonces los conjuntos A;...., A, cubren f(X).

Otros conceptos fundamentales en la topologia son los de homeomorfismo v
espacios homeomorfos, estos se refieren a los objetos topoldgicos que se consi-

deran equivalentes.

Dada f una funcién continua y bivectiva entre espacios topoldgicos. nuna pregunta
natural serfasi f~! es una funcién continua. La respuesta en general es negativa. En
efecto, sea X un espacio con mds de un punto. consideremos la funcion identidad
idx : (X.T1) — (X, T3), con T; la topologia discreta en X v T; es la topologia
indiscreta, este es un ejemplo en donde idx es una funcién continua y bivectiva.,

mientras idy' no es continua.

Definicion 1.1.24. Llamaremos un homeomorfismo, a una funcion bivectiva h ;
X =Y (con X y Y espacios topolégicos) si tanto ella como su inversa son funciones

continuas.

Definicion 1.1.25. Diremos que los espacios topolégicos X v Y son homeomorfos
si existe un homeomorfismo entre X y Y. La expresion X = Y denotara que los

espacios X y Y son homeomorfos.

Una utilidad importante del teorema 1.1.13 es la herramienta que nos ofrece para
comprobar si una aplicacidon es un homeomorfismo.
Teorema 1.1.14. Sea f : X — Y una funcién continua v biyvectiva. Si X es com-

pacto e Y es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracidn. Comprobaremos que las imdgenes de conjuntos cerrados de X bajo
la aplicacidn f son también cerrados en Y'; con esto demostraremos la continuidad
de la aplicacion f~1. Si A es cerrado en X, entonces A es compacto, por el teorema
1.1.9. Por tanto, el teorema 1.1.13 nos asegura que f(A) es compacto. Ahora, como

Y es Hausdorff, f(A) es cerrado en Y, por el teorema 1.1.10.
[ |

Teorema 1.1.15. El producto de un nimero finito de espacios compactos es com-

pacto.
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Demaostracion. Demostraremos que el producto de dos espacios compactos es com-

pacto; el teorema se sigue entonces por induccion sobre cualquier producto finito.

Paso 1. Sean X.Y espacios con Y compacto. Sea xg un punto de X, v sea N un
abierto de A'xY que contiene la “rebanada”zpx} de Xx}". Probaremos el siguiente

resultado:
Eziste una vecindad W de xg en X tal que N contiene por completoe al

congunto WxY'.

El conjunto NxY se denomina tubo sobre zox}". En primer lugar. cubramos zox}”
por elementos basicos UxV (para la topologia de XxY') de modo que UxV C N.
El espacio zyx)” es compacto ya que es homeomorfo a Y. De esta forma, podemos

cubrir zpxY” con un numero finito de tales elementos basicos:
UhixVie o s UnXVie

(Suponemos que cada uno de los elementos bésicos U;xV; intersecta a zgx)". va que
si no ocurriera asi, lo podriamos descartar de la coleccion finita y seguir teniendo

un cubrimiento de z,xY.)Definamos
M-'; — UT]_ M- ﬂ{,’rn.

El conjunto W es abierto. y contiene a xy. Afirmamos que los conjuntos U;xV;,
también cubren el tubo WxY. Sea zxy un punto de WxY'. consideremos el punto
xoxy de la rebanada zyx} que tiene la misma y-coordenada. Ahora, xgxy pertenece
a algin U;xV; para algin i. asf que y € V;. Pero x € U; para todo j (ya que
x € W). Asi, se tiene que zxy € U;xV;, como queriamos demostrar. Como todos
los conjuntos U;xV; estan contenidos en N, y como cubren al conjunto WxY', se

tiene que el tubo WxY también esta contenido en V.

Paso 2. A continuacién probaremos el teorema. Sean X e Y espacios compac-
tos. Sea A un cubrimiento abierto de XxY . Dado 2y € X. la rebanada zyxY es

compacta y estard cubierta por un numero finito de elementos A4,..... A de A

La union N = A, U---U A,, es un abierto que contiene a zyxY: por el paso 1. el
abierto N contiene un tubo WxY sobre zgx} donde W es abierto de X. Entonces

WxY esta cubierto por un mimero finito de elementos A;..... A, de A.
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De esta forma, para cada x en X, podemos elegir un entorno W, de z tal que el tubo
W,xY" puede ser cubierto por un mimero finito de elementos de A. La coleccién
de todos los entornos W, es un cubrimiento abierto de X por la compacidad de

X. existe una subcoleccion finita

cubriendo X. La unién de los tubos
W1XY. - kay

es el espacio XxY'. y cada uno de ellos puede ser cubierto por un mimero finito de
elementos de A, v asi XxY es compacto.




Capitulo 2

Grupos de Homotopia

Uno de los problemas bésicos en la topologia es determinar si dos espacios to-
polégicos dades son homeomorfos. No hay un método para resolver este problema

en general, pero existen técnicas que se aplican en casos particulares.

Demostrar que dos espacios son homeomorfos consiste en construir una aplicacién
continua y biyectiva de uno en el otro que tenga inversa continua. v existen técnicas

para construir aplicaciones continuas.

Demostrar que dos espacios no sou homeomorfos es una cuestion diferente. Pa-
ra ello, debemos probar que no existe ninguna aplicacién continua con inversa
continua. Si encotramos alguna propiedad topolégica que sea cierta para un es-
pacio pero para el otro no. entonces el problema queda resuelto v los espacios no
pueden ser homeomorfos. Por ejemplo, el intervalo cerrado [0, 1] no puede ser ho-
meomorfo al intervalo abierto (0. 1), puesto que el primero es un espacio compacto
v el segundo no lo es. Sin embargo en ocasiones las propiedades topolégicas como
compacidad, conexidad, conexidad local. y metrizabilidad no son suficientes para

demostrar que dos espacios son homeomorfos.

Por esto. debemos introducir nuevas propiedades v nuevas técnicas. Una de las
propiedades mas usuales es la de ser simplemente conero, a grandes rasgos, deci-
mos que un espacio X es simplemente conexo si toda curva cerrada en X puede
contraerse a un punto en X. Asi por ejemplo la propiedad de conexidad simple va
a distingur entre R? y R3; en efecto, quitando un punto de R? el espacio obtenido
sigue siendo simplemente conexo, pero al quitar un punto de R? sucede lo contra-

rio. Esta propiedad también va a distingir entre S* (que es simplemente conexo) y

19
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el toro (que no lo es). Sin embargo, no va a distinguir entre dos espacios en donde

ninguno de los dos sea simplemente conexo.

Existe una idea mds general que el concepto de conexidad simple, una idea que
incluye la conexidad simple como un caso particular. Esta involucra cierto grupo
conocido como grupo fundamental del espacio. Dos espacios que son homeomorfos
tienen grupos fundamentales isomorfos. Y la condicién de conexidad simple es
precisamente la condicion de que el grupo fundamental de X sea €l grupo trivial

(grupo con un elemento).

En el presente capitulo construiremos los grupos de homotopia y el grupo funda-

mental de un espacio topoldgico X.

2.1. Homotopia de aplicaciones continuas

De aqui en adelante tomaremos un caso particular de caminos. tomando / = [0, 1].
Dado X un espacio topoldgico, I = [0,1] v x¢,z; € X. Diremos entonces que un
camino o trayectoria de 2y a 7; en X es una funcién continua a : I — X que

satisface a(0) = zg v a(l) = z;.

1 ail

aien

Ficura 2.1

Definicion 2.1.1. Un lazo en X" es un caso particular de un camino en X en donde
g = x1. es decir, un lazo en X es una funcién continua a : I — X que satisface

a(0) = «(1). Si «(0) = zy decimos que o es un lazo basado en z; en X.
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Definicion 2.1.2. Sean X v Y espacios topoldgicos, / = [0,1]. Diremos que dos
aplicaciones continuas fq. f; : X — Y son homotdpicas si existe una aplicacién

continua F : XxI — Y que satisface:

i) F(z.0) = fo(z) para toda z € X.

i) F(z.1) = fi(z) para toda z € X.

Esquematicamente tenemos lo siguiente:

Ficura 2.2

A la aplicacion F' se llama homotopia entre fy ¥ fi1. La relacion de homotopia se

denota por fy 2 fi 0o F': [y = [ cuando especificamos la homotopia entre [y v fi.

Intuitivamente una homotopia entre los caminos fy v fi es una deformacion con-
tinua de fy a f; por medio de una familia de funciones continuas f;(x) = F(x.t),

0 <t <1 que dependen continuamente del parametro ¢.

Si f:I— Y esun camino cualquiera en Y y €5, es el camino constante en f(0) en
Y, es decir, €5,(t) = f(0) para toda t € I, entonces se cumple que f = ¢;,. Para

verificar esto definamos la siguiente homotopia:

F . IxI — Y tal que
Flz.t)= f({(1 —)z), Vs € I,V € I



]
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Asi, como f es continua, se sigue que F'(x,t) es continua.

Ademés F(z.0)= f((1-0)z) = f(z),Vz € ]

v Fle. 1) = fl{l —1z)=7Ff0)=exlt) Yoe L

Para evitar este tipo de situaciones, definiremos un concepto més general de ho-

wmotopia, ¢l de homotopia relativa a un subconjunto A C /. en la cual pediremos

que fy|A = fi|A, es decir. la homotopia deja fijo a todo punto de A.

Defindcion 2.1.3. Sean X y Y espacios topologicos, A un subconjunto de X v
fo- /1 + X = Y funciones continuas. Diremos que f, es homotopica a f; relativa
a A4 si existe una homotopia F': XxJ — Y entre f; v fi tal que para toda a € A.
F(a.t) no dependa de (, es decir, I satisface lo siguiente:
i) F(z.0) = fo(z) para toda z € X.
i) F(z,1) = fi(x) para toda x € X.
iii) F(a,t) = fo(a) = f1(a) para toda a € A y para toda [ € /.

Denotaremos la relacién de homotopia relativa a A por fy = fi(relA) o por F :

Jo Zraa f1 81 queremos especificar la homotopia relativa a A entre fy v fi.

Ejemplos.

i) Sea X =[01, A={0} € X,y fo.f1 : X = Y tal que fo(0) = /1(0).

Asf tenemos que fy =rqa fi1.

Nwd

Ficura 2.3
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ii) Sea X =[0.1], A={0,1}, Y ={z € R*|1 < ||z| < 2}.
En este caso particular que se muestra en la figura. las aplicaciones fy v
f1 no son homotdpicas relativamente a A aiun cuando son homotdpicas; va
que F : Ix] — Y dada por F(z,t) = fo((1 — {)z) es una homotopia tal
que F : fo 2 €0y G 1 IxlI = Y dada por G(z.1) = fi((1 — t)z) es
una homotopia tal que G : f; = € o). ademds fo(0) = f1(0) por lo que

€55(0) = €£,(0)+ asi pues definamos H : Ix] — Y como

F(z,2t) sig<t<

(5]

Hlmd) =

G(z.2 - 2t) si 1.

b3 f=

<t

IA

La continuidad de H la garantiza el lema 1.1.5, ademas H(z,0) = F(z.0) =
Jo(z) v H(z,1) = G(x.0) = [i(z); por tanto [y = f;. Sin embargo. no
podemos encontrar una homotopia que mantenga fijos a {0.1} y deforme

continuamente a f en f; debido a que se interpone el agujero.

X

FIGURA 2.4

Lema 2.1.1. La relacién =, 4 define en el conjunto de aplicaciones continuas de

X en Y. una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sea C(X,Y) = {f: X — Y|f es continua}, y sea A C X.

La relacién es refleriva, pues claramente para cualquier f(z) € C(X.Y) se tiene
que F(z,t) = f(z) es una homotopia relativa a A entre f y ella misma.

La relacion es simétrica va que si F : fo 2,04 f1 s la homotopia relativa a A que

deforma continuamente fy a fi. entonces
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G : XxI — Y donde G(z.t) = F(z.1-1)

es una funcién continua pues F lo es. ademads

o
0
S
I
-
=
o
I

f1(x) para toda = € X,
G(z.1) = F(2.0) = fy(x) para toda z € X..

v por tltimo
Gla.t) = F(a.1 —t) = fola) = fi(a) para toda a € A, v para todat € I.

De esta manera G es la homotopia que deforma continuamente a f; en [, dejando
fijo a todo punto de A.

Para ver que es transitiva supongamos que f 2.4 ¢V § 214 h, ysean F vy G
las homotopias que realizan las respectivas equivalencias. Debemos encontrar una
homotopia H que realice la equivalencia f =, .4 h: para ello definamos H : XxJ —

Y por

: F(z.2t si0<t<i
H(z,t) = (e 2t) b%,_ =
G(z,2t—-1) siz<t<1

Notemos que H realiza las equivalencias F' v G en la mitad del tiempo original.
La continuidad de H se sigue del lema 1.1.5: ademds tenemos que

Hiz, 0} =F{(z,0) = f(x),

H(z, 1) = G(z,1) = h(z).

Por ultimo. dado que F' y ' mantienen fijo a A para cualquier tiempo t, resulta

que H también mantiene fijo a A para todo t € /. Asi H es la homotopia deseada.

A partir del concepto de aplicaciones homotdpicas podemos definir también una

relacion de equivalencia entre espacios topolégicos de la siguiente manera.
Definicion 2.1.4. Diremos que dos espacios topoldgicos X' v YV son del mismo
tipo de homotopia si existen aplicaciones continuas f : X = Y. g:Y — X

tales que
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Capitulo 2. Grupos de Homotopia 25

gofeolx: X=X, fog=1ly: Y =Y.

A las aplicaciones [ v g les llamaremos equivalencias homotopicas. en tal caso

diremos también que X v Y son homotépicamente equivalentes.

La nocién de tipo de homotopia generaliza a la del tipo topoldgico (correspon-
diente a la relaciéon de homeomorfismo). Pues una consecuencia inmediata de la
definicién anterior es que dos espacios homeomorfos son del mismo tipo de homo-
topia. Efectivamente: si X =} entonces existe I : X — Y aplicacién continua y

biyvectiva y con inversa h~!: ¥ — X continua tal que

hoh™l= 1y,

h™loh= 1y,

asi tenemos que Ay Y son del mismo tipo de homotopia.

Sin embargo, ¢l reciproco en general no es cierto. Considere D" C R" el n-disco,
el cual no es homeomorfo a un punto {y} C D", sin embargo son del mismo tipo
de homotopia. Para verificar esto, consideremos la inclusién ¢ : {y} — D" (dada
por i(y) = y) v la aplicacién constante g : D" — {y}. Claramente goi = 1y :°
{y} — {y}. sdlo falta ver que io g = 1p» : D" — D", dicha equivalencia est4 dada
por la homotopia F' : I"x/ — D". definida por F(z.{) = tx + (1 — t)y, va que
Flad) =y vy Flal) =3 donc.le ambas igualdades se cumplen para todo z € D,

por lo tanto F:iog < Ipn.

Definicion 2.1.5. Diremos que X es un espacio contractible si X es homotdpica-

mente equivalente a un punto.

Por lo anterior, D" es contraible. En general, todo subconjunto convexo de R
es contraible. esto lo podemos verificar de la siguiente manera: Supongamos que
A C R™ es convexo y sea {y} C A, para verificar que son homotdpicamente equiva-
lentes consideremos la inclusién ¢ : {y} — A y la aplicacion constante g : A — {y}.
Es claro que goi = 1y, : {y} — {y}: veamos queiog=1,: A — A, como A es
convexo entonces para todo x,y € A el conjunto {iz+(1—1)y|0 < i < 1} esta con-
tenido en A. por lo que tiene sentido definir la homotopia F(z.t) =tz + (1 — {)y.

la cual realiza la equivalencia deseada puesto que F'(z,0) =y vy F(z,1) = 2.
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Considerando el cilindro C = {(z,y.2) e R¥|2? +y* = 1,-1 <2< 1}y la
circunferencia §! = {(x.y.2) € R®z? + 4 = 1,z = 0} obtenemos un ejemplo de
un par de espacios homotdépicamente equivalentes. Consideremos i : §' — C la

inclusion v r : C — §! dada por r(z,y,z) = (z.y,0).
Veamos que roi = g : §' — §!
s Bl i 2 =l i ))
=r(z,y.2)

(2..0)
= lgi(z,,0)

Asi tenemos que r o i = Igi.
Para ver que i or = 1¢ : C — C tenemos que dar la homotopia que realice la

equivalencia. Sea F : Cx/ — C dada por

F((z,y.2),t) = (z,y,(1 — t)2)
Asi tenemos que

Fi{z.y,2),0) = (x, 9, 2)
= le{Z. 9, 2).
Fllz.2.2). 1) = (my.0)

=ior(z,y. z).

Se sigue que i o 7 = 1¢, ¥ por lo tanto S! es homotdpicamente equivalente a C.
Este ejemplo da pie a las siguientes definiciones.

Definicion 2.1.6. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que A € X es un retracto
de X si existe una aplicacion continua v : X — A tal que r o1 = 14 (es decir.
si |4 = 14), donde 7 : A — X es la inclusién. A la aplicacién r se le llama

retraccion.
Definicion 2.1.7. Sea A C X, diremos que A es un retracto de deformacién de
X sl existe una retraccion r: X — Atal queior = 1y. dondei: A — X es la

inclusion.

Esto es, A es un retracto de deformacion de X si es posible encontrar una ho-
motopia I : XxI — X tal que F(2,0) = 2 para todo z € X y F(z.1) € A
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para todo x € X. De las definiciones anteriores tenemos que la circunferencia es
un retracto de deformacién del cilindro: ademds de las mismas se concluye que
si A es un retracto de deformacién de X, entonces A v X son homotdpicamente
equivalentes. Es mds, en el ejemplo de la circunferencia v el cilindro. la aplicacién
1o r es homotdpica a la identidad relativamente a la circunferencia; lo que da pie

a otra definicién.

Definicion 2.1.8. Se dice que un subconjunto A de X es un retracto de defor-

macion fuerte si existe una retraccion r : X — Atal queior 2,4 1y : X — X.

Asi tenemos que A es un retracto de deformacion fuerte de X, si existe una ho-
motopia F' : XxI — X tal que F(z.0) = z para todo » € X. F(a.t) = a para
todoa € At € I y F(z.1) € A para todo z € X. Considerando las dos tltimas
definiciones tenemos que un retracto de deformacion fuerte es también. un retracto
de deformacion. De manera intuitiva. podemos considerar que A es un retracto de

deformacion fuerte de X'. si X' puede deformarse en si mismo a A, dejando fijo a

A.

2.2. Multiplicacién de caminos

Si f v ¢ son dos caminos de X tales que [(1) = ¢(0). entonces definimos el producto

de f y g como el camino f * g dado por

Ahora nos dedicaremos a analizar detalladamente la ™ multiplicacion”de caminos,
v precisaremos bajo que condiciones dicha multiplicacién satisface los axiomas de

grupo.

Definicion 2.2.1. Diremos que dos caminos f y g de X son equivalentes si f v
g son homotdpicos relativamente a {0.1}. Y denotaremos esta equivalencia por

f~g
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En términos de la definicion anterior deducimos que los caminos fy v f; son equi-

valentes si existe una aplicacion continna F : Ix] — X tal que

F(t,0) = fo(t) y F(t.1) = fi(1) para t € |
F(0,5) = fo(0) = /i(0) Y F(1,5) = fo(1) = fi(1) para s € 1.

como se muestra en la figura. También podemos escribir F @ fy ~ [}, 81 queremos

especificar la homotopia que “liga™ a fy v fi.

FiGura 2.5

Ya se demostré en el lema 2.1.1 que =,.4 es una relacién de equivalencia en
el conjunto de los caminos de X. en particular tomando A = {0.1}. tenemos
que ~ es una relacion de equivalencia en los mismos términos. Esto da lugar a
una particion del conjunto antes mencionado en clases de equivalencia: es decir.
[f] = {9|g es camino y g ~ f}. Veremos primeramente que el producto de clases

de equivalencia de caminos dado por [f][g] = [f * ¢] esta bien definido.

Lema 2.2.1. Supongamos que [y, f1, go, g1 son caminos en X tales que fy(1) = go(0)

v f1(1) = ¢1(0). Si fo ~ f1 ¥ go ~ g1, entonces fy * go ~ f1 * g;.

Demostracion. Sean F : fo ~ fi v G : go ~ g1 las homotopias relativas a {0, 1}
requeridas. Definamos la homotopia H : Ix] — X dada por

F(2t,s) &i0<tXj3
Hit s)=

G2t —1,8) sil <t

A

1

b |
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FiGura 2.6

Dado que F(1,s) = fo(1) = go(0) = G(0.s). H es continua (como afirma el lema

1.1.5). Ahora verificaremos que H es una homotopia relativa al {0.1} entre fo* go

v f1 * g1, para ello hagamos los calculos siguientes

F(2t,0) si0<t<i fo(2t)
H(1.0) = =
G(2t-1.0) sii<t<1 go(2t — 1)
asi H(t.0) = (fo* go)(t).
F(2t.1) si0<t<3 f1(2t)
H(t.1)= =
G20-1.1) sit<i<1 (20 —1)

asi H(t.1) = (f1 * ¢1)(t). v por tltimo

si0<t<
sizg<t<
sil<i<
sig<t<

b=

bal=

—_

H(0,5) = F(0,5) = fo(0) = (fo*g0)(0) y H(1.5) = G(1.5) = go(1) = (fo*go)(1).

Lo cual comprueba que H es la homotopia deseada.

La compatibilidad expresada en el lema 2.2.1 muestra que el producto definido de

esa manera, no depende del representante de clase.
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El siguiente resultado nos dice que la multiplicacién de clases de equivalencia de

caminos es asociativa; esto es

([f]feD =[] (g [b])

siempre y cuando este producto tenga sentido (es decir, si f(1) = g(0) y g(1) =

h(0)). Obsérvese que puede darse (f % g) xh # f x (g% h).

Lema 2.2.2. Supongamos que /. g.h son tres caminos de X tales que f(1) = ¢(0)
v (1) = h(0). entonces (f xg) x h ~ f* (g*h).

Demostracion. Primero observemos que

(f*g)(2t) si0O<t< 3 fl4) si0<t<y

1) ((fxg)=h)(t)= =¢ g(4t-1) sit<t<li
h(2t —1) sig<t<1 h(2t—1) sit<t<1

(N2t) siogt<d fl2) si0o<gt<d

2) (fx(g=h))(t) = =¢ g(4t-2) sitgtg?
(gxh)(2t—1) siz<t<1 h(at—3) sid<t<1

21— =
el L -

FIGURA 2.7

Para construir una homotopia entre (f*g)*h v f*(g*h) la idea es la siguiente: hay
que expandir o comprimir linealmente los intervalos de la definicién de f, g y h. de
tal forma que pasemos de (fx*g)xh a f*(g=h). Para ver en qué intervalo debemos
definir f en la homotopia, procedemos de la siguiente manera: encontramos la
ecuacién de la recta que expande el intervalo [0, 3] al [0, 3] que son los dominios
de definicién de f. dicha ecuacién es s = 4 — 1: por lo que para un valor fijo de
s tomamos f en el intervalo [0, *], g en el intervalo [<, %2] y h en el intervalo

2.1,
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y £ Y It

. | ff
) “ I

Ficura 2.8

Asl, utilizando el metodo descrito, definimos F : Ix] — X por

i si0<t <L
F(t.s) =< g(4t—1—25) si%gtg"q—?
h(5E=E) siZ2 <<

La funcién F es continua por el lema 1.1.5 ¥

F(t,0) = ((/ * 9) = 1)(t) F(t.1) = (f * (g h))(t)
F(0,5) = f(0) = ((f = g) x h)(0) F(l.s) = h(1) = ((f » g) * h)(1)

por lo que F es la homotopia que realiza las equivalencias.

Si z € X, definimos =, : ] — X como el camino constante, es decir £,(¢) = z.
para { € [0,1]. Los caminos que pertenecen a la clase de equivalencia del camino
constante se comportan como un elemento identidad (por la izquierda o por la

derecha), esto es

[e=](f] = [F] = [£]l=]

cuando f es un camino con origen en x v final en y. Lo anterior queda resumido

en el siguiente lema.

Lema 2.2.3. Sea [ un camino en X con origen en x y final en y, entonces s, % [ ~ [

y frey~ [
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Demostracion. Mostraremos tinicamente que =, * f ~ f. pues mostrar f*z, ~ f
es analogo. Primeramente observemos que

IA
IA

t

(sz*f)(il={ -
f(2t—-1) 5815

IA
e N

t

IA

Ahora. siguiendo el procedimiento descrito en la demostracion del lema 2.2.2 de-
finamos I : Ix] — X por

Ficura 2.9

Efectuando algunos calculos tenemos que

F(t.0) = (2. % )1 F(t.1)
F(0.5) = [(0) = (= * ))(0) F(1s)

Por lo que F' es la homotopia deseada.

Por 1iltimo veremos como se pueden invertir caminos. Dado un camino f: I — X.

el camino f : I = X dado por f(t) = f(1—1),0 <t < 1, recorre a [ en el sentido
opuesto.

L]
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Observemos que el camino f(t) asi definido es compatible con la relacién ~, es
decir. [ ~ g siy solo si f ~ . Para ver esto. supongamos primero que [ ~ g, lo

cual implica que existe F': Ix] — X tal que

F(t,0) = f(t) y F(0.s) = f(0) = 4(0)
F(t.1) = g(t) F(l.s) = f(1) = g(1).

Definimos entonces, G : Ix] — X por G(t.s) = F(1 —t,s) y. as{ tenemos que G

es continua y ademds

G(t.0) = F(1—-t.0) = J(t) y G(0.s) = F(1.s) = f(0) =3(0)
G(t.1) = F(1—t.1) = g(t) G(1,s) = F(0.5) =T

de donde f ~ g. La demostracién en el sentido opuesto es similar.

El siguiente lema enuncia que la clase de f actiia como un inverso de la clase de

equivalencia de f, es decir

[£1[/] = [ea] v (A1 =[]

para todo camino en X con origen en x v final en y.

Lema 2.2.4. Si f es un camino en X con origen en x y final en y, entonces f*f ~ =,

y[«f~egy

Demostracidn. Se probard unicamente que [ * [ ~ £,. Demostrar que [ * [ ~ Ey
es andlogo. Primero veamos que en el camino f * f primero viajamos a lo largo de
f,de r ay, ydenuevo a lo largo de f pero en direccidn opuesta, ésto es de y a .
Ademis este viaje se hace al doble de la velocidad. En otras palabras f * f queda

determinado por

[
[ L

! 2 10<
(f*f)(f)={ e e
228 g%

1A

Para construir la homotopia entre [ = [ y £, consideramos la siguiente figura.
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Figura 2.10

En la figura anterior tenemos que f v f estdn “sobrepuestas”, puesto que f recorre
en sentido contrario a f: v la recta que une a los puntos ( %,0) v (0.1) v deforma

a f = f en =,. tiene por ecuacién s = 1 — 2{. Luego. la idea es viajar a lo largo de

/ durante la primera 15 — parte de nuestro tiempo, y al llegar al punto f(1 —

s) esperamos en ¢él, mientras { se mueve en el intervalo [15%. L5 v finalmente

retornamos a lo largo de [ durante la dltima % — parte de nuestro tiempo.

Tomando en cuenta lo anterior definimos F : Ix/ — X por

f2t) si0<t <L
Fit.s)=<¢ fll—5) silzt<ig s

J@—28) si Lt

IA
IA
=

Asi, cuando s = 0 obtenemos f * f, v cuando s = 1 permanecemos en z para
toda ¢ € [0, 1], es decir obtenemos .. Por lo que, F' es la homotopia que realiza la

equivalencia.

2.3. Grupo Fundamental

Hasta aqui se ha demostrado que el conjunto de las clases de equivalencia de cami-

nos de un espacio X, practicamente tiene una estructura de grupo. debido a que
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se presenta el inconveniente de que la multiplicacién no siempre estd definida y.
ademas de la necesidad de definir dos elementos que se comporten como la identi-
dad. Con el afan de solucionar este tipo de problemas utilizaremos el concepto de

lazo (definicién 2.1.1).

Una consecuencia inmediata de trabajar con lazos es que el producto f *g esta de-
finido para todo par de lazos con punto base en algin x € X. Denotaremos por
II(X. ) al conjunto de clases de equivalencia de lazos basados en + € X. Dicho
conjunto posee un producto definido por [f][g] = [f * g] donde [f], [g] € TI(X.xz)
v el cual estd bien definido, en virtud del lema 2.2.1. Ahora demostraremos que
la multiplicacion inducida en II(X, x) por el producto de lazos define en él una

estructura de grupo.

Teorema 2.3.1. II{X, z) es un grupo.

Demostracion. El enunciado de este teorema es consecuencia de la seccién anterior.
Ya observamos que el producto de lazos esté siempre definido. El elemento |[z,] es
el elemento identidad, en vista del lema 2.2.3. Si [f] € II(X,x) el lema 2.2.4

demuestra que [f]~! = [f]. Y por 1iltimo la asociatividad se deduce del lema 2.2.2.

El grupo fundamental w(X.zy) a veces es denotado por m (X.zp), el "1” viene
del hecho de que utilizamos caminos (aplicaciones continuas de / C R') para
definir el grupo fundamental. De manera analoga podemos definir m,, (X, z4) usando
aplicaciones de /" C R" en X. Este es llamado el n-ésimo grupo de homotopia de
X en zp. Brevemente indicaremos las definiciones apropiadas;

Sea AT la frontera de I™. es decir,
oI" = {(ty.. ta,. . - -, t,) € I"|t; = 0 0 1 para algiin i}.

El conjunto 7,(X,zq) consiste de las clases de homotopia relativas a 01" de las
aplicaciones continuas f : [ — X tal que f(A71") = zq. El producto de clases

estd definido por

[fllg] = If » 9.

en donde
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FlRtrtos nns tn) 0<ti <%
(f *9)(t) =
g(2t; — 1.ta... ., ta) 3<t<1

Se puede verificar que el producto estd bien definido v da a 7,(X.2p) la estruc-
tura de grupo. Claro que si n = 1 obtenemos el grupo fundamental. El grupo
fundamental no es necesariamente abeliano, sin embargo m,, (X . zq) siempre es un
grupo abeliano si n > 2. Los siguientes enunciados se pueden demostrar de manera

andloga a como se hacen con m(X.zg) (salvo por el ultimo inciso):

a) ma(X.xp) es un grupo.

b) Si existe un camino en X de zo a x; entonces 7,(X.2zo) ¥ 7n(X,z1) son
isomorfos.

¢) Una aplicacion continua ¢ : X' = } induce una aplicacion ¢, @ m, (X, 2) —

(Y. @(20)). .. la cual es un homeomorfismo (en donde @, [f] = [¢/]).

d) Espacios homotdpicamente equivalentes tienen grupos de homotopia isomor-

fos.

e) Sin > 2 entonces m,(X.zg) es un grupo abeliano.
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Efectos de una aplicacion

continua sobre 7(X, x)

Veremos ahora el efecto que tiene una aplicacion continua entre espacios topologi-
cos sobre los grupos fundamentales. Supongamos que ¢ : X — Y es una aplicacién
continua, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
1) Si f es un camino en X entonces ¢ es un camino en Y.
2) Sif ~ g. entonces pf ~ £g.
3) Si f es un lazo en X con punto base x € X, entonces ¢f es un lazo en Y
con punto base p(z).

En efecto,

1) Sif:I — X escontinua tal que f(0) =z y f(1) = yentonces pf : I — Y es
una aplicacion bien definida v continua tal que pf(0) = p(z) v ¢f(1) = v(y).

por lo que  es un camino en Y.

2) Por hipétesis f ~ g. entonces existe F' : Ix/ — X continua tal que

37
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Definamos G : Ix] = Y por G(t.s) = ¢F(t. s). notemos que

por lo tanto of ~ pg.

3) Por hipétesis f es una aplicacién continua tal que f(0) = f(1) = 2., asi of
es una aplicacién continua v ademads ¢ f(0) = pf(1) = p(z). por lo tanto pf

es un lazo en Y con punto base p(z).

Quedando asi demostradas nuestras afirmaciones.

Definamos ahora
p. i 1(X.7) = (Y, 0(2))

dada por ¢.[f] = [¢f]. La cual por las afirmaciones anteriores esta bien definida.

Lema 3.0.1. La aplicacién ¢, : 7(X,z) — 7(Y,¢(x)) es un homomorfismo de

grupos.

Demostracion. Sean [f].[g] elementos de 7(X.z) entonces

2« ([/1g]) = uf * 9]
= [p(/ * 9)]
= [pf * ¥g]
= [¢fllp9]
= p.[fleulg]

Definicion 3.0.1. Siyp : X — Y es una aplicacion continua. entonces el homomorfis-
mo . : 7(X.2) = 7(Y, p(x)) definido por ¢.[f] = [¢f]. se llama el homomorfismo
inductdo por .

Teorema 3.02. 1) Sig: X — Y y ¢ : Y — Z son aplicaciones continuas.

entonces (V). = Y.
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2) Sil: X — X eslaidentidad en X. entonces 1. es el homomorfismo identidad

de w(X.xz).

3) Sig Prel,, Y entonces p. = ¥, 7(X.z) = 7(Y. p(x)): es decir. los homo-

morfismos inducidos son el mismo.

Demostracion. 1) Sea [f] € n(X.z) entonces

(vp)ulf] = [(vp) /]
= [v(f)]
= tu[f]
= Yupulf].

2) Sea [f] € w(X.z) entonces

3) Si F: ¢ ey, ¥y [f] € n(X.2) entonces G(t.s) = F(f(t).s) realiza la

equivalencia.

Veamos ahora que el grupo fundamental es un invariante topoldgico.

Corolario 3.0.1. Sea ¢ : X — Y un homeomorfismo. entonces ¢, : 7m(X.x) —

7(Y,p(z)) es un isomorfismo.

Demostracion. Como ¢ : X — Y es un homeomorfismo. existe ! : ¥ — X,
aplicando 1) y 2) del teorema 3.0.2 a las relaciones ppr™! = 1y v p7lg = 1y

tenemos que w,0. ! = 1y, v v le. = 1x.. &

Cuando elegimos dos puntos distintos .y € X. en principio. #(X.z) v 7(X. y)
no tienen por qué guardar relacién alguna. Sin embargo, si existe un camino de x
a y, entonces los correspondientes grupos fundamentales estan relacionados en el

siguiente sentido.

Teorema 3.0.3. Sean z.y € X. Si existe un camino en X de z a y. entonces los

grupos (X, z) y (X, y) son isomorfos.
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Demostracion. Sea f un camino en X de x a y. Si ¢ es un lazo con punto base r.

entonces f * g % [ es un lazo con punto base y. Definimos
uy:w(X.z) = w(X,y)
por
uslgl = [ =g+ /1.

Veamos primero que uy estd bien definida: es decir. que no depende de la eleccién
del representante de clase de lazos basados en z. Para esto, supongamos que g v

i son dos lazos basados en x tales que g ~ k. entonces

lg) = [n]

= lall/] = [W]L1)
= [Tllglls] = (FIAL/]
= [Frgafl=[Frhs

= uglg] = ug[h]

por lo tanto uy esta bien definida.

u; es un homomorfismo de grupos. pues si [g]. [h] € 7(X. z) entonces

us([g][h]) = us([g = h])
= [?*g x h x f]
=[fxgxf*fxhxf]
= [fxg*fI[f xhxf]

= uylglug[h.
Ahora. utilizando el camino f de y a  definimos
uz (X, y) — (X, x)
por

'uf[h] =[f+h=*f]
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Sean [g] € n(X.z) vy |[h] € (X, y), notemos que

‘U-jr[T * g% f] Yy uguglh] = wg[f = h* 7]
[fxTwgsfx]] =[fefxtzf*f]
= [g] = [h]

—"

Esto implica que u; es biyvectiva y. por lo tanto. un isomorfismo entre w(X.z) y
7(X,y). [ |

Corolario 3.0.2. Si X es un espacio conexo por caminos entonces 7(X. x) v m( X, y)

son grupos isomorfes para todo par de puntos z,y € X.

Demostracion. Sean z,y € X un par de puntos cualesquiera, como X es conexo
por caminos existe un camino [ en X tal que f(0) =z v f(1) = y. asi. aplicando

el teorema anterior obtenemos el resultado deseado. | |

En vista del corolario 3.0.2. se puede pensar que no es necesario especificar el
punto base al referirnos al grupo fundamental de un espacio conexo por caminos.
sin embargo, esto no es recomendable. pues no hay un isomorfismo candnico entre
(X, z) y m(X,y), es decir, diferentes caminos de z a y inducen diferentes isomor-
fismos. La pregunta seria: jbajo que condiciones estos caminos inducen el mismo

isomorfismo?

Sea [h] € n(X, ). f y g dos caminos en X tal que f(0) = g(0) =z y f(1) = g(1) =

y. Supongamos que ambos caminos inducen el mismo isomorfismo, asi tenemos que:

ws[h] = ugh]

ugus[h] = [A]

uglf * h* f] = [h]

lg#* T« hx [ 7] =[h]

lg = 1R]LS =g = [A]
9 * N1M)[S *Glg = 7 = [h][g * T)
[g% FI]Lf =g = g% T) = [h]lg = 7]
lg  f][h) = [Allg = 7).

[ A A
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Asi, una condicién necesaria para que estos caminos induzcan el mismo isomor-
fismo es: [g* ] € Z(n(X.x)). en donde Z el centro de un grupo G estd definido

por
Z(G) = {a € Glab = ba para toda b € G}.

Observamos que la condicién es tambien suficiente. es decir. si f.g son caminos tal
que f(0) = g(0) = v ¥ f(1) = (1) = y y ademis [g* f] € Z(x(X,2)) = ulh] =
uglh).

Resulta entonces que 7(X, z) es abeliano si y sdlo si el isomorfismo inducido no

depende del camino que va de x a .

El siguiente resultado nos muestra la relacién que existe entre los homomorfismos

inducidos por aplicaciones continuas cuando éstas son homotdpicas.

Teorema 3.0.4. Sean v, : X — Y aplicaciones continuas entre espacios topoldgi-
cos y sea F' : == v una homotopia. Si f: I — Y es un camino de p(xq) a ¥(zq)

dado por f(t) = F(z,.t). entonces los homomorfismos inducidos

#e 2 (X, 2,) = 7(Y, 0(20))

Yot (X, z) = w(Y, ¥(z0))

estdn relacionados por 1. = usp. donde uy es el isomorfismo de 7(Y. ¢(xg)) a
7(Y.%(xp)) determinado por el camino f.
Demostracidn. Mostraremos que si [g] € 7(X,xo) entonces [vg] = [f * g * f].

Es decir, tenemos que mostrar que (f = wg) * [ v wg son equivalentes. Para ello.

primero consideremos que

f(l—4t) si0O<t<3
(F*wg) = F)t) =1 wg(dt—1) sij<t<]
J2t—1) sil<t<],

Utilizando el hecho de que [(t) = F(xy.!), podemos escribir lo anterior como
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Fzo.1—4t) si0<t<3
((f*pg) = () =4 Fg(4t—1).0) si}<t<]
Flzo.2—1) sii<i<l

Ademads. puesto que F': Xx/ — Y realiza la homotopia ¢ =

F(z.0) = ©(z)

por lo que

1) entonces

y F(z.1) = ¥(z).

Ahora. para construir una homotopia entre (f * g) * [ v g tomemos en cuenta
el hecho de que vg¢ es equivalente a (e, = 1g) * €., donde x = ¥(zg). Utilizando la

igualdad anterior tenemos que (¢, * 1g) * ¢, es de la forma

F(x0.1) si0<t<s
(cz % ¥g) *ea(t) = Flg(4t—1).1) sit<i<]
Fleg, 1) slg=tsl
Definimos ahora H : IxI — Y por
F(zg,1—4t(l-s) si0O<t<?
Hie,5) = F(g(4t —1).s) sig<t<s
Flzg:1 +2(t—1)(1—3)) sii <t=L

H esta bien definida vy es continua por el lema del pegado

Por lo tanto (f x pg) * f ~

H(t.0) = ((f * p9) + /)(®)
H 1) = (e, w4 el
H(0,s) = F(zp,1) = ¥(z,)

H(1.s) = F(xo.1) = ¥(x0)

(€2 ¥ Yg) * €z ~ g, ¥ asl upp. = U

. v ademds tenemos que




n
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El teorema anterior también puede ser enunciado afirmando la existencia del si-

guiente diagrama conmutativo:

m(X. xo)

'ﬁ(x. 1':‘(3;0))

Teorema 3.0.5. Si p : X — Y es una equivalencia homotdpica. ¢. : n(X.z) —

7(Y,p(x)) es un isomorfismo para todo x € X.

Demostracion. Como  es una equivalencia homotépica. existe una aplicacion con-
tima v Y = Xtalquevp =2 1x : X - X v pv = 1y : Y — Y. Luego. usando

el hecho de que v = 1x vy aplicando el teorema 3.0.4 tenemos que

wy(Vp) = Lxs

es decir, el siguiente diagrama conmuta.

(1)
?T(X._IEQ) ?T(X:”‘“J‘?(@D))
Laru
'MJI'
m(X. zo)

Dado que uy y lx. son isomorfismos, también lo es (¥p). = ¥.¢. puesto que
(¥4)« = u7 y uy es isomorfismo.

Luego. se sigue que:

i) . esinyectiva En efecto, dado que 1. ;0. es inyectiva, tenemos que si [g] # [A]
entonces 1.¢.[g] # Yup.lh]. Supongamos que ¢. no es inyectiva, es decir,
existen [g] # [h] tal que . [g] = w.[h] lo cual implica que ¥, ¢.[g] = ¥.p.[h].

v esto contradice el hecho de que v,p. es inyectiva.

ii) . es suprayectiva
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Efectivamente. dado que ¢.y,. es suprayectiva. tenemos que para cada [h] €
m(X. ¢yp(z)) existe [g] € w(X.z) tal que ¢..[g] = [h]. Supongamos que ¢. no es
suprayectiva, entonces existe a € m(X, ¥p(x)) tal que para toda 8 € 7(X. p(x)).

. # a lo cual contradice que 1, . sea suprayectiva.

Por lo tanto . es invectiva v w. es suprayectiva. Ademas, puesto que g = 1y,
obtenemos andlogamente que . es suprayectiva v que ¥, es invectiva. Por lo tanto

. es un isomorfismo.

Definicion 3.0.2. Un espacio topoldgico es simplemente conexo si es conexo por

caminos y m(X.z) = {1} para todo z € X.

Teorema 3.0.6. Todo espacio contractible es simplemente conexo.

Demostracion. Sea X un espacio contractible, entonces, existen aplicaciones con-
tinuas ¢ : X = {z} y ¢ : {2} —» X talesque F : vp 2 1x vy G : ¢ = 1.
Luego, aplicando el teorema anterior a  : X — {z} tenemos que . : 7(X.z) —

m({z}. {z}) es un isomorfismo; esto es, 7(X,z) = {1}.
|

Teorema 3.0.7. Sean X y Y dos espacios topoldgicos conexos por caminos. El
grupo fundamental del producto A'x} es isomorfo al producto de los grupos fun-
damentales de X y Y.

Demostracion. Denotemos por
p:XxY = X ] g: XxY =Y

las proyecciones. Puesto que p v ¢ son continuas. inducen los homomorfismos

pe (XY (2o, %0) = 7(X.2zo) v q. : 7(XXY. (20, o)) = (Y, yo) definidos por
p-[f]=p/] Y a.[f] = laf]

para [f] € m(XxY. (zo, ¥0)).
Definamos ahora

i : m(XxY, (20, 30)) = (X, z0)xm(Y, yo)
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dada por

elf] = (plf]s @l f]) = ([pf]. [a/]).

Veamos primero que g estd bien definida. Si [f] = [g]. entonces existe una aplica-

cion continua F : Ix] — XxY tal que

F(t.0) = f{t) v | F(0.5) = F(l.s) = (z0. %)
F(t.1) = g(t)

Asi. componiendo cada proyeccion con la homotopia anterior obtenemos que pfF :

Ix] — X es una aplicacién continua que cumple con

pl(t.0) =p(f(t)) =pf(t) ¥ pF(0,5) = pF(1,s) = p(zo, yo) = o
pF(t.1) = p(g(t)) = pg(t)

de donde pf «~ pg. es decir [pf] = [pg]; v ¢F : IxI — Y es una aplicacién continua

que cumple con

qF(t.0)=q(f(t) =qf(t) v  qF(0,5)=¢qF (1 s)=q(xo,¥) = yo
qF(t,1) = q(g(t)) = ag(t).

de donde gf - qg. es decir [qf] = [qg].
Por lo anterior, ([pf].[q/]) = ([py]. [qg]). como queriamos mostrar. Veamos ahora

que i es el isomorfismo deseado.

e ¢ es un homomorfismo de grupos. Si [.g : I — Xx)” son caminos para los

cuales est4 definido f = g entonces p(f =g) = pf*pg v q(f*¢g) = qf *xqg, asi

2([Fllg]) = lf = g] = (P[] * 9], ¢.[f * g])
= ([p(f * 9)]. [a(f * 9)])
= ([pf * pgl. laf * qg])
= ([pfllpgl. laf]lg9])
= ([pfl. lgfN(Ipgl. lgg])
= [ flelgl.
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e . es suprayectiva. Supongamos que ([f1],[f2]) € 7(X, zo)x7(Y" yo). v consi-

deremos la aplicacién continua f : ] — XxY dada por f(t) = (f1(1). [2(1)).

Luego, ¢[f] = ([pf]. [¢f]) = ([A]. [f2])-

o pesinyectiva. Supongamos que (f] = ¢[g]. es decir, ([pf]. [¢/f]) = ([pg]. [g9]).
entonces [pf] = [pgl v [qf] = [qgl; esto es pf «~ pg v qf «~ gg. Sean pues.
Fi:IxI = X y Fy: Ix] — Y las homotopias que realizan las equivalencias

correspondientes. entonces

Fi(t.0) = pf(t) F1(0.5) = Fi(1.s) = x¢

Fy(t,0) = ¢/ (1) F3(0.5) = Fa(L.s) = yo.

F(t.1) = qg(t)

Definamos ahora F : Ix] — XxY por F(l.s) = (Fi(f.s). Fa(i.s)). asi

F(t.0) = (F1(t.0), F2(t.0)) = (pf(t). ¢/ (t)) = f(t)
F(t.1) = (Fi(t.1). Fa(t. 1)) = (pg(t). q9(t)) = g(t)
F(0.5) = (F1(0.5), F2(0, 8)) = (Fi(1.5), F>(1. 8)) = (@0, Yo).

Esto es, F': f « g 0 equivalentemente [f] = [g].

Por lo tanto. ¢ es un isomorfismo de grupos.
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El grupo fundamental del circulo

Ahora mostraremos que el grupo fundamental de §' es el grupo ciclico infinito Z.
Primero veamos esto de forma intuitiva: un camino cerrado f de la circunferencia
S! con punto base en 1 da un cierto nimero de vueltas alrededor de la circunfe-
rencia. es decir, si empezamos en f(0) y consideramos f(t) cuando ¢ crece, por
cada vuelta dada a la circunferencia en sentido contrario a las manecillas del reloj
anotamos un tanto positivo, y por cada vuelta dada en sentido de las manecillas
del reloj anotamos un tanto negativo. La suma de los tantos anotados es el nimero
de vueltas o grado de f. Asi pues, a cada camino cerrado f con punto base 1 € §!
le asociamos un entero. Lo anterior nos permite establecer la siguiente clase de
equivalencia: dos lazos son equivalentes (homotdpicos relativos al 1) si v solo si
tienen el mismo grado. Por tltimo, para cada entero n existe un lazo que da n
vueltas en la circunferencia.

Ahora, obtengamos una definicion mas precisa del grado de un camino cerrado

mediante la aplicacién exponencial

e:R— S!

# =3 PZ‘mf

mediante la cual. podemos pensar a los nimeros reales como una espiral. siendo

proyectados por e en §'. como se muestra en la siguiente figura:

49
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.........

FIGURA 4.1

Notemos que e~!(1) = Z C R. La idea ahora es que dada una f : /| — S! con

J(0)

f(O) =0y e'f = f (la aplicacién [ sera llamada levantamiento o elevacién de ).

f(1) = 1 mostremos que existe una unica aplicacion f:I-Rtal que

Como f(1) = 1 se sigue que f(1) € e 1(1) = Z: este mimero entero se define como
el grado de f. Demostraremos despues que si fy v f; son caminos equivalentes en
S! entonces fo(1) = f1(1). Esto nos define una aplicacién 7(S§'.1) — Z la cual

mostraremos es un isomorfismo de grupos.

Lema 4.0.2. Sea U un subconjunto abierto de §' — {1} ysea V =I1ne ' (U) C R.
Entonces e~ (U) es la unién disjunta de los conjuntos abiertos V +n = {v+nfv €

V}.n € Z, en donde cada uno se aplica homeomérficamente sobre U.

Demostracién. Asumimos que U/ es un intervalo abierto. es decir
U={c""0<e<t<b<1}

para algun a.b. Sea V = (a,b) y V+n = (a+n.b+n). Es claro que e™'(U) es la
union disjunta de los abiertos V + n(n € Z).

Denotemos por €, la restriccion de e a (a + n. b+ n) sobre su imagen; claramente
€, es continua y biyectiva. Afirmamos ahora que €' es continua; para ello. consi-
deremos (a +n.b+n) y sea W C (a + n,b+ n) un subconjunto cerrado (y por lo
tanto compacto). Como W es compacto y S' es Hausdorff, e, induce un homeo-
morfismo W — ¢,(W). En particular e,(W) es compacto y por lo tanto cerrado.
Esto muestra que si W es un subconjunto cerrado entonces ¢, (W) tambien lo es;

se sigue que e ! es continua y por lo tanto e, es un homeomorfismo.
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Observar que lo anterior es valido para §' — {z}. donde  es un punto arbitrario

en §!

Corolario 4.0.3. Si f : X — S! no es suprayectiva es nulhomotdpica es decir. es

homotdpica a la aplicacion constante.

Demostracién. Si x ¢ Im(f) entonces S' — {} es homeomorfo a (0.1) el cual es

contractible. (z = ¢*™** para algiin s y §' = {¢*™|s <t <1+5} .)
|

Teorema 4.0.8. Toda aplicacién continua f : / — S' tiene una clevacién [ : / — R.
Mas atn, dado zy € R tal que e(zy) = f(0) existe una tinica elevacion f tal que

f([]J = L.

Demostracidn. Por cada x € S' sea U, una vecindad abierta de z tal que e *(U,)
es la unién disjunta de subconjuntos abiertos de R. cada uno de los cuales se
aplica por ¢ homeomorficamente sobre U,. El conjunto {f~*(U,)|z € S'} puede
ser expresado de la forma {(z;.y;)NI|j € J} que es un recubrimiento por abiertos

de /. Como | es compacto existe una subcubierta finita de la forma
[O.tl +El).(fg—62.t2+fg) ..... (tn—ﬁﬂ..]_]

cont;+e >t —€parai =1.2 ... . n—1. Ahora elegimos a; € (t,41 — €01, i —

) parai=1,2,...,n—1 tal que
O=ag<a1<a<...<a,=1.

Claramente f([a;,a,41]) € S', pero mas atin f([a,. a;41]) esta contenido en un sub-
conjunto abierto S; de S' tal que e7!(S;) es la union disjunta de subconjuntos
abiertos de R cada uno de los cuales se aplica homeomorficamente sobre S;. Defi-
namos los levantamientos fy inductivamente sobre [0.ax) para k = 0.1..... n tal

que fi(0) = zo. Para k = 0 esto es trivial: fo(0) = . no hay otra opcién.
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T (20)

0080

f(lay, ap o))

FiGura 4.2

Supongamos que fi : [0.ax] — R estd definida v es tnica. Recordemos que
f(lar-ax+1]) € Sk y que e7(S;) es la unién disjunta de {I;|5 € J} con ey, :
W; — S; un homeomorfismo para cada j € J. Ahora fk(ak] e W para un
unico elemento W de {W;|j € J}; ver figura 4.2. Cualquier extension fresr de-
be aplicar [ay, aryq] sobre W pues [ay. ap11] es conexo por caminos. Como la
restriceion ely: © W — S; es un homeomorfismo. existe una tnica aplicacion
p:lag aps] = W tal que ep = flig,a,,, (de hecho p = (e|u-)™' f). Ahora defini-

mos fr4) como

5 fils) si0<s < a.
Sraa(s) = $
p(s) siag < s < apqa.

la cual es continua por el lema del pegado puesto que fi(ax) = p(ax) v es tnica

por construccion. Asi obtenemos f.

Utilizando este teorema podemos definir el grado de un camino cerrado en S'. Sea
f un camino cerrado en S§! basado en el 1 y sea f : I — [ el unico levantamiento tal
que f(0) = 0. Como ¢~ '(f(1)) = ¢~'(1) = Z vemos que f(1) es un nimero entero.
el cual se define como el grado de f. Para mostrar que caminos equivalentes tienen

el mismo grado primero veremos que caminos equivalentes tienen levantamientos
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equivalentes. Para esto substituimos / por [* en el teorema anterior para obtener

lo siguiente.

Lema 4.0.3. Cualquier aplicacién continua F : J? — S! tiene un levantamiento
F : I? - R. Mas atn, dada zo € R tal que e(zp) = F(0.0). existe un tnico
levantamiento F tal que F(0.0) = .

Demostracion. La prueba es similar a la demostracion del teorema 4.0.8. Como [*

es compacto tenemos

D= <oy <...<a, =1,

O=by<bh <...<bp=1.
De manera que F(R, ;) C S*, en donde R, ; es el rectangulo
Rij={(t.s) € PPla; <t < a;41.b; < s < bjy}-
El levantamiento £ est4 definido inductivamente sobre los rectangulos
Rop. Roa. ..., Rom. R0, Rua, ...

por un proceso similar al teorema 4.0.8.

Como corolario del teorema anterior obtenemos el llamado teorema de monodromia

para e : R — S, el cual afirma que caminos equivalentes tienen el mismo grado.

Corolario 4.0.4. Supongamos que fo v fi son caminos equivalentes de S' con

punto base en 1. Si fu v ﬂ son levantamientos tal que fU(O) = f1(0) entonces

fo(1) = fi(2).

Demostracidn. Sea F la homotopia relativa a {0,1} entre fy v fi1. Sus levanta-
mientos son tnicos para F : /2 — R tal que F(0.0) = f,(0) = f,(1). Como
F(t.0) = fo(t) y F(t,1) = fi(t). obtenemos que F(t.0) = fo(t) ¥ F(t.1) = fi(t).
Ademas. F(1,t) es un camino de fo(1) a fi(1) pues F(1.t) = fo(1) = f1(1). Pero
F(1,t) € e Y(fo(1)) = Z. lo cual significa que F(1.t) es una constante y por lo
tanto fo(1) = f1(1). Notemos que de hecho F es la homotopia relativa a {0.1}

entre .fg i fl'
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Ahora calculemos el grupo fundamental de la circunferencia.

Teorema 4.0.9. m(S*,1) = Z.

Demostracion. Definimos ¢ : 7(S'.1) — Z por ¢([f]) = grad(f). el grado de f.
Recordemos que grad(f) = f(l} en donde f es el inico levantamiento de f tal que
£(0) = 0. La funcién o estd bien definida por el corolario 4.0.4. Mostremos ahora
que i es un isomorfismo de grupos.

Veamos primero que » es un homomorfismo. Denotemos por v, ( f) el levantamiento
que comienza en a € e~1(f(0)). Como v(f) = f ¥ 1(f)(t) = f(i) + a para un

camino en S! que comienza en 1, es claro que

"fu(f * (f) == "r'a(.f) * ’Vh(ﬂ)

en donde b = f(1) + a. Por lo tanto, si [f], [g] € m(S',1) entonces

2((flg)) = o([f *g)) = F % g(1)
=’Yo(f*9)(1)
= (0(f) * (9))(1) donde b= f(1)
=m(g)(1)
=b+g(1)
= f(1) + §(1)
= o([f1) + #(lg)):

Para mostrar que es sobreyectiva hacemos lo siguiente: dada n € Z consideramos
g : I — R definida por g(t) = nt, luego eg : I — S* es un camino cerrado con
punto base en 1. Como ¢ es el levantamiento de eg tal que g(0) = 0 tenemos que
»(leg]) = grad(eg) = g(1) = n, por lo tanto p es sobreyectiva.

Para mostrar que ¢ es inyectiva supongamos que ([f]) = 0. es decir grad(f) = 0.
Esto quiere decir que el levantamiento f de f satisface f(0) = f(1) = 0. Como
R es contraible tenemos que f 2,{0,1} €o: €n otras palabras existe una aplicacion
F: 1% — R tal que F(t.0) = f(t), F(t.1) =0y F(0,s) = F(1.s) = 0. De hecho.
la homotopia esta dada por F(t.s) = (1 —t)f(s). Asi eF : I*> — S! es tal que
eF(t.0) = ef(t) = f(t), eF(t.1) = e(0) = 1 y eF(0.5) = eF(1,5) = e(0) = 1. lo

cual prueba que ¢ es inyectiva y por lo tanto ¢ es un isomorfismo.
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Como resultado inmediato del teorema anterior y el teorema 3.0.7 obtenemos el

siguiente corolario.

Corolario 4.0.5. El grupo fundamental del toro es ZxZ.






Capitulo 5
Aplicaciones

La primera aplicacién que exhibiremos es una prueba alternativa del teorema fun-

damental del algebra.

Teorema 5.0.10. Todo polinomio complejo no constante tienc una raiz.

Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad gue nuestro polinomio

es de la forma
p(z) = ap+ 012+ ...+ g2t 4 2*

con k = 1. Supongamos que p no tiene raices. Definimos entonces la funcién
G : Ix[0,00) = §' C C por

p(reit) M

GU8:7) = forem ] 300

para 0 <t < 1yr > 0. Es claro que G es continua. Definimos ahora F : [? — §!

por

G(t,s+) si0<t<1.0<s<1,

F(t.s) =
gtrkt Gt <l s=1.

Al observar que

lim F(t,s) = lim G(t. 3 ) = lim G(t.7) = (")
s—1 s—1 1

- & r—oo

o
=1
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notamos que F es continua. También vemos que F es una homotopia relativa al
{0.1} entre fo(t) = F(1,0) y fi(t) = F(t.1). Pero fo(t) =1y fi(f) = ¥, de
esta manera grad(fy) = 0 mientras grad(f;) = k. lo cual es una contradiccion

(salvo en el caso que k= 0).

La segunda aplicacion que mostraremos es una prueba del teorema de punto fijo
de Brouwer en el plano. Este teorema también es vdlido en dimensiones superio-
res. pero para demostrarlo no bastan las herramientas que proporciona el grupo

fundamental.

Teorema 5.0.11. Toda aplicacion continua f : D? — D? tiene un punto fijo z tal

que f(z) ==z.

f(x)

x =g (x)

v (x)

w(x)

Ficura 5.1

Demostracién. Supongamos lo contrario, es decir, x # f(z) para toda 2 € D?.

Asi podemos definir la aplicacién ¢ : D? — S§! de la siguiente manera: conside-
ramos la semirecta que comienza en f(z) se extiende por 2 v se prolonga hasta
intersectarse con S!. luego p(x) es ese punto de interseccion: ver figura 5.1. Que
¢ es continua es claro. Sea i : S' — D? la inclusién, entonces i = 1 y tenemos el

siguiente diagrama conmutativo.

g! 1 y §1
3
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Lo que nos lleva al siguiente diagrama

m(S.1) = s (S, 1)

Pero como w(D%.1) = 0. pues D? es contraible. entonces tenemos el siguiente

Z—b 7z
0

diagrama conmutativo

lo cual es imposible. Asi queda probado el resultado.







Conclusiones

En esta tesis se dieron las definiciones apropiadas para definir el grupo funda-
mental de un espacio topoldgico, asi como demostrar que esté es efectivamente un
grupo. ademas se generalizaron las ideas para definir los grupos de homotopia de
orden superior. Luego estudiamos los efectos que tienen las aplicaciones inducidas
entre dos grupos fundamentales, es decir. el efecto que tiene una aplicacion conti-
nua entre espacios topoldgicos sobre los grupos fundamentales,

En el cuarto capitulo precisamos los conceptos adecuados para calcular el grupo
fundamental del circulo. Y por iltimo se exhibieron dos aplicaciones: una demos-
tracion alternativa para el teorema fundamental del algebra. y la segunda, una
demostracién del teorema de punto fijo de Brouwer para el plano.

Ademas de servir como herramienta para saber si dos espacios topoldgicos no son
homeomorfos. los grupos de homotopia tienen utilidad en diversas areas de las
matematicas. como lo es en la teoria de categorias y la teoria de variedades de

dimensiones bajas.
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