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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es presentar de manera accesible el calculo del grupo
fundamental de la circunferencia usando la teoria de espacios cubrientes y transformaciones
cubrientes.

En el primer capitulo comenzaremos por definir algunos conceptos topologicos como tra-
yectorias, homotopia y homotopia relativa lo cual nos permitira definir, para cada espacio
topologico con punto base zg € X, un grupo llamado el grupo fundamental de X que de-
notamos por w1 (X, zo). Resulta ser que este grupo es un invariante topolélogico, es decir,
si dos espacios son homeomorfos sus grupos fundamentales son isomorfos. Esto es conse-
cuencia de que una funcion continua entre dos espacios topologicos induce un homomorfis-
mo de grupo entre los grupos fundamentales asociados, donde ademas dicho homomorfismo
cumple una propiedad llamada propiedad de funtorialidad.

En el segundo capitulo introducimos el concepto de espacio cubriente, se enuncian y de-
muestran el teorema de levantamiento de trayectorias y el teorema de levantamiento ho-
motopia, definimos una accion del grupo fundamental del espacio X sobre la fibra de un
cubriente X y demostramos que dicha accion es transitiva. Ademas se demuestra que todas
las fibras de un espacio cubriente tienen la misma cardinalidad. Dado que cada fibra es dis-
creta, tenemos que cualquier par de fibras son homeomorfas.

Finalmente, en el tercer capitulo como nuestro principal objetivo es calcular el grupo fun-
damental de la circunferencia, vemos la estrecha relacion que existe entre ¢l concepto de
grupo fundamental y la teoria de espacios cubrientes, para eso enunciamos y demostramos
resultados importantes como lo es el criterio del levantamiento, este criterio nos da un gjem-
plo de un teorema bueno de topologia algebraica. Mas adelante vemos que el teorema 3.9
amplia dicho criterio. Ademas definimos el espacio cubriente universal de un espacio X.
(Esto es un espacio cubriente que es conexo vy simplemente conexo) y mostramos que de
existir ¢l espacio cubriente universal es unico.

Por otra parte dada una aplicacion cubriente p : X — X consideramos el conjunto de
todas los homomorfismos de X en X tales que ph = p. Dicho conjunto resulta ser un grupo
el cual denotaremos por C'ov(X /X ). Demostramos que dicho grupo actiia transitivamente
en la fibra del punto base del cubriente X y también definimos la equivalencia entre espa-
cios cubrientes, p : X—Xvyq: X — X deun espacio X si existe un homeomorfismo
h: X —+ Y entre ellos tal que ph = q. i

Después demostramos que el normalizador del subgrupo p.m1(X) del grupo fundamental
m1(X) cociente el subgrupo p,m ( s ) es isomorfo a Cov(X /X), es decir, (Cov(X/X) =
Nx(p o1 (X ))/pema( (R )). Dicho resultado es el mas importante de este trabajo pues des-
pués observamos que si p : X — X es un cubriente universal de X (es decir, 7 (.i') =
con X conexo) entonces el homomorfismo inducido p. : 71(X) — m1(X) es tal que
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p.m1(X) es el grupo trivial (pues ?rl(){'} = 1) y asi el normalizador del grupo trivial
p.m(X) es 71 (X) (pues el normalizador del subgrupo trivial de 7, (X) es por definicion,
el subgrupo més grande de 71 (X') que contiene a el grupo trivial como subgrupo normal, es
decir es 7, (X)) y concluimos que Cov(X /X) es isomorfo a 71 (X ) cuando X es conexo

y simplemente conexo.

Usando estos hechos y que (E, 62””) es el cubriente universal de S’ consideramos el gru-
po de transformaciones cubrientes Cov(R/S?) y por calculo directo demostramos que
Cou(R/S) es isomorfo a Z. Por lo que concluimos que el grupo fundamental de la cir-
cunferencia es Z.




Capitulo 1

El grupo fundamental

En este capitulo vamos a considerar trayectorias sobre un espacio topologico X' y una re-
lacion de equivalencia entre ellas conocida como homotopia relativa. Posteriormente, defi-
niremos cierta operacion sobre la coleccion de estas clases de equivalencia que la convierte
un grupo. Llamaremos a dicho grupo el grupo fundamental del espacio X . Ademas ha-
blaremos de algunos resultados relativos a la conexidad para mostrar algunos resultados
importantes en los siguientes capitulos.

1.1. Definicion de trayectoria

Definicion 1.1. Sea X un espacio ropolégico v xy,x1 € X, una travectoria en X de xqy a
xy es una funcion continua f : [0,1] — X tal que f(0) = zg y f(1) = 21.

Obsérvese que la trayectoria es la funcion f y no la imagen f ([0, 1]); a la imagen se le llama
una curva en X.

1.2. Homotopia

Definicion 1.2. Sean X,Y espacios topolégicos v fo, fi1 : X — Y funciones continuas.
Se dice que fq. f1 son homotépicas si existe una funcion continua F : X x [0,1] — Y tal

que para todox € X

F(z,0) = fo(x)

F(z,1) = fi(z)
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La funcion F se llama una homotopia entre f; y f1. Cuando tal homotopia existe escribi-
1‘ L
mos fy >~ f1.

Observemos que para cada t € [0, 1], F define una funcion continua Fy : X — Y dada
por Fy(z) = F(z,t) para cadaz € X.

De modo que podemos imaginar una homotopia como una familia de funciones continuas.
donde fp se deforma continuamente en f7.

Si fo v f1 son dos trayectorias, es decir, con dominio X = I = [0, 1], existe una relacion
mas fuerte que es la homotopia relativa definida de la siguiente manera.

Definicion 1.3. Sean fo, fi : [0,1] — Y dos travectorias en Y, diremos que fy = f)
rel {0,1} si y sélo si existe F' : I x I — Y continua tal que para todo x,t € I

F(z,1) = fi(x)
F(0,t) = o
F(l.f) =1

Esta definicion nos dice que los puntos coinciden en los extremos de las trayectorias fo vy
f1, asi estos permanecen fijos durante la deformacion como en la siguiente figura.

IxI
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A continuacion introducimos un resultado clasico en topologia, conocido como el lema
de pegado el cual nos permitira demostrar que la concatenacion de trayectorias es nueva-
mente una trayectoria.

Lema 1.4. Supongamos que un espacio X es una union finita de subconjuntos cerrados
X = UL, Xi S/ para algin espacio Y existen funciones continuas f; : X; — Y tales

que coinciden en sus intersecciones, (fi|X; N X; = f;|X; N X, para cada i, j) entonces
existe una unica funcion continua f : X — Y con f|X; = f, para todo i.

Demostracion:

Es claro que f definida por f(z) = fi(z) si # € X, es una unica funcioén bien definida
f+ X —= Y con restricciones f|X; = f; paratodo 1. Asi que s6lo falta probar que f es
continua.

Sea C' un subconjunto cerrado en Y, entonces
ey = xafie)

= CJ-’Q nf7Y(C)

i=1

= | J&xinfi(oy)
i=1

= J&xing o)

f:l

= Uf;'_l(c)-

=1

Luego, como cada f; es continua, se tiene que f?-"l(C) es cerrado en X;; ademas, como X
es cerrado en X, se sigue que f'(C) es cerrado en X. Por lo tanto f~1(C) es cerrado en
X, siendo la unién finita de los conjuntos cerrados _ff-‘l(C) se concluye que [ es continua.

Definicion 1.5. Sean f,g: I — X dos travectorias tales que f(1) = g(0).
El producto de travectorias denotado por f * g es la trayectoria definida de la siguiente

manera.

(oo ={ A 7

g(2t — 1)
Notemos que efectivamente la funcion f = g estd bien definida en  y es continua por el lema

de pegado, basta tomar los subconjuntos cerrados Xo = [0, 3]y X| = 4. 1] para verificar
que f y g satisfacen las condiciones del lema de pegado.

Sin embargo, la multiplicacion de lazos no es asociativa, es decir, (f x g) xh # f* (g=h).
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Definicion 1.6. Sea X espacio topologicoy f : [0,1] — X, una travectoria en X. Defi-
namos la trayectoria inversa de f, por f71(t) = f(1 - t).

/\ .
— =
0 ]

Definicion 1.7. Sea o € X fijo, definimos la travectoria constante xo : I — X por
20(t) = zo paratodot € [0,1].

T x
|
0 ‘

Definicion 1.8. Sea xg € X. Decimos que una travectoria f : I — X es un lazo basado
en xg si f(0) = f(1) = zp.

Observemos que ¢l producto f # g esta bien definido para todo par de lazos con punto base
en algin zp € X.

! X
/\‘
0 1

Introducimos una relacion de equivalencia en el conjunto de lazos basados en zy.

Definicion 1.9. Sean f,g : I — X lazos basados en xy. Decimos que f v g estan rela-
cionados si y sélo si f =~ g rel {0.1}.

Se dice que dos lazos f y g en X son quivalentes si f y g son homotopicos relativamente al
{0,1}. La relacién en la definicion 1.9 cumple con las propiedad de ser reflexiva. transitiva

y simétrica.

Definicion 1.10. Sea |f| la clase de equivalencia del lazo f. Definimos ahora un producto
de clases de equivalencia de lazos por

[fllg] = [ * g].



1.3 El grupo fundamental

Observemos que la relacién de equivalencia y el producto que hemos definido son compa-
tibles en el siguiente sentido: Si fo ~ f1y go ~ g1. entonces fy * go ~ f1 * g1.

Veamos que la homotopia buscada es:

B f2z,t) 0<z<3
H(If)_{ g(2z — 1.1) :ﬁ-gzgl

para toda z. ¢ € [0,1]

Asi, es posible multiplicar clases de equivalencia de lazos: Si f y g son trayectorias tales
que f(1) = g(0). entonces tenemos que H es continua por el lema de pegado, asi tiene
sentido definir el producto de sus clases [f][g] = [f] * [g], es decir, la equivalencia de su

trayectorias es compatible con su producto.

1.3. El grupo fundamental

Lema 1.11. Sea X un espacio topoldgico y xg € X fijo. Veamos que estas propiedades

forman un grupo, esto es,

- [f]# (lg] = [R]) = ([f] * [g]) = [A]
- [f] [=o] = [zo] * [f] = [7]
3 [f1= =11 % [f] = =]

1. Tenemos que ver que f #* (g * h) es homotopo a (f * g) * h para ello basta definir la

siguiente homotopia;

—

[

f % 0Xwd
F(z,t) = gldr —t—1) %Sx_“&—g
REEE) Bl
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y comprobar que,
F(z,0)=fx(g*h)y F(z,1) = (fxg)*h

2. Considerando

Se tiene que f (tomeseat = 0) y f*xq (tomese a t = 1) son homotopos. Un razonamiento
simétrico cambiando en la formula anterior z por 1 —z y a f por f~! esto prueba que zq * f
también lo son.

3. Definiendo,

_ f2zt) 0<z<3
it = { fetl-z) l<z<i,
Se tiene que F(z,0) = 9y F(z,1) = (f * f~1) donde [f] * [f ] = [x0]. Cambiando x
por 1 — x se tiene que [f '] * [f] = [xo]. Ver la demostracion en [4] pag. 44.

4
Definicion 1.12. El grupo del lema 1.11 se llama el grupo fundamental de X con punto

base xq y se denota por m1(X, zg).

1.4. Funtorialidad

Intuitivamente esta claro que el grupo fundamental es un invariante topolégico del espacio
X, pues espacios homeomorfos tendran grupos isomorfos y la composicion de funciones es
preservada. Una forma de probar este hecho es introduciendo el concepto de “homomorfis-
mo inducido”™ por una aplicacion continua, teniendo en mente la siguiente figura.
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1.4.1. Homomorfismo inducido

Sip: (X.zg) — (Y,¢x0) es una funcion continua entonces tenemos una aplicacion
pu s T(X, 20) — m(Y,p(z0)) definido por . [f] = [ o f].
Veamos que ¢, esta bien definida.

Sea fy >~ fi rel {0,1} entonces existe F': I x I — Y continua tal que

F(z,0) = fo(z)
F(z,1) = fi(2)
paratodo z € X
F(0,t) = zo
Flliti =

paratodot € T
Definiendo G : I x I — Y como

entonces,
G(I! 0) = ipOF[.ﬁ‘;‘, U) = @(fn(ﬁ))
G(z,1) = po F(z,1) = p(fi(z))
G(0,t) = p o F(0,t) = p(zo)
G(1,t) = po F(1,t) = ¢(z1)

Por lo tanto, ¢ o fo =~ ¢ o fi rel {0,1} y se sigue que  esta bien definida.
Probaremos enseguida que . es un homomorfismo de grupos, i.e v, ([f][g]) = @ ([f])v«([g]).
Sea f y g lazos en X con punto base z¢ y recordemos que

(f*g)(t)={ Aoty (L1)

Sabemos que ¢.([f * g]) = [¢(f * 9)]

Asi, tenemos que:
ex([Fllg)) = @ul[F 2 gl) = [0(f *9)]
[@f * pg] por (1.1)
lpf] [wg]
([N ([9])-

por lo tanto ..([£1[g]) = (. [f])(p+g])-
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Lema 1.13. Siv : (Y, o(zp)) — (Z.¢p(z0)) es también una aplicacion continua, en-
tonces tenemos las siguientes propiedades:
L (¥p)s = tupn.

2. id. = id donde id : (X, x9) — (X, xo) es la aplicacion identidad.

Para demostrar la primera propiedad sea [h] € 71(X, x¢), entonces

(ve)e[h] = [($p)h]

Siid : X — X es laidentidad y [g] € m (X, zp) entonces id.([g]) = [id o g] = [g] de
sigue que id, es el homomorfismo identidad en 7y (X, zg).

Este homomorfismo inducido sera extraordinariamente importante en el estudio del grupo
fundamental. Usando las propiedades de funtorialidad (anteriores) probaremos el si-
guiente teorema.

Teorema 1.14. Si ¢ : X — Y es un homeomorfismo tal que ¢(xo) = yo. entonces
. (X, 20) — m(Y, y0) es un isomorfismo de grupos. |

Demostracion:

Dado que p : X — ¥ es homeomorfismo entonces existe ¢ : (Y, yo) — (X, zo) conti-
nua tal que ¢ © Y = td(y ) Y ¥ © ¢ = id(x z,) Sntonces (p oY) = ids y (Yo y)s = id,s
esto implica que ¢, o ¥y = id. y V. o, = id, por las propiedades 1 y 2.

Por lo tanto ¢, es isomorfismo de grupos.

1.4.2. Ejemplos

1. Si hay unicamente una clase de homotopia de trayectorias que conectan al punto base
zp con el mismo, es decir, de trayectorias cerradas xg entonces 71 ({zo }, 2¢) = 1

2. Para S', intuitivamente podemos ver que 71 (S', 29) =~ Z, donde a cada clase de lazos
en Sh estd caracterizada por el nimero de vueltas que le da la circunferencia. Mas a
delante mostraremos formalmente que m; (Sl,xu) ~ Z una vez que estudiemos los
espacios cubrientes.

s e e
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Mas adelante estudiaremos la teoria de espacios cubrintes para asi calcular el grupo funda-
mental de la circunferencia, y para eso recordaremos algunos conceptos que usaremos mas
adelante, como conexo, conexo por trayectorias y simplemente conexo.

Definicion 1.15. Decimos que el espacio X es conexo si, para todos los conjuntos abiertos
UyVen X talesque X C UU V., setieneUNV # 2.

Definicion 1.16. Decimos que un espacio topologico X es conexo por travectorias si para
cada x,y € X existe una travectoria de x a .

Definicion 1.17. Un espacio topologico X se dice que es simplemente conexo si es conexo
por travectorias y 7 (X.z) = {1} para algin ¢ € X.

Observacion 1.18. S™ es simplemente conexo para todan = 2

Aunque ya hallamos definido el grupo fundamental, hasta el momento no es suficiente cal-
cular el grupo fundamental de la circunferencia, ya que para que eso sea posible es impor-
tante, hablar de espacios cubrientes, levantamiento de trayectorias, homotopias y tranforma-
ciones cubrientes. De esta manera ver como el grupo fundamental y los espacios cubrientes
estan muy relacionados, y como no resulta ser trivial calcular el grupo fundamental de la
circunferencia, que es nuestro principal objetivo.

i illi]_—
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Capitulo 2
Espacios cubrientes

Pasaremos a estudiar uno de los conceptos mas importantes de la topologia algebraica, como
lo es el espacio cubriente, en este capitulo introducimos este concepto asi como el teorema
de levantamiento de trayectorias y levantamiento de homotopia, de esta manera definimos
la accién del grupo fundamental del espacio X sobre la fibra de un cubriente X y decimos
cundo dicha accion actia transitivamente, también hablaremos del espacio cubriente regu-
lar donde en el tercer capitulo estos resultados se veran mas estrechamente relacionados
con el grupo de tranformaciones cubrientes para asi calcular el grupo fundamental de la
ciercunferencia.

Definicion 2.1. Sean X, X espacios topologicos y sea p: X — X continua. Un conjunto
abierto U en X estd parejamente cubierto por p si p~1(U) es una union ajena de conjuntos
abiertos S; C X, llamadas hojas, con pls, : S; — U un homeomorfismo para cada 1.

Ejemplo 2.2: Consideremos la aplicacion exponencial compleja exp : R — S* dada por
exp(t) = €™ Entonces el conjunto abierto I7 = S* — {—1} esté parejamente cubierto por
exp; en efecto, de la formula de Euler

it

exp(t) = €™ = cos 2wt + isen2mt.

Seat € exp~!(U) o bien exp(t) # —1. Al ser la exp periodica con periodo 27, exp # —1
siy sélo si —7 + 27n < 27t < 7w+ 27n, para algin n € Z, o equivalentemente, —% +n <
L < é ~+ n para algin n € Z.

Im

Por lo tanto

exp  (U) = U (n - %.n -+ %) ;

=7
L]

17
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Asi, las hojas en este caso son intervalos abiertos. Notemos que

1 1 Tl [ #
(ﬂ_ﬁ'n+§)ﬂ(n_§’n+§}_@

para todo n # n'enteros y

11 :
es-:p|{n_%.n+i2} (n - pnt 5) — St - {1}=U

¢s un homeomorfismo para todo n € Z.

2.1. Ladefinicion de espacio cubriente

Recordemos que un espacio topologico es conexo por trayectorias si todo par de puntos se
pueden unir por una trayectoria.

Definicion 2.2. Sea X un espacio topolégico, entonces un par ordenado (X, p) es un es-
puacio cubriente de X si:

1. X es un espacio topolégico conexo por travectorias.
2.p: X — X es una funcion continua.

3. Cada © € X tiene una vecindad abierta que esta parejamente cubierta por p.

La funcion p se llama proyeccion cubriente, y un conjunto abierto que es parejamente cu-
bierto por p se llama p-admisible, o simplemente, admisible.

Es claro que el conjunto de abiertos admisibles en X forman una cubierta abierta para X.

Graficamente, podemos tener en mente la siguiente figura.

2.1.1. Ejemplos

La funcion exponencial compleja en el ejemplo 2.2 junto con R, define un espacio cubriente
de St
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. Definamos p : B — S* por p(t) = (sen(27t), cos(27t)) para todo ¢t € R entonces

(R, p) es un espacio cubriente de la circunferencia unitaria S1. Pues B es conexo, p
es continua v de hecho todo arco abierto de longitud 27 (o bien, 1) del circulo S’
puede servir como vecindad parejamente cubierta.

27 0 27 k_}

Otro ejemplo similar al anterior es utilizando coordenadas polares (r,8) en el plano
*. Entonces la circunferencia unidad esta definida por la condicion r = 1. Para cada
entero n # 0, definimos una funcién p, : S* — S* por la ecuacién:

pa(1,0) = (1,n6).

La funcion p,, enrrolla la circunferencia n veces sobre si misma, observemos que si
n # 0, el par (S*, p,) es un espacio cubriente de S*. De nuevo el arco propio de S’
es una vecindad parejamente cubierta.

Si X es un espacio conexo por trayectorias e 2d : X — X la identidad entonces
(X, id) es un ejemplo trivial de espacio cubriente de X. Analogamente, si f es un
homeomorfismo de Y sobre X, entonces (Y, f) es un espacio cubriente de X .

Si (X, p) es un espacio cubriente de X y (f’. g) es un espacio cubriente de Y, en-
tonces ():’ x Y, p % q) es un espacio cubriente de X x Ydonde la funcién P xq
csta definida por (p < g)(xz,y) = (p(z), g(z)). Ademas, si U es una vecindad pareja-
mente cubierta del punto z € X y V' es una vecindad parejamente cubierta del punto
y € Y, entonces U x V es una vecindad parejamente cubierta de (z,y) € X x Y.

Recordemos que una funcion continua f : ¥ — X es un homeomorfismo local si cada
y € Y tiene una vecindad abierta V' y con f|y : V' — f(V') homeomorfismo.

Notemos que en particular una proyeccion cubriente es un ejemplo de homeomorfismo

local.

Lema 2.3. Sea (X, p) un espacio cubriente de X. Entonces la aplicacion continua p es
abicrta v sobrevectiva, esto es, una identificacion. Ademas, X es conexo por trayectorias.

Demostracion:

Veamos primero que p es sobreyectiva
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Sea z € X. Entonces existe U, admisible, esto es, z € U, entonces p~'(U) = J,-; S
donde {S,}.=; es el conjunto de hojas.

Luego

pp i (U)) =p (U 5';) = UP(S;') = U v="U.
f=v}

iel =

Por lo tanto z € U, = p(p~1(U)). es decirz € Im p.
Veremos que p es una funcion abierta.

Sea V C X abierto. Para mostrar que p(V') es abierto, probaremos que para cada z € p(V)
existe una vecindad abierta de r completamente contenida en p(V’). De hecho, el abierto
sera de la forma p(S;, N V') para alguna hoja S;, en X.

Sea z € p(V). Notemos que p~(2) NV # @. Pues dado que = € p(V') entonces z = p(Z)
paraalgin Z € V, entonces £ € p~'(z) y € V entonces & € p~ Y (x) N V.
Consideremos ahora & € p~1(x) N V' y V una vecindad admisible que contiene a .

Dadoquex € U

e | e

zep @) Cp i) =S

1€]

donde {S;}.cr es la coleccion de hojas. Asi, T € S, para algiin i € I. Entonces como
r € V, 5;, NV es un abierto en S;, que contiene a Z.
Por lo tanto que p|s, : Si, — U es un homeomorfismo entonces p(.S;, N'V') es un abierto
en U que contiene a z. (ya que € p~!(z)). Dado que U es abierto en X entonces p(S;, N
V') es abierto en X que contiene a z. Ademas, como p(S;,NV) C p(V') entonces p(S;,NV)
es el abierto que buscabamos. Concluimos que p es abierto.
Finalmente la imagen continua de un espacio conexo por trayectorias es conexo por trayec-
torias, de modo que al ser X el espacio cubriente, y en particular conexo por trayectorias se
sigue que también X lo es.

Nota: La proyeccion cubriente p : X — Xen general no es cerrada. Para probarlo,
consideremos nuevamente la proyeccidn cubriente del ejemplo 2.2. El conjunto discreto
A = {n+ Lln > 3} es un subconjunto cerrado de .

1 1 1 ‘
— = ! o= FE - = " vt .
R\A nL;J:3(1r1+n,?’l—rl—f—n_i_l]u( oc,3+3)esunable ode B

Sin embargo, la imagen de A bajo la exp no es cerrada en S pues:

si B = exp(A), entonces

B={ye€ Stly= g2ri(n+y) para alginn € Zyn > 3}.
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Dado que

» L3
Omi(n+ L) Din 4 =EE
n n

2m

tenemos que B = {y € S* |y = €™ paraalginn € Zyn > 3}.

Por otro lado, recordemos que B es cerrado si y sdlosi B 2 B, donde B” es el conjunto
de puntos de acumulacion de B. Veremos a continuacion que para este caso no se cumple
que B 2 BY.

Por definicion
B*={r e S'|(U~-{z})N B +# @ para toda vecindad abierta U de z }

entonces 1 € B pues Sin embargo 1 ¢ B
Por lo tanto B no contiene a todos sus puntos de acumulacion de modo que B = exp(A)

no es cerrado.

TN

I " >
o1 2 3 4 6 & 7T ® 9

Proposicién 2.4. Si (X, p) es un espacio cubriente de X y si xo € X, entonces la fibra
p~Y(z0) es un subconjunto discreto de X, esto es, p~'(xq) tiene la topologia discreta como
subespacio de X .

Probaremos que todo subconjunto de p~!(zq) es abierto.

Sea U una vecindad parejamente cubierta de zy y & € p~*(z0). Entonces,

zep(z) S =S

iel

donde {S;}ics es la coleccion de hojas. Entonces Z € Sj, para algin ig € I, por lo que
z€pHzo)N Sio-

FHITHET | I
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Afirmamos que de hecho p~!(zy) N S, = {#}. Para probar que p~!(zg) N S,, C {Z}.
supongamos que existe &' € p~!(zg) N S,, con ¥ # Z. Entonces 7,7 € p~!(zy)
asi tenemos que p(z) = p(z’) pero ,%' € S;, y = # ', entonces p|5‘m : 8y — U
no es uno a uno, lo que contradice el hecho de que pjs, sea un homeomorfismo.

Por lo tanto
p_l(.l."[]] il Sfu = {f}

Asi todo punto en p~*(zg) es abierto y por lo tanto todo subconjunto de p~!(zg) es también
abierto en p~!(zg). Por tanto p~!(zg) tiene la topologia discreta como subespacio de X .

Lema 2.5. Sea (X,p) un espacio cubriente de X, sea Y un espacio conexo y sea f :
(Y y) — (X,z0) continua. Entonces, dado &y en la fibra de xo, si existe una funcion
continua f : (Y,y0) — (X. %) tal que pf = f, esto es, el siguiente diagrama conmuta

1

(X, Zo) (2.1)

F 2T
- I
-
~

(Y, 90) = (X, z0)
entonces [ es unica.
Demostracion:
Demostraremos la unicidad de f , esto es, si [ existe entonces es Unica.
Sea f': (Y. y0) — (X, Zg) que satisface que pf’ = f. Probaremos que f = f’.

Sean

A= {y €Y|f(y) = f’(y)}
B={yeY|f@) # )}

entonces tenemos que Y = AUB, ANB = 2 ysi f existe, entonces A # 2, pues yp € A
porque f(yg) = 20y f'(yo) = Zo. Si probamos que A y B son abiertos, entonces la cone-
xidad de Y forzard a que B = @, y entonces f = f'.

Probaremos primero que A es bierto.

Seaa € Ay Sea U una vecindad parejamente cubierta de f(a). Dado que por hipétesis
fla) = pfla) = pf'(a) entonces
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fla) = f'(a) € p~*(f(a)) € p (V) = Uic; S: de modo que
fla) = f'(a) € S para alguna hoja S sobre U.

Afirmamos que W = f“l(S} N f'~1(9) es una vecindad abierta de a en Y. En efecto.,

e (fl@)nfHfa) S FUSINFHS) =W,
ademas W es abierto en ¥ pues S es abierto en X y f son continuas. Finalmente, se
tiene que W C A puessiw € W = f )ﬂf 1(S). Entonces w € f 1(.5')

wE f’ L(S) asi tenemos que f(w) € Sy f'(w) € S, pero como por hipétesis pf (w) =
flw) = pf'(w)ypls : § — U es homeomorfismo, se sigue que f(w) = f(w)

Por lo tanto w € A y concluimos que W C A.

Hemos probado que para todo a € A arbitrario existe 1™ abierto en ¥ tal que a € W C A.
Por lo tanto A es abierto.

Probaremos ahora que B es abierto.

Sea b € By sea V una vecindad parejamente cubierta de f(b). Tenemos que f(b) =

pf(b) = pf'(b), entonces f(b), f/(b) € p~(f(b)) C p~}(V) lo que implica que f(b), f'(b)

p~H(V).

Si f(b) vy f'(b) estan en la mlsma hoja S” sobre V, entonces por ser plg» : 8" — V un
homcomorﬁsmo pf(b) = f(b) = pf'(b) implica que f( Yo B,

Pero esto contradice ¢l hecho de que & € B. Por tanto f(b) € Sy f'(b) € 5" donde Sy .57
son distintas hojas.

Afirmamos que W’ = f~1(S) N f~Y5") es una vecindad abierta de b. En efecto, tene-
mos que b € FYHF®) N f7HF (b)) C F7YUS)N f~1(S) = W. Ademas Sy S’ son
abierto y f /' continuas, esto implica que W es abierto. Ahora mostraremos que W' C B.
Para ésto, consideremos w’ € W' = F~1(8) N f~1(S"). Entonces w’ € f~1(S)yw €
F~1(S") implican que f(w') € Sy f'(v') € 5.

Asi, dado que SN S’ = @ entonces f(w') # f/(w'). Por tanto tenemos que w’ € B.
Por lo tanto w’ C B. Dado un b € B arbitrario hemos probado que existe un abierto W' en
Y tal que b € W’ C B. Por lo tanto B es abierto.

€
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2.2. Teorema de levantamiento de trayectorias

El teorema de levantamiento de trayectorias es uno de los mas imporatantes en este trabajo,
va que para llegar a nuestro objetivo es de mucha utilidad.

Teorema 2.6. (Teorema de levantamiento de trayectorias).
Sea (X, p) un espacio cubriente de X y sea f : (I1,0) — (X, zq) una trayectoria. Si Ty
esta en la fibra de xq, entonces existe una unica travectoria f : (1,0) — (X, 2p) con

pf =1

Demostracion:

La unicidad de f se sigue del lema 2.5 (basta tomar (Y, yo) = (1, 0) pues [ es conexo.)
Probaremos la existencia de f.

Supongamos que [a,b] C T es tal que f(|a,b]) € U con U una vecindad admisible de
x = f(a).

Si & € p~!(z) entonces Z estd en una tnica hoja sobre U, digamos S. Dado que p|s :
S — U es un homeomorfismo existe (pls)™* : U — S. Definamos la aplicacién g :
(la.0], ) — (X, ) como § = (p|s) ™" © (fljap))-

Notemos que pg = f|(q,5], pues si k € [a, b] entonces pg(k) = po (p|s)~* o f(k) = f(k).
Por lo tanto pg = f|j4 /-

s

-
-

Ty
.
-
-
g

Flay s — !

L]
|
O .-:
.
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Para cada t € I, sea U una vecindad admisible de f(t).

Ahora {f~1(I;) }tes es una cubierta abierta para el espacio métrico compacto J. entonces
tiene un nimero de Lebesgue 4. Esto significa que si ¥ C I con diametro menor que d,
entonces Y C f~(Uy) paraalgint € I; estoes f(Y) C U;.

Entonces podemos particionar I con puntos ¢; = 0.%9,....1,, = 1 donde t; ;| — t; < § para
todoi=1,...,m—1.

Por nuestra observacion inicial, existe una funcion continua
g1 1 [0.t2] — X conpg = .f|[(),f3i y 91(0) = zo.
de la misma manera para cada 7 = 1,..,/m — 2 existe una funcioén continua

Gt [ta ts] — X conpga = [y 45 ¥ G2(t2) = Gi(t2) ¥
Gis1 ¢ [tiv1stiva) — X con pdict = it tina) ¥ Gic1(tisn) = Giltiva).

Entonces definimos 7 : T —-}ﬂj: por f(t) = gi(t)sit € [t;, ti+1]. Aplicando nuevaente el
lema de pegado. se sigue que f es continua pues / = U:’:l[t,-, t;+1] es una union finita de
subconjuntos cerrados asi cada § : [,.1;11] — X es continua, ademas de que coinciden
en las intersecciones de los intervalos.

Por lo tanto una trayectoria en X

2.3. Teorema de levantamiento de homotopia

Teorema 2.7. (Teorema de levantamiento de homotopias)
Sean (X, p) un espacio cubriente de X, v Y cualquier espacio topoldgico. Sean f v f
continuas deque hacen al siguiente diagrama conmutativo:

(Y, yo) —— (X, %) (2.3)

| ;

(Y x 1. (90,0)) —— (X, 20)

donde j(y) = (y,0), y € Y. Entonces existe una funcion continua F : ¥ x I — X
que hace conmutar los dos triangulos en el diagrama siguiente. Mas aiin, si 'Y es conexo

entonces I es unica.
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(Y, 20) (X, 20) (2.4)

Ed
. -
j = p
I -
-~

(Y < I.(%.0)) 7 (X, zo)

\--“

Demostracion:

Probaremos primero que si ¥ es conexo entonces F' es lnica. Supongamos que existe F tal
que hace conmutar al diagrama (2.4) Como Y es conexo entonces Y x I es conexo asi por
el lema 2.5, F:Y x I — X es launica tal que el triangulo inferior de 2.4

(X, %) (2.5)
i'ea lp

(Y X Is (yﬂa 0)) _F-" (X~ I{})
es conmutativo.

Por lo tanto F' es tinica tal que el diagrama

(Y, wo) (X, z) (2.6)

= -
_'-'l L lr?

(Y x I (o, 0)) (X, z0)

conmuta,

Probaremos ahora que es suficiente trabajar localmente, probando que I existe si cada
y € Y tiene una vecindad abierta IV, tal que hay una funcion continua F;, que hace conmutar
el diagrama siguiente.

Ny s g (2.7)

Donde las funciones horizontales son las restricciones de f y F respectivamente.
Dado que {N, x I'},cy es una cubierta abierta de Y x I, basta probar que las F cmnc:den
en sus intersecciones por el lema de pegado.

Supongamos que i’ € N, N N. entonces,

F, (¥, 0) = f(/ Fz(y!-n)-
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Ademas para todo t € I se tiene

pFy(y t) = F(y',t) = pF.(¢/, 1)

entonces F‘ y F. son levantamientos de Flgy "1 x1 que coinciden en (y', 0).

(X, fy¥") (2.8)
|
v

({y'} % 1.0) — ——> (X, F(y.0) = f(y))

{y'}=1

Dado que {y'} » I es conexo entonces, por el lema 2.5 tenemos que

Fyltwixt = Fxlgyyxi-

Como y' es un elemento arbitrario de N, N N entonces Fy y F. coinciden en

(NyNN:) x I =(NyxI)N(N; xI).

Ahora construiremos las vecindades NN, y las funciones continuas I:‘y. Sea yp € Y fijo.
Para cada { € I, sea U, una vecindad admisible de F'(yg, t) en X; dado que F es continua,
existen vecindades abiertas M; e I; de yy y t respectivamente con F(M, x I;) C U;.

>
A, { o :-:'/// A ©

/
' Fisic n@

Iy
Dado que T es compacto y {I;};c; es una cubierta abierta de I entonces {I; };<; tiene una
subcubierta finita; denotémosla por I, ..., I, . Definimos
Ny = My N My, 0.0 M,

Entonces IV, es una vecindad abierta de yg. También la cubierta abierta I, . ..., I tiene
un nimero de Lebesgue A, esto es, si 0 < § < Ay A C I tiene diametro menor que
o entonces A C I, para algun ¢ = 1, ..., n. Entonces partimos I de la siguiente manera.

O=to<t) <...<ty, =1ltalquet; — ¢, < dparatodaz=1,....m

entonces [t; 1,4 C Iy, paraalgink =1,..,nyparacadai=1,....m.
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Asi Ny, * [tic1,ti] © My, x I, paraalgin k = 1,..,n yparacadat = 1,...m
entonces F(Ny, X [ti-1,t;]) € F(M,, x I.,) € U, donde U, es una vecindad admisi-
ble de X que depende dei = 1.....m.

Es suficiente ahora construir funciones continuas G; : N, x [t,—1.t;] — X para ¢ =
1....,m tales que para cada y € Y fijo:

(i) pGi = F|n, xt,_, .+, Paracadai =1,..,m

(il) G1(¥'.0) = f(v') paratoda ¥ € N,

(ili) Gi—1 (¥, ti—1) = Gi(y',ti-1) paratoda y' € N, yparatodai = 2,...,m
pues tales funciones pueden pegarse y dan como resultado

E iNyx T — X

con las propiedades requeridas (Se pueden pegar por (iii) y porque N, x [t,_;, ;] es cerrado
en Ny x I).

Z

¥ ‘N T % T
. Ny xJty, ta] !
b - iu H —————
] Ly ty ty ty t
L J
[

Para definir G; : N, x [0.t;] — X sea U una vecindad admisible abierta con F(N, x
[0,t1]) C U. Sea {S) },ca el conjunto de hojas de X sobre U.

Afirmamos que {f~1(Sx)}aca es una cubierta de conjuntos ajenos de Ny
En efecto, F/(N [0 t1]) C U entonces pjf( Ny,) = F(N, x {0}) C U esto implica que

p~H(pf(Ny )_} g HU) = Unea Sx entonces f(Ny,) € p~(pf(Ny)) € Upey Sa por
tanto N, C F~1(f(Ny)) C = HUsea ) =Usrea F7H8)-
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Por 1o tanto Ny € = Usen 9a) = Uses F1(SH)

Definimos G : N, x [0.t1] — X en el abierto f~!(Sy) x [0,£;] € Ny, x [0.t,] por la
composicion

F (pls, )t
y U A ¥ S)\

FHSN) x [0, 4]

Dicho de otra forma G (y/. t) = (plsy)” lF(y t)ysiy' € f71(Sy). t € [0, 4]
G esta bien definida pues f~1(Sy) N f~1(Sy/) = @ paratodo )\ # N y es continua pues
es la restriccion de una funcion continua.

Ademas, (+; satisface (1):

Seay’ € N,.t € [0,t)] entonces y' € f'l(SA) para algin A € A entonces pG(y'.t1) =
p(pls,) () = (pls,)(pls,) ' F(Y'st) = F(y'. 1)

por lo tanto G satisface (i).

() satisface (11):

Seay’ € N, entonces 3’ € f~1(S,) para algin A € A. entonces f(y') € S,
esto implica que

Gi(y',0) = (pls,)”'F(¥/,0)
= (pls,) “pf y')
= (pls,) " (plsy) (W)
= f@)

por lo tanto (') satisface (ii).
Construiremos Gy : Ny x [t1,t2] — > &

Sea U’ tal que F(N,, x [t;,t2]) CU'ysea G} : N, — X definida por
Gi(y') = G1(y/,t1) paratodo iy € N,,.

Sea { Sy }aea el conjunto de hojas de X sobre U’.
Afirmamos que {Gl_l(sx)}xe,-v es una cubierta de abiertos ajenos de IV,,.

Tenemos que F(N, x[t1,t2]) € U’ entonces F(y',t;) C U’ para todoy’ € N, esto implica que
p'F(y.t1) € p ' (U') = Uyea Sy paratodo y' € N, entonces p 1 (pG1(y/,t1)) C
Uxea Sy portanto Gi(y') = Gi(y'.t)) € pp(G1(y',t1)) € Uyey Sy para todo

y € Nyestoes, Gi(Ny) € Uyepr Sy lo cual tenemos que Ny, € G (Uyep Sx) =
Unen GT(S)




30 Espacios cubrientes

Por lo tanto {G'| (85, ) }arear €5 una cubierta de abiertos ajenos de N,,.

Definimos G : Ny, x [t;, 2] — X en el abierto Gy (Sw) x [ti1,ta] € N, x [t1, 1] por
la composicion:

(pls, )™

F 7 Lﬂ 7 SA’

G;_l(s}\’) X [t1,ta]

Dicho de otra forma,
Ga(y'\t) = (pls, ) 'F(¥/. 1)

siy' € G;_I(S,\r).i € [El.tg].

Veremos ahora que (G5 satisface (i):
Seay’ € Ny.t € [t;,1] entonces y' € G"I_I(S,\:) para algin ) € A/,

pGa(y',t) = plpls,) ' F(Y/,t)
= (pls, )(pls, )T F(/. 1)
= F(y',t)

Por lo tanto G5 satisface (1).
(75 satisface (ii1):

Sea y' € N,. Entonces 3’ € G7!(Sy) paraalguna X' € A’ implica que G (y') € Sy
por tanto G(v/,t1) € Sy,

Entonces,

Ga(y',t1) = (pls,) ' F(y 1)

= (pls,) 'pG1(¥', t1)

= (pls,) " (s, )G1(¥' . 11)
Gi(y',t1)

Por lo tanto G+ satisface (iii).

Continuamos asi hasta definir todos los G,

Observacion 2.8. Bajo las camz’tcmnev del teorema 2.7 tenemos g : Y — X por g(y) =
F(y,1)va(y) : Y — X por g(y) = F(y,1). Entonces pg = g v f ~ g mediante F. Por
tanto, si f =~ g entonces sus respectivos levantamientos fvgson homatopicos también.
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Corolario 2.9. (Levantamiento de trayectorias relativas).
Sea (X .p) un espacio cubriente de X y sean xy, x| puntos en X. Sean
f.g: I — X trayectorias en X de o a xy y sea o € p~(xp).

() Si F: I xI— X esuna homotopia relativa F : f ~ g rel {0,1} entonces existe una
unica funcion continua F : I x I — X con pF Fy F(0, 0) = xy, v ademas:

(ii) Si f v G son levantamientos de f v g respectivamente, con f(0) = 7o = g(0), entonces
F1)=g(1)y F: f~grel{0,1}.

Demostracion

(1) Por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) existe una tunica f continua tal que

(1,0) = (I  1,(0,0)) —— (X, z0)

conmuta.

Entonces por el teorema 2.7 existe F tal que

(I x1,(0,0)) — (X, zo)
conmuta.

Por el lema 2.5, F es tnica, esto es, F es tinica tal que pf? = F con IE‘(O._ 0) = Zp.

(ii) Definimos Fy : I — X por Fp(t) = F(t,0) entonces pFo(t) = pF(t.0) =
F(t,0) = f(t).

Por tanto pFu =fy F(0) = F(0.0) = 2. Por el teorema 2.6 (levantamiento de trayec-
lorias) tenemos que Fy = f, esto es, F(t, 0) = f( ) para todo t € I. Ahora, F|{n},<1 es
una trayectoria en X tal que pﬁ‘“mmr =Fljogyx I =0y F|{0}” 0) = F(0,0) =

Entonces por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemaos que 1:"( 0,t) = & para
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todot € I.

-

Flioyxr 7 l
- P
~

(1.0) —> (X. o)

0

(X, o)

&0 -7 l
- P
-~

(1,0)/—0» (X, z0)

£

Similarmente F]{l}x_r es la trayectoria constante en _f(l) pues tenemos que
PFl(yx1 = Flayxs = 21y Fluyx(0) = F(1,0) = Fo(1) = f(1)

v por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemos que F(1.t) = f(1) para todo
te L

Finalmente, sea F} : I — X definida por F (t) = F(t, 1). Entonces pFy(t) = pF(t.1) =
F(t,1) = g(t) paratodo t € I.

Por tanto pFy = g v F1(0) = F(0,1) = & (pues ﬁ‘|{9}x; es constante).
Entonces por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemos que F; = g,

esto es,

F(t.1) = g(t)paratodot € I.
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Por tanto g(1) = Fl(l_) = I:"(l., 1) = f{l) yF: f~grel {0,1}.

Al enunciado (i1) a veces se le |lama Teorema de monodromia.

Recordemos que el grupo fundamental 7 es un funtor, de espacios topologicos punteados
a grupos. En particular si  : (X', z;) — (X, zg) es continua, entonces existe un homo-
morfismo, llamado homomorfismo unducido, ¢. : 7 (X', zf)) — (X, zo) definido por

('] — [ £,
Teorema 2.10. Sea (X, p) un espacio cubriente de X. Si zo € p|™! (zp) entonces

pe : T1(X, Zo) — m(X, z0)

es monomorfismo.

Demostracion:

Probaremos que p, tiene kernel trivial.
Sea f : (I,{0,1}) — (X, %) una lazo en X basado en i, tal que

plf] = pf] = 1 = [zo]

en 7 (X, zp). Entonces por la definicion de relacion de equivalencia, existe una homotopia
relativa

F:pf~uzrel {0,1}.

Notemos que f v @ son levantamientos de pf y 2, respectivamente tales que f (0) =z =
Z0(0). Entonces por el corolario 2.9 existe un levantamiento F' de F'

F: f~drel {0,1}.

Por tanto [fj = [Zo] = 1, se sigue que p, es un monomorfismo.

En el caso particular del espacio cubriente (B, exp) de S*. el corolario 2.9 permite definir
la funcion grado

6:m (S 1) — exp (1) =Z
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por [f] — F(1) donde f es el levantamiento de f tal que f(0) = 0 € R. (Esto es, 4
esta bién definida pues si [g] € 71(S'.1) estal que g > f rel {0,1} y g es el levantamiento
de g tal que g(0) = 0 £ R entonces por ¢l corolario 2.9 (levantamiento de homotopias)

tenemos que f =~ g rel {0, 1}. En particular f(1) = §(1). Por tanto 4 esta bien definida.)

2.4. La accion del grupo fundamental

Definicién 2.11. Sea G un grupo y sea 'Y un conjunto. Entonces G actia por la izquierda

enY si existe una funcion.

CxY —sY
denotada por

(9.9)— 9y,

tal que
1.(99"Y-y=9 (g -y)paratodoy €Y yparatodo g, ¢g' € G
21y=y

Aqui 1 es la identidad en G.

Liamamos a Y un G-conjunto si G actia en Y.

Definicion 2.12. Decimos que G actua transitivamente en Y si, para cada y,y' € Y existe
g€ Gcong-y =1y Llamamos a Y un G-conjunto transitivo en este caso.

Observacion 2.13. Sea G un grupo que actuia en un conjunto Y. Para cada g € G la
funcion 04 : Y — Y definida por 8, : y — g - y es una permutacion de'Y (su inverso
es ,-1). Notemos que si'Y" es un G —espacio entonces 8, es un homeomorfismo para toda
geaG.

Definicion 2.14. Sea G un grupo que actiua en un conjunto Y, y sea y € Y. Entonces la
orbitade Y es

Oly)={9-ylge G} €Y.
v el estabilizador de y (también llamado el subgrupo de isotropia de y) es
Gy={9€Glg-y=y} CG.
Lema 2.15. G actia transitivamente en Y si v solo si O(y) =Y para todoy € Y.

Demostracion:

Supongamos que GG actia transitivamente en Y y sea y € Yentonces existe g € G tal que
gy =1 Entonces ¢y € O(y) y por tanto Y C O(y)

Luego como claramente O(y) € Y se tieneque Y = O(Y')

Ahora, supongamos que O(y) = Y paratodo y € Y y sean y,3' € Yentoncesy €
O(y/') esto implica que y = gy’ para algin g € G.

Por lo tanto G actua transitivamente.
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2.4 La accion del grupo fundamental

Lema 2.16. Si un grupo G actia en un conjunto Y™ entonces para cada y € Y,

0(y)| = G : G,

donde |O(y)| es el orden de la orbita deY y |G : G| denota al indice de G, en G En
particular; si G actia transitivamente, entonces |Y'| = [G : G,].

Demostracion:

Primero notemos que g-y = h-ysiysélosi (g~ h)-y = y asi que es necesario y suficiente
que g 'h € G, porlo tanto gG,, = hG,,.

Sea ¢ : O(y) — G/G, definida por ¢(g - y) = 9G,,

e (© csta bien definida.

Tenemos que g-y = h-y € O(y) entonces gG,, = hG,, por la observacion anterior,
Entonces ©(g - y) = @(h - y).

e ¢ s inyectiva.

Sean g -y, h-y € O(y) tales que ¢(g - y) = ¢(h - y) entonces gG, = hG), implica
que g -y = h-y por la observacion anterior.

Por lo tanto p es inyectiva

e (o es sobreyectiva

La clase lateral G, € G /G, procede del elemento g - y € O(y).

Nota: Si existe una funcion G x Y — Y denotada por (g,y) — ¥ - g tal que

y-(gg)=(w-9)-¢
g-1=y
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paratodoy € Yy g.4 € G, llamamos a Y un G-conjunto derecho si tal funcion existe;
llamamos a ¥ un G-conjunto izquierdo cuando la definicion original se cumple. Nos vemos
forzados a considerar ambos tipos de (z-conjuntos por nuestra eleccion de notacion. Cuando
f v g son trayectorias, entonces f * g significa primero recorrer f v luego g; cuando f y g
son funciones entonces su composicion f o g significa aplicar g y luego f. No hay proble-
ma con esto, pues uno puede convertir un G-conjunto derecho en un G-conjunto definiendo:

Notemos que la definicion se cumple:

9@y = g-(wg™"
= {pea g
= y-(¢~ lq Y
= y-(gd)”
= (g99) v

Teorema 2.17. Sea ()E',p) un espacio cubriente de X, zo € X, yseaY = p '(zq). En-
tonces;

(1) w1 (X, xg) actia transitivamente en Y.
(i) Si Ty € Y, entonces el estabilizador de Zq, m1 (X, Zo)z,, €8 P« M1 ()E', o).
(i) |Y'| = [m1(X, zo) : p m(X, %0)].

Demostracion:

Probaremos primero que Y = p~*(zq) es un 71 (X, zg)- conjunto derecho.
Sean [f] € mi(X,z0),Z € Y = p~}(x). Definamos

: p~(wo) x (X, mo) — p~ (mo) por £ - [f] =

donde f es el unico levantamiento de f con f(O) = Z. (por el teorema 2.6).

- esté bien definida: i
Note que f(1) € p~*(xo) pues pf(1) = f(1) = f(0) = 0.
Sea g ~ frel {0,1}, (estoes, [¢] = [f]) entonces & [g] = ¢(1) donde g es el tnico
levantamlento de g tal que g(0) = Io. Asi, por el corolario 2.9 (levantamiento de

homotopias) tenemos que § = f rel {0, 1}y g(1) = f(1). Por lo tanto 7-[g] = Z-[f].
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- es accion.

Sea T € -p_l{a:g} y sea [53[;] € m1(X,xg) donde xq es la trayectoria constante
entonces & - [2o] = & pues p& = xg con Z(0) = Z.

Por lo tanto 7 - [z9] = Z paratodo # € Y = p~(z).

Sean [f],[g] € m1(X,20) yscaZ € Y = p~H(xo).
Sea [ el levantamiento de f con f(0) = Z y sea § el levantamiento de g con
3(0) = f(1). Entonces f + § es el levantamiento de f + g tal que (f = g)(0) = Z; en
efecto, pues recuerde que:

s
{ i}
Lo ™
=
IA
(WA

pi(2t)

[ ]
L=
1A

,f*§(1}= ) | entonces p(f*f;)({.) =

o
[
-

|
—

—

b=

IA
-

(FAN
—t

pg(2t — 1)

b=
[ A
[

—

Entonces

[f][g]*w lf*gl f=
)-lgl=f(1)-[g] =

% g(1) = g(2(1) — 1) = g(1). Por otra parte,
g(1 ) pues g esel Ievantamlento de g tal que g(0) = f(1).

Por lo tanto Z - [f][g] = (Z - [f]) - [g] para todo Z € p~ (), ¥ [f], [9] € m1(X, z0)

asi tenemos que - es accion.

Geométricamente tenemos lo siguiente:

gin

1
! X
G0y = f(1) p

(i) Demostraremos que 7 (X, o) actia transitivamente en p~ ' (zp).

IA

2=
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Sean Zy. 7, € p~'(zo). Dado que X es conexo por trayectorias (note que es la prime-
ra vez que usamos esta propiedad de X de ser espacio cubriente) existe una trayectoria
A1 — X de 5 a @ (es decir, A{O) = Zp y A(l) = Zy) entonces p/\ €s una tra-
yectoria cerrada en X' con punto base T cuyo le\»antamlcmo con punto inicial Z, s A
Entonces [pA] € 71(X,20) y To - [pA] = A(1) =

Por lo tanto 71 (X, zg) actiia transitivamente en p~ ! (zg).

(i1) Probaremos que: X
(X, 20)z, = {[f] € m(X, z0) | %o« [f] = %o} = pumi1 (X, Zp).

Si f es una trayectoria cerrada en X basada en z, denotaremos por f el levantamiento de

f con £(0) = 2.

(C) Sea [f] € m1(X. x0)z,; el estabilizador de %y,

entonces Zo = @ - [f] = f(1). Pero f(0) = Zo = f(1) por lo tanto [f] € 71 (X. z0)
implica que [f] = [pf] € p.m1 (X, Zo).

(D) Sea [f] € p.m1 (X, Zo) entonces [f] = [pg] para algun [§] € 71 (X . £o)

implica que Zy - [f] = @ - [pg]
g(1) pues g es el levantamiento de pg tal que g(0) = .
= g pues §(0) = g(1) = 2.

Entonces [f] € m (X, )z,

(iii) Por (i), 71 (X, z) actia transitivamente en p~*(z¢) entonces por el lema 2.16 se tiene
que

Y| = [m1(X, z0) : m1(X, Z0)z,) = [m1(X, 20) : pam1 (X, 0)]-

Donde la ultima igualdad se cumple por (ii)

Recordemos que un espacio topologico es simplemente conexo si es conexo por trayectorias
y su grupo fundamental es el grupo trivial.

Corolario 2.18. Sip: X — X es un cubriente donde X es simplemente conexo, entonces
el numero de hojas es igual al orden de m1 (X, zg).
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Demostracion:

Supongamos que X es simplemente conexo, esto quiere decir que, es conexo por trayecto-
rias y que 71 (X, Zo) = {1} entonces por (iii) del teorema 2.17 tenemos que

lp™Y(z0)| = [mi(X.z0): pe mi(X, Fo)]
= {rrl(.l'. In) H 1]
= [m(X, )]

Teorema 2.19. Sea (X, p) un espacio cubriente de X, sea xg,x; € X.
Entonces |p~(zo)| = [p~(z1)].

Demostracion: _
Sea &y € p~'(xg) v 1 € p~'(x1), sea A una trayectoria en X de Zpa Z; ysea A = pA la
correspondiente trayectoria en X de g a ;.

1

Afirmamos que el siguiente diagrama conmuta.

m(X, d0) = m(X, 1) (2.10)

b ] l,,.

m1(X, 20) —— (X, 21)

donde A.[f] = [A\"1FA] ¥ Adf] = [ALFAL

En efecto; sea If] € m1(X. 2y). Entonces,

pedelf] = Peld1FA]
= p,[A1fA
= [p(A"1N)]
= [pA 7 upfp)
= A7lpfAl

= Aps[f]-

(donde la cuarta igualdad se cumple pues recordemos que el producto de (A~ f)X de tres
lazos estda dado como;
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Al(4s) 0<s<g pA~i(4s) 0<s
(A1fA)={ flas—1) 1 <s< 4 entonces p(A~'fA)=¢ pfds—1) L<s
AM2s-1) l<s<i pACs-1) 1<

=pAtxpfrpd)

Por lo tanto, el diagrama conmuta.

Afirmacion: Tenemos una biyeccion
¢ : (X, 20)/pemi (X, o) — T (X, 21)/pem1 (X, 1)

definida por

[flp-mi(X, 7o) — A+[f])pami(X, 1)

e » esta bien definida:

Es claro del hecho de que A, (p.m; ()1’, To)) C pumy (X, 1), veamoslo en detalle:
Sean [f] p.m (X, o), [g]ptrrl{i’,fu) € m1(X, x0)/pam1(X, 3p) tales que

[Flpmi(X. Zo) = [glpsm1 (X, 20)
entonces [f][g]~! € p.m1 (X, %0).
Implica que [fg~!] = p.[h] = [ph] para algin [h] € 71(X, ). Entonces
AJFo7 1 = Aalph] = Aupe|h] = p.Au[R] con A [h] € m1(X, 21) donde la tltima igualdad
se cumple porque el diagrama de la afirmacion conmuta. Por tanto
A9 € pami (X, 21). Pero, M[fg™!] = Au[F](Au[g]) ! entonces
AJF1(Alg]) ™! € purri (X, 21) esto es, A [flpami (X, 1) = Mu[g]pemi(X, 21).
implica que ¢([f]p.71 (X, £0)) = @([g]p.m1 (X, 20)).

Por lo tanto i esta bien definida.

® [£ €S UNno a uno

Es consecuencia del hecho de que cualquier elemento la] € m1(X, zo) tal que
A:lal € pomi (X, 27) cumple que P« (A 02 A [a]) = [a)

Por lo tanto [a] € p.71 (X, o):

Veamoslo en detalle:

[ A
e

[
K=

A

p—
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o([flpi(X, 7)) = ¢((glpsm1(X. £a)).

Entonces ()\*[fljp*?rl{'x,:fl) = (MJg]p-m1 (X, 1) esto implica que (A LD (Aslg)) :
pxm1(X, 21 ) entonces (A [f])(Ae[g™']) € pomi (X, 1) por tanto A.[fg~1] € pmi (X.

usando esto ultimo y el diagrama conmutativo probaremos la siguiente afirmacion.
El elemento A\_'p7 AL [fg!] € m (X, @) es tal que

oi (AT R~ Y = Tfe Y

S
T

)

En efecto, pues

ped (AT T A g
Alfeh

At (A7 A FO7Y)

donde la primera igualdad se cumple porque el diagrama de la afirmacion conmuta.
Dado que ), es isomorfismo, entonces p, (A= pI ' AL [fg71]) = [fg_]]
esto implica que [fo~1 e p,"rl(X o) entonces [f][g] ™! € p.mi(X, 2o) per tanto

[f]P:ffl -7& Zo) IQ]P.*‘FI X,ﬂ?o}

Por lo tanto © es inyectiva.
e o es sobre

Claro, pues si [g]p.m1 (X, 71) € 71 (X, x1)/p.m (X, 7))
entonces

(AgAHp.emi (X, %0) € m1 (X, x0)/pemi(X, Z0)

es tal que

PP (X 50)) = APoApmi(X, 5)
[A_l/\gk_lf\]pml[i’,:fl)
= [glpmi (X, ).

Por lo tanto ¢ es una biyeccion; esto es,
[71(X, To) : pem1(X,d0)] = [71(X, 21) : pem1 (X, 21)]
Aplicando el teorema 2.17(iii) tenemos que

P (zo)| = |p~ 1)
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Hemos probado que todas las fibras en un espacio cubriente tienen la misma cardinalidad.
Dado que cada fibra es discreta, tenemos que cualquier par de fibras son homeomorfas.

Definicién 2.20. La multiplicidad de un espacio cubriente (X, p) de X es el cardinal de
una fibra. Si la multiplicidad es m, también se dice que (X, p) es un espacio cubriente de
X de m-hojas.

Definicion 2.21. E! plano provectivo P" es el espacio cociente obtenido de S™
identificando cada punto x de S" con su punto antipoda —z.

(S™, p) es un espacio cubriente de RP™ donde p es la aplicacion que identifica puntos
antipodas.

Corolario 2.22. Sin > 2, entonces 7 (RP") = Z/2Z.

Demostracion:
Sabemos que (S™, p) es un espacio cubriente de EP™ de multiplicidad 2. Como se puede

ver en [4] pag. 282

por tanto 71 (RP™, zg) : p«m1(S™, Zo)] = 2. Dado que S™ es simplemente conexo para
todo n > 2 entonces|m (RP™, zg)| = 2.

Por lo tanto m; (RP", zy) = Z/2Z.

|
Corolario 2.23. Sea {i’,p) espacio cubriente de X, sea xq € X v sea
Y = pHao).
(i) Si 2y, 71 € Y, entonces p;:rl()\:’,a:_@) ¥ pﬁrl(}'z. T1) son subgrupos conjugados de
m [’Y! :B[]')'
(it) Si S es un subgrupo de m,(X, xg) que es conjugado de pm1(X, &o) para algin
To € Y, entonces existe 1 € Y tal que S = p,m1(X, Z1).
Demostracion:
(1) Recuerde el diagrama conmutativo del teorema 2.19 (con zg = 1)
(X, Zo) —=> m(X, %1) (2.11)
Prl l_’p‘lw

m1(X, @) —— m(X. o)

donde}t* [/] = A" 1Al y Au[f] = [\ 1fA] y donde X es una trayectoria en X de %y a &) y
A= pA.
Entonces

paTU(X, 5o) = purmi(X, 81) = Mpami (X, d0) = [N pumy (X, F0) [N

y asi los subgrupos pm()?, 1)y p*rl(i.fg) son conjugados por [A] € 71 (X, zg).
(Note que A es una trayectoria cerrada en zg pues o, 1 € Y = p~(x9).)
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(ii) Suponga que S = [A]p.m1 (X, 0)[A] con [A] € 71 (X, zp). Sea A la tinica
trayectoria en X tal que pA = Ay M0) = 2. Noteque A(1) e Y = p~Hzo) (pues
pA = A), digamos, A(1) = 7.

Usando el diagrama conmutativo en el teorema 2.19 tenemos r
8 = D pemi (X, %0) [N = Apum1(X, T0) = peXam1(X, Z0) = pumi (X, ).

2.5. [Espacio cubriente regular
Definicion 2.24. Un espacio cubriente (i’,p} de X es regular si p.m (X, 20) es un
subgrupo normal de 71(X, xo) para todo xp € X

Observacion 2.25. Si g}.{’ , P) es un espacio cubriente regular de X, entonces
pem1 (X, To) = pam1(X. 21) para todo xy. ) en la misma fibra.

Demostracion: 4 ;
Por el corolario 2.23(i) psm1(X, 1) = A pumi (X, @0)[A] para alguna [A] € 71 (X, zo).
Pero como ademas p.7m1 (X, Zo) <0 71 (X, zo), entonces

pemi(X, &1) = A pami (X, 20)[A] = pami(X, Zo)-

Observacion 2.26. Si X es simplemente conexo, entonces (X, p) es regular:

Demostracion: A
Como & es simplemente conexo, entonces tenemos que 71 (X, Zg) = {1}. Asi,
p.m1(X, Zg) = p«(1) = 1. Por lo tanto (X, p) es regular.
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Capitulo 3

Transformaciones cubrientes.

En esta seccion investigaremos aplicaciones entre espacios cubrientes de un espacio X .
Empezamos por recordar ¢l teorema 2.7 (levantamiento de homotopias.) Si (X, p) esun
espacio cubriente de X y si f : X' — Y es una funcion continua que tiene un
levantamiento f : Y — X, entonces cualquier homotopia que empiece con [ se puede
levantar a una homotopia que empiece con f. Asi,si f ~ gy f tienen un levantamiento f.
entonces g tiene un levantamiento g y f =~ g. El siguiente resultado da una condicion
necesaria y suficiente para que f : Y — X tenga un levantamiento.

3.1. Criterio de levantamiento

Teorema 3.1. (Criterio de levantamiento).

Sea Y localmente conexo por ravectorias, v sea f : (Y, yo) — (X, zo) continua. Si
(X . p) es un espacio cubriente de X, entonces existe un iinico f : (Y, y0) — (X, %)
(donde %y € p~'(z0)) levantamiento de f si y sélo si for1(Y,y0) C pami(X. Z0).

(X. 7o) (3.1)

Demostracion:
Supongamos que existe un levantamiento f de f, estoes, pf = fy f(yo) = Zo. Entonces
por funtorialidad tenemos el siguiente diagrama conmutativo;

Wl(Xr:fU) (3.2)
By

-
ol

- Y
m1(Y, %0) — m1(X, xo)

Entonces f.m1 (Y, %0) = pefam1 (Y, 10) € por1( X, ).

45
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Por otro lado, supongamos ahora que f.m1 (Y, y0) C pom; (X'_. ). Probaremos que existe
un unico f (Yiw) — (X, Zo) levantamiento de f. el lema 2.5 nos dice que de existir el
levantamiento es unico (pues Y es conexo) por lo que sélo necesitamos considerar la
existencia.

Recordemos que un espacio conexo y localmente conexo es conexo por trayectorias.

Por lo tanto Y es conexo por trayectorias.

Seay € Y yseah: I — Y una trayectoria de yp a y, asi fh es una trayectoria de

f(w) = zoa f(y). PR

Por el teorema de levantamiento de trayectorias existe un unico levantamiento A en X' que
levantaa fh y con 3(0) = Tg.

Notemos que definiendo f Y — X por f(y) = \(1).se cumple que

pf(y) = pA(1) = fh(1) = f(y) esto es, £ es un levantamiento de .

Pobaremos que f esta bien definida, es decir, no depende de la eleccion de la trayectoria h
y que efectivamente es continua.

X
2
’A// /{ lp
a4
st & 7 X

Como se muestra en la siguiente imagen

Fiyo

Para ver que A(1 ) es independiente de la eleccion de la trayectoria h sea h; otra trayectoria
dey, a y y sea A la tnica trayectoria en X tal que p/\] fhy con A(O) = 3:[, Entonces
h % h es un lazo en Y basado en yg. Asi, f(hxh™1) = (foh)* (foh] 1) es un lazo en
X basado en f(yo) = xp.

Dado que [(f o h) # (f o hy )] = fulh x h{'] € fumi (Vi) € pumy (X, o)

(la inclusion es por hipotesis), entonces,

i
Mﬂ?

X

[(foh)*(fohi")] = p.g] = |pg] para algin [g] € 71 (X, Z0).
esto es, g es un lazo en X basado en %

entonces (f o h) * (fohTt!) ~ pg rel {0, 1} esto implica que
(foh)*(fohy Y+ pA ~ pj *p/\l reI{O 1} entonces foh ~ pg*p}\i rel {0, 1} pues
pAL=foh aSIfoh p(g* M) rel {0,1} pues p(g * A1) = pg * pAi.
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(0} = M) = 1y
At A0 L ' \7 Drespu e s del an i hsis

A slguiente, veremns ¢ ue f5tns
s connciden

Fyo) =z

% A1 son levantamientos de f o b yp

Ahora, tenemos que :\‘ e (g * * A ) respectivamente
tales que A(0) = (g * A1)(0) = Zo. Por el corolario 2.9 tenemos A =~ g * A rel {0,1}, en
particular A(1) = (g = A;)(1) = A;(1) como queriamos probar.

Por lo tanto f esta bien definida.

Finalmente veremos que f : ¥ — X es continua. Seay € Y, sea & = f(y) y sea U} una
vecindad abierta de Z, debemos encontrar una vecindad abierta V' de y con f{l ) € U;.
Seaxz = px € X, sea U una vecindad admisible abierta de z, y sea S la hoja sobre U que
contiene a .

Remplazando U | por E:'l M S de ser necesario, podemos suponer que U, C S (recuerde que
S es un conjunto abierto en X). Dado que p es una aplicacion abierta, el conjunto U
definido por p(U7}) es una vecindad abierta de  con U; C U. Dado que [ es continua,
f~Y(U7) es una vecindad abierta de y en Y- Dado que Y es localmente conexo por
trayectorias, entonceq existe una vecindad abierta conexa por trayectarias V' con

y €V c f~YUy). Afirmamos que f(V) C U; lo cual completari la prueba.
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M Uns =0,

Sea h : I — Y una trayectoria de yp a y y A el levantamiento de fh con A(0) = 2. Sea
v € V. dado que V es conexo por trayectorias existe una trayectoria hy : [ — V de y a v;
asi
ho(I) SV C f7HUL) w fha(I) C UL

Sea ji : I —+ X ¢l levantamiento de fhs con j2(0) = Z.
Dado que Uy € Uy U es admisible entonces fi = (p|s)~ L fhy) implica que
i(1) € SN U, = U;. Recuerde ahora que habiamos definido Z := f(y) donde
fly) = A1 ) donde X es el tnico levantamiento de Jhtal que M0) = .
Por tanto tenemos que A(1) = & = 4(0), entonces ) * i esta definido.
Pero, g :

pA* ) =pAxpi = fh+ fhy = f(h * hy)

donde h * hs es una trayectoria de yg a v; ademas
(A= @1)(0) = A(0) = .
Por tanto f(v) = (A * i1)(1) = (1) € Uy, como queriamos probar.

Snt, =1,

Feflyr = MD = a0y
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Nota: El criterio de levantamiento es un ejemplo de un teorema bueno de topologia
algebraica. Un resultado topologico (en este caso la existencia de una cierta funcion
continua) es equivalente a un problema algebraico (en este caso un subgrupo contenido en
otro subgrupo).

Corolario 3.2. Sea Y simplemente conexo y localmente conexo por travectorias, v sea
f (Y, y0) — (X, z0) continua. Si (X, p)esun espauo cubriente de X y si
Zo € p~Y(xo), entonces existe un iinico f: (Y,y0) — (X. %) que levanta a f.

Demostracion:

Se sigue directamente del teorema, pues dado que Y es simplemente conexo,
m1(Y,90) = {1} entonces f.71(Y,y0) = {1} C p.m1(X. Z0)

Observacion 3.3. Ponemos la hipotesis de que Y sea localmente conexo por travectorias
en el corolario 3.2 pues recuerde gue un espacio simplemente conexo no necesariamente
es localmente conexo por travectorias.

Corolario 3.4. Sea X conexo y localmente conexo por travectorias y sean (X ,\P) (¥, q)
espacios cubrientes de X . E!'yﬂmos puntos base g € X, Ty € X VYYp € Y con

pTo = xo = qYo. Si q,ﬂ'l (Y Yo) = pml(}x Zg), entonces existe una unica funcion
continua h : (Y, o) — (X, @) con ph = q. Ademds h es un homeomorfismo.

Demostracion:

Sabemos que Y es conexo por trayectorias por definicion de espacio cubriente, ademas ¥
es localmente conexo por trayectorias pues Y es localmente homeomorfo a X. También
por hipétesis g.71 (Y, Go) = pum1 (X, #0). asi en particular .71 (Y, %0) C p.m1(X, 20), lo
cual implica que existe por el teorema 3.1, una tnica funcion continua

h:(Y.40) — (X, 2p) tal que el diagrama siguiente conmuta;

(X, %) (3.3)

(}?\gﬂ} ,;,ﬂ (X:IO)

Analogamente por ser q. (Y, o) € p*rrl(.ff, Zo) existe una unica funcién continua
k: (X.zo) — (Y, o) tal que el diagrama siguiente conmuta;

(Y, 50) (3.4)

(‘i’s fﬂ) e ('X': $[|)

Como (3.3) v (3.4) conmutan entonces,
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—~ “ hk -

(X-: ety )

conmuta.

Pero idy : (X, %p) —+ (X, Z) es tal que al sustituirla por hik en el Gltimo diagrama
también lo hace conmutar. Pero por la unicidad de h y k dada por el teorema 3.1
entonces hk = id ;.

Anélogamente kh = idy. Por lo tanto & es un homeomorfismo.

Observacion 3.5. Sea p: X — X continua y sea U un conjunto abierto en X que es
parejamente cubierto por p. Si V' es un subconjunto abierio de U, entonces V es
parejamente cublerto por p.

Observacién 3.6. Sean (Y.q) v ()Z',p) espacios cubrientes de X. Si existe una funcion
continua h 1 Y — X con ph = q, entonces h es sobreyectiva.

(Usando el teorema 2.6 de levantamiento de trayectorias)
Seayy € Y, %o = h(yn), zo = p(do) entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo;

(1/: ?;0)
\
q (X.. ~U)
A
(-Xv IU‘)
v %
/
q
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Sea# € X ysea Auna trayectoria de T a Z. Sea A = pA. entonces )\ es una trayectoria de
zo = p(20) ax = p(z). Sea \' : I — Y el ¢ — levantamiento de X tal que X'(0) = 7.
Notemos que hA' : I — X es tal que p(hA') = gX' = A con hA'(0) = h(yo) = Zp. esto

es, hA es un p — levantamiento de A con hA'(0) = @y, por unicidad entonces, RX = X.

En particular h(\'(1)) = A(1) = Zcon X' (1) € Y.

Por lo tanto h es sobreyectiva.

El siguiente teorema amplia el criterio de levantamiento. (Teorema 3.1) Y para probarlo
usaremos la observacion siguiente.

Observacion 3.7. Sea (X, p) un espacio cubriente de X. Si X es Hausdorff, localmente
compacto, localmente conexo o variedad topologica entonces también X lo es, va que
toda propiedad local de X es heredado por X . Como se puede ver en [4] pag. 275.

Teorema 3.8. Sea X conexo y localmente conexo por travectorias, sea (X, p) v (Y .q)
espacios cubrientes de X. Elijamos puntos base o € X, 2o € X vijo € Y con

pTo = To = qyo. ) ) )

Si gum (Y, 40) C pami (X, Z0). sea b : (Y, §0) — (X, Zo) una inica funcion continua
tal que ph = q. se cumple que (Y , h) es un espacio cubriente de X, v asi X es un espacio
cociente de Y .

Demostracion:
Por definicion de espacio cubriente, ambos X y ¥ son conexos por trayectorias. Ademas
X es localmente conexo por trayectorias entonces, por la observacion 3.7, X y Y son
también localmente conexos por trayectorias.
Dado que g, ()}, Yo) € p,?rl(}-i. Zg) entonces por el teorema 3.1 existe una tnica
funcion continua.

h:(Y,50) — (X.2) tal que ph = q.

Queda demostrar que (Y. k) es un espacio cubriente de X ; una vez demostrado esto
ultimo, aplicamos el lema 2.3 y obtenemos que A es identificacion. de aqui que X esun
espacio cociente de V.

Probemos pues. que (Y. k) es un espacio cubriente de X. Seai € X yr = p# € X. Sea
U, una vecindad abierta p-admisible de = y sea Uy una vecindad abierta g-admisible de z.
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Entonces Uy N U, es una vecindad abierta de z, y dado que X es localmente conexo por
trayectorias, existe una vecindad abierta conexa por trayectorias U tal que
relUCUNU,.

Por la observacion 3.5, U esta parejamente cubierto por p y g. Entonces p~ (U) = [ 5,
donde las S; son hojas en X;Sea§ = S}, 1a hoja que contiene a 7. Es suficiente probar
que S esta parejamente cubierto por £ (pues h es sobre, por la observacion 3.6)

Ahora, ¢~1(U) = | Ty, donde Ty son las hojas en Y'; asi las T}, son abiertas, ajenas por
pares ¥ g|1, : Tr, — U son homeomorfismos, entonces cada T}, es conexo por
trayectorias.

Notemos que, (po h) = g entonces (po h) 1 (U) = g~ 1(U) esto implica que
A=t (p~ 1 (U)) = | Ty entonces h~'(|J S;) = |J T por tanto A~ 1(S) C | J Tx.

Por otre parte, para cada k se tiene que,
ph(Ty) = q(Th) =U
entonces
h(Tk) S p~H(U) = U S;.

Y en particular tenemos que

W) = (JS) NI
JS; nh(Ty))

Dado que A(T}) es conexo por trayectorias entonces A(7}) es conexo.
Notemos que h(T}) N S; # @ para j’s distintas no es posible pues h(7T};) serfa unién de
dos abiertos ajenos no vacios en h(T%). (Pues los S; son abiertos y ajenos por pares).
Entonces,
h(Ti) CS6h(TE)NS = @.
Asi T, € h~H(h(T)) € h=4(S) 6 T N h™1(S) = & por tanto
T, Ch (86T Nnh~1(S)=2.
Considere | js T donde T}, es tal que Tj. C h=1(S) para todo k € K'. Afirmamos que;

] #a=r74(8)

kEK!

En efecto, por un lado Sea y € | Jp o T entonces y € T}, paraalguna k € K’
implica que y € h™*(S). Asi e T € h1(S)

Por otro lado sea y € h~1(S) entonces y € T}, para alguna k € K entonces k € K’
(pues de no serasi T, Nh~1(S) = @ lo cual no es posible.) asi h~!(S) C Uker T,
Finalmente, si h(7}) C S entonces existe el siguiente diagrama comutativo




i
el

3.2 Espacio cubriente universal

Dado que ¢|7, y p|s son homeomorfismos, se sigue que h(7};) es un homeomorfismo,
pues,
(pls)(hlT,) = g|r; entonces iz, = (p[s)™'q|,.

Asi hemos probado que S esta parejamente cubierto por k.

3.2. Espacio cubriente universal

Definicion 3.9. Un espacio cubriente universal de X es un espacio cubriente (X, p) con

X simplemente conexo.

Nota: A veces se abusa de la notacion v se dice que X es un espacio cubriente universal de
X cuando X es simplemente conexo.

Teorema 3.10. Sea X conexo y localmente conexo por travectorias, y sea (Y, q) un
espacio cubriente de X. Si (X . p) es un espacio cubriente universal de X, entonces existe

una tnica funcion continua h : X — Y que hace conmutar el siguiente diagrama.

(X-fu,"ﬂ

{){*. .'L‘|;|)

Demostracion:

Dado que X es localmente conexo por trayectorias, por la observacion 3.7 entonces x
también es localmente conexo por trayectorias. Ademas por ser X cubriente universal, es
simplemente conexo. Entonces, por el corolario 3.2existe un tinico levantamiento

h: X — Y, esto es, un tnico h que hace conmutar el diagrama.

Corolario 3.11. De existir el espacio cubriente universal, es nico.

Demostracion:
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Sean (X, p)y (Y, q) espacios cubrientes universales de X. Sea zg € X,
Zo € P_l(:cg). Yo € g '(x¢). Por el teorema 3.10 existe una unica funcion continua

h:(X,zy) — (Y, yo) y existe una unica funcion continua & : (Y. 3y) — (X, Zg) tales
que los siguientes diagramas conmutan:

= h

(X. o) = (Y, %)
\ /
(X, o)
(¥, %) : (X, %0)
\ /
(/\"f -rUJ
Entonces,
(X, %) e (X, %o)
\ /
(‘X". .T-(J)
(Y, %) = (¥, %0) (3.5)
\ /
(X:' 35'0)
conmutan.

Aplicando la unicidad de h y k dada por el teorema 3.10 entonces kh = id ; y hk = idy,
y por lo tanto X' y Y son homeomorfos. Por lo tanto el cubriente universal es unico.

3.3. El conjunto de transformaciones cubrientes

Definicion 3.12. Si (X, p) es un espacio cubriente de X, una transformacion cubriente es
un homeomorfismo h : X — X con ph = p; esto es, el siguiente diagrama conmuta:

h i
X
™

X

(3.6)

ir

Definimos Cov(X /X') como el conjunto de todas las tranformaciones cubrientes.

Observacion 3.13. Cov(X /X) es un grupo bajo composicion de funciones.
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Graficamente podemos tener en mente los siguientes diagramas, si componemos h ¢ hy

F———% x———g— x5

N4 ONA NA

X X X

Nota: Antes de continuar. mencionaremos una analogia entre grupos de transformaciones
cubrientes y grupos de Galois. Suponga que £ es un subcampo de un campo E.

Recuerde que;
Gal(E/F) = {automor fismos o : E — E | o(a) = a para todo a € F}

Sii: F — E es lainclusion, entonces un automorfismo o de E esta en Gal(E/F) siy
solo si el siguiente diagrama conmuta;

E z E (3.7)

NoA

F

Dado que todas las flechas estan invertidas, uno debe esperar que las transformaciones cu-
brientes den una teoria de co-Galois, esto es, hay resultados “duales”para espacios cubrien-
tes con respecto a los resultados usuales de los grupos de Galois. En esta analogia, los
espacios cubrientes universales juegan el rol de cerraduras algebraicas. Como se puede ver

en [4] pag. 309.
Comparando el siguiente resultado con el teorema 2.17, vemos que C'ov(X /X ) tiene pro-
piedades parecidas a 7 (X, 7).

Observacién 3.14. Cov(X/X) actiia en la fibra de zo € X.
Demostracion:

Sea - : Cow(X/X) x p~Yxzg) — p~'(xp) definida por h - = h(z). Probaremos que -
estd bien definida, es decir, que efectivamente h(z) € p~*(xg).

Seax € p~!(xzp)

entonces p(h(z)) = p(z) pues h € Cov(X/X), pero p(z) = xg, entonces h(z) €

-1
P~ (zo)-
Probaremos ahora que - es una accion
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Sean hq, hy € Cou(X/X) yseaz € p~'(zp) entonces:

(h1-ha)-(z) = (hyohy)(x)
= hi(ha(2))
hi(hy - )

= hy(hy-x)

Ademés Id € Cov(X/X)yId -z = Id(zx) = z paratodo z € p~*(ap).

Por tanto, « es una accion.
B

Teorema 3.15. Sea X conexoy localmente conexo por travectorias y sea xg € X. Entonces
un espacio cubriente (X, p) de X es regular si y sélo si Cov(X /X ) actia transitivamente

en la fibra sobre xy.

Demostracion:

Supongamos que X es regular. Probaremos que C'ov(X /X ) actia transitivamente en la fi-
bra de zg, }

Sean o, 21 € p‘l(:cg') Dado que (X,p) regular y por el corolario 2.23 tenemos que
pemi (X, 2o) = pml{)x Z71). Asi por el corolario 3.4 existe un Unico homeomorfismo
R (X, %) — (X, Z1) con ph = p; esto es, existe h € C'ov(X/X) con h(zy) = .

Por lo tanto C'ov( X /X)) actia transitivamente en p~(zg).

Por otro lado, Sea [A] € m1 (X, z0) y sea Zg € p~(20). Entonces, por el corolario 2.23 (ii)
tenemos que

A pam1 (X, %0)[A] = pom1 (X, 1) para algin £; € p~*(zp).

Por otra parte que C'ow(X /X) actie transitivamente en p_l(&:o) implica que existe h €

Cou(X/X) tal que h(2p) = #;, entonces h.m1(X,a0) = m1 (X, 71), pues A es homeomorfismo, entonces
h, es isomorfismo, y aplicando p, en ambos lados tenemos que; p. k. 71X, &) = pami (X, o),

pero por otra parte, px hom1 (X, %0) = pemi(X,Z1) pues h. es isomorfismo. Por lo tanto

pemi(X,20) = pem1 (X, £1).

Asl,
A pami (X, Z0)[A] = pami (X, £1) = pemi(X, 20)

por tanto p.m; (‘: To) 471 (X, o) para todo o € p~*(z0), y se sigue que X es regular.

Teorema 3.16. Sea (X,p) un espacio cubriente de X.
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(i) Si h € Cou( X /X))y h # 1, entonces h no tiene puntos fijos.
(1i) Si hy, hs € C'ov()‘fg’X) yexiste T € X con h1(Z) = ha(Z), entonces hy = ho.

Demostracion:
Probaremos que si & tiene puntos fijos, entonces debe ser la identidad.

(1) Suponga que existe T € X con h(z) = & y sea z = p. Considere ¢l diagrama.

(X, 2)-—---—---~- - (X,z) (3.8)

Dado que X es conexo por trayectorias entonces X es conexo, entonces por el le-
ma 2.5, hay a lo mds una sola manera de completar este diagrama tal que conmuta.
Como h y 1 completan ¢l diagrama, h = 1 3.
(11) Si hy(Z) = ho(Z), la aplicacion h7thy € Cov( X /X) tiene un punto fijo, I, entonces
1 p ]
por (i) tenemos que hl_lhg = 1. Porlo tanto hy = hy.

3.4. Equivalencia entre espacios cubrientes

Definicion 3.17. Dos espacios cubrientes (Y q)y (X,p) de un espacio X se dicen equi-
valentes si existe un homeomorfismo o - Y —s X 1al que el siguiente diagrama conmute;

o ® ”
¥ X
4
X
Teorema 3.18. Sea X localmente conexo por travectorias, v sea zo € X. Sean (Y, q)y
(X, p) espacios cubrientes de X,y sea &y € p 1(3:0} v sea o € ¢~ (x0). Entonces (Y . q)

v(X,p)son equwa!entes si v sélo si g.m1 (Y, 50) v pam1(X, &0) son subgrupos conjugados
de Trl(.]( .-"'}u

(3.9)

Demostracion:

Supongamos primero que (Y, ¢) y (X, p) son equivalentes, y sea ¢ : ¥ — X un ho-

meomorfismo tal que py = g. Entonces po(yo) = q(y0) = zo esto implica que @(yo) €
—1

P (o).

Ademas por ser p homeomorfismo, ¢. : 7 (Y, 5o) — 71 (X, o(%o)) es un isomorfismo.
Entonces,

g.m(Y, %) = pepemi(Y. G0) = pami (X, p(%0))-
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T
o0

Luego. como Zo, ¢(%o) € p~'(xq) porel corolario 2.23 (i) p.m (X.2,) Y PaT (X, w(go))
son subgrupos conjugados. Por tanto p.71 (X, 2Z0) ¥ ¢«m1 (Y. %0) = ¢.71(Y, %) son sub-
grupos conjugados de 7y (X, x¢).

Por otro lado notemos que X es conexo porque p es una aplicacion cubriente v X es conexo
por trayectorias.

Supongamos que q,ﬁl(}n". o) Y PaT1 (X, Zp) son subgrupos conjugados de 7 (X. xzq). Por
el corolario 2.23(ii), entonces existe 3 € p~*(xg) tal que

a1 (Y, i) = pomi (X, £1).

Luego por el corolario 3.4 existe ¢l homeomorfismo ¢ : Y — X tal que pg = ¢
Por lo tanto (Y, ¢) y (X, p) son equivalentes.

Recordemos que si (X, p) es un espacio cubriente de X y si zp € X entonces 7 (X, 2¢)
actua transitivamente en la ﬁbra_p‘l(a:g} de la siguiente manera: Si [f] € m1(X,x0) ¥
& € p~Y(zg), entonces - [f] = f(1) donde f es el tnico levantamiento de f con f(0) = 7.

Definicion 3.19. Sea G un grupo v sean Y v Z G-conjuntos. Una funcion p : Y — Z se
llama G-equivariante si p(g-vy) = g @(y) para toda g € G y para toda y € Y. o bien, si
el siguiente diagrama es conmutativo.

Oq
S N 3 (3.10)

v lw
ZTZ

donde para cada g € G la funcién 6;,.6, : Y — Y definida por #, : y — ¢ y es una
permutacion de Y.

Definicion 3.20. Un G-isomorfismo es una funcion G-equivariante que también es una bi-
veccion. Denotaremos Aut(Y') el grupo (bajo la composicion) de todos los G—isomor fismos
de Y en si mismo.

Vamos ahora a probar que un espacio cubriente (X, p) de un espacio X (con punto base )
estd completamente determinado por la fibra p~!(z¢) vista como un 7 (X, zg)-conjunto.
Necesitamos algunos resultados de teoria de grupos.

Lema 3.21. Sea G un grupo, sea H un subgrupo de G (no necesariamente normal), v sea
G/H la familia de clases laterales izquierdas de H en G. Entonces,

1. G actua en G/ H por traslacion izquierda.
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2. G/ H es un G-conjuito transitivo.
3. H es el estabilizador de la clase de H.

Demostracion:

(1) Veamos primero que G actua en G /H por traslacion izquierda.

En efecto, definamos

-:GxG/H— G/Hpora-(gH) = agH

entonces
()1-(gH)=1gH = gH
(ii) (a1a2) - (9H) = (a1a2)9H = a1(az29)H = ay - (a29H) = a; - (a2 - (gH)).

Por lo tanto - es una accion.
(2) Para ver que G/ H es un G-conjunto transitivo, sean g1 H, g2 H € G/H yseaa = 9’15"_1_1

Entonces,

a-(gH) = agH
= 919, ¢H
= qH

(3) H es el estabilizador de la clase de H.

En cfecto;
Gy = {9€Glg-H=H}
= {g€GlgH = H}
= {g€eGlge H} = H.
E
Lema 3.22.

(i) Si X es un G-conjunto transitivo v H es el estabilizador de un punto, entonces X es
G-isomorfo a G/H, la familia de todas las clases laterales izquierdas de H en G donde G
actiia por translacion izquierda.

(ii) Si H v K son subgrupos de un grupo G, entonces G/H y G /K son G-isomorfos si y
solo si H v K son conjugados en G.



60 Transformaciones cubrientes.

Demostracion:

Sea H el estabilizador de un punto en X entonces H = G, para algin xy € X.

Dado que X es un G'-conjunto transitivo entonces para cada € X existe un g, € G tal
que g, - £y = x. Entonces definimos 6 : X — G/H por §(z) = g, H. Probaremos que 6
es un G'—isomorfismo

® f esta bien definida.

Seaz € X ysean g;, 9, € G talesque g, - 29 = 2 y ¢, - 20 = z entonces
ga*To = gl o esto implica que g; g’ - 29 = 2 asi tenemos que g7 !¢, € G, = H
se sigue, 9. H = g, H.

Por lo tanto @ esta bien definida.

= ) es sobreyectiva.

SeagH e G/H.Seax =g -x9 € X = 8(x) = gH. Por lo tanto 8 es sobre.

s & esuno auno.

Sean x1, 22 € X tales que 0(z1) = 6(z2)

entonces g, H = gy, H con gy, - 9 = 1, gz, - To = x2 esto implica que ‘.;r;fgu:2 €
H = G, asi tenemos que g;fgza ©ZTp = Tg por tanto gy, - To = g, - To . Esto
implica que 2; = z3. y por lo tanto f es uno a uno, se sigue que # es una biyeccion.

=  es G-equivariante.

Seana € Gyx € X. Entonces por ser X transitivo existe g, tal que z = g,-zo y también existe g, tal que a
To=0a-Z=a- (g Zo) = ags: - To.

Entonces g, iagr - Ty = xy esto implica que g7 lag, € Gy, = H entonces g, H =

agz H por tanto f(a - ) = af(z). Asi 8 es G-equivariante.

Por lo tanto @ es un G — isomorfismo.

(i1) Suponga que § : G/H — G /K es un G-isomorfismo.
Existe ¢ € G tal que 8(H) = gK. Notemos que paracada h € H gK = 6(H) =
O(hH) = h8(H) = hgK = g ‘hg e K, porlotanto g 'Hg C K.
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Por otra parte,

g lo(H)
g HgK)
= K,

=
|

I

uy
Il

Entonces, 7 '(K) = g 'H. Ademas, si k € Kentonces g 'H = § 1K) =

8- (kK).
Por otra parte tenemos que 8(8 1 (kK')) = kK y 8(k#~1(K)) = k8(67(K)) = kK

Por tanto
8(0~1(kK)) = 8(k6~*(K)) entonces (kK ) = k6~ 1K) = kg™ H

Entonces

gkg™! € H entonces k € g~ Hg esto implicaque K C g~ 'Hg

por lo tanto g~ Hg = K.

Por otro lado supongamos que H. A son subgrupos conjugados de G, y notemos que para
a,b € G se tiene que aH = bH siy solosia™'h € H luego g 'a"'bg € g 'Hg = K si
y sélo si agK = bgK.

Afirmamos que 6 : G/H — G/ K definida por #(aH) = agK es un G-isomorfismo.

e { esta bien definida:
Seanald = bH

0(aH) = aghk
= bgK por la observacion anterior
= H(bH).

e () es inyectiva:
Supongamos que #(at ) = 0(bH ). Entonces

gl = bgK asi,aH = bH por la observacion anterior.

Por tanto @ es inyectiva.
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¢ f es sobreyectiva.

Sea bK € G/K. Entonces bg™'H € G/ H es tal que
B(bg*H) = bg 'gK = bK.
Por lo tanto # es sobreyectiva.

o § es G-equivariante.

pues

abH) = (ab)gK = a(bgK) =a-0(bH)
|
Lema 3.23. Sea X localmente conexo por travectorias, y sea zy € X.
Dos espacios cubrientes (X.p) y (Y, q) son equivalentes si v sélo si las fibras p~"(zq) v

g *(zo) son w1 (X, 2o) — conjuntos isomorfos.

Demostracion:

Sean Zo € p*(z0) y %o € ¢ *(w0). Por el teorema 2.17, la fibra p™! (x0) es un 7 (X, zg)-
conjunto transitivo y p,m1 (X, 2o) es el estabilizador de . Similarmente q *(zp) es un
m1(X, zg)-conjunto transitivo y g.71 (Y, 7o) el estabilizador de 3jp. Luego por el lema 3.22(1)

71(X, 20)/p.m1(X, @) es 71 (X, 2o )-isomorfo a p~1(z)

m1(X, x0) /g1 (Y, 7o) es w1 (X, zg )-isomorfo a g Y wo)

Por otra parte, por el teorema 3.18

tenemos que (X, p) y (Y, ) son equivalentes si ysolo si p.(X, %) y gom1 (Y, §io) son sub-
grupos conjugados de 71 (X, zp). Pero esto es equivalente (por ¢l lema 3.22(ii) ) ya que
(X, zo)/p-m1 (X, T0) ¥y 71 (X, 20) /qum1 (Y, Yo) sean 71 (X, zp)-isomorfos. Y por nues-
tra observacion esto equivale a su vez aque p~1(x9) y ¢! (o) sean 71 (X, o) —isomorfos.

Lema 3.24. Sea G un grupo que actiia transitivamente en un conjunto Y, y sean x.y € Y.
Entonces los estabilizadores G y Gy, son iguales si y sélo si existe p € Aut(Y') tal que

wlr) =y.

Demostracion:

Suponga primero que existe ¢ € Aut(Y') con ¢(z) = y.
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Si h € G; entonces h-z = z implica que ¢(h-x) = ¢(x) = y. Porotra parte, p(h-z) =
h-(z) = h-y asitenemos que h -y = y entonces h € G, porlo tanto G C G,

La otra inclusion se demuestra de manera similar veamoslo en detalle: Sea h € G, entonces -
y = y esto implica que ¢~ (h - y) = ¢~ '(y) = x. Por otra parte ¢~ es G-isomorfismo
pues p es G-isomorfismo. Asi h -z = r implica que h € G, asi G, C G;.

Por tanto G, = G
Por otra parte suponga que G = (5. Sea z € Y entonces existe g € G'talque z = ¢ - x.

Definamos ¢ : Y — Y porp(z) = ¢(g-2) = g- v.

e (o esta bien definida, esto es, no depende de la eleccion de g.

Sig-x = g)-x entonces _qflg-a". = 7z por tanto _ql_lg € G, = G, Entonces g;lg Y=y,
por loque g-y = g1 - y, por tanto (g - x) = (g1 - ).

e ¢ esuna funcion G-equivariante.

SiheGyzeYtalquez=g: r, entonces

plh-z) = @lh-(g-2))

e o es una biyeccion.

Sea ¢’ € G y ademas # una funcion G—equivariante, asi tenemos que f : ¥ — Y esta
definida por #(¢' - y) = ¢’ - z. Entonces 8¢(g - z) = f(g-y) = g- x

asi tenemos que fp = id : Y — Y. Andlogamente 00(g9 - y) = ¢(g-z) = ¢y
entonces f = id : Y — Y. Por lo tanto ¢ es biyeccion.

Finalmente notemos que:

plz) =9l z)=1-y=y
Bd
Lema 3.25. Sea (X,p) es un espacio cubriente de X, donde X es localmente conexo

por travectorias y sea xyp € X. Dados Ty.T, € p~H(x0). existe h € Cov( X_J'X) con
h(Zo) = 21 si v sélo si existe p € Aut(p~*(zo)) con p(zy) = 7.
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Demostracion:

Suponga que existe h € C'ov(X /X ) tal que h(zy) = #;. Entonces los siguientes diagramas
conmutan:

(X,21) = (X, zo)

p

Entonces cumple con las hipotesis del teorema del levantamiento, asi tenemos que p. 7 1{X xg) -
Dy (X, 51) Yy pury (X, %) 2 pami(X, EY Portantolenemosquepml{}i Tp) = pumi (X, 51).

Por otro lado, supongamos que p,,rl{X Ty) = p.m1 (X, #) entonces por el corolario 3.4
existe h € Cou( X/X ) tal que h(2g) = 21, asi tenemos que existe h € Cov(X/X) tal
que h(Zg) = & si y s6lo si p,my (X, 20) = pomi (X, 7).

Dado que p*frl(i', Zg) es el estabilizador de 2y (por el teorema 2.17 (ii)). Entonces existe h €
Cov(X/X) tal que h(zy) = &;si y solo si los estabilizadores de £ y 2 coinciden. Por
el lema 3.24 tenemos que esto ultimo ocurre si y solo si existe ¢ € Aut(p~*(z)) con
@(Zo) = Z1.

Lema 3.26. Sea (X, p) un espacio cubriente de X, donde X es localmente conexo por tra-
vectorias, sea xg € X, v sea p~'(xp) la fibra de xq vista como un (X, xy) — conjunto.
Entonces tenemos un isomorfismo de grupos.

Cov(X/X) - Aut(p~'(zo))

h — h|p"i{zu)

Demostracion:

Probaremos primero que v esta bien definida, esto es, si h € C'o*u(.i'/X) entonces efectivamente A |,-1(,,) €
Aut (p~(zp)).

o hp~(z0)) = p~ (o) :
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Por un lado, sea = € h(p~!(z¢)) entonces = = h(Z) para algin z £ p~'(xg).
Ahora, ph = pentonces ph(z) = p(Z) = =z esto implica que k(%) € p~{xy).
Por lo tanto h(p~}(20)) € p~}(z0)

Por otro lado, sea z € p~!(xg) entonces existe & € X tal que h(z) = = de modo que p(z) =
ph(Z) = p(z) = 20 asi T € p~*(zp) y entonces z = h(Z) € h(p~(zg)). Por lo tanto p~ ! (zy) C
h(p~*(z0))

Ademas hl,-1(;) 1 pH(zo) — p~H(20) es una bi)’ecciénk. pues por lo anterior A, -1 (.
es sobreyectiva . Ademas es inyectiva por que h : X — X es inyectiva al ser un homeo-
morfismo.

® hlp-1(4) :p~YHzog) — p~Hzo) es un 71 (X, z¢) — isomor fismo.

Sea[f]Em{X Tp) yT € p” l['rg)

h([f] - Z) = h(f(1 )) donde f es el levantamiento de f tal que f(0) = Z. Por
otra parte, [f| - h(z) = ( ) donde f; es el levantamiento de f tal que f1 (0)
h(Z). Pero p(hf) = = f y hf( ) = h(Z). Entonces por unicidad hf = f;
por lo tanto h([f] - Z) = [f] - h

||"¢j

Hemos probado que hl,-1(,,) € Aut(p™*(z0)).

Probaremos ahora que v es un isomorfismo de grupos.

e 7 es homomorfismo:
pues

por lo tanto %' es un homomeorfismo.

e 1 esinyectiva.,

Seah € Cov(X/X)tal quev:(h) = id : p~(z¢) — p~*(z0) entonces hlp=1(eg) =
id : p~'(zo) — p~'(x0) entonces h = id : X — X por el teorema 3.16 (i).

Por lo tanto v es inyectiva.

e 1 es sobreyectiva.

Sea ¢ € Aut(p~(zp)) y seaz € p~(zg). Por el lema 3.25 existe h € Cov(X/X)
tal que h[:c) (). Dado que 7 (X, zg) actua transitivamente en p~*(zp). enton-
ces para cada :fl € p~Y(xo) existe [f] € 71 (X, zo) tal que 77 = [f] - Z.
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Por tanto h(z1) = h([f] - z) = [f]- h(Z) = [f] - »(Z) = o([f] - Z) = @(F1).
Asi tenemos que h|,-1(,,) = ¢ esto es, Y(h) = h|,-11z,) = ¢. Porlo tanto ¢ es
sobreyectiva.

Recordemos que si / es un subgrupo de un grupo G, entonces su normalizador es el sub-
grupo;

Ng(H)={9€G|gHg™ ! = H}

Note que H es un subgrupo normal de N (H); més aun, si H es un subgrupo normal de
G, entonces Nao(H) = G.

Lema 3.27. Sea G un grupo actundo transitivamente en un conjunto Y, v sea yg € Y.
Entonces Aut(Y') = Ng(Gq)/Gq donde Gy es el estabilizador de yp.

Tiene sentido hablar del cociente, pues Gy es el subgrupo de G, entonces N¢(Gp) es el
mayor subgrupo de G en el cual Gy es un subgrupo normal.

Demostracion:

Sea ¢ € Aut(Y'). Dado que G actua transitivamente en Y, existe ¢ € G tal que 2(yo) =
g - Yo. Probaremos primero que, g € Ng(Gy).

Sea h € Go. Entonces, - yo = 4oy 9 % = @(y) = ¢(h - y0) = k- p(y) = hg - yo:
entonces yo = g~ 'hg - yo asi tenemos que g~ 1hg € Gy esto implica que g~ ' Gog C Gy.

Por lo tanto g € N (Go).

Note que si ¢(yo) = ¢ - Y = g1 - Yo entonces g_lgl " Yo = Yo entonces g"lgl €
(o entonces gGo = g1 G- Por tanto, la funcion

I': Aut(Y) — Ne(Go)/Go

definida por I'(¢) = g~ 'Gg donde (o) = g - yo es una funcion bien definida. Probaremos
que de hecho es un isomorfismo de grupos.

e I' es homomorfismo:
Sean 6, p € Aut(Y') y sean p(yo) = ¢ yo. (vo) = 9" - vo.
Entonces 8 (yo) = 0(g-yo) = g-0(yo) = 94" - yo. Por lo tanto T'(8p) = (gg’) ' Go.

Por otra parte, I'(6) ['(¢) = ¢'"2Gog G = ¢ 197 1Go = (9¢') "1Go = ['(8¢p)

se sigue que I' es homomorfismo (Ahora se ve por qué la definicion de I es con in-
VErso.)
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e [ esinyectiva.
Suponga que I'(¢) = G entonces ¢(yg) = ¥o esto implica que w(h - yo) = h-
¢wlyo) = h - yo para todo h € G. Entonces ¢ deja fijo todo elemento en Y de la
forma h - yp con h € G. Dado que G actiia transitivante en Y entonces ¢ = idy
por lo tanto I es inyectiva.

e [ essobre.

Note que si g € Ng(Gy). definimos ¢ : Y — Y por ¢(y) = hg- yo donde y = h - o
(h € G) entonces ¢ € Aut(Y) y I'(¢) = g *Go; en efecto:

= ¢ esta bien definida.

Entoncesy = h-yo vy = hy-yo estoes, h-yg = h; - yo entonces hi"lh.-yg = gy esto implica
que hl_lh € G entonces g‘]hflhg € ¢7'Gopg € Go(donde la contencion es porqueg
€ N¢(Gp)) esto implica que g~ *h7 hg - yo = yo esto es (h1g) 'hg - yo = yo por tanto
hig - yo = hg - wo.

Por lo tanto ¢ esta bien definido.

= o es Inyectiva,

Sean y, 31 € Y tales que p(y) = ¢ (y1)

entonces hg-yo = h1g-yo donde y = h-yo y y1 = hy-yo esto implica que (h1g) *hg-yo
Yo entonces g'lhl_lhg - Yo = Yo entonces g‘lhl_lhg € Gy esto implica que hl_lh
9Gog~! = Gy entonces h] *h - yo = yo esto es, h - yo = hy - yo por tanto y = y;.

Por lo tanto ¢ es inyectiva.

m

= o es sobre.

Sea z € Y, probaremos que existe y € Y tal que p(y) = 2.
Dado que G actua transitivamente en Yentonces existe h € G tal que h - (g - yo) =
Definamos y = h - yy € Yentonces ¢(y) = hg-yo="h- (g %) = =.

8]

Por lo tanto ¢ es sobre.

= ¢ es G-equivariante.

Sea g1 € G.y € Y. Dado que G actia transitivamente en Y, existe h, h; € G tales que
y="h-yo, 91 -y =h1 .
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entonces

olg1-y) = hig-w
g1+ (hg - o)

2

s

)
I

Perogi-y=hi-ywoyy="h-w

entonces g1 - (h - yo) = h; - yo esto implica que h.l_lglh. Yo = Yo entonces hl']glh € Gg
Asi tenemos que g~ hy ' g1hg € g7 Gog = Gy entonces g~ A7 g1hg - o = wo esto es,
(h19)~"g1hg - yo = yo por tanto g1hg - yo = h1g - yo.

Estoes, ¢(g1 - y) = g1 - ¢(y)
por lo tanto  es G-homomorfismo.
Por ultimo, dado que yo = 1 - yg entonces ¢(yo) = 19-yo = ¢ - Yo
por lo tanto T'() = g7 ' Gy.

Entonces para probar que I es sobre

sea gGy € N (Go)/Go entonces g € Ng(Go) esto implica que g=! € Ng(Gy) entonces
definiendo ¢ : Y — Y por ¢(y) = hg~' - yo donde ¥ = h - yo entonces, por la afirmacion
anterior, ¢ € Aut(Y) y ademas I'(p) = (¢7*) " 1Gp = ¢Go

por tanto I" es sobre.

Asi tenemos que I' es un isomorfismo.

Teorema 3.28. Sea (X, p) un espacio cubriente de X, donde X es localmente conexo por
travectorias. Entonces, para zo € X v 2o € p~ ()

Cov(X/X) = Np(p.m (X, d0))/pem1(X, Z0)
donde  denota w1 (X, xo).
Demostracion:
Por el lema 3.26, Cov(X /X) = Aut(p~(zp)) donde la fibra p~!(z¢) es vista como un
m1(X, zo)-conjunto transitivo. A su vez,como el estabilizador de g es p,m1 (X, zp) (por el

teorema 3.16 (ii)), el lema 3.27 nos dice que Aut(p~!(z0)) = Ny (p.m1 (X, 70))/pm1 (X, 7).

Por lo tanto

Cov(X/X) = Ny(p.m1 (X, 50))/pem1 (X, Zo).
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3.5. Grupo de monodromia del espacio cubriente regular

Corolario 3.29. Sea (X, p) un espacio cubriente regular de X, donde X es localmente
conexo por travectorias. Entonces, para xg € X v 2y € 'p_i(zoj

Cov(X/X)=m(X,z0)/p.m1(X, o),
es llamado grupo de monodromia del espacio cubriente regular:

Demostracion:

Dado que (f&'.,p} es regular entonccsipml{}:'. Zg) <y (X, zo), entonces Np(pam1(X, %)) =
m1(X, x0). Esto implica que Cov(X /X ) = 71 (X, zo)/p.71(X. zo) por el teorema 3.28.

Corolario 3.30. Sea (X, p) un cubriente universal de X, donde X es localmente conexo
por trayectorias. Entonces, para a9 € Cov(X /X ) = m (X, z0).

Demostracion:

Dado que Xes simplemente conexo y cubriente univers;al. m ()i’, Zo) = {1} paratodo 2y €
p~(x0) entones p.m1(X.20) = {1}, de modo que X es regular, entonces del corolario
3.28 se sigue que

Cov(X/X) = m(X,x0)/{1} ~ m (X, z¢)

3.6. El calculo del grupo fundamental de la circunferencia

Observe que el Gltimo resultado da una descripcion del grupo fundamental que no requiere
del punto base.

Finalmente en la presente seccion calcularemos el grupo fundamental de la circunferencia.

Aplicacion: Usaremos el corolario 3.30 para probar que 7 (S, 1) = Z.

Dado que I es simplemente conexo, (R, exp) es un cubriente universal de St (claro, sabe-
mos que S* es localmente conexo por trayectorias) entonces el corolario 3.30 nos dice que
Cov(R/S') = 71(S*,1). Probemos que Cov(R/S') ~ Z.Sea h € Cov(R/S*) entonces h
es un homomorfismo tal que;

h:R — Ryezxp(h(zx)) = exp(z)
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esto es, e2™h(T) = ™2 Entonces 2rh(z) = 27z + 27n(z) donde n(z) € Z para cada

x € R asi tenemos que n(z) = h(x) — x es continua (pues es suma de dos funciones conti-

nuas). Dado que R es conexo, entonces n(x) es constante, digamos n(x) = n, por lo tanto
h(z) =z +nparan € Z.

Por otro lado, notemos que si n € Z y definimos h(z) = @ + n, entonces h es un homeo-

morfismo y

exp(h(z)) = ezp(z+n)

por lo tanto h(z) € Cov(R/S?)

Por lo tanto

Cov(B\SY) = {h(z) =z +n|n e Z}.

Notemos que C'ov(R/S") = Z mediante el isomorfismo ¢ definido por;

Z % Cou(R/SY)
m+— h(z) =z +m.

e o es homomorfismo.
veremos que p(m + n) = ¢(m) o p(n) tal que, paratodaxz € R

h(z) = =+ (m+n)
(x+m)+n
= hjohy(z)

donde hy(z) =z +myho(z) =2 +n

® (0S5 uno auno.
Si ¢(m) = id entonces x + m = x paratodo z € R
entonces mm = 0 por lo tanto  tiene kemnel trivial, y ¢ es uno a uno.

e ¢ es sobre.
Sea h(z) = z +m € Cov(R\S?!)
entonces m € Z es tal que ¢(m) = h(z).

Concluimos que 71(S1, 1) ~ Z.
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