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Introduccion

Uno de los principales problemas en topologia es el de la clasificacién de espacios topoldgi-
cos, esto es, dados dos espacios topolGgicos, poder saber si éstos son homeomorfos o no.
Para ver que dos espacios topoldgicos son homeomorfos basta con exponer un homeo-
morfismo entre dichos espacios, lo cual puede resultar ser una tarea para nada sencilla.
Por el contrario, para demostrar que dos espacios topoldgicos no son homeomorfos, hay
que ver que no existe ningiin homeomorfismo entre dichos espacios. lo cual puede resultar

imposible de realizar.

Para ver que dos espacios topoldgicos no son homeomorfos, utilizamos el hecho de que
diversas propiedades topolégicas como lo son la conexidad, compacidad, separabilidad,
etcétera, se preservan bajo homeomorfismos, con lo cual si un espacio topoldgico digamos
tiene alguna de estas propiedades, y un segundo espacio no lo hace, entonces no pueden
ser homeomorfos. Sin embargo, esta manera de comparar espacios topoldgicos no es ni
suficiente ni precisa, pues existen espacios que comparten propiedades topoldgicas y sin

embargo no son homeomorfos.

Es por ello que en topologia algebraica existen también los llamados invariantes topol6gi-
cos, que nos permiten distinguir de cierta manera algunos espacios topolégicos de otros.
En esta ocasion nos centraremos en los grupos de homotopia de un espacio topoldgico,

en particular en el grupo fundamental.

Esta tesis consta de cinco capitulos, de los cuales el primero estd destinado a presentar

la teoria basica de topologia que se utilizara en el resto del trabajo.

El segundo capitulo estd destinado tanto a la construccién del grupo fundamental de
un espacio topoldgico, como a la exposicién de algunos de los resultados mas basicos e

importantes de topologia algebraica en general. Asimismo se ilustra mediante ejemplos
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la dificultad que presenta el célculo de grupos fundamentales.

En el tercer capitulo introduciremos el concepto de complejo simplicial y la relacién que
guardan con el grupo fundamental. Veremos que utilizando la teoria desrrollada es posible
calcular el grupo fundamental de un gran niimero de espacios topologicos de una manera

relativamente sencilla.

En los capitulos cuatro y cinco, hablaremos un poco acerca espacios cubrientes, los cuales
trataremos como una herramienta que es 1til para calcular y comparar el grupo funda-

mental de diversos espacios topologicos.



Capitulo 1

Preliminares

Dedicaremos este primer capitulo a presentar conceptos y resultados bédsicos de topologia
general que serviran como punto de partida para desarrollar la teoria de interés en el resto
de la tesis. Nos centraremos primeramente en los conceptos de continuidad, pues este es
completamente necesario para definir al homeomorfismo como nuestra equivalencia entre
espacios topoldgicos; conexidad y compacidad, ya que en muchas ocasiones necesitaremos
que nuestros espacios topoldgicos cuenten, por ejemplo, con algun tipo de conexidad para
poder trabajar sobre ellos.

Después, daremos paso a definir los conceptos de homotopia y homotopia relativa entre
funciones continuas. Enfocaremos nuestra atencién sobre las homotopias entre caminos
o travectorias, debido a que el grupo fundamental de un espacio topoldgico es un grupo

cuya construccién se basa en un tipo particular de caminos que llamaremos lazos.

1.1. Homeomorfismos entre espacios topologicos y

continuidad

Sean (X, 7x). (Y, 7y) espacios topolégicos. Se dice que f : X — Y es una funcién con-
tinua en z, € X si para cada A € 7y tal que f(zy) € A, existe B € Ty que contiene a xy
v satisface f(B) C A. Ademads, diremos que f es continua en X si lo es en cada uno de
sus puntos.

El siguiente resultado presenta distintas caracterizaciones de la continuidad.

Teorema 1.1.1. Sea f : X — Y una funcién entre espacios topoldgicos. entonces son

equivalentes:
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1. f es continua.

2. Para cualquier subconjunto abierto A de Y, tenemos que f~'(A4) es un subconjunto

abierto de X,

3. Para cualquier subconjunto cerrado B de Y, el subconjunto f~!(B) es cerrado en
o

4. Para cualquier subconjunto A de X, se cumple f(A4) C f(A).
Demastracion. Ver [1], paginas 104-105. O

Por otro lado, el siguiente resultado nos permite extender, bajo ciertas condiciones, dos
funciones continuas sobre subconjuntos de un espacio topoldgico a una nueva funcién

continua.

Lema 1.1.2. (Lema del pegado). Sean X y Y espacios topolégicos v supongamos que
X = AU B, donde A y B son subconjuntos cerrados de X.Sean f : A=Y yg: B—=Y
funciones continuas. Si f(z) = g(z) para cada x € AN B, entonces la funciéon h: X = Y

definida por

htx):{f(x) z€eA
g(z) z€B

es continua.

Demostracidn. Sea € un subconjunto cerrado de Y. Por teorfa de conjuntos elemental
tenemos que h~'(C) = f~1(C)Ug~(C), y dado que f es continua, f~(C') es cerrado en
A y por tanto. cerrado en X. De modo similar, g~!(C) es cerrado en X. Asi, h™!(C) es

cerrado en X y por el Teorema 1.1.1(3) se sigue que h es continua. O

Definicién 1.1.3. Sean X, Y espacios topoldgicos, v sea [ : X — Y una funcién biyecti-
va. Diremos que f es un homeomorfismo si tanto f como f~! son funciones continuas.
En tal caso diremos que los espacios X v Y son homeomorfos. lo cual denotaremos por
Xy,
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1.2. Espacios producto y espacios cociente

El estudio de los espacios producto resulta ser bastante 1til en cualquier area de las
matematicas debido a que muchos espacios topoldgicos podemos verlos o mas bien re-
presentarlos como el producto de espacios mas simples. O bien, podemos construir otros

espacios a partir de espacios ya conocidos.

Definicién 1.2.1. Consideremos una familia de espacios topoldgicos {(X4.Ta) }acr donde
X, # 0 para cada a € I. Definimos el producto de los X, como:

1 %a:= {f:f—> UXa|f(a)eXn,VaEI}.

wel ael
El conjunto [] X, es llamado espacio producto de los X,,.
asl

Este producto entre espacios es conocido como el producto cartesiano.

Uno de los ejemplos mas comunes e importantes de este tipo de espacio es R", v todas
las variantes que se desprenden de manera natural de éste, como seria por ejemplo el
producto [0, 1] x [0, 1].

Otro ejemplo que vale la pena mencionar es que podemos ver al toro T como el producto

cartesiano de la circunferencia unitaria consigo misma, es decir, T = S! x S1.

Ahora bien, dado que no hay restriccion a la hora de elegir qué espacios podemos utilizar
para realizar un producto, podemos entrar en problemas a la hora de dotar de una to-
pologia al espacio producto, puesto que los factores pueden estar dotados de topologias
completamente distintas.

Por ejemplo, si X = [[ X4 ¢s un espacio producto, entonces la coleccién 7 de subcon-
juntos de la forma Ulmig Us % ... donde cada U, es un abierto en su respectivo X, es
una topologia en X. Esta es la llamada topologia por cajas en X. A pesar de que
cs construida de la manera mas natural posible, no es la mcjor topologia que podemos
darle a X, pues en muchas ocasiones cuando los productos tienen un mimero infinito
de factores, no se conservan las propiedades de conexidad 6 compacidad de los espacios

factores en el producto.

Sin embargo, en productos cartesianos finitos la topologia por cajas respeta todas las
propiedades que uno esperaria, por lo que nos damos cuenta que el problema en su defini-
cién se encuentra en permitir que en sus abiertos sea posible que aparezcan subconjuntos

abiertos propios en cada factor sin ningin tipo de restriccion sobre el mimero de estos.
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Es decir, si pedimos que solamente un numero finito de U, sean subconjuntos propios de

X, y el resto de ellos sean iguales a su respectivo X, obtenemos una nueva topologia que

si respeta las propiedades de los espacios que conforman el producto.

Definicién 1.2.2. Sea {(X4.7a) }aer una familia de espacios topoldgicos, sca X = [[ Xq
acl

y sea w3 : X — Xj la proyeccién sobre el 8 — ésimo factor, esto es w5(f) = f(8).

La topologia producto en X es la topologia generada por la sub base
S =L UL | Uy Em}-

Ademas de los espacios producto, también existen los espacios cociente, que de manera
intuitiva podemos decir que son el resultado de “pegar” o identificar varios puntos de
algin espacio topoldgico dado. La manera en que se identifican los puntos estd dada
por una relacién de equivalencia. Por ejemplo, el toro puede construirse a partir de un

rectdngulo al identificar las aristas de una manera adecuada como se muestra en la Figura

1.7,
Db
bA Ly ———» i
a

Ficura 1.1

o

T

Esta manera de identificar puntos mediante una relacion de equivalencia nos genera una
particion en el espacio inicial. y es en base a esta particion que definiremos nuestro espacio

coclente.

Definiciéon 1.2.3. Sean (X, 7x). (Y, 7y) espacios topologicos. Sea p: X — Y un mapeo
sobreyectivo. Diremos que p es un mapeo cociente si dado cualquier subconjunto B de

Y. se cumple que B € 7y si y s6lo si p'(B) € 7x.

Sean X un espacio topoldgico, A un conjunto y p : X — A un mapeo sobreyectivo,
entonces existe una tnica topologia 7, sobre A con la cual p es un mapeo cociente. A esta

topologia se le llama topologia cociente.

Ejemplo 1.1. El plano proyectivo RP? es el espacio cociente obtenido de S? identificando

cada punto z de §%, con su punto antipoda —uz.
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1.3. Conexidad

El concepto de espacio topoldgico conexo es bastante sencillo, decimos que un espacio es

conexo si es de una sola “pieza”, es decir, si no lo podemos separar en varias partes.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio topologico. Una separacion de X es un par de
abiertos U,V de X ajenos v no triviales, cuya union es todo X. El espacio X se dice ser
conexo si no existe una separaéién de X.

Equivalentemente : Un espacio X es conexo si y solo si los unicos subconjuntos de X

que son tanto abiertos como cerrados, son el vacio y X.

Teorema 1.3.2. La unién de una coleccién de subconjuntos conexos de X que tienen un

punto en comin €s conexa.

Demostracion. Ver [1], pagina 150. O

El siguiente resultado nos dice que la conexidad de un conjunto se preserva bajo cerradura,
es decir, si a un conjunto conexo le agregamos alguno o todos sus puntos limite, entonces

el conjunto resultante es conexo igualmente.

Teorema 1.3.3. Sea A un sunconjunto conexo de X. Si A € B C A, entonces B también

es un subconjunto conexo de X.
Demosiracidn. Ver [1], pagina 150. O

Teorema 1.3.4. La imagen de un espacio conexo bajo una aplicacion continua es un

espacio conexo.

Demostracion. Sea f : X -+ Y una aplicacion continua y X un espacio topolégico co-
nexo. Veamos que Z = f(X) es conexo. Para ello consideremos la restriccién continua y
sobreyectiva g : X — Z, y supongamos que Z = C'U D es una separacién de Z. Entonces
g HC)YU g H(D) = X es una separacién de X, lo cual contradice el hecho de que X es

conexo. Asi, f(X) es conexo. O

En particular, el teorema anterior nos dice que la conexidad es una propiedad que se

preserva bajo homeomorfismos.

Teorema 1.3.5. El producto cartesiano de un numero finito de espacios conexos es

conexo.
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Demostracion. Veamos primero el caso para el producto de solamente dos espacios cone-
xo0s. Sean X y Y conexos, y sea (a,b) € X x Y un punto fijo. Notemos que X x {b} es
conexo pues es homeomorfo a X, y {a} x Y es conexo pues es homeomorfo a Y. Como

consecuencia de esto, el espacio
T, = (X x {b}) U ({z} x Y)

es conexo para cada r € X ya que es la union de dos espacios conexos que tienen el punto

(b,x) en comuin. Ahora, como (a,b) € T, para cada x € X tenemos por Teorema 1.3.2

que |J T es conexo. Y asi, como |J T, = X x Y, concluimos que el producto X x Y
reX TEX

es Conexo.

El caso para cualquier producto finito de espacios conexos se puede probar de manera

similar utilizando el hecho de que X % - - x X, es homeomorfo a (X} x---xX,1)x X,,. O

Teorema 1.3.6. (Teorema del valor intermedio). Sean a,b € R y sea [ : [a,0] = R
una funcién continua tal que f(a) # f(b). Si r es un punto en R que se encuentra entre

f(a) v f(b), entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que f(c) =r.
Demostracién. Ver (1], pigina 154. O

Definicion 1.3.7. Sea X un espacio topolégico v sean z,y dos puntos cualesquiera de
X. Un camino de z a y es una funcién continua f : [a,b] — X que comienza en z y
termina en y, es decir, f(a) =z y f(b) = y.

A un camino que comience vy termine en el mismo punto z, lo llamaremos lazo basado

en .

En muchas ocasiones nos interesara que cualquier par de puntos estén conectados por un
camino, o bien, si se da el caso de que esto ocurra, necesitamos una manera de identificar

dichos espacios. Para ello daremos la siguiente definicién.

Definiciéon 1.3.8. Un espacio topologico X se dice ser conexo por caminos si para

cualquier par de puntos de X existe un camino en X que los une.

Notemos que el hecho de que un espacio sea conexo por caminos, quiere decir que no es

posible separarlo como bien veremos a continuacion.
Lema 1.3.9. Todo espacio conexo por caminos es conexo.

Demostracion. Sea X un espacio conexo por caminos v f : [a. b — X un camino. Supon-
gamos que X = C'U D es una separacién de X. Como [a, b] es conexo, f([a.b]) debe estar

contenido completamente en C' 6 en [D. Por lo que no existen caminos en X que unan
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puntos de C' con puntos de [, lo cual contradice que X sea conexo por caminos. Por lo

tanto X es conexo. O

El reciproco de esta afirmacién no siempre es cierto, es decir, existen espacios conexos

que no son necesariamente conexos por caminos como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. El subconjunto de R? con la topologfa usual definido como

S={(z.y) eR*|0<z <1,y=sen(l)}
es conexo pues es la imagen del intervalo (0, 1] bajo una funcién continua. Luego, por cl
Teorema 1.3.3, el conjunto S = SU{(z,y) € R? | 2 = 0.y € [-1,1]} también es conexo.
Vamos a demostrar que S no es conexo por caminos.
Sea zy € S. Supongamos que existe un camino f : [a,c] — S tal que f(a) = (0,0) y
f(¢) = zy. El conjunto de los nimeros t € [a, ¢| para los cuales f(t) € {(z,y) e R?* |z =
0.y € [—1,1]} es cerrado, y por tanto, existe b € [a, ¢ tal que f(t) € S para toda ¢ € (b.¢].
Por lo que f : [b,c] = S es un camino tal que f(b) € {(z,y) € R* |z =0,y € [-1,1]} ¥
f(t) € S para t € (b, c].
Sin pérdida de gencralidad sustituyamos al intervalo [b, ¢] por [0. 1], y sea f(t) = (z(1), y(t)).
Entonces 2(0) = 0, mientras que z(t) > 0 y y(t) = Scn(;—(l-ﬁ) para t > 0. Vamos a demos-
trar que existe una sucesion de puntos t, — 0 tales que y(t,) = (—1)". Y asi tendremos
que la sucesién y(¢,) no es convergente, contradiciendo la continuidad de f.

1) = (-1)~. Utilizando el Teorema

Asf, dado n € N, tomemos u € (0,z(2)) tal que sen(
1.3.6 podemos encontrar ,, € (0, ) tal que z(t,) = u.

Por lo que concluimos que S no es conexo por caminos.

Definicién 1.3.10. Dado un espacio X. definimos una relacion de equivalencia en X de
la siguiente manera: x ~ y si existe un subconjunto conexo de X que contiene a ambos
puntos. Las clases de equivalencia en este caso se denominan componentes conexas de
X.

Para comprobar que efectivamente es una relacién de equivalencia sélo basta ver gue sc
cumple la transitividad puesto que la simetria v reflexividad son claras. Y para ello si
A es un subconjunto conexo que contiene a  y y, y B es un subconjunto conexo que
contiene a y y z, entonces AU B es el subconjunto que contiene a = y z, que ademas es

conexo por el Teorema 1.3.2 puesy € Ay y € B.

Teorema 1.3.11. Las componentes de X son subconjuntos ajenos y conexos de X cuya
unién es todo X. de forma que cada subconjunto conexo de X no trivial intersecta tan

s6lo a una de ellas.
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Dermosiracion. Notemos primeramente que, dado que las componentes conexas son clases
de equivalencia de X', son ajenas y su unién es todo X.

Sea A # (0 un subconjunto conexo de X y sean C,C, componentes conexas de X.
Supongamos que A intersecta a Cy y a (s, es decir, existen ry, 7o € X tales que 1 € ANC,
y x5 € AN Cy. Entonces x; ~ x5, lo cual solamente puede ocurrir cuando €y = Cs.
Veamos ahora que cada componente conexa C de X es un subconjunto conexo de X,
para lo cual tomemos un punto xzg de C. Como C' es una componente conexa de X, para
cualquier z € C' se cumple que g ~ z, por lo que existen subconjuntos conexos A, C C
tales que para cada x € C.tenemos que x,zy € A,. Por lo tanto como el punto z; se
encuentra en A, para cada z € C, por el Teorema 1.3.2 concluimos que C' = |J A, es
conexo. s O
Definicién 1.3.12. Definimos otra relacién de equivalencia en X dada por: z ~ y si
existe un camino en X de x a y. Las clases de equivalencia en este caso se denominan

componentes conexas por caminos de X.

En este caso, la reflexividad z ~ z se tiene al considerar el camino constante f : [0,1] —+ X
dado por f(t) = z para todo t € [0,1]. Luego, si z ~ y, existe un camino f : [0,1] — X
de z a y, por lo cual el camino contrario g : [0,1] — X dado por ¢(t) = f(1 — 1) es un
camino de y a z. Finalmente para la transitividad consideramos f : [0,1] — X un camino
dezay yg:[l,2 = X un camino de y a 2. Asi, por el Lema del pegado, la funcién
h:[0.2] - X dada por

S tefo,1]

B 9(t) te[L,2

es un camino que va de  a z.

Teorema 1.3.13. Las componentes conexas por caminos de X son subconjuntos ajenos y
conexos por caminos de X cuya unién es todo X, de forma que cada subconjunto conexo

por caminos de X no trivial intersecta sélo a una de ellas.

Demostracion. Las componentes conexas por caminos de X forman una particién de X
por lo que son ajenas y su union es todo X.

Sea A # () un subconjunto conexo por caminos de X y sean Cp, Cy componentes conexas
por caminos de X. Supongamos que A intersecta tanto a 'y como a (s, es decir, existen
T1.40 € X tales que 17 € ANCy v 29 € AN as. Entonces 7 ~ x5, lo cual solamente

puede ocurrir cuando C = Cs.
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Ahora, sea C cualquier componente conexa por caminos de X y sea o € C. Para cada
¢ € C existe un camino f, : [0,1] — C tal que f.(0) = zo ¥ [.(1) = ¢, por lo que zy ~ c.
Asi, para cualquier par de puntos ¢, ¢, € C se cumple que zy ~ ¢; ¥ g ~ ca, v dado que
~ es una relacién de equivalencia, obtenemos que ¢; ~ ¢;. Por lo que C es conexo por

caminos. O

Ahora bien, podemos definir los conceptos de conexidad y conexidad por caminos de

manera local de la siguiente manera.

Definicién 1.3.14. Diremos que un espacio topolégico X es localmente conexo en un
punto x de X si para cada vecindad U de z, existe una vecindad conexa V de z tal que
V' C U. De manera similar, diremos que un espacio topoldgico X es localmente conexo
por caminos en un punto » de X si para cada vecindad U de z, existe una vecindad

conexa por caminos V de z tal que V C U.

Teorema 1.3.15. Sea {Y,};c; una coleccién de subconjuntos conexos por caminos de un

espacio topolégico X. Si [ Y; # 0, entonces Y = J Y; es un subconjunto conexo por
j€J j€J
caminos.

Demostracion. Sea z € (| Y; ysean z,y € Y = |J Y}, entonces z € Y. y y € Y] para
Jed JeJ

algunos k.l € J.

Dado que cada Y es conexo por caminos y z,z € Yj, tenemos que existe un camino

f:10,1] = Yi en Y; de = a z. De la misma manera, existe un camino g: [1,2] — Y; de 2

a y. Entonces por el Lema del pegado. la funcién h : [0,1] — Y dada por

D) ={ fit) telo.
g(t) tel2

es un camino en Y de = a y, v dado que esto ocurre para cualesquiera par de puntos = y

y de Y, concluimos que Y es un espacio conexo por trayectorias. ]

1.4. Compacidad

Como muchas de las nociones en topologia, el concepto de compacidad para un espacio
topoldgico es una abstraccion de una propiedad importante que poscen ciertos conjuntos

de nimeros reales. La propiedad que tenemos en mente es aquella expresada en el Teorema
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de Heine-Borel, el cual nos dice que si X es un subconjunto cerrado y acotado de R.
entonces cualquier coleccion de subconjuntos abiertos de R cuya unién contiene a X,
tiene una subcoleccién finita que también contiene a X.

Asi, si consideramos a X' como cualquier espacio topolégico, podemos definir cuando X

es compacto de la siguiente manera.

Definicion 1.4.1. Una coleccién A de subconjuntos de X se dice ser una cubierta
de X si la unién de los elementos de A es igual a X. Si todos los elementos de A son

subconjuntos abiertos de X, entonces le llamaremos cubierta abierta de X.

Definicion 1.4.2. Diremos que un espacio X es compacto si para cada cubierta abier-
ta A de X, existe una subcoleccion finita de A que cubre a X. A tal subcoleccién le

llamaremos subcubierta finita de A4 para X.

A continuacion, mostramos dos teoremas que pueden parecer bastante sencillos, pero son

ampliamente utilizados.

Teorema 1.4.3. La imagen de un espacio compacto bajo una aplicacion continua es un

espacio compacto.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico compacto y sea f : X — Y una funcién

continua. Sea A una cubierta abierta del conjunto f(X). La coleccién {f~1(A)
es una cubierta abierta de X ya que f es continua. Por tanto, como X es compacto,
existen A; € Aparai=1....,n, tal que U g = X. Asi, la coleccién {A,.. ., An}

es una subcubierta finita de A para f(X ) por lo que f(X) es compacto. O

Teorema 1.4.4. Cada subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.

Demastracion. Ver [1], pagina 165. O
Ahora bien, uno de los resultados mas importantes de topologia en general es aquel que
nos dice que el producto de espacios compactos es compacto. Utilizaremos este hecho

en repetidas ocasiones a lo largo de este trabajo, por lo cual es importante dedicarle su

debida atencién.

Teorema 1.4.5. (Teorema de Tychonoff). El producto arbitrario de espacios topologi-

cos compactos no vacios. es compacto respecto a la topologia producto.

Demaostracion. Ver Apéndice A. O

De la misma manera, otro resultado al que recurriremos frecuentemente es el siguiente.
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Lema 1.4.6. (Lema del niimero de Lebesgue). Sea A una cubierta abierta del espacio
métrico (X,d). Si X es compacto, entonces existe § > 0 tal que para cada subconjunto

de X con didmetro menor que 4, existe un elemento de A que lo contiene.

Demostracion. Sea A una cubierta abierta para X. Si el mismo X fuera un elemento de
A, entonces este resultado se cumpliria para cualquier § > 0. Asi pues, supongamos que
X no es un elemento de A.

Elegimos entonces una subcubierta finita {A;, As, ..., A, } de A para X. Para cada i =

1....,n tomamos los conjuntos C; = X — A; y definimos la funcion f : X — R como sigue
n
f(@)= 1) dz,C)
i=1

donde d(z, C;) = min{d(z.c) | ¢ € C;}. Claramente f es una funcién continua. Veamos
entonces que f(z) > 0 para toda =z € X.

Dado z € X, existe A; € A tal que x € A, para alguna i. Como A es abierto, podemos
elegir ¢ > 0 de tal manera que la bola B, (z) esté completamente contenida en A;. Entonces

tenemos que d(z,C;) > ¢, y asi

™
—_ E :
f(x) = d(I,Cg) ZE
i=1
Ahora, como f es continua y X es compacto, f alcanza su valor minimo, digamos ¢, el
cual ya vimos que es no negativo. Veamos entonces que ¢ es nuestro nimero de Lebesgue.

Tomemos un subconjunto B de X cuyo didmetro sea menor que 4. Sea rp un punto de

0 < flzo) £ d(zo, Ca).

De esto concluimos que la bola de radio 4 centrada en z; estd contenida en el elemento
A,, de A, es decir, A,, € A es tal que B C B; C A,,. O

En muchas ocasiones resulta bastante complicado probar la compacidad de un espacio
topoldgico utilizando directamente la definicion de compacidad, por lo que a continuacién
se presentan varias definiciones y teoremas que nos dan formas equivalentes de compacidad

que son mas faciles de aplicar en diversas situaciones.

Definicién 1.4.7. Diremos que un espacio topoldgico X es compacto por punto limite

si cada subconjunto infinito de X tiene al menos un punto limite.
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Teorema 1.4.8. Todo espacio compacto es compacto por punto limite.

Demaostracion. Sea X un espacio topoldgico compacto ¥ sea A un subconjunto infinito
de X. Supongamos que A no tiene puntos limite. Entonces para cada a € A podemos
encontrar una vecindad U, de a tal que AN U, = {a}. De esta manera, X estd cubierto
por el conjunto X \ A y los U, para toda a € A, es decir, X = (X \ A)U(|J U,). Luego,
dado que X es compacto, tenemos que puede ser cubierto por un nﬁmeroafeiﬁito de Uy, ¥
va que ANU, = {a}, concluimos que el subconjunto A debe ser finito, lo cual contradice

la hipdtesis sobre la cardinalidad de A. O
El reciproco no siempre es cierto, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3. Sea X = Z x Y, donde Y = {a,b} tiene la topologia indiscreta. Este
espacio es claramente compacto por punto limite ya que cada subconjunto no vacio de
X cuenta con un punto limite. Sin embargo X no es compacto, pues la cubierta abierta

dada por {n} x Y con n € Z, no tiene ninguna subcubierta finita que cubra a todo X.

Definicion 1.4.9. Un espacio X es sucecionalmente compacto si cada sucesion de

puntos en X contiene una subsucesién convergente.

Teorema 1.4.10. Sea X un espacio metrizable, entonces son equivalentes:

1. X es compacto.
2. X es compacto por punto limite.

3. X es sucesionalmente compacto.

Demostracién. Ver [1], piginas 179-181. O

1.5. Homotopia de aplicaciones continuas

Presentamos a continuacién el concepto de homotopia, el cual nos servira para establecer
una relacion de equivalencia entre funciones continuas, v en particular entre caminos,

esencial para la construecién del grupo fundamental de un espacio topolégico.

Definicion 1.5.1. Sean f.g : X — Y funciones continuas entre espacios topoldgicos
y sea I = [0,1]. Diremos que f es homotdpica a g si existe una funcién continua
F:XxI—=Y tal que F(z.0) = f(x) v F(z.1) = g(x) para cada = € X. La funcion F
es llamada homotopia entre f v g. La relaciéon de homotopia la denotamos por f ~ g 6
F:f~y.
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Esto quiere decir que podemos deformar f continuamente a g mediante una familia de
funciones f;(z) = F(z,1), es decir, para cada ¢ € [0, 1] tenemos una funcién que depende

continuamente de z.

Una consecuencia inmediata es que si f : [0,1] — Y es un camino cualquiera en Y,
entonces [ es homotdpica a la funcion constante Epy(1) : [0,1] — Y dada por Esg)(t) =
f(0) para cada t € [0,1], es decir, f ~ &f). En efecto, consideremos la funcién F :
X xI—Y talque F(xz,t) = f((1—t)z). Asi, F es continua y tenemos que F(z,0) = f(x)
y F(x,1) = f(0) = Exo)(t). Por lo que F : f > &Efqy.

Definiciéon 1.5.2. Sean f,g : X — Y funciones continuas entre espacios topolégicos y
sea A un subconjunto de X. Diremos que f es homotdpica a g relativa a A, si existe
una homotopia F : X xI — Y entre f y g tal que para toda a € A, F(a,1) no dependa de
t, es decir, F(a,t) = f(a) = g(a) para todaa € Ay toda { € [. La funcién F es llamada
homotopia entre f v g relativa a A. Denotaremos la relacion de homotopia relativa a A

por f =~ g(relA) o por F : f ~qa4 g.

Lema 1.5.3. Sean f,g: X — Y funciones continuas entre espacios topoldgicos y sea A
un subconjunto de X. Definimos una relacién en C(X,Y) := {f : X = Y | f escontinua}

por:
[~ gsiysolosi [~ g(relA).
Entonces ~ es una relacién de equivalencia.

Demostracién. Sean [,g,h : X — Y funciones continuas. Verifiquemos las propiedades

de una relacién de equivalencia.

1. La relacion [ ~ [ se verifica mediante la homotopia F' : X x I — Y dada por

F(z.t) = f(z).

2. Si f ~ g, entonces existe una homotopia F entre [y g. Asi, la funcion G : X x[ = Y

dada por G(z.t) = F(z,1 — t), es una homotopia entre g y f, por lo que g ~ f.

3. Supongamos que f ~ gy ¢ ~ h. Sea F' una homotopia entre f y g, v sea F' una

homotopia entre g v h. Entonces la funcion G : X x I — Y dada por

F(z,2L)
F'(z,2t — 1)

=

b=

IN A
1A IA
| i L

Glz,t) = {
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es una homotopia entre f y h, por lo que f ~ h.

O

Y de igual manera que podemos establecer relaciones entre funciones en un mismo espacio
topoldgico. podemos establecer cuando dos espacios topolégicos son equivalentes respecto

al concepto de homotopia de la siguiente manera.

Definicién 1.5.4. Diremos que dos espacios topolégicos X y Y son del mismo tipo de

homotopia si existen aplicaciones continuas f: X - Y yg: Y — X tales que
gofxldy: X 5 X y fogxIldy:Y Y.

A las aplicaciones f y g les llamaremos equivalencias homotdépicas. Ademas, diremos

que los espacios X v Y son homotépicamente equivalentes.

Se sigue inmediatamente de la definicién de homeomorfismo que si dos espacios topolégi-
cos son homeomorfos, entonces son también del mismo tipo de homotopia. Sin embargo.

el reciproco en general no es verdadero, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4. Consideremos D" el disco unitario de dimensién n como subconjunto de R™
y sea y € D" fijo. As{, D" claramente no es homeomorfo al punto {y} C R", sin embargo,
si son del mismo tipo de homotopia. En efecto, consideremos la inclusién f : {y} — D"
dada por f(y) = y, y la aplicacién g : D* — {y} tal que g(zr) = y para toda = € D".
Claramente go f = Id, por lo que go f ~ Idy,;. Ahora sélo falta ver que fog =~ Idpn, y
para ello definimos F : D™ x I — D" dada por F(z.t) = tz + (1 —t)y, v asi, tenemos que
F es una aplicacién continua y ademés F(z,0) =y = fog(X) y F(z,1) = z = Idp(z)

para toda x € D", por lo que F': [ o g =~ Idgn.

Como acabamos de ver, el hecho de ser homotdpicamente equivalente es mas débil que el

de ser homeomorfo, y este hecho se hace aiin méds evidente con los siguientes enunciados.

Definicién 1.5.5. Diremos que un espacio topoldgico X es contractible si X es ho-

motdpicamente equivalente a algiin punto de X.
El disco D" es un espacio contractible como bien hemos visto en el Ejemplo 1.4.

Lema 1.5.6. Sea K cualquier subconjunto de un espacio contractible X. Entonces K se

deforma a un punto de X.

Demostracion. Seazg € X ysea H: X x[ — X tal que H(z,0) =z y H(z.1) = x, para
toda r € X. Definimos la funcién F : K x I — X dada por F(z,t) = H(z.t) para toda
€ X ytodat € I. Asi, es claro que F' es una homotopia que deforma el subconjunto K’

al punto zo. O
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Definicién 1.5.7. Diremos que un subconjunto A de un espacio topolégico X es un
retracto de X si existe una funcién continua r : X — A, llamada retraccién, tal que

r(a) = a para toda a € A.

Definicién 1.5.8. Un subconjunto A de X es un retracto por deformacién de X si
existe una retracciéon r : X — A y una homotopia F : X x I — X tal que F(z,0) =z y
F(z,1) = r(z) para toda z € X.

Notemos que si A es un retracto por deformacién de X, entonces la retraccion r : X —
A v la inclusién @ : A — X son equivalencias homotépicas, por lo que A y X son

homotoépicamente equivalentes.

Ejemplo 1.5. Tomemos la circunferencia §' = {(z,y,z) e R* | 22 +y* =1,z =0} y
el cilindro C = {(z,y,2) € R® | 2> + y? = 1,—1 < z < 1} y veamos que estos espacios
son del mismo tipo de homotopia. Consideremos la inclusién i : S! — C y la aplicacién
r: C — 8! dada por r((z, ¥, 2)) = (z,y,0).

Luego, roi: ST — §' es tal que

rot(a,y2) = rllz;y.2)
= r((,¥,2))

(z.9,0)
= Idgi(z,y,0).

Por lo que r o1 = 1g1.
Ahora veamos que i o 7 =~ 1¢. Para ello definimos la funcion F : €' x I — C dada por
F((z.y,2),t) = (z,y,(1 — t)z). Asi, F es continua y tenemos que

F((z,y,2),0) = (z,9,2)

= Ide(z,¥,2),
F((z,y.2).1) = (2,9,0)

= ter(z,y,2).

Por lo que F : Ide =~ ior, de donde concluimos que §' y C son homotépicamente

equivalentes.



Capitulo 2
Propiedades y calculos de (X, z)

En este capitulo definiremos el grupo fundamental m (X, z;) de un espacio topoldgico X
y veremos algunas de sus propiedades. En particular, cémo se comporta bajo el efecto de
aplicaciones continuas, pues esto nos llevara a mostrar que efectivamente es un invariante
topolégico. hecho que es de suma importancia a la hora de abordar problemas topologi-
cos, puesto que podriamos reducirlos a problemas puramente algebraicos de grupos v
homomorfismos.

Comenzaremos dando las definiciones y propiedades basicas del grupo fundamental. pa-
ra posteriormente realizar algunos calculos sencillos del grupo fundamental de espacios

topologicos conocidos.

2.1. Grupo fundamental

A continuacion mostraremos la construceion del grupo fundamental, comenzando por

definir la operacion que utilizaremos en él.

Definicién 2.1.1. Sean f,g:[0,1] — X caminos en X tales que f(1) = g(0). Definimos

el producto de caminos de f por ¢ como f * g : [0,1] — X dado por

t
t

f(2t)

<
g(2t - 1) <

IA A
=)=

(f*g)(x) = {

CT R s

Definicién 2.1.2. Dos caminos f v g en X son equivalentes si son homotépicos relativos

a los extremos, es decir, f ~ g(rel{0,1}). Lo cual denotamos por f ~ g.

18
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Ya vimos previamente que f ~ g(relA) es una relacién de equivalencia en C(I, X), por lo
que si tomamos A = {0, 1}, obtenemos que ~ es también una relacién de equivalencia en
C(I,X). Asi, si f € C(I,X), tenemos que las clases de equivalencia inducidas por esta
relacién estan dadas por [f] ={ge C(I,X) | f ~ g}.

Definicién 2.1.3. Si f,g € C(I,X) tales que f(1) = g(0), definimos el producto de

clases de equivalencia de caminos como sigue

[f]+lg] = [/ = g].
Veamos que dicho producto se encuentra efectivamente bien definido.

Lema 2.1.4. Supongamos que fp, fi, g0, 91 son caminos en X tales que fo(1) = go(0) v
f1(1) = ¢1(0). Si fo ~ f1 ¥ 9o ~ g1, entonces fo* go ~ f1* 1.

Demostracidn. Sean F : fo ~ fi(rel{0,1}) ¥y G : go =~ gi(rel{0,1}) las homotopias

necesarias. Definimos pues la homotopia H : [ x [ — X dada por

H(t,s) = F(2t,s)
5 Gk~ 1,4

= O

IAIA
= b3

. o~
IA A

Como F(1,5) = fo(1) = g0(0) = G(0,s), del Lema 1.1.2 se sigue que H es una funcién

continua. Ahora realizamos los calculos correspondientes:

H(1,0) = F(2t,0) 0<t<s | fol20) 0<t<}
T a1y Teeet | gln-1) leisi

asi, H(t,0) = (fo * go)(t) para cada t € I,
; G(2t—1,1) i<t ant—-1) 1<t<1

asi, H(t,1) = (f1 * ¢1)(t) para cada t € /. Ahora,

H(Oa "-"') = F(U 5) — fD(O) = (fﬂ * 90)(0)1
H(1,5) = G(1,s) = go(1) = (f1 * g1)(2).

Por lo que concluimos que I : fo % g = f1 * g1 (rel{0.1}). O
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Con esto hemos probado que el producto de clases de equivalencia no depende de los
representantes de clase que tomemos.

A continuacién mostraremos que el producto de estas clases de equivalencia es asociativo,
es decir, dados f, g. h caminos en X tales que f(1) = ¢(0) y g(1) = h(0), tenemos que se

cumple

(Lf] = lg]) = [A] = [f] * (lg] » [A])-

Lema 2.1.5. Supongamos que [.g.h son tres caminos en X tales que f(1) = ¢(0) y
g(1) = h(0), entonces

(f*g)*h~ [%(g*h).

Demostracion. De la definicién de producto de caminos sabemos que

(@)  o<i<?
1) ((Fxg)xh)(t)=1¢ g4t—-1) 1<t<i
| B(2t-1) 3<t<1
[ r2) 0<t<d
2) (fx(gxh))(t)=1 g(4t—-2) i<t<i
| M(4t-3) §<t<l

Notemos que, s = 4t — 1 es la ecuacion de la recta que describe la expansion del dominio
de la funcién f al pasar de 1) a 2). Asi pues, para cada valor fijo de s tomemos f en el
intervalo [0, "—"&'—i], g en el intervalo ["';'—l #] v h en el intervalo [%2 ]].

Definamos ahora F : [ x I — X por

4 s+1

F(t.s) =< gdt—s—1) = << =2
A—5-2 s+2

h(%525) e

f(4t) 0<t<:
F(t,0)=4 g4t—1) <t<i =((f*g)*h))
h(2t—1) 3<t<1
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f(2) <tz
F(t,1)=< g(4t—-2) 3<t<i =(f=(gxh)(E).
hat—3) 3<t<i1
Ademas,
F(0,8) = f(0) = ((f * g) x h)(0),
F(1,5) = h(1) = (f = (g = h))(1).
Por lo que F : (f *x g) % h ~ f* (g h)(rel{0,1}). D

Es importante recordar que esta asociatividad solamente nos dice que los productos de los
caminos son homotdépicos y no necesariamente iguales, es decir, es posible que el camino
(f = g) = h sea distinto de [ * (g = h).

A continuacion mostramos que los caminos constantes en alguno de los puntos final ¢
inicial de un camino cualquiera, se comportan como identidad respecto a la relacién de

homotopia.

Lema 2.1.6. Sea f un camino en X con f(0) =z y f(1) = y, entonces E, * [ ~ [,y

Jx&, ~ [, donde & &, : I — X son los caminos constantes en x y y respectivamente.

Demostracion. Mostraremos solamente el caso de £, = f ~ f, pues el otro es analogo.

Primero observemos que

. ) &y ozizl
(& .f)ft)—{f(%_l} 1gt=1

De la misma manera que el lema anterior, definamos F': I x I — X por

| &y oz
(Exx f)(t) = { f(ﬂl::s) ‘? <t<1

Asi, por el Lema 1.1.2 tenemos que F es continua, y realizando los cdlculos correspon-

dientes obtenemos

e Ex(t) DEtLy _ s .
_J & o<igy
F(f’l)'{ f(at) izt<1 =
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Ademas,

F(0.5) = f(0) = (&2 f)(0) ¥ F(L,s) = f(1) = (& = /)(1).
Por lo que F : &, = f ~ f(rel{0,1}). O

Observemos que si f es un camino en X, entonces la funcién f @ [ — X dada por
F(t) = f(1 —t), tiene la misma trayectoria que f pero en sentido contrario. Veamos que
dicho camino es compatible con ~, es decir, f ~ g si y sélo si f ~ g.

Para ello supongamos primero que f ~ g, lo cual implica que existe una homotopia
F:IxI— X tal que

F(t,0) = f(t) F(0,s)=f(0) =g
F(t,1)=g(t) =~ F(,5)=/f(1)=g(1)

Definimos entonces G : [ x I — X por G(t,s) = F(1 —t,s) y asi, tenemos que G es

continua y realizando los cdlculos correspondientes obtenemos

G(t,0) = J(t) o G0.s)=F(1,s5) = f(1) = g(1)
Gt,1) =3t ~  G(lLs)=F(0,5) = f(0) = g(0)

Por lo que G : f ~ g(rel{0, 1}), lo que implica que f ~ 3.
La otra implicacién se muestra de manera andaloga.

Lema 2.1.7. Si f es un camino en X con origen en x y final en y, entonces f+f ~ &, v
[x ] ~&.
Demostracion. Basta con mostrar que [ = f ~ £, pues el otro caso se aborda de manera

analoga. Observemos primeramente que

t
{

T
I

t) 0
i—2)

] L

IA A
IA A

e 2

(=) ={ . .

& 2

Es facil notar que f y f estdn sobrepuestos va que T recorre en sentido contrario a f, y

la recta que une a los puntos (3.0) v (0,1) y deforma a f « f en &, tiene por ecuacién a
s=1-12t

Definimos entonces F : I x I — X dada por
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ey OEx b8
Flt,s)=< f(1—s) Pl
fR-2) Pl

Asi, tenemos que F es continua y ademsds

F(t,0) = (f * )(¥) F(0.5) = (0)
F(1,1) = &(1) F(1,5) = (0)

Por lo que F: [+ [ >~ £,(rel{0,1}), es decir f % [ ~ &,. O

A lo largo de esta seccion hemos visto que el producto de caminos respeta todas las pro-
piedades de una operacién de grupo, es decir, el Lema 2.1.5 da la asociatividad, el Lema
2.1.6 la existencia de identidades, y el Lema 2.1.7 la existencia de caminos inversos.

El tnico detalle aqui es que si consideramos cualquier tipo de caminos entramos en pro-
blemas a la hora de ver si unos son compatibles con otros, asi como con la existencia de
tantas identidades como puntos iniciales o finales existan para los caminos, por lo que no
nos es posible definir un grupo de esta manera.

Sin embargo, si en su lugar consideramos lazos basados en un punto especifico, todos
estos problemas desaparecen y podemos formar un grupo considerando las clases de equi-

valencia dadas por la relacion de homotopia, como se enuncia a continuacion.

Teorema 2.1.8. Sea X un espacio topolégico v sea zg un punto de X. El conjunto de
clases de equivalencia de lazos basados en zj con la operacién de multiplicacién de clases
de equivalencia de caminos, es un grupo.

Este grupo es llamado el grupo fundamental de X con punto base zg, y se denota
por 71 (X, zo)

2.2. Efectos de una aplicacién continua sobre 71 (X, z)

Como hemos presentado al grupo fundamental como una herramienta para distinguir es-
pacios topoldgicos entre si, es de nuestro interés mostrar que efectivamente es un invariante
topoldgico. Para ello veremos que a cada funcion continua entre espacios topoldgicos le co-
rresponde un homomorfismo entre los grupos fundamentales de los espacios involucrados.

v qué propiedades se desprenden de esto.

Lema 2.2.1. Sea ¢ : X — Y una funcién continua entre espacios topoldgicos, entonces

se cumple lo siguiente
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1. Si f es un camino en X, entonces ¢ o f es un camino en Y.
2. Si f ~ g, entonces po f ~ pog.
3. Si f esun lazo en X con punto base zg, entonces w o [ es un lazo en Y con punto

base ©(xg).

Demostracion. 1. Si f : I — X es continua tal que f(0) = zg v f(1) = yo, entonces
@wo f:1—Y esuna aplicacion bien definida y continua, tal que (@ o f)(0) = @(z0)
v (o f)(1) = ¢(yo). Por lo que ¢ o f es un camino en Y.

2. Por hipdtesis tenemos que existe F': [ x I — X continua tal que

Definamos G : I x I — Y dada por G(t, s) = (¢o F)(t, s). Claramente (7 es continua

V notamos que
Gt.0)=(po F)(t.0) = (po N)(t) _  G(0,5)=(poF)(0,s)=(pof)(0)
G(t,1) = (po F)(t.1) = (v og)(t) G(1,5) = (po F)(1,s) = (po f)(1)

Por lo que G : o f ~ po g(rel{0,1}), y por lo tanto go f ~ g og.

3. Tenemos que f es una funcién continua tal que f(0) = f(1) = zp, asi g o f es
continua v ademas (¢ o f)(0) = (¢ o [)(1) = w(zp). Por lo que ¢ o [ es un lazo en

Y basado en (xg).
O

De lo anterior se sigue que si [f] es elemento de m (X, z(). entonces [po f] es un elemento
de 71 (Y. (xp)), el cual esta bien definido.

Esto nos da paso a definir la siguiente funcién entre grupos fundamentales
e M (X, 20) = m(Y, 0(20))

dada por ¢g|f] = [¢o f].

Lema 2.2.2. La aplicacién g« : m1(X. z9) = mi(Y, ¢(zo)) es un homomorfismo de grupos.

Demosiracion. Sean [f].[g] elementos de m; (X, zp), entonces
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px([f]* [9]) = w4l/ * g]

Teorema 2.2.3. Sean X,Y, Z espacios topoldgicos, entonces

l. Sig: X > Y y4¢:Y — Z son continuas, entonces (1 0 ¢)u = Y 0 p#.

2. Sildx : X — X eslaidentidad en X, entonces (Idx )« es el homomorfismo identidad

en (X, zo).

3. Sip,¥: X =Y son tales que ¢ ~ ¢(rel{0,1}), entonces px = 4.

Demostracion. 1. Sea [h] € m1(X, xp), entonces

(¥ o @)glh] = [(v o p)(h)]
= [w(p(h))]
= Ylp(h)]

= (Vg o pg)[h]. |
2. Sea [h] € m (X, zp), entonces
(Idx)x[h] = [Idx (k)] = [h).

3. Si F: ¢ ~1(rel{0,1}) y [h] € m (X, xp), entonces la funciéon G : I x | = Y dada
por G(t.s) = F(h(t), s) realiza la equivalencia deseada, pues

G(t,0) = F(h(t),0) = ¢(h(t)) = (p o h)(t),
G(t. 1) = F(h(t),1) = ¥(h(t)) = (¢ o h)(1),
G(0.s) = G(1,s) = F(h(1), s) = z.

Por lo tanto [¢ o h] = [v o h]. 0 lo que es lo mismo ¢4[h] = vg[h].
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Ahora que hemos visto algunas propiedades que presentan los homomorfismos inducidos
por funciones continuas. podemos proceder a ver que si dos espacios topoldogicos son

homeomorfos, entonces sus grupos fundamentales resultan ser isomorfos.

Teorema 2.2.4. Sea ¢ : X — Y un homcomorfismo, entonces ¢y : m(X,z5) —

m (Y. ¢(x0)) es un isomorfismo.

Demostracion. Como ¢ es un homeomorfismo, existe ¢! : ¥ — X tal que pop™ =1Idy
y ¢ Yoy = Idy. Aplicando 1y 2 del teorema anterior, tenemos que p4o (™) g = (Idy )4
v (p71)z 0 pu = (Idx)x. Lo que nos dice que ¢4 es una biyeccion entre ambos grupos

fundamentales, y por tanto, es un isomorfismo. O

Teorema 2.2.5. Sean 2, y dos puntos de X. Si existe un camino en X de z a y, entonces

los grupos fundamentales m (X, z) y 7 (X, y) son isomorfos.
Demostracién. Sea f un camino en X de z a y. Si ¢ es un lazo con punto base z, entonces
[ *g# [ es un lazo con punto base y. Definimos por tanto

’[Lf .M (X! ‘T’) =t ?TI(X'.' y)

por uglg] = [f * g f].
Veamos primero que uy esta bien definida. Para cllo, supongamos que g y h son dos lazos

basados en r tales que g ~ h. entonces

9] = [A]

[g] * [f] = [R] = [f]
(7] [g] * [£] = [f] » [A] * [£]
[Fxgxfl=[T*hxf]
uslg] = uglh]

por lo que u; esta bien definida.

Ahora. 1y es homomorfismo de grupos, pues si [g]. [h] € 7 (X, x), entonces

wr([g] * [h]) = uslg * ]
=[fxg*hxf]
—[FrgxfTxhxf]
=([Fxgflx[f+h+{]
= uslg] * us[h].

Analogamente utilizando el camino [ de y a z, definimos
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uz:m(X,y) = m (X, z)

por uz[h] = [f *h il
Sean [g] € m(X.z) y [h] € m(X,y). Observemos que

(upous)lg] = u?[T*g*f] (ugouz)[h] = us[f * h* f]
= [f*FrosssT] = [ef*hsl]]
= g ) = [h]
= (Idx)[g] = (Idy)g[h]

Lo cual implica que u; es biyectiva.

Por lo que m (X, z) vy m(X,y) son isomorfos. O

Corolario 2.2.6. Si X es un espacio topolégico conexo por caminos, entonces para

cualquier par de puntos z,y de X, tenemos que (X, z) y m (X, y) son isomorfos.

Con esto hemos visto, en un espacio conexo por caminos los grupos fundamentales ba-
sados en cualesquiera par de puntos distintos son isomorfos, sin embargo, no existe un
isomorfismo candnico entre m (X, z) y m(X,y), es decir, diferentes caminos de z a y
pueden inducir diferentes isomorfismos.

Por lo que es natural preguntarse cuando dos caminos distintos inducen el mismo iso-
morfismo. Para ver ésto consideremos f y g dos caminos distintos en X de z a y, y un
elemento [h] de 71 (X, z). Supongamos que ambos caminos inducen el mismo isomorfismo,

entonces
uslh] = wgll]
(ug o us)[h] = [h]
ug(f * h f] = [A]
lg F+hxfx7]=[h]
g+ f] % [h]  [f 7] = []
(9% F] % [R] = [R] » [f +g]
[g # f1+ [h] = [h] * [g + ]]
En otras palabras, una condicién necesaria es que [g *?] pertenezca al centro de m (X, ),
denotado por Z(m;(X.z)). Ademads, esta condicién también es suficiente, es decir, si f ¥
g son caminos de z a y v [g* f] € Z(m (X, 1)), entonces v, = u,.
Resulta ser entonces que m1(X.x) es abeliano si y solo si el isomorfismo inducido no

depende del camino que va de r a y.
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Teorema 2.2.7. Sean ¢, ¢ : X — Y aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos,
p un punto de X y sea F : ¢ ~ 1 una homotopia. Si f : I — ¥ es un camino de ¢(zg)

a ¥(xp) dado por f(t) = F(xo.t), entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(Y, p(z0))

4 i

m (X, .T[))

‘ (Y, ¥(20))
##

Demostracién. Nuestro objetivo es ver que si [g] es un elemento de (X, zy), entonces

Uxlg] = (uy 0 py)[g), es decir, [ o g] = [f * ¢ 0 g * f]. Consideremos

f(1—4t) 0tz
(Fxpog)*xN)(t) =1 (pog)dt-1) i1<t<i
f2t—1) $<t<1

Utilizando el hecho de que [(f) = F(xq,!). podemos escribir lo anterior de la siguiente

manera

F(xg,1 — 4t) 0<t<3
(Frpog)xf)(t) = F(g(4t-1),0) i<t<i
F(xo,2t — 1) ;<<

Como F': X x I = Y realiza la homotopia ¢ =~ ¢, entonces F(z,0) = p(z) y F(z,1) =
¢(x). Por lo que (¢ o g)(t) = F(g(t).1). Ahora, tomando en cuenta el hecho de que ¢y o g
es equivalente a (&, * 10 o g) x &, donde x = ¥(zy) tenemos que

F(zo,1) 0<t<s
((Eaxvog)x&)(t) =4 F(gdt—1),1) ;<t<;
F(zp,1) gEtsl
Luego, definimos H : I x I — Y por
F(zg,1 —4t(1 — s)) 0<i gi
H(t,s) =1 F(g(4t —1).5s) % oS e é
F(zo,1+2(t-1)(1—-35)) 3<t<1
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Asi, H es continua por el Lema 1.1.2 y ademds

H(t,0) = ((Fxpog)*f)(t) H(0,s) = F(zo,1) = ¥(xo)
H(t, 1) = ((E; + ¥ 0 g) * E)(2) H(1,s) = F(zo,1) = ¥(xo)

Porloque H: fxpogx f~E x1ogx&(rel{0,1}). Y por tanto uyo oy =vy. O

Teorema 2.2.8. Si ¢ : X — Y es una equivalencia homotdpica, entonces g @ m (X, 29) —

m1(Y. p(x)) es un isomorfismo.

Demostracion. Como ¢ es una equivalencia homotodpica, entonces existe v : ¥ — X
continua tal que ¥ o ¢ = Idx y ¢ o ¢y =~ Idy. Usando el hecho de que ¥ o ¢ =~ Idx y
aplicando el teorema anterior, tenemos que uyo(¢¥o¢)s = (Idx)x. Dado que vy y (Idx )4
son isomorfismos, (¥ 0 ¢)g = ¥z 0 pu también lo es.

En base a lo anterior afirmamos que:
1. pu es inyectiva,
2. 14 es sobreyetiva.

En efecto:

1. Dado que ¥4 © w4 es inyectiva tenemos que si [g] # [h], entonces (Vg o pu)lg] #
(Vg 0 04 [h].
Supogamos que ¢4 no es inyectiva, es decir, si [g] # [h] entonces px[g] = px[h], lo
cual implica que (¢4 0 vu)[g] = (V& o px)lh], lo que es una contradiccién, y por

tanto ¢4 es inyectiva.

2. Dado que 14 o o4 es sobreyectiva, tenemos que para cada [h] € m (X, (¢ 0 ¢)(z0)),
existe [g] en m (X, zo) tal que (Y4 o wu)lg] = [A].
Supongamos pues que ¥'x no es sobreyectiva, entonces existe a € m(X, (¢ o y)(z0))
tal que para toda 8 € m (X, ¢(zg)), tenemos que ¢« (8) # «, lo cual contradice que

14 o 4 sea sobreyectiva, y por lo tanto 14 es sobreyectiva.
# C P # Y

Ahora bien, puesto que go1 = Idy, obtenemos de manera analoga que ¢4 es sobreyectiva

y U es inyectiva. Concluyendo asi que w« es un isomorfismo. O

La siguiente definicién es de gran utilidad, pues nos da una manera de identificar o

referenciar a aquellos espacios cuyo grupo fundamental es trivial.

Definicién 2.2.9. Decimos que un espacio topolégico X es simplemente conexo si es

conexo por caminos y 71(X, ) = {1} para cualquier z € X.
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Teorema 2.2.10. Todo espacio contractible es simplemente conexo.

Demostracion. Sea X un espacio contractible, entonces por definicién existen aplicaciones
continuas ¢ : X — {z} y ¢ : {z} — X tales que F : oy ~Id(;.

Por tanto, aplicando el teorema anterior a ¢ : X — {2} obtenemos que px : m (X, z) —

m ({#},7) es un isomorfismo, esto es, m (X, z) = {1}. O

Teorema 2.2.11. Sea 7o un punto de X y sea {U;};cs una cubierta abierta para X que

satisface las siguientes condiciones:
1. zy € U; para todo j en J,
2. U; N Uy es conexo por caminos para cada j # k,

3. m(Uj, zp) = {1} para cada j en J.

Entonces X es simplemente conexo.

Demostracion. Veamos que dado [f] € m(X, xp), se cumple que [ ~ &, . Para esto
aplicaremos el Lema 1.4.6 a la cubierta abierta de [0,1] dada por {f~*(U;) | j € J}.
Llamemos § al nimero de Lebesgue de esta cubierta, v sea n > 0 un entero suficientemente
grande tal que ?l; < 4. Luego, para cada intervalo [f; J:LTI] con 0 < 7 < n -1, existe
un abierto Uy, tal que f([£,22}]) C Uy,. Sea h; : [0.1] — [£, ] el homeomorfismo
lineal creciente, y f; la restriccion de f al intervalo [i, 4’:—1]. entonces definimos el camino
fi= fJ' o h;.

Por induccién podemos ver que f ~ fo* fi * --- % f,,_;. Ahora, como U; N Uy es conexo
por caminos para cada j # k, podemos tomar un camino g; con punto inicial zy y punto
final f(%} o [.*’,\J. M UA_,._!. y como U A; €8 simplemente conexo, tenemos que g; ~ fy en
s

Asi,

fefoxfixxfaa~qxfi®-xfa,

pero dado que g, * f; v g» son caminos en U,, cuyos puntos inicial y final coinciden, y

como U, es simplemente conexo, tenemos que g; * fi ~ g2, v asi,
(91*f1)*fz*-~* ne1~ ga ¥ foxooox fiq.
Siguiendo este procedimiento obtenemos que

f”g]*.fl*f?*"'* n—1 ""’“'""gn—l*.fu—l "‘“g::-
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donde la \ltima equivalencia resulta de que m (U, _,,z) = {1}. Por lo tanto m(X,z) =

{1}. O

La esfera S" de dimensién mayor o igual a dos, resulta ser un espacio no contractible cuyo

grupo fundamental es trivial como veremos a continuacion.

Teorema 2.2.12. La esfera S" es simplemente conexa para n > 2.
Demostracion. Sea 8" = {z € R"*! | ||z|| = 1} y consideremos los subconjuntos abiertos:
U={ze8" |z >—%} y V={ze€S"|zn <5}

Ambos son contractibles y por tanto, por el Teorema 2.2.10 son simplemente conexos,
ademas, la interseccion

Unv={ze§"| -1]—0<:c,,+1 <1]_u}
es una banda homeomorfa a $"~! x (wilﬁ, fﬁ), la cual es conexa por caminos para n >
2. Asi, tomando el punto z = (1,0,0,....0) € UNV tenemos que m(U.z) = {1} ¥
m(V,z) = {1}.

Entonces aplicando el Teorema 2.2.11 tenemos que §" es simplemente conexa. O

Teorema 2.2.13. Si A es un retracto de X y a € A, entonces 7;(X,a) contiene un

subgrupo isomorfo a 7;(A, a) y ademas 7 (A4, a) =~ 7 (X, a) /ker{rx}.

Demostracién. Como A es un retracto de X, entonces existe una funcién r : X — A4
continua tal que r(a) = a para toda a € A. Como r es continua, existe r4 : m (X, a) —
m (A, a) homomorfismo de grupos. Observemos que ker{ry} = {[z] € m{(X,qa) | rg[z] =
Ida}.
Como 7 es retraccién de X sobre A, tenemos que roi = Idy, donde i : A — X es la
inclusién, y pasando a los homomorfismos inducidos tenemos rg 0ix = (Id4)«. de lo cual
se desprende que ix es un monomorfismo y 74 es un epimorfismo. Entonces aplicando el
primer teorema de isomorfismos obtenemos m; (X, a) /ker{ryg} >~ rg(m(X,a)) = m (A, a).
O
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2.3. Calculo de grupos fundamentales

Calcular el grupo fundamental de un espacio topoldgico puede llegar a ser sumamente
complicado, es por ello que se han desarrollado numerosas técnicas y herramientas que
cumplen este fin. Es por eso que a continuacién veremos algunos ejemplos que ilustraran

la complejidad que puede representar realizar dichos calculos.

Ejemplo 2.1. Sea X un conjunto finito con la topologia discreta, veamos que para
cualquier punto zy de X el grupo fundamental de X basado en z; es trivial.

Notemos que la 1inica funcién continua que podemos definir de [0, 1] en X es la funcién
constante &, : [0,1] = X, es decir, los tinicos lazos que podemos definir en X son todos
homotdpicos a un punto.

En efecto, supongamos que existe una funcién continua f : [0,1] — X tal que existen
puntos zp, yo € X con zp # yo, de tal manera que f(a) = zy y f(b) = yp para algunos
a,b € [0.1] con a #b.

Sin pérdida de generalidad, dado que X es finito, supongamos que f([0,1]) = {xq, yo}-
Entonces como {zp} ¥ {yo} son abiertos en X, los conjuntos f~'({zo}) v f~*({yo}) son
abiertos y ajenos en [0,1]. Ademads, su unién es todo [0, 1], por lo que son una separacion
del mismo, pero esto contradice el hecho de que los intervalos son conexos, por lo que f
no puede ser continua.

De esto concluimos que efectivamente, las tnicas funciones continuas de [0,1] en X son

las funciones constantes, por lo que el grupo fundamental de X es trivial.

El grupo fundamental de la circunferencia §' es uno de los mas importantes. y también es
uno para el cual existen muchisimos métodos de calculo. En esta ocasion, demostraremos
que su grupo fundamental es isomorfo al grupo aditivo de los enteros viendo que es un

grupo ciclico infinito generado por un solo elemento.

Teorema 2.3.1. El grupo fundamental de la circunferencia §! es isomorfo al grupo de

los enteros Z.

Demostracidn. Veremos primero que el grupo fundamental de S' es un grupo ciclico y
después que es un grupo infinito exhibiendo una aplicacién sobreyectiva 7 (8, z) — Z.

Para la primera parte consideraremos a la circunferencia §' como subconjunto de R?,
es decir, $2 = {(z,y) € R? | 22+ y* = 1}. Sea g un lazo en $' basado en (1,0), es
decir, g : I — S' es tal que g(0) = g(1) = (1,0). Vamos a probar que g ~ f™(rel{0,1})
para algiin m € Z, donde f : I — R? estd dada por f(f) = (cos(2wt),sen(27t)) v
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fresf e,

TN—UECES "
Consideremos los subconjuntos

Ur={(z,y) €S' |y > -5}
Upy={(z,y) €S |y < 1—10}

Entonces Uy y Us son abiertos en S! y ademés §' = U; U Us. Es claro que tanto U; como
/3 son homeomorfos al intervalo abierto (0, 1), por lo que son contractibles.
Supongamos primero un caso trivial. Si g(I) C U; o g(I) C Us, entonces g es homotdpico
a un lazo constante en S*, y como éste es conexo por caminos tenemos que g es homotdpico
a fo = 5[1.0)-

Supongamos ahora que no se cumple ninguna de las contenciones anteriores, Afirmamos
que es posible dividir a I en subintervalos [t;,{;+1] para ¢ = 0,1,...,n — 1, donde 0 =

to <t <+ <itpoqg <t, =1 tales que
1. g([ti, tis1]) € Uy 0 g([tis tipa]) € Uz paracada i =0,1,...,n— 1.
2. g([ti-1,t:]) ¥ g([ti, tix1]) no estdn contenidos en el mismo U;

Para probar esto, sabemos por el Lema 1.4.6 que existe un niimerc de Lebesgue 4 para la
cubierta abierta de I, dada por {g~'(U1), g~ " (U2)}. Entonces podemos dividir el intervalo
I en una cantidad finita de subintervalos I; de longitud menor que 4, de tal manera que
se cumple I; C ¢ *(U;) o I; C g7*(U,) para cada i =1,...,m, por lo que g(I;) C U; o
g(I;) € Uz, quedando asi demostrada la primera afirmacién. Luego, si dos subintervalos
adyacentes son tales que la imagen de ambos esta contenida en el mismo U;, simplemente
consideramos que son un solo subintervalo, es decir, tomamos su unién y definimos una
nueva particiéon a partir de estas uniones. Haciendo ésto para cada par de subintervalos
concluimos que se cumplen ambas afirmaciones.

Ahora, consideremos la trayectoria g; : I — S! dada por g;(s) = g(s(tiy1 — t:) + t;)
para cada i = 1,...,n. Asi, es claro que cada g; es una trayectoria en U; o en U; y que
g=Go*g1* - *gn_1, ademds se cumple que g(t;) € Uy N Us, pues si g([ti-1,t:]) C U,
tenemos por la condicion 2 que g([t;, ti41]) € Us. Geométricamente observamos que U3 Ny
tiene dos componentes conexas por caminos, la que contiene al punto (1,0) vy la que
contiene a (—1,0). Entonces en base a esto podemos tomar un camino v; : I — Uy N s
que empiece en ¢(t;+;) y termine en (1,0) o (—1,0) para cadai=0,1,...,n— 2.

Definamos entonces
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do = go* Y
6‘.{ = ?;‘—; ¥ G ¥

On—-1= Yn-g ¥ Gn-1-
Asi, paracadai=1,...,n— 1, §; es un camino en U; o Us, y de esta manera

9] = [g0 % g1 * "'*Qn—ll
= [go* (70 *Fg) * - * Gn-2 * (Yn—2 * Fn—2) * Gn-1)
=[(go*Y0)* (Foxg1*)* % Tz * Gn-2 * Tn-2) * (Tp-2 * gn-1)]

=[50*t}-1*“-*5n_1].

Notemos que si §; es un lazo, entonces como Uy v Us son contractibles, tenemos que
J; es homotdpico al lazo constante basado en (1,0) ¢ (—1.0) segiin corresponda, por lo
que podemos ignorar estos casos y considerar que ¢; no es un lazo. sino simplemente un
camino con punto inicial y final distintos. Ahora, sea 7; un camino en U; de (1,0) a (—1.0).
Este camino es tinico salvo homotopias. pues si 7] fuera otro camino de (1,0) a (—1.0),
entonces 1,7, seria un lazo basado en (0, 1), y como U, es simplemente conexo, tendriamos
que 7,7, es homotdpico al lazo constante basado en (1,0) y entonces 1, =~ 7 (rel{0,1}).
Analogamente, si 7o es un camino en Us de (—1,0) a (1,0) tenemos, por las mismas

razones, que es unico salvo homotopias. Notemos que [ =~ 7; x 1p(rel{0,1}) v ademas

tenemos que para cadat=0,1,..., n — 1 uno de los siguiente casos
51 =T
6! =1
0, =1
6; = ‘ﬁz

Ademds, por nuestra afirmacion 2, si §; = n;" entonces d;,1 =75, y si §, = 75 entonces
6;x1 = 77", donde 7; ' = 7,. Por lo que solamente tenemos uno de los siguientes casos
para alguna m > 0
g~ (1.0) ~ fOrel{0,1})
g Eip kx>~ f™(rel{0.1})
9T * T+ x T+ Ty = f77(rel{0,1}).

Con esto hemos probado que 71 (S'. (1,0)) es un grupo ciclico.
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Ahora veremos que (S, (1,0)) tiene que ser infinito, para lo cual consideraremos a S*
como subconjunto del plano complejo, es decir, S = {2 € C | |2| = 1}. Y la manera en
que lo haremos serd definiendo una funcién sobreyectiva que se llamard Grado e ird del
grupo fundamental de S' en Z.

Sea h un lazo en §'. Dado que h es continua en I, tenemos que es uniformemente continua,
asi que si tomamos € = 1 existe § > 0 tal que si |s — t| < 4, entonces |A(s) — h(t)| < 1.
Dividamos a I en subintervalos [fx, ty1] tales que tipy — tx < 8, asi, si &, t' € [ty tis1],
se tiene que |h(t) — h(t')] < 1. Ahora, para cada i = 1,....n sea §; = Arg (H(%) y
entonces de la desigualdad |h(t;) — h(t;_1)| < 1 se tiene que

o

rol3

T
Definamos el grado de h como Grado(h) = 5= 3_ 6,. Este niimero es un entero puesto que

i=1

h{ts) . h{ln)
(f"_

mn n
> B es una determinacién del argumento del niimero complejo [] 5 = iy = LsDor
=1

=1

lo que ) 8, = 27k para alguna k € Z.

i=1
Veamos primeramente que el grado de h es independiente de la eleccién de la particién
que tomemos de /. Notemos que si tomamos dos particiones P, v P, del intervalo [/,
podemos encontrar otra particion P de [, tal que es un refinamiento de P, y de P,
por lo que solamente es necesario mostrar que si tenemos una particién de I, entonces
cualquier refinamiento de ésta genera el mismo valor para Grado(h), lo cual podemos
hacer considerando ¢l refinamiento donde 1inicamente se agregue un punto s que corte
alguno de los subintervalos [t;_,t;], puesto que para los demés refinamientos es repetir el
mismo proceso una cantidad finita de veces. Asi, si 0=y <t <--- <th_; <tp =1es
una particién de I, consideramos el refinamiento 0 =t < ¢;--- <1, 1 <s <t < -+ <
t, = 1. Reemplacemos el valor de 6; correspondiente al subintervalo [¢;_1,¢;] por €} + 67,
los correspondientes a los subintervalos [;-1.s] ¥ [$, I;] respectivamente, es decir

0. = Arg ("—‘(“L) ,

h(ti—1)
T hts
8] = Arg (h{s)) ;

y de nuevo

hiti-1}
dades anteriores tenemos que

Asi que Arg (M) = Arg (%5;-)1) + Arg (h{hf}n) = 0! + ¢ y ademas por las desigual-
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—m <G +6! <m,

pero el hecho de que Arg ( e ) + 6! nos dice que éstos difieren en un muiiltiplo de

2m, por lo que tenemos que necesariamente se da la desigualdad
m I 1 ™
_5 <81+8, < §|
asi que 6; = 0/ + 6!
Ahora mostraremos que el grado de un lazo es invariante bajo homotopias, asi que su-

pongamos que g, h son lazos en S! basados en 1 € C talesque h >~ g. ysea F : I x I — S!

la homotopia correspondiente tal que

F(s.0) = h(s),
F(s,1) = g(s).
F(0,t) =F(1,t) =1

Dado que I x I es compacto, F' es uniformemente continua en / x /. por lo que podemos
afirmar la existencia de subdivisiones de I x I en rectangulos de la forma [s;_y, s;] X [t;_1. t;]
(s,t)=F(s,t)| < 1.

de tal manera que si (s.t), (s'.t') € [si_1, 8] X [t;-1,1;], se tiene que

Ahora, sean

' F'(.'\i‘-_.!.l-_l)
91'. - Arg F(s.-_l.!j—l)) 4

= F(s;.t;)
0! = Arg (——L—F(M_lm) \

n n
con |8 < Z y |6/| < Z. Si probamos que ) ¢ = > 8 podriamos repetir el mismo

2 2
i=1 i=1

argumento para cada j = 1,2,...,m v tendriamos que Grado(h) = Grado(g). Sea ¢; =

Arg (%ii_)) con |p;| < . Ahora, 6] — 8, y £ — i1 son ambos determinaciones del

argumento del mismo nmimero complejo, asi que estos difieren en un miltiplo de 27 y por
las mismas razones anteriores, concluimos que 8! — 0, = @; — ;1. Luego. podemos sumar

sobre las ¢ para obtener
T

16— z 6= 3(67 —8) = (i — %i1) = ¥n — 0.

1—1 z=l i=1

Ahora si calculamos &, v oy obtenemos
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™ F(sn.t;) = F(Lt;) 1

n = Arg Fond;1 ) — Arg Flt;-1) = Arg (1) =0,
_ F(sot;) \ _ Fag) \ _ 1
= Arg F(sg.otj, 5 = Arg Flit,-1) Arg (I) 0,

de lo cual se desprende que i By = Z ., que es lo que queriamos.

Por tltimo, para ver que G:aiio : rl (S1 (1,0)) = Z es sobreyectivo, definamos el lazo
hp : I — S dado por h,, = cos(2mmt) + isen(2mmt). Se puede calcular que h,, tiene
grado igual a m para algin m € Z, por lo que el orden del grupo fundamental del circulo
es infinito.

Asi pues, hemos demostrado que 7 (S, (1,0)) = Z. O

El siguiente teorema nos muestra la relacién que guardan los grupos fundamentales de dos

espacios topologicos con el grupo fundamental del producto cartesiano de dichos espacios.

Teorema 2.3.2. Sean X,Y espacios topolégicos conexos por caminos. El grupo funda-
mental del producto X x Y es isomorfo al producto de los grupos fundamentales de X y

Y. es decir,
(X x Y, (20, 0)) = m(X, zg) X T (Y, yo)-

Demostracion. Seanp: X xY — X yvg: X x Y — Y las proyecciones candnicas sobre
X y Y respectivamente. Como p y g son funciones continuas, inducen los homomorfismos
pg T (X x Y., (20, %0)) = m(X,z0) ¥ gz : m(X X Y, (z0, %)) = 71 (Y, p0)-

Definamos

¢ 1 m(X XY, (z0, ) = m(X.z0) X m (Y, y0)

dada por ¢[f] = (p[f], qx[f]) = ([po f].[a o f]).

Veamos primeramente que @ estd bien definida. Si [f] = [g], entonces existe una homotopia
F:IxI— X xY tal que

F(t,0) = f(t),
F(t,1) = g(t),
F(0.5) = F(1,5) = (0, ).
Asi, componiendo cada proveccién con la homotopia F. obtenemos que po F' : I X I — X
es continua y tal que
(t,0) 0)) = p(f(1)) = (po F)(1).
(t,1) t, 1)) plg(t)) = (pe g)(t).
(0, 8) =9 F(O‘s)) = p(zo, %) = o,
(po F)(1,5) = p(F(1.5)) = p(xo.y0) = Zo.
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Por lo que po f ~pog.

De igual manera, go F : [ x | — Y es continua y tal que

(go F)(t.0) = q(F(t,0)) = q(f(t)) = (go f)(¢).
(g0 F)(t,1) = q(F(t,1)) = q(g(t)) = (g o 9)(1),
(go F)(0,s) = q(F(0,s)) = q(z0, y0) = o,
(go F)(1,5) = q(F(1,3)) = q(xo. yo) = yo-

Por lo que go f ~gog.

De lo anterior tenemos que [f] = ([po f],[go f]) = ([pegl.[geg])
que ¢ esta bien definida.

Veamos ahora que ¢ es un isomorfismo.

1. ¢ es un homomofismo.

= ¢|g]. lo que implica

Sean f,g: I — X x Y caminos para los cuales estd definido f = g. entonces

e([f]* [g]) = ¢lf = 9] = (p&[f * g]. az[[ = g])

=(po(f*9)llge(f*9)])
([(pef)*(pog).lgo /) *
=([pe flx[pogllge f]*
=([po fl.lgo f]) +
= ¢[f]* olgl,

lo cual muestra que es un homomorfismo.

[gog])

2. ¢ es sobreyectiva.

(lpogllgegl)

(go9)])

Supongamos que ([f1], [f2]) € m (X, xg) x m(Y,y0), y consideremos la aplicacién

continua [ : I — X x Y dada por f(t) =
f1) = ([Al[f])

. de donde tenemos que ¢ es sobreyectiva.

3. ¢ es inyectiva.
Sean [f], [g] € m1(X XY, (z¢.%0)). Supongamos que [ f]
f)={(pogl.lgeg]), de donde tenemos que [po f] =
F:IxI—=XyFE:

correspondientes, es decir

[pogly

(f1(t). f2(t)). Entonces ¢[f] =

([pofl.lge

= p[g], es decir, ([po f], [go
lgo f] =

I x I — Y las homotopias que realizan las equivalencias

[g o g]. Sean

Fi(t,0) = (po )(1) F3(t,0) = (qo [)(t)
Fi(t,1) = (pog)(t) y  Fa(t,1) = (gog)(t)
Fi(1,8) = F1(0,s) = 2 Fs(1,5) = F5(0.s) = yp.

Definamos /7 : I x [ — X x Y por F(t,s) =

(Fi(t,s), Fa(l, s)), ¥ ast



Capitulo 2. Propiedades y cilculos de (X, zp) 39

F(t,0) = (Fi(t.0), F2(t,0)) = ((p o f)(t), (g [)() = f(£),
F(L,1) = (Rt 1), Fa(t,1)) = (00 9)(0), (g 0 9)(0) = 9(0),
F(0.s) = (Fl(ﬂs S)!F2(O'-S)) &= (Fl( '.S)aF’Z(la'f" ) = F(1,s) = (20, %)

Esto es, F : f ~ g(rel{0,1}), o equivalentemente [f] = [g], por lo que ¢ es inyectiva.

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. O

Corolario 2.3.3. El grupo fundamental del toro es Z x Z.

Demostracion. En esta situacién basta simplemente considerar el toro como el espacio
producto de la circunferencia consigo misma, es decir, T = §' x §'. Luego, del Teorema
Z, por lo que aplicando el Teorema 2

2.3.1 sabemos que m;(S', zp) = .3.2 concluimos que

?Tl(T, (Ig,yg)) =Z x Z. O

Como bien acabamos de ver, el Teorema 2.3.2 nos proporciona una manera de calcular
grupos fundamentales a partir de grupos fundamentales ya conocidos, lo cual resulta en
un método muy efectivo si conocemos una gran variedad de grupos fundamentales de

antemano.

Otro resultanto importante con el que podemos hacer algo similar, es el Teorema de
Seifert-van Kampen. Este teorema nos permite calcular el grupo fundamental de espacios
topoldgicos que pueden escribirse como la union de dos abiertos cuya interseccion es co-
nexa por caminos.

Antes de enunciar el teorema recordemos qué es un grupo libre.

Consideremos un alfabeto consistente de n letras ay. aq, . . ., a,. Consideremos los simbolos
ar g L el Y8

Sea S el conjunto de todas las palabras obtenidas al colocar estos simbolo en cualquier
orden en una sucesion de longitud finita, donde las repeticiones estdn permitidas. El
producto a8 de dos palabras o ¥ 3 esté definido por yuxtaposicion, es decir, 3 es agregado
al final de o. La inversa de una palabra es obtenida al invertir el orden de la disposicién

de las letras y al mismo tiempo reemplazando cada a; por aj_l. aj_l por a; y e por e

Una relacién de equivalencia ~ esta definida en S de la siguente manera. Definimos las

equivalencias ee ~ e, y luego para cada j,

a7~ L
a0 = e, a; a; >~ e,

-1 -1
- ~ .
;6 22 63, a;‘ex~a;,

1 -1

CG..J'EGEJ'.. eaj ’L"GJ- :
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Ademas, cualquier par de palabras son equivalentes si una de ellas se puede obtener de la
otra mediante una sucesion de dichas equivalencias elementales. El conjunto de clases de
equivalencia forma un grupo con la multiplicacién e inversa definidas previamente, y con
identidad la clase de equivalencia de e. Este grupo es el grupo libre en n generadores

y es denotado por F,.

Ahora, sean Gy H dos grupos. Una palabra en G y H es una expresion de la forma

5189...8. donde k > 1,5, € Gos; € Hparacadai =1,..., k. Una palabra puede

reducirse mediante

1. Si algin s; es el neutro de G o de H, lo borramos.

2. Si sy, 8;41 pertenecen al mismo grupo, reemplazamos s;s;+; por su producto en el

respectivo grupo.

En particular, una palabra en G'y /1 después de reducirse es de la forma g hygohs . . . gohi,
donde cada g; € G y cada h, € H.
Definimos el producto libre de G y H, denotado por G H, como el conjunto de todas

las palabras reducidas en G y H con la operacién de yuxtaposicion.

Con esto ya podemos enunciar una de las versiones mas sencillas del Teorema de Seifert-

van Kampen.

Teorema 2.3.4. (Seifert — van Kampen). Sea X un espacio topoldgico conexo por

caminos. Sean U, V subconjuntos abiertos y conexos por caminos de X tales que
L% =0 Wk,
2. UNYV # 0 es simplemente conexo,

v sea xyp € U N V. Entonces el grupo fundamental de X es isomorfo al producto libre de

los grupos fundamentales de U y V', es decir,

(X, 20) = m (U, zp) * m1(V, 20).
Veamos como aplicar este teorema con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. El grupo fundamental del planoc con k agujeros es el producto libre de Z

consigo mismo k veces, es decir, 71 (R?\ {z1,.... 21}, 20) EZ*---x Z.
N, et
k—veces
En efecto, sean z;,....7; € R? tales que x; # z; para i # j, y consideremos X =
B2\ {y,....7}. Procederemos por el método de induccion sobre k.

Para k = 1 tenemos X = R*\ {z;}.
Supongamos que x; = (0,0), z¢ # 71, y definamos F : X x I — §! dada por
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Flz,t) = ((1 —¢)+T;—”) z.

Asi, F es continua y es ademas un retracto de deformacién pues F(z,0) =z y F(z,1) =
o € S!. Por lo que m (X, zp) & m (St T2 = Z.

Para k = 2 tenemos X = R?\ {z;, z,}.

Sin pérdida de generalidad supongamos que z; y zz se encuentran sobre el eje de las
abscisas, es decir, z; = (z},0) y 2o = (21,0), y supongamos que z} < zi. Ahora, la
idea es seleccionar dos subconjuntos abiertos de R? de tal manera que cada uno de ellos
contenga solamente a uno de los puntos x; o s, su unién sea R? y tengan interseccién
no vacia para poder aplicar el Teorema 2.3.4.

Consideremos entonces los siguientes subconjuntos de X:

U={(z,y) e R*\ {z1, 22} | z < =] + 3|z} — 3|} ,
V={(z,y) e R?\ {z1,22} | z > 2] + 3|a] — 23]} .

Claramente U UV = X, y U NV # 0 es simplemente conexa pues es una banda abierta
homeomorfa a todo R%. Supongamos zy € U N V. Luego, por el caso k = 1 sabemos que

m(U,z0) = Z y m(V,20) = Z. Asi, utilizando el Teorema 2.3.4 obtenemos que

(X, zo) 2 m(U, z0) * m(V,20) = Z x Z.

Supongamos ahora que para T, Z1,. ...z € R? tales que z; # z; si i # j, se cumple
i (R2\ {z1,..., 2} Zo) =L *---*Z,
k—veces
y veamos que para k + 1 se cumple que 71 (R* \ {z1,..., 2, Th=1}. 7o) 2L * ... % Z.

k4 1-veces
Sin pérdida de generalidad supongamos nuevamente que todos los puntos se encuentran
sobre el eje de las abscisas. Entonces existen T,, T, € {Z1,...,Z5, 2411} tales que z} <
rl < x} para toda i € {1,...k,k+ 1} \ {m,n}. Asi pues, consideremos los siguientes

subconjuntos:

U = {(@3) € R\ {au,....aeu1} | & < 2h + Blok — zh}
V={(z,y) eR:\ {z1,...,zZxa} |z > 2} + Lz} — 21|} .

Utilizando estos dos subconjuntos y aplicando el Teorema 2.3.4 obtenemos que

m(RE\{z1,. .., T } o) 2L * -+ L.

k+l—veces



Capitulo 3
Homotopia en complejos simpliciales

La meta de este capitulo es desarrollar algunas herramientas combinatorias que nos per-
mitirdn calcular el grupo fundamental de una gran cantidad de espacios topologicos. Estos
espacios topoldgicos son aquellos obtenidos al poner juntos de una buena manera estruc-
turas topoldgicas bésicas llamadas simplejos.

Dada una triangulacion de dos espacios en simplejos suficientemente pequenos, mostra-
remos que cualquier funcién continua de un espacio al otro puede ser aproximada por un
mapeo que es lineal en cada simplejo. Mds atin, la aproximacién se va a encontrar en la
misma clase de homotopia que la funcién original, con lo que habremos reducido proble-
mas topoldgicos de mapeos dificiles, a problemas algebrdicos mas accesibles de mapeos y

espacios lineales por pedazos.

3.1. Geometria de complejos simpliciales

Comenzaremos por construir nuestras estructuras topologicas llamadas simplejos, asf co-
mo ver algunas de sus propiedades y la manera en que podemos unirlos para crear nuevas

estructuras topologicas.

Definicién 3.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre R y sea ' un subconjunto de V.
Diremos que C' es convexo si para cualquier par de puntos c;,¢; de C, el punto te; +

(1 — f)eo también se encuentra en ' para toda  en /.

Definicién 3.1.2. Un conjunto {vg,v;,..., v} de vectores en un espacio vectorial V' es
convexo independiente, o c-independiente, si el conjunto de vectores {v; — vg, vo —
Vo, ..., Ux — Up} es linealmente independiente.

42
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Teorema 3.1.3. Supongamos que el conjunto {vg, vy,..., v} es convexo independiente.

Sea C el conjunto convexo generado por {vg,11,...,v;}. Entonces C' consiste de todos
k

k
los vectores de la forma ) a;v;, donde a; > 0 para toda i =0,...,ky > a; = 1. Més
i=0 i=0
ain, cada elemento v de C' se expresa de manera 1nica de esta forma.

Demastracion. Primero notemos que, dado que la interseccion de conjuntos convexos es
un conjunto convexo, C existe, pues es la interseccion de todos los conjuntos convexos
que contienen a los vectores {U(}: Wil s ‘L-'k}.

En base a esto, definimos

=0 i=0

k k
Cl:{‘-'evh‘:Zas‘Uh a; > 0, Ea,-:l}.

Veamos que € coincide con el conjunto generado C.
k

k
C} es un conjunto convexo, ya que si v = Y a;v; y w = 3 b;v; son dos elementos de Ci,
i=0 =0
entonces

v+ (1 = t)u' = i(fﬂg + (1 — t)b)v;,
i=0

y como ambos elementos estan en (),

S (o B = B (Ll oy e = e
=0 =0 =0

Asi, (' es un conjunto convexo que contiene a {vg, vy, ..., vk}, por lo que C' C (.

Veamos ahora que (' esta contenido en .
k
Sabemos que el elemento ) a;v; se encuentra en C' cuando todos menos un a; son cero.
=0
Procedemos entonces por induccion sobre los valores de a, que son distintos de cero.
k
Suponemos que Y a;v; es un elemento de C' cuando a lo mas n de los ¢; son distintos de
i=0
cero, donde n < k + 1.

k
Sea > a;v, un elemento en el cual n+1 de los a, son distintos de cero, los cuales podemos

i=0
Suponer son ag, di. . .., a, * 1, y en otro caso a; = 0. Asi,
k n—1 a;
Z a;v; = (1 = an.) Z T U T+ Guly.
i=0 i=0 1 —ay

Y dado que
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n—1 a; 1 n—1 1
= ; = 1-— iy ) = 1.
,;.]L—an 1—(1,“;0 l—an( !)
n—1
el elemento ) estda en C por hipétesis de inducciéon. Por lo tanto
§=0) — Qy,

n—1

t)

i=0 + — Un

v; + (1 = t)'b'n e’

k
para t € I porque C es convexo. Tomando t = 1 — ay, se sigue que Y a;v; es un elemento
i=0
de C, esto es, C' esta contenido en C1, y por lo tanto ¢ = C.

Prosigamos a mostrar la unicidad de la representacion de los elementos de C.

k k 3
Supongamos que v = Y a;v; = . by, donde Y a; = > b; = 1, es un elemento de C.

Entonces
k
0= Z(u,— — by)v;
1=0
k k k
=3 (a; —b)v; — Z a; — Z bi | va
i=0 i=0 i=0
k
= Y (a;— b)(wy — vp)-
=0
Como {v; —vg, v3 — g, ...,V — v} €s un conjunto linealmente independiente, a; —b; = 0
para toda 7 > 0. Entonces ag = by igualmente. O

Definicion 3.1.4. Sea V un espacio vectorial sobre R. Un conjunto convexo generado por

vectores c-independientes {vg. vy..... v} es llamado k-simplejo (cerrado) y se denota

por [vg, vy, . . ., v, donde k es la dimension del snuplqo Siv € [vg, 1. ..., v, entonces los
k

coeficientes a;, con a; > 0y > a; = 1 tales que v = Z a;v;, son llamados coordenadas
i=0 i=0

baricéntricas de v.

El hecho de pedir que el conjunto generador sea convexo independiente nos garantiza que
en el espacio R", conjuntos con mas de n + 1 vectores no pueden generar simplejos. De
la misma manera evita que tres puntos en R? sean colineales, cuatro puntos en R? sean

coplanares, etc.

Definicién 3.1.5. Sea {vg,v1...., , Ur } un conjunto c-independiente. El conjunto
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es llamado simplejo abierto y se denota por (vp,v;,...,v;). Denotaremos también al

simplejo abierto como (s), y al correspondiente simplejo cerrado [s).

Sea [s] = [vo, v1,. . ., vx] un simplejo cerrado. Los vértices de [s] son los puntos v, vy, . . . , k.
Las caras cerradas de [s] son los simplejos cerrados [vj,, Vj,, - . ., v;,] donde {jo. j1,. ... dn}
es un subconjunto no vacio de {0,1,...,k}. Las caras abiertas de un simplejo [s] son
los simplejos abiertos (vy, Vjy, ..+ ¥, )

Algunas observaciones respecto a lo anterior son:

1. Un vértice es una cara cerrada de dimensién cero. También es una cara abierta.

2. Un simplejo abierto (s) es un conjunto abierto en el simplejo cerrado [s], y su

cerradura es [s].
3. El simplejo cerrado [s] es la unién de sus caras abiertas.
4, Caras abiertas distintas de un mismo simplejo son ajenas entre si.
5. El simplejo abierto (s) es el interior del simplejo cerrado [s].

Si consideramos solamente las caras de dimension menor que la dimension del simplejo.
podemos utilizar éstas mismas para “pegar”nuestros simplejos de una manera que nos
permite crear estructuras més sofisticadas llamadas complejos simpliciales. Formalmente

tenemos la siguiente definicién.

Definicion 3.1.6. Un complejo simplicial K, es un conjunto finito de simplejos abier-

tos en algin R™ tales que

1. si (s) € K, entonces todas las caras abiertas de [s| estén en K,

2. si (81),(s2) € Ky (51) N (s2) # 0, entonces (s1) = (s2).
La dimensién de K es el maximo de las dimensiones de los simplejos de K.

Si K es un complejo simplicial, denotamos por [K] a la unién de puntos de los simplejos

abiertos de K. Entonces [K] es compactoy [K]= |J (s)= U [s].
(s)eK (s)eK
Si [s] es un simplejo cerrado, la coleccion de sus caras abiertas es un complejo simplicial

que denotamos por s.
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Ejemplo 3.1. Los siguientes (Figura 3.1) son ejemplos de complejos simpliciales.

Ficura 3.1

Los siguientes (Figura 3.2) no son complejos simpliciales.

; / .\\ I/.v"
I R I
|

FiGcura 3.2

Sin embargo, anadiendo simplejos podemos convertir a los conjuntos de la Figura 3.2 en

complejos simpliciales como se muestra en la Figura 3.3.

r” /
#
/ \\ S

F, /
J.'J

I .._._l__. %\‘
N
/

Ficura 3.3

Con esto nos damos cuenta que los complejos simpliciales son mas que simples conjuntos
de puntos. Son conjuntos con una estructura adicional, por lo que es posible tener varios

complejos simpliciales completamente distintos con el mismo conjunto de puntos.

Definicién 3.1.7. Un subcomplejo de un complejo simplicial K es un complejo sim-
plicial L tal que (s) € L implica (s) € K.

Para cada (s) € K, el complejo simplicial s es un subcomplejo de K.

Definicién 3.1.8. Sea K un complejo simplicial y sea 7 un entero menor o igual a la

dimension de K. El r-esqueleto A" de A es la coleccion

K" = {(s) € K | dims < r}.
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3.2. Subdivisiones baricéntricas

El concepto de subdivisién es tan natural como parece, consta en realizar una division
de un complejo simplicial en un mayor nimero de simplejos, cambiando asi su estructura
simplicial, pero manteniendo exactamente el mismo conjunto de puntos.

En ésta seccién veremos que podemos tomar subdivisiones tan finas como queramos de

cualquier complejo simplicial.

Definicién 3.2.1. Sea v un punto de R"™ y sea A un subconjunto de R". El par (v, A) se
encuentra en posicién general si v € A vy, para cada a;,as € A con a; # as, se cumple
[v,a1] N [v,a2] = {v}.

Intuitivamente, decir que un punto v se encuentra en posicién general respecto a algin
conjunto A, es decir que cualquier rayo que inicie en v, va a intersectar solamente a un
punto de A. De esto se deduce facilmente que v no puede estar en posiciéon general con

A, 81 A es un subconjunto abierto de R™.

Definicion 3.2.2. Sea (v, A) en posicién general. El cono con vértice v y base A, deno-

tado por v * A, es el conjunto

v A= U [v,al
a€A
Teorema 3.2.3. Sea [s] = [vg, v1, . . ., vg] un k-simplejo y sea v € (s). Entonces (v, [s"1])

se encuentra en posicién general y v * [s¥71] = [s].

Demostracién. Sean ai, as elementos de [s*!]. Supongamos que existe w € [v, a1] N [v, as]
tal que w # v.
Consideremos las expresiones para a;, ¢ y v en términos de coordenadas baricéntricas en

[s]:

k

k k
ay = E Qi a2 = Z QoiVy, U= Z Bivs.
i=0 =0 =0

Como a,a; € (s), existen 71,75 < k tales que ay;, = 0 y as, = 0. Por otro lado,

v € (s), implica que las coordenadas 8; son distintas de cero para toda ¢ = 0,... k.

Luego, dado que w € [v, ay], tenemos que w = v + (1 — {1)a; para algin i, € I, por lo
k

que w = (628 + (1 — t1)au;)vi. De manera similar, dado que w € [v, as), tenemos que
i=0
k
W= E(tgﬁ,j + (1 — Ig}(l’g-,j)’b'f_ para algﬁn l',z el
i=0
Pero por unicidad de coordenadas baricéntricas,
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B+ (1 —t)og; = a8 + (1 — t2) 0.

Por lo que

1

}’3_,-((1 = b)ay — (1 = t)ay).

b=ty =

Tomando 7 = 7; obtenemos

1
ty —tp = —(1 — tz)ay, 20.
B,
Tomando i = i3 obtenemos
1
tl = tg — —‘é‘“(l = tl)aliz S 0.

Por lo tanto t; — to = 0, es decir, t; =ty v
(1=t))an = (1 —t;)ag;

para toda 2 =0,...,k. Ahora, t # 1 pues w # v, lo cual implica que a); = ay; para toda

i =0,...,k por lo que a; = az. Con esto hemos visto que (v, [s"*"!]) estd en posicion

Veamos ahora que v * [s¥71] = [s].
Claramente v * [s*~1] C [s] pues [s] es convexo. Luego, si w € [s"7!], entonces w €
v * [s"71]. Supongamos w € (s) tal que w # v. y supongamos que las representaciones en

coordenadas baricéntricas son las siguientes

donde q;, 3; > 0 para toda i =0,... k. Como

k k

k
S(i=-8)=Yai-> Bi=1-1=0,
i=0 i=0 i=0
y dado que o; — 3 # 0 para algin #, tenemos que o; — f; < 0 para alguna j € {0....,k}.
Definamos la funcion f;(t) = 8; + t(a; — 8;): en la cual f;(1) > 0y f;(t) < 0 para t
suficientemente grande, por lo que existe £, € R, ¢, > 1 tal que 8, + t;(a; — 8;) = 0.

Elijamos 7y de entre los niimeros j tal que ¢;, < t; para todas las j.
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Entonces 8;, + ti, (i, — Bis) =0, y Bi + tio(e; — Bi) > 0 paratodai=1,...,k.

k=1

Por lo que v + 3, (w — v) = ¢ € [s"']. Ademds,

W= %x-kt—‘f_—l =tlz+ (1 —tH,
lo IO

donde t' = = < 1. Por lo tanto w € v [s*™1]. O
0

De manera mds general, podemos decir que si v es un punto en el interior de algin sim-
plejo s, entonces (v, [s™]) estd en posicién general para cualquier m < k donde k es la
dimension de s.
Definicién 3.2.4. Sea K un complejo simplicial. Una subdivision de K es un complejo
simplicial K’ tal que

1. [K'] = [K],

2. si s € K', entonces (s) estd contenido en algin simplejo abierto de K.
Ejemplo 3.2. Cada uno de los complejos en la segunda columna de la Figura 3.4, es una

subdivision del correspondiente complejo en la primera columna.

f\ #_;R.

\ \

Ficura 3.4

Teorema 3.2.5. Sea s un k-simplejo, v un elemento de (s) v sea K’ una subdivision
de s*~1. Entonces (v, [K']) estd en posicién general. Ademds, v * [K’] es el conjunto de

puntos de un complejo K definido por

K=KuU(U (¢,v)u().

s'eK!

Donde (s") = (vg,v1,--.,v) € K' v (5',v) = (vg,t1,. ... ¥, v). Mas aiin, el complejo K

cs una subdivision de s.
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Demostracion. Por el Teorema 3.2.3, (v, [s*7!]) estd en posicién general y v [s¥1] = [v].
Y dado que K’ es una subdivisién de s, tenemos que (v, [K']) estd en posicién general y
v * [K'] = [s]. Debemos probar entonces que K es un complejo simplicial.

Primero que nada notemos que K es un conjunto de simplejos abiertos, mas ain, cada
simplejo distinto de (v) de K o bien se encuentra en k', 0 es de la forma (8 2):

Si estd en K, todas sus caras abiertas estdn en K, y por lo tanto, en K.

Si es de la forma (s’, v), entonces sus caras abiertas son (v), s’ y [(s],v) | s} es cara abierta
de s'].

Asi, en cada caso, todas las caras abiertas se encuentran en K, con lo que la primera
condicién para ser complejo simplicial se satisface. Para verificar la segunda condicién
debemos ver que dos simplejos abiertos distintos tienen interseccién vacia.

Como K’ es un complejo simplicial, esto se satisface para cualquier par de simplejos en
K'. Mas atin, si §' € K, entonces (s") N (s}, v) = 0 para todo s| € K. pues (s},v) C (s).
Claramente (v) no intersecta a ningiin otro simplejo de K.

Ahora, supongamos que s y s5 son simplejos de K’ tales que (s, v)N(sh, v) # (0. Digamos
que w € (s7,v) N (s5v) es tal que w # v, ya que estos son simplejos abiertos. Luego,
existe un nico z € [s*71] tal que w € [v.z], y dado que [s},v] = v * [s}], se sigue que
z € (s}). Andlogamente, = € (s}), por lo que (s}) N (s5) # 0. Por lo tanto s| = s, pues

K’ es un complejo simplicial, y (s}, v) = (s, v). Por lo que K esun complejo simplicial.

El conjunto de puntos de K es

K= UBl= U vels]=vs[K]=[s]
ek s'eR’
Como cada simplejo abierto de K estd contenido en un simplejo abierto de s, K es una

subdivision de s. O

Ahora bien, a pesar de que la definicién no nos impide tomar subdivisiones tan finas como
queramos, nos interesa por cuestiones practicas tener cierto control a la hora de realizar
dichas subdivisiones. Por ello, aprovecharemos que podemos representar de manera 1inica

cada elemento de un simplejo en coordenadas baricéntricas de la siguiente manera.

Definiciéon 3.2.6. Sea s un k-simplejo. El baricéntro de s, denotado por b(s), es el
punto de (s) con coordenadas baricéntricas (g, .- ., r7)- Esto es. si (s) = (v, v, ..., k),

entonces
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Definicion 3.2.7. Sea K un complejo simplicial. Un orden parcial en K esta dado por:

51 < 83 81 y sdlo si s; es una cara de so.

Teorema 3.2.8. Sea K un complejo simplicial y definamos el conjunto
KM = {(b(s0),b(s1),...,b(sk)) | 50 < 81 <...< Sk 50,51....,5k € K}.

Entonces K es una subdivisién de K. Mas ain, para cada sucesion sy, ....s, € K tal

que so < 81 < ... < S, se cumple (b(sp),b(s1),--.,b(sr)) C (s;)-

Demostracion. Procederemos por induccién sobre la dimension de K.

Para dimK = 0 es claro que K*) = K por lo que no hay nada que probar. Supongamos
entonces que el teorema se cumple para todos los complejos simpliciales de dimensién
menor o igual que n — 1.

Sea K un complejo simplicial tal que dimK = n. Entonces el (n — 1)-esqueleto K™™!
es un complejo simplicial de dimensién menor o igual a n — 1, con lo que el teorema se
cumple para K" 1.

En particular, si sp. $1,....5, € K, son tales que s < §; < ... < 5, y dims, < n — 1,
entonces {b(sp),b(s1),....b(s;)} es un conjunto convexo independiente y genera un sim-
plejo abierto (b(sg),...,b(s,)) en (K"~1)M). Ademds, (b(sq),b(51),...,b(s.)) C (s,).
Ahora supongamos que Sg, S1..-.,8. € K son tales que s < s.... < s, v dims, =
n. Como s,_; < $,, la dimensién de s,_; es menor o igual que n — 1, con lo que
(b(so),b(s1),-..,b(s,~1)) es un simplejo contenido en (s,_1). el cual es una cara de s,.
Dado que b(s;) € (s;), el Teorema 3.2.3 nos dice que (b(s,), (b(sp),...,b(s,—1))) estd en

posicién general. Asi. (b(sp), ..., b(s,)) es un simplejo abierto y es el interior del simplejo

cerrado

Por lo que (b(sg),....b(s:)) C (sr).
Hasta este punto solamente sabemos que K es una coleccién de simplejos abiertos.

Veamos que es un complejo simplicial. La primera condicién se satisface pues cualquier

cara de (b(so),...,0(s;)) es de la forma (b(s;,).b(s;,).....b(s5,)), por lo que pertenece a
K,
Para la segunda condicién, supongamos sg, . .., $;.50,...,5, € K1), tales que sp < ... <

s E“ ] g{;" Y

(b(s0), - -, b(s:)) N (b(Sg), ..., b(3,)) # 0.
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Sea w un elemento que se encuentre en esta interseccion, entonces w € (s,) N (3,), y dado

que K es un complejo simplicial, se cumple s, =5, y b(s,) = b(3,). Mas arin,
(b(s0)s - - -+ b(sr-1)) C (5-1) ¥ (b(30): .., b(34-1)) C (54-1),

donde (s,-1) ¥ (S4-1) son caras de (s, ), con lo que (b(sp), ..., b(s,-1)) ¥ (6(30),....b(54-1))

1
pertenecen a s Como

concluimos por el Teorema 3.2.5 y la hipdtesis de induccion que

(b(s0). - - -, b(sr-1)) = (b(S0), .- -, b(3g-1))-

Con esto hemos demostrado que K es un complejo simplicial, por lo que solamente
falta ver que [KV] = [K]. Claramente [KV] C [K]. Ademés, utilizando la hipétesis de
induccién podemos ver que [KM] o [(K™"1)d)] = [K™1], con lo cual debemos mostrar

que
[KD] 5 [K] - [K™1].

Supongamos que w es un elemento de [K] — [K™"!], entonces w debe estar en algin

simplejo abierto (s) de dimensién n. Por lo que
w € (s) C [s] =b(s) * [s"7).

Ahora, [s"71] ¢ [K™Y] = [(K™1)1)], con lo cual w € b(s) * (s;) para algin (s;) =
(b(s0), - - -+ b(sx)) € (K™ 1)

Siw = b(s). entonces w s un vértice en K. Siw # b(s), entonces w € (b(sg), ..., b(sk),b(s)) C
[K™M)]. Por lo tanto [KV] = [K]. O

A KW le llamamos primera subdivisién baricéntrica de K.Y dado que K es a
su vez un complejo simplicial, podemos iterar para conseguir la n-ésima subdivision
baricéntrica K™ = (... ((KW)Wy )W,

o

Ti—venes
Definicién 3.2.9. Sea A un complejo simplicial en R", donde R" esta provisto con la
métrica euclideana dp-. El mesh de K es el méaximo de los diametros de los simplejos de

K. es decir,
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mesh K = mdx diam][s].
sERK

Lema 3.2.10. Si s es un simplejo en R™, entonces diam[s] = dgn(vy,v4) para algin par

v1, vp de vértices de s.

Demostracidn. Sea s un simplejo y sean vy, vs € [s] tales que diam[s] = dpn (vy, va).

Supongamos que v» no es un vértice de s, entonces v, estd en algin simplejo abierto de
dimensién mayor o igual a 1. En particular, existen w;,w; € [s], donde w; # w2 v son
tales que vy = twy + (1 — t)ws para algin t € (0,1). Pero la funcién convexa f definida

por
f(t) = dgn (v1, twny + (1 = t)wa),

no tiene maximo en (0, 1), contradiciendo la maximalidad de dg» en (vq, v2). O

Es decir, mientras mds fina sea la subdivision, mds pequeno va a ser el mesh del complejo.

Teorema 3.2.11. Sea K un complejo simplicial de dimension . Entonces mesh K1 <

mesh K. En particular, lim mesh K™ =0,
m + n—+og

Demaostracién. Por el Lema 3.2.10, existe un simplejo (b(sg), - .., b(s,)) en K® tal que
mesh K = d(b(s;),b(sn)) con s < s;. Renombrando los vértices si es necesario, sean

S = (Uﬂa Freimy ?-"p) Y s = (T-’U: ceny Uy Uptyoe oy Uh)r entonces

mesh KM = ||b(sy) — b(s4)||

1 P q
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3=0
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Pero ||v; — v;|| < diam[s;] < mesh K. Mds atn, cuando i = j, el (¢, j)-ésimo término en
la suma es cero, v dado que hay p+ 1 de estos términos, el mimero de sumandos distintos

de cero es
(p+1(g+1)—-(p+1)=(p+ 1)

Como cada término de la suma es menor que mesh K. y como g es menor o igual a m,

mesh KV < 9_mesh K < T mesh K.
g+1 m—+1

3.3. Teorema de aproximacion simplicial

Definicién 3.3.1. Sean K y L complejos simpliciales. Un mapeo ¢ : [K] — [L] es un

mapeo simplicial si,

1. para cada vértice v de K, ¢(v) es un vértice de L,

N

para cada simplejo (vp,...,vr) de K, todos los vértices (vp),...,@(vx) caen en
solamente algin simplejo cerrado de L,

k
3. para cada (s) = (vg....,v;) € Ky p= Y av; € (s), la imagen bajo ¢ de p estd

dada por

AA
v(p) = 3 aip(v:).
i=0

Observemos que la condicién 1 nos dice que ¢ debe mapear el 0-esqueleto de K en el
0-esqueleto de L. La condicién 2 dice que para cada simplejo (vg, ..., vx) € K, los puntos
@(vg). . ... (vyx) son los vétices de un simplejo en L. Y la condicién 3 nos asegura que
el mapeo ¢ es lineal en cada simplejo, por lo que también es continuo en cada simplejo.
Ademas, es sencillo comprobar que ¢ : [K] — [L] es un mapeo continuo utilizando el
Lema del Pegado.

Dado que un mapeo simplicial depende no solamente de los conjuntos (K] y [L]. sino que

también depende de la estructura simplicial de K" y L. lo denotaremos por ¢ : K — L.

Definicion 3.3.2. Sea K un complejo simplicial y sea v un vértice de K. La estrella

de v es el conjunto



Capitulo 3. Homotopia en complejos stmpliciales. 55

St(v)= U (s).
ve[s]
(s)eK

Teorema 3.3.3. Sea K un complejo simplicial. Para cada vértice v de K, la estrella
St(v) es un conjunto abierto en [K| que contiene a v, y v es el iinico vértice en St(v).
Ademds, la coleccién {St(v)}.exo es una cubierta abierta de [K].

Demostracion. Veamos que St(v)® = [J (s) es cerrado. Dado que v no se encuentra en

v [s]
ninguna cara de s, tenemos que si (s) C St(v)¢, entonces [s] C St(v)%. Y como [s] es

compacto, [s] es cerrado. Por lo que St(v)°= | [s] es cerrado.
(s)CSt(v)e
Luego, v es el dnico vértice en St(v) ya que el \inico simplejo abierto que lo contiene es

él mismo.

Finalmente, (J St(v) = [K| porque si p es un elemento de [K], entonces p € (s) para
veKO
algin simplejo (s) de K, por lo que p € St(v) para cualquier vértice v de (s). O

Esto quiere decir que las estrellas del complejo K proporcionan una cubierta abierta para
el mismo de manera natural. Ademds, mientras mds pequeno sea el mesh de K, mas
pequenas seran las estrellas, por lo que podemos aprovechar este hecho para decir cuando

un mapeo es suficientemente parecido a otro de la siguiente manera.

Definicién 3.3.4. Sean K y I complejos simpliciales y sea [ : [K] — [L] una funcién
continua. Un mapeo simplicial ¢ : K — L es una aproximacién simplicial a f si
f(St(v)) C St(wp(v)) para cada vértice v de K.

En los préximos resultados veremos que esta manera de aproximar funciones tiene sentido.

Teorema 3.3.5. Sea ¢ : K — L es una aproximacién simplicial a la funcién continua
J/ : [K] — [L]. Entonces para cualquier punto p de [K]|, las imédgenes f(p) v ¢(p) se

encuentran en un mismo simplejo cerrado de L.

Demostracion. Sea p € [K|. Entonces p € (s) para algin simplejo (s) = (vg,...,v,) de

Ky
f(p) € F(s)) C f(St(v;)) C Stlp(v;))

para toda j = 0,...,r. Ahora, f(p) cae en algin simplejo (t) de L, por lo que () N
St(¢(v;)) # 0 para toda j = 0,....7. Pero como L es un complejo simplicial y St(¢(v;))

es una unién de simplejos abiertos, (1) C St(¢(v;)) para toda j =0....,7; esto es, ¢(v;)
T
es un vértice de (t) para toda j = 0,...,r. De esta manera, suponiendo que p = > a;v;
3=0

cs la representaciéon en coordenadas baricéntricas de p en s, tenemos que
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T

o(p) = X ajo(vy) € [1],

j=o
con lo cual tanto f(p) como ¢(p) se encuentran en t. O

Corolario 3.3.6. Sea ¢ : K — [ una aproximacion simplicial a una funcién continua
[ : [K] — [L]. Entonces
p(f,) < mesh L,

donde p(f,«¢) = sup d(f(p),#(p))-

pe[K]
Lema 3.3.7. Sea [ : K — L un mapeo simplicial y sea y : K — L una aproximacion
simplicial a f. Entonces ¢ = f.

Demostracion. Para cada vértice v de K,

f(v) € f(St(v)) C St((v)).

Pero como f es un mapeo simplicial, f(v) es un vértice de L, y por el Teorema 3.3.3,
tenemos que f(v) = ¢(v). Asi, como f y ¢ coinciden en los vértices, concluimos que

¢ = f, pues ambos son mapeos simpliciales. O

Teorema 3.3.8. Sea ¢ : K — L una aproximacién simplicial a la funcién continna
[ : [K] — [L]. Sea K; un subcomplejo de K, y supongamos que la restriccién de f a [K]

es un mapeco simplicial. Entonces existe una homotopia entre f y ¢ relativa a [K,].

Demostracién. Definamos la funcién F : [K] x I — [L] dada por
F(p,t) = to(p) + (1 - )/ (p).

Por lo visto en el Teorema 3.3.5, sabemos que f(p) v ¢(p) caen en un mismo simplejo
de L, el cual al ser convexo, contiene a toda la linea que los une, por lo que F esta bien
definida. Claramente F es continua y, F(p,0) = f(p) y F(p,1) = »(p) para toda p € [K].

Por lo tanto, F' es una homotopia entre f y ¢.

Luego, como ¢|ik,] es una aproximacién simplicial a f|x,), debido a que f(Stx,(v)) C
f(Stx(v)) C St(p(v)) para cada v € (K;)° el Lema 3.3.7 nos dice que ¢ = f en [K;].

Concluyendo asf que F es una homotopia entre [ y ¢ relativa a [K]. O

Como acabamos de ver, de cumplirse la propiedad que implica ser aproximacion simpli-
cial, obtenemos un mapeo simplicial que se encuentra cn la misma clase de homotopia

que la funcion original.
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Ahora sélo necesitamos corroborar que siempre existen aproximaciones simpliciales a cual-
quier funcién continua, y para ello, dado que un mapeo simplicial queda completamente
determinado por como actia sobre sus vértices, veamos cuando podemos extender un

mapeo de vértices a una aproximacion simplicial.

Teorema 3.3.9. Sea f : [K] — [L] una funcién continua y sea ¢ : K — LU un mapeo
de vértices. Entonces ¢ se puede extender a una aproximacion simplicial a f si y sélo si
f(St(v)) C St((v)) para todo v € K°.

Demostracion. Solamente necesitamos verificar que ¢ puede extenderse a una aproxima-
cion simplicial a f. Para esto, hay que ver que si (s) = (vo,...,v,) es un simplejo de K,
entonces los puntos o(vp),. ... (v,) son vértices de un simplejo de L.

Sabemos que
[((s)) € f(St(v;)) C St(ep(v))

para toda j = 0,....7, por lo que [ St(e(v;)) # 0. Esto implica que existe un simplejo
J=0
abierto (t) de L tal que (t) C St(¢(v;)) para toda j = 0,...,7. Por lo tanto ¢(v;) debe

ser un vértice de (¢) para toda j =0,...,7. O

Para concluir ésta seccién mostraremos a continuacién el teorema de aproximacién sim-
plicial. Ademads, presentaremos un corolario en el cual aseguramos que la distancia entre

la aproximacién simplicial y la funcién continua puede ser tan pequena como gueramos.

Teorema 3.3.10. Sea f : [K] — [L] una funcién continua. Sea {K,} una sucesién de
subdivisiones de K tales que lim mesh A, = 0. Entonces, para n suficientemente grande,
n—oo

existe un mapeo simplicial ¢ : K, — L tal que ¢ es una aproximacién simplicial a f.

Demostracidn. Sabemos por el Teorema 3.3.3, que la coleccion {St(w) },,e 0 es una cubier-
ta abierta de [L]. Ademés, como f es una funcién continua, la coleccién { £~ (St(w)) }wero
es una cubierta abierta de [K]. Asi, como [K] es un espacio métrico compacto, tenemos
que por el Lema 1.4.6, existe § > 0 tal que cualquier bola de radio § estd contenida en
algiin elemento de esta cubierta.

Elegimos n suficientemente grande tal que mesh K, < £. Entonces diam[s] < £ para cada
simplejo s de K, con lo cual para cada vértice v € K,,, se cumple que St(v) C Bs(v).
Pero Bs(v) C f~!(St(w)) para algin w € L%, por lo que para cada v € (K},)?, definamos
¢ de tal manera que ©(v) sea dicho vértice w € L°.

Entonces i : (K,)° — L° tiene la propiedad de que St(v) C f~(St(¢(v))), es decir,
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f(8t(v)) C St(p(v))

para cada v € (K,,)?. Asi, por el Teorema 3.3.9, ¢ puede extenderse a una aproximacién

simplicial a f. O

Corolario 3.3.11. Sean K y L complejos simpliciales, y sea f : [] — [L] una funcién
continua. Entonces para cualquier ¢ > (, existen subdivisiones K, de K y L,, de L, y

una aproximacion simplicial ¢ : K, = L, a f tal que p(f,¢) < €.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.11, existen subdivisiones con mesh arbitrariamente
pequeno.

Dado € > 0, sea L,, una subdivision de L tal que mesh L,, < e. Entonces f es una funcion
continua de [K] en [L,,]. Por el Teorema 3.3.10, existe una subdivisién K, de K y una

aproximacion simplicial ¢ : K, — L., a f. Y por el Corolario 3.3.6 tenemos que

p(f, ) < mesh L,, <e.

3.4. Grupo fundamental de un complejo simplicial

Tomando en cuenta que las aproximaciones simpliciales se encuentran en la misma clase
de homotopia que la funcién a la que aproximan seremos capaces de construir, dado un

complejo simplicial, un grupo isomorfo al grupo fundamental de dicho complejo simplicial.

Comencemos por dar una relacién entre mapeos simpliciales que serd de gran utilidad de

aqui en adelante.

Definicién 3.4.1. Sean K y L complejos simpliciales. Sean ;. @ K — L mapeos
simpliciales. Decimos que ¢, y 2 son contiguos si para cada simplejo (vg, ..., v) de K,

existe un simplejo ¢ en L tal que
w1(vo), -, @1(ve) ¥ wa(wo), - - -, (i)
son vertices de /.

Ejemplo 3.3. Sean K un 3-simplejo con vértices vy, vy, va, v3 y L un complejo simplicial

de dimension uno con tres vértices wy. wi, ws como se muestra en la Figura 3.5.
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I

Ficura 3.5

Definimos mapeos simpliciales ¢y, s, @3 : K — L de la siguiente manera:

e1(vo) = w1(v1) = wo, '»’?1(1’2) = 1(v3) = wy;
592(1»'0] = 302(1’1) == @2(1’2) = 3&2(1’3) = uwq;

w3(vo) = wae,  p3(v1) = wa(v2) = wa(vs) = wy.

Podemos verificar facilimente que 1 y o son contiguos, y que o y 3 son contiguos.
Notamos, sin embargo, que ¢, y 3 no son contiguos ya que @;(vp) se encuentra en el
simplejo [wp, w;), mientras que @s(vp) cae en [w;, ws]. Razdn por la cual la propiedad de
ser contignos no es una relacion de equivalencia.

A pesar de esto, podemos aprovechar esta propiedad para definir la siguiente relacién de

equivalencia.

Definicién 3.4.2. Dos mapeos simpliciales ¢, 1 : K — L son contiguamente equiva-
lentes, denotado por =, si existe una sucesion finita ¢y, 1, . . . . r de mapeos simpliciales
de K en L tales que ¢y = v, wp = ¥, ¥ ; es contigua con ;) paracadai=1,2,... k.
Ahora bien, la propiedad de ser contiguos es mas natural de lo que podria parecer a
primera vista, v sin embargo, es suficientemente 1itil como para asegurar los siguientes

resultados.

Teorema 3.4.3. Sean K y L complejos simpliciales y sea [ : [K] — [L] una funcién
continua. Supongamos que @1, o : K — L son aproximaciones simpliciales a f. Entonces

Y1 ¥ 9 SON contiguos.

Demostracion. Sea (s) = (vg....v;) un simplejo de K. Entonces

F((s)) € f(St(v;)) C St(pi(vy))



Capitulo 3. Homotopia en complejos simpliciales. 60

para toda j =0,...,k y cada i = 1, 2. Por lo que

k

f((s)) € N St(en(v;)) N ﬂ St(pa(v;)).

7=0

Sea (t) un simplejo abierto de L tal que f((s)) N (t) # 0. Entonces

k k
t) C [ St(e1(v;)) N N Stpa(v;)).
=0 j=0
Por lo tanto ;(vg),...,w1(vk) ¥ w2(v0)s- .-, @a(vr) son vértices de (t). 0

Teorema 3.4.4. Supongamos que ¢y, 2 : K — L son mapeos simpliciales contiguos.

Entonces 21 y (s son homotdpicos.

Demostracion. Definamos la funcién F : [K] x [ — [L] dada por
F(p.t) = (1 - Da(p) + 12(p)

parape [K]ytel.

F esté bien definida, ya que si (s) = (vp,...,vx) es un simplejo de K y p un punto de (s),
k
podemos expresar a p en coordenadas baricéntricas como p = Y a;v;, y dado que ¢ v ¢
=0
son contiguos, 1 (vg), . .,,1(11) y wa(vg), ..., p2(ve) son vértices de un mismo simplejo

(t) de L. Por lo que ¢;(p) = E aig;(v;) € (t) para j = 1,2,

Por lo demas, es claro que F es una homotopia entre ¢; v . O

Corolario 3.4.5. Mapcos simpliciales contiguainente equivalentes son homotdpicos.

Teorema 3.4.6. Sea K un complejo simplicial y sean agp,a; : I — [K] caminos en [K].
Supongamos que «p =~ . Entonces existe una subdivisién /' de / y mapeos simpliciales

.1 1 I” — K tales que
1. ¢; es una aproximacién simplicial a a; para j = 0.1,

2

e
4. Po ==

¥l

Demostracion. Sea F : I x I — [K] una homotopia entre ag y a;. Asf, como {St(w)}yexo
es una cubierta abierta de [K], la coleccién {F~!(St(w))},.exo es una cubierta abierta de
I x 1.y dado que I X I es un espacio métrico compacto, existe por Lema 1.1.6, un d > 0

tal que cada bola de radio § esté contenida en F~!(St(w)) para algin w € K°.
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Elijamos una subdivisién I’ de I con vértices 0 = vg,v1,...,v, = 1, y otra subdivisién
1" de I con vértices 25—,‘, con ! =0,...,2% Entonces I’ x [” puede verse como un com-
plejo simplicial A/ con vértices v! = (v, %) y 2-simplejos de la forma (vi, vl ), v!3}) 6
(v ot u ).

Las subdivisiones pueden elegirse suficientemente finas para que el conjunto St(v,.) x

[5G, 42] esté contenido en la bola Bj(v,), y por tanto estar contenido en F~}(St(w))

para algin w € K°. Asi, como
St(vl) C St(v.) x [, BE] ¢ F~1(St(w)),

existe, por Teorema 3.3.9, un mapeo simplicial ® : M — K. el cual es una aproximacién

simplicial a F' y para el cual se cumple
St(v.) x [58, 5] © F1(S6(@(e))).

Sean p; = D|1x(;; para: = 1, 2. Entonces ¢; es una aproximacién simplicial a F|;x ;3 = a,

para cadai=1,2.

Veamos ahora que g =~ ,91
Sea ¥; = ®|,, L tal que ¥y = o v ¥ar = 1. Es suficiente ver que ¥, y ¥, son contiguos
k

paral=0,...,2¥ — 1, esto es, para cada simplejo (v,,vy4;) de I', los vértices

Oy(v,) = @(v1), Ui(vrpn) = @(vhg), Yia(vr) = @), y Wppa(vrgn) = (b{v::-ill);

se encuentran en un mismo simplejo de K. Pero

n St(®(vpt])) D F (St(v:) x [, B2]) N F (St(vi41) % [, 52])

i,5=0
> F (@) % [4,52]),

el cual es no vacio y por lo cual contiene algiin simplejo () de K. Por lo tanto los cuatro

vértices en cuestién, son vértices de (1), O

Como bien sabemos, el grupo fundamental consta de clases de equivalencia de lazos, razén
por la cual intentaremos imitar ese concepto de lazo en complejos simpliciales para cons-

truir un grupo que sea isomorfo al grupo fundamental.




Capitulo 3. Homotopia en complejos stmpliciales. 62

Veamos entonces como construir, representar y relacionar un tipo particular de caminos
en complejos simpliciales, de tal manera que podamas construir un grupo con ellos.
Definicién 3.4.7. Sea K un complejo simplicial.

1. Una arista en K es un par ordenado e = |vjvs| de vértices en K, tales que vy y 09

se encuentran en un mismo simplejo de K. v; es el origen de ¢ y v es el final de e.

se denota por e~ 1.

2. Si e = |vjvo|, entonces la arista |vov;

3. Una ruta en K es una sucesién finita w = eje; . .. e, de aristas en K tales que para
cadai=1,...k — 1, el final de e; coincide con el origen de e;.,. El origen de w es

el origen de ey y el final de w es el final de e;.

4. Dadas dos rutas w =¢;...¢; y T = ¢} ...¢,,, tales que el final de w coincide con el

origen de 7, definimos su producto como

Wi = By Bl By

1 E -1

5. El inverso de unaruta w =¢;...ep eslaruta w™ =e_ " ...¢€;
Una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las rutas en K se puede definir de
la signiente manera:

Sie = |vyug| y f = |vgus| son tales que v, vs, v3 son vértices de un mismo simplejo,
entonces el producto ef es equivalente por aristas a la arista |vyv3|. Dos rutas w y 7
J ; E : y
son equivalentes por aristas, denotado w =~ 7, si 7 puede obtenerse de w mediante una

sucesion finita de dichas equivalencias por aristas.

Ejemplo 3.4. Supongamos que K es el complejo simplicial de la Figura 3.6

Ficura 3.6

E
Entonces |vyry ||v1va| = [vovs|[vzve| porque
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E E
ivnl’lnt’] 'L’2| = |1’[|'U2| =~ |UDU3”U3’U2]-

Teorema 3.4.8. Sea K un complejo simplicial v sea vy un vértice de K. Denotemos por
E(K,vp) al conjunto de clases de equivalencia por aristas de rutas en K con origen vy ¥
final vg. Entonces E(K, vg) es un grupo con la operacién de multiplicacién para rutas e
inversa definidas previamente. El grupo E(K, vg) es llamado el grupo de caminos por

aristas de K con punto base vy.

Notemos que el grupo de caminos por aristas de un complejo K es algo puramente com-
binatorio, es decir, depende solamente de los vértices de K y aquellos subconjuntos que
son vértices de algin simplejo. Su definicién no utiliza las propiedades topoldgicas del

espacio [K].

Sea V un conjunto finito, y llamemos a sus elementos vértices. Sea A una coleccion de

subconjuntos de V, llamados simplejos abstractos. tales que

1. Siv e V, entonces {v} € A.

2. Si S € A. entonces cada subconjunto no vacio de S también estd en A.

A esta coleccion A se le llama complejo simplicial abstracto.

Notemos que cada complejo simplicial determina un complejo simplicial abstracto. Y de
igual manera, puede probarse que cada complejo simplicial abstracto A tiene una “rea-
lizacién” como complejo simplicial, esto es, existe un complejo simplicial cuyo complejo
abstracto es A. Sin embargo, cada complejo simplicial abstracto corresponde a varios
complejos simpliciales.

El grupo de caminos por aristas puede definirse para el complejo simplicial asbstracto A.
Es exactamente ¢l mismo que el grupo de caminos por aristas de cualquier realizacién de

A. Es en éste sentido que E(K.vp) es un objeto puramente combinatorio.

Teorema 3.4.9. Sea K un complejo simplicial y sea vy un vértice de K. Entonces

E(K,vy) es isomorfo a m ([K], vg).

Demostracion. Definiremos una aplicacién h : E(K,vy) = 71([K],vp) y probaremos que
es un isomorfismo.

Sea w una ruta en K con origen y final vy, entonces w = |vguy|. .. |vp_1vx| para algiin
conjunto {vyp,..., v} de vértices de K, con vy = vp. Veamos al intervalo / como un
complejo simplicial con vértices {0. % %, — % 1}, v consideremos el mapeo de vértices
(pw)® : I° = K° dado por (p.)°(%) = v; para j = 0,1,...,k. Dado que w es una ruta,

podemos extender (i,,)° a un mapeo simplicial ¢, : I — K, que a su vez corresponde a
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una aplicacién continua ¢, : [[] = [K].
Definamos entonces la funcion h : E(K, vy) — m ([K], v), dado por h(w) = [p.].

Notemos que si w y 7 son dos rutas en K tales que son equivalentes por aristas, entonces
son homotdpicas, por lo que h(w) = h(7). Por lo que h esta bien definida.

Veamos que h es un isomorfismo.

h es un homomorfisno. Siw =ey...e, y T =¢€]...¢€,, son rutas en K con origen y final
v, entonces la funcién F : I x I — K dada por

2(k+m)t r—k)s+2

Ft,s) = o (ett) 0t s et
i 2(m+k)t—(m—k)s—2k (m—k)s+2k

Pr Im—(m—Fk)s ) erm) . = b1

es una homotopia entre ¢, v @. * @,. Es decir, h(w7) = h(w) * h(7).

h es sobreyectivo. Sea [a] € m([K],v). Por el Teorema 3.3.10, existe una subdivisién
I’ de I y una aproximacién simplicial ¢ : I’ = K a «. Mas atin, por el Teorema 3.3.8
sabemos que ¢ ~ a, por lo que [¢] = [a]. Sean {y < t; < -+ < t; los vértices de I' y
sea w = |p(to)e(ty)] ... |w(tk—1)¢(te)| la ruta dada por los vértices de I' en K. Entonces
h(w) = [¢] = [o].

Por lo que h es sobreyectivo.

h es inyectivo. Veamos que h tiene kernel trivial. Para esto debemos mostrar que si w es
d E IS +
una ruta en K tal que @, =~ &,,, entonces w ~ |vgvy|. Pero, por el Teorema 3.4.6, sabemos
que existe una subdivisién [” de [ y mapeos simpliciales @g, p; : I’ = K tales que, g
C
v 1 son aproximaciones simpliciales a ¢, y &,, respectivamentes. vy tales que g =~ 1.
Mas aiin, dado que &, es 1111 mapeo simplicial, tenemos por el Lema 3.3.7 que ¢, = &,,.

Entonces, para ver que w |vm,u| basta probar las siguientes afirmaciones:

(1) Si ¢, : I’ = K son mapeos simpliciales contignamente equivalentes. entonces

E ;
Wy = wy, donde w, ¥ wy son las rutas asociadas a ¢ y .

(1) Si ¢ : I — K es un mapeo simplicial y ¢ : /' = K es una aproximacion simplicial

a v’ en una subdivisién mas fina de J, entonces wy, = w,.
Probar (1) v (2) es suficiente. pues tendriamos que se cumple lo siguiente

E E
W= w‘;w e W*Pn —lpy wEl‘D == !buvu|'
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.4 19 . . . .
Demostracién de (1). Como ~ es una relaciéon de equivalencia, es suficiente ver que ma-
peos simpliciales contiguos tienen esta propiedad. Supongamos que ¢, 1 : I’ — K son

contiguos. Las rutas asociadas a ¢ y ¢ son

= |p(to)p(t 1)Ilv(t1)w( 2)| -+« [e(tr—1)(te)|s
u-’aa—lv(fo)w () (E2)] - - - [ (te-1)v(Lk)]-

Entonces

wewy = o(to)o(t)] - . - [e(te—1) o)l (te) P (te-1)] - - - [0 (t1) ¥ (ko).

Pero como ¢ y 1 son contiguos, los vértices w(tr—1), w(tx), ¥ (tr) v ¥ (tx—1) se encuentran

en un mismo simplejo de K. Mas ain, ¢(fx) = ¢(tx) = vo. por lo que
o (tk-1) (8% (tim)] 2 (bt )t (tim)|
y de esta manera
wowy? = pto)e(tr)] .- [ (tkoa)p(temn)| @ (tran S (a4 (ko tims)] .. [ (1) (t0)).

Similarmente, dado que ¢ y 1 son contiguos,

e (te-2)p(tr-2) [ (th-1)9 (th-1)] = [ (-2)¥(tx-1)]

y
(k-2 [0t 0 (tr2)| 2 |ip(h2) ¥ (Er=2)],

con lo que

Wiy, U2 |pto)e(tn)] - - - lotn-s)p(ti—s) @ (te—a)th(tis) [ (ta—2)t(tk-s)| . . . k(1) to)].

Continuando de este modo concluimos, por induccién, que

wewy = [p(to)y(to)| = |vowy-
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Demostracién de (2). Dado que la restriccion de ¢ al subcomplejo I’, cuyos vértices son
{tp.t1,...,lk}, es un mapeo simplicial, tenemos que (t;) = ¥(¢;) parai = 0,1,...,k.
Mids atn, dado que ¢ : I — K es un mapeo simplicial, (¢'(¢;,t;+1)) es un simplejo (s) en
K de dimensién a lo mas 1. Afirmamos que para cada vértice u de I’ tal que ¢, < u < t,41,
la imagen ¢(u) es un vértice de (s). En efecto, como ¢ es una aproximacién simplicial a

U, tenemos

¥(u) € ¥(Str(u)) C Str(#(u)).

Ademas, (s) N St(yp(u)) es no vacio ya que ¥(u) € (s). de lo cual obtenemos que (s) C
St(¢(u)) v que p(u) debe ser un vértice de (s).

Luego, si g = £; < u3 < -+ < u, = lj41 son vérties de /" entre t; y #;11, entonces
@(ug), ..., p(u.) son vértices de un mismo simplejo de K. Notemos que p(ug) es un
vértice de (s) porque ¢(up) = p(t;) = ¥(t;). Andlogamente ¢(u,) es un vértice de (s).

Consideremos las partes de w,, y wy obtenidas al restringir 4 y ¢ al intervalo [t;, ;1]

Para wy, es solamente la arista |1(f;)1(t.+1)|, y la correspondiente de w,, es

e (uo)e(ur)||w(ur)@(us)| . . . [@(ur_1)e(ur)].

Dado que ¢(ug),....p(u,) son vértices de un mismo simplejo de K, lo anterior es equi-
valente por aristas a |p(uo)p(ur)| = |o(ti)@(tin)| = [(t:)¢(tia)]. Por lo que estas
partes w, y wy son equivalentes por aristas. Y dado que esto se cumple para cualquier
i=0,...,k, concluimos que w, £ W«

Por lo tanto h es invectivo.
De esta manera, hemos visto que h es un isomorfismo entre E(K,vo) y m([K], ). O

Corolario 3.4.10. Sea K un complejo simplicial, sea vy un vértice de K yseai: K2 — K

la inclusion del 2-esqueleto de K en K. Entonces 7 induce un isomorfismo
ig: E(K?% 1) = E(K,v).
Consecuentemente, el mapeo inducido
i# : 171(1]\"2], vg) — M ([R’] 1’0)
es un isomorfismo.

Ahora. veremos algunos resultados interesantes que contribuyen a complementar y aplicar
la teoria vista hasta este punto.
Comenzaremos por un teorema que ya habiamos visto en el Capitulo 2, pero lo aborda-

remos desde un enfoque distinto.
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Teorema 3.4.11. La esfera S" es simplemente conexa para n > 2.

Demostracion. Notemos primeramente que la esfera S" es homeomorfa al n-esqueleto de

un (n+1)-simplejo. En efecto, si s es un (n+1)-simplejo en R"™!, el mapeo ¢ : [s"] — R"*!

dado por
z—0b
pz) = 7,
n+1 2
R
i=1
donde z = (z1....,7n41) es un punto de [s"] y b= (by,....bns1) es el baricéntro de s, es

un homeomorfismo entre [s"] y 8".

Entonces basta con ver que el grupo fundamental de [s"] es trivial.

De acuerdo al Teorema 3.4.9, cada elemento de m, ([s"‘], 1) tiene un representante de clase
a que es una ruta, y en particular, al ser una ruta, su imagen se encuentra completamente
contenida en [s!|. Entonces si n > 2, existe un punto p en [s"] tal que p no estd en [s!].
Pero [s"] — {p} es homeomorfo a R", el cual es contractible. Por lo que a =~ &,,, es decir,

cualquier elemento de 7 ([s"], vp) es homotdpico al lazo constante en vg. O

Como acabamos de ver, en ocasiones la informacién que brinda el I-esqueleto puede ser
de gran utilidad para calcular el tipo de homotopia de algunos complejos simpliciales.
Es por ello, que ahora dirigiremos nuestra atencion hacia los complejos simpliciales de

dimension 1 6 menor.

Definicion 3.4.12. Una grafica es un complejo simplicial de dimensién menor que 2.
Un arbol T es una grafica conexa por caminos tal que, para cada 1-simplejo s de T, el

conjunto [T'] — (s) es no conexo. (Ver Figura 3.7)

i
r /" v = m— //
, = S~
f -’/ / =19 T
I / / N\ i N
_-/ / N / h
— r’_’f»-__,___. %
Esta prifica no es un srbol

Esta grafics ea un arbol

Ficura 3.7

Un final de una gréafica es un vértice que es vértice de a lo mas un 1-simplejo.

Teorema 3.4.13. Todo arbol es contractible.
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Demostracion. Procederemos por induccién sobre el niimero de vértices del arbol T. Si
T tiene un vértice, el teorema cs trivial. Supongamos pues que el teorema se cumple para
n vértices. Ahora, sea T un arbol con n + 1 vértices. Sea vg un final de T, entonces existe
un tnico 1-simplejo s de T tal que vy € s.

Sea L =T —{(s),vn}, entonces L es un complejo simplicial y [L] = [T]—(s) U{vo}. Luego,
L es un arbol porque si ¢ es un 1-simplejo de L tal que [L]—(t) es conexo, entonces [T]—(s)
también seria conexo, lo cual no puede ocurrir va que 7" es un arbol. Como L tiene n
vértices, es contractible por hipdtesis de induccién.

M4s atn, afirmamos que [L] y [T] son homotépicamente equivalentes. En efecto, sea
g : [L] = [T] la inclusién de [L] en [T], y sea f : [T] — [L] una funcién que aplica el
conjunto (s) U {ve} al otro vértice de s, y a L sobre si mismo. Entonces fog ~1Idy ¥

go f =~Idi, por lo que [T] es contractible. a

Definicion 3.4.14. Sea K una grafica. Sea ap el nimero de vértices de K y sea a; el
nimero de 1-simplejos de K. Definamos x(K) = ao — a;. El entero x(K) es llamado

caracteristica de Euler de K.

Veamos que relacién guarda la caracteristica de Euler con los drboles.

Teorema 3.4.15. Sea T un drbol. Entonces x(T') = 1.

Demeostracion. Procederemos por induccion sobre el nimero de vértices de T'. Para un
vértice el teorema es claro. Supongamos pues que el teorema se cumple para n vértices y
sea T un arbol con n + 1 vértices. Sea L el mismo 4rbol obtenido en la demostracién del
Teorema 3.4.13, entonces L tiene n vértices, por lo que x(L) = 1. Pero ap(7T") = ap(L) +1,
v a1(T) = ay(L) + 1, y por hipétesis de induccién x(7) = x(L) = 1. O

En el teorema anterior hemos visto que la caracteristica de Euler se mantiene invariante
para todos los drboles. Veamos ahora que ocurre con las graficas conexas por caminos

que no son arholes.

Teorema 3.4.16. Sea K una grafica conexa por caminos. Sea n el nimero maximo de 1-
simplejos que se pueden remover de K de tal manera que K siga siendo conexo. Entonces
n=1-—x(K).

Demostracion. Si K es un arbol, entonces n = 0. Si K no es un drbol, entonces existe un 1-
simplejo abierto (s1) de K tal que [K]—(s;) es conexo. Si K —(s1) es un drbol, terminamos.
Si no lo es, entonces existe otro simplejo abierto (s2) de K tal que [K] — (s1) U (sq) es
conexo. Dado que solamente hay una cantidad finita de 1-simplejos en K, este proceso
debe terminar en algun momento, es decir, existe n tal que T'= K — O(sf} es un arbol,

i=1
y entonces
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X(K)=x(T)-n=1-n,

es decir, n =1 — x(K). O

El siguiente teorema nos dice como se relaciona la caracteristica de Euler de una grafica

conexa por caminos con su grupo fundamental.

Teorema 3.4.17. Sea K una grafica conexa por caminos y sea vy un vértice de K.

Entonces 1 ([K], vg) es isomorfo al grupo libre en n =1 — y(K) generadores.

Demostracién. Si construimos homomorfismos
h: E(K,v9) = F,, h1:F,— E(K,v)

tales que hy o h y h o h; son mapeos identidades, tendremos que E(K,vp) es isomorfo a

F,, y por lo tanto el resultado sera una consecuencia del Teorema 3.4.9.

Comencemos por construir A. .

Sean (s1),...,(sn) 1-simplejos abiertos de K tales que T' = K — L”J (s;) es un arbol, vy
donde n = 1 — x(K) de acuerdo al Teorema 3.4.16. Sea IF,, el grupo Ibl=it]:sre con generadores
($1),---,(8n). Para cada j = 1,...,n, sea s] la arista [v;v}| en K donde v; y v} son los

vértices de s;, y sea s7 la arista [v}v;|. Entonces cada ruta w en K es de la forma

= - + =
W= P185, P25, - - - P8 Pkt

donde cada p; es una ruta en el arbol T'. Definamos a h por

h(w) = (Sjl)i(sjz)i s (SjA-Ji-

Es claro que h es un homomorfismo. por lo que solamente hace falta ver que h estd bien
definido, esto es, h(w) depende solamente de la clase de equivalencia por aristas de w.
Para ver esto, s suficiente mostrar que si w; y wy son rutas en K que difieren tan sélo
en una equivalencia por aristas elemental, entonces h(w, )h(ws).

Sean w; = ol|vvs||veus|T, wa = a|vyvs|7, donde ¢ y 7 son rutas en K, y vy, vs, vz son
vértices de un mismo simplejo de K. Dado que K es una grafica y no tiene 2-simplejos,
ocurre que v; = Vg = g, U3 = Vg, Up = U3 0 ¥; = v3. En cada uno de los primeros tres
casos. al menos uno de los simplejos (v7, 1) v (v9.v3) es un O-simplejo, ¥ por lo tanto
no es uno de los generadores (s;), v el otro es (v, v3). Asi, en los primeros tres casos
h(w]_) = h(wg).
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Para el cuarto caso las rutas son w; = o|vjvs||vavy |7 ¥ w2 = a|vvs|7.
Si (v1,v2) no es un generador, entonces claramente h(w;) = h(ws). Si (v1,v2) = (s;) para

algiin 7, entonces w; = as;tsffr, y por lo tanto

h(wi) = h(e)(s;)*(s;)7h(7) = h(o)eh(r) = h(o)h(T) = h(w2).

Con lo cual en todos los casos obtenemos que h{w;) = h(ws), por lo que h esta bien
definido.

Veamos ahora como construir h;.

Dado que F, es un grupo libre, es suficiente definir una funcién 4| de los generadores
(8;) = (vj,v;) en E(K,v). Para esto, sea o; una ruta en T con origen vy y final v;. y sea 7;
una ruta en T con origen vy y final v. Definimos A ((s;)) para que sea la clase de equiva-
lencia por aristas de la ruta ajs;-"'rj‘l. El Teorema 3.4.13 nos asegura que esta definicién es
independiente de ¢;. pues cualquier otra ruta en 7' con origen v, y final v; es equivalente
por aristas a ¢;. Lo mismo ocurre con 7;. Entonces, por la propiedad universal de gru-

pos libres, podemos extender de manera tinica b} a un homomorfismo hy : F,, = E(K, vp).

Ahora, h o hy es identidad en F, porque para cada generador (s;) de F,, tenemos
(hohy)((s;)) = h(crjs;"rj'l) = (s;)-

Luego, hy o h es identidad en E(K, vy) porque si w = plsﬁ ...,oksﬁpk.,.; es una ruta en

K. entonces

(ha 0 h)(w) = 1 ((8;,)%(s52)* - . (85.)F)

S‘!‘ ._1 +T-_l)i

= £ + p=ly
= (oj 7 Th ) (U.f?‘sjz g2

e B
i (ijsjk‘?'jk )

o E P
= Min S5y 5y Mi2 S 32"z - - - Tk S35 s

donde
= +
i 0, Sl sj, aparece Como s
Ji T i =
Tj, Sl 8j, aparece como s
v
e +
g T, ~ S1Sj aparece como sj
0=
Ji -1

s 51 &, aparece como ‘-;
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Pero py ¥ n;, son ambos rutas en T" de v al origen de sj—j: por lo que son equivalentes

por aristas. De manera similar, pa y 7j,7;, son ambos rutas del final de ";E: al origen de
S:t

- =
(h1 o h)(w) = w, por lo que hy o h es identidad en E(K,vg). O

por lo que son equivalentes por aristas. continuando por induccién concluimos que

Ejemplo 3.5. Sean z; y z, puntos distintos de R% Si p € R? — {z;, 22}, entonces
m1(R? — {z1, 22}, p) es isomorfo al grupo libre en dos generadores.

Consideremos la grafica K de la Figura 3.8.

]

Ficura 3.8

Entonces R? — {z;, 72} v [K] son claramente del mismo tipo de homotopia. Por lo que
m1(R? — {1, 72}, p) = m([K], v). Pero x(K) =5—6 = —1, con lo cual n = 1(—1) = 2

y, por el Teorema 3.4.17, concluimos que 71 ([K], vy) = Fs.

3.5. Implementacién computacional

Una de las grandes ventajas que conlleva la teorfa desarrollada a lo largo de este capitulo,
es que podemos calcular facilmente el grupo fundamental de complejos simpliciales utili-
zando diversos softwares matematicos como por ejemplo SAGE, GAP, MATLAB, entre
muchos otros.

Esto resulta ser muy importante debido al hecho de que todas las superficies compactas
admiten triangulaciones, y que a estas triangulaciones podemos dotarlas de una estruc-

tura simplicial.

A continuacién veremos un par de ejemplos que ilustran como utilizar el software SAGE

para calcular el grupo fundamental de superficies conocidas.
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Consideremos la siguiente triangulacion del toro T.

FiGura 3.9

Como bien podemos apreciar, esta triangulacién es un complejo simplicial que consta de
9 vértices, 27 1-simplejos y 18 2-simplejos.

Sin embargo, la manera de implementarlo computacionalmente se basa solamente en
considerar las estructuras simpliciales maximales que lo componen. Por ello, en este caso
lo tinico que necesitamos tomar en cuenta son los siguientes 18 2-simplejos: [0,1,3], [1.3.4],
(1,2.4], [2.4,5], [2,0,5], [0,5.3], [3,4.6], [4,6,7], [4,5.7], [5,7.8], [5,3,8], [3,8,6], [6,7,0], [7.,0,1],
7.8.1], [8,1,2], [8,6,2], [6,2,0].

Asi, una vez identificados, no hace falta hacer nada mds que introducir los datos al
software. y pedirle que calcule el grupo fundamental con el comando fundamental_group()

tal y como se ilustra en la Figura 3.10.

i o L 1 anu=*'u1:‘l.1 .u‘luuw & l[ 3, [
I&

1, 01,241, 02, 4,50.02.0,5, 16,5, 30, 13, 4,61, [4,6.7), [4,%,71, 15,7, 80, 0%, 3.8] . [=. 5,50,
(6700 L7 11 17,5, 1T 8, 02 s I

1. 5. 2.0

Tars
simplicial complex with vertex set (0, 1, 2, 3, 4, 5, &, 7. 8} and 18 facets

- Torg. fundamental_group()
Finitely presented group < &0, &% | 25%e0".]1%ea".1%20 o

Ficura 3.10

En este caso SAGE nos dice que el grupo fundamental del toro es el grupo finitamente

resentado con 2 generadores eg, €9. bajo la relacion eqey 'eg 'eg = 1, que es equivalente a
P 0o Eg €0 q

la relacién de conmutatividad de los generadores egey’ = €)' eg.

Lo cual quiere decir que el grupo fundamental del toro es 71 (T, z) = Z x Z.

Consideremos ahora la siguiente triangulacion de la casa de Bing.
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1

FICI
SHian

Ficura 3.11

Introduciendo los datos necesarios obtenemos lo siguiente:

In [2i:r Bing
cirplicial complev with S0 vertices end 140 facets

%1+ Bing,Tundamental_group!i
Finitely presented group < | =

Ficura 3.12

Lo cual quiere decir que su grupo fundamental es trivial, lo cual es correcto, pues la casa

de Bing es un espacio contractible.



Capitulo 4
Espacios cubrientes

Hasta el momento hemos calculado grupos fundamentales de espacios topoldgicos rela-
tivamente sencillos. Ya sea de manera directa realizando todos los cdlculos necesarios,
como utilizando una diversidad de resultados que vinculan los grupos fundamentales de
unos grupos con otros ya conocidos. Incluso hemos visto que si el espacio topolégico en
cuestion admite una triangulacion, podemos realizar el calculo de su grupo fundamental
de manera computacional.

Pues bien, en los dos capitulos restantes daremos una pequefia introduccién a la teorfa
de espacios cubrientes, los cuales son una herramienta mas que resulta ser muy 1itil a la

hora de calcular grupos fundamentales de espacios topoldgicos no triviales.

4.1. Definiciones y ejemplos

Comenzaremos por definir qué es un espacio cubriente y presentaremos una lista de
ejemplos para ilustrar la gran variedad de espacios cubrientes que se pueden desprender

de los espacios base.

Definicion 4.1.1. Sea p : X = X una aplicacién continua y sobreyectiva entre espacios
topoldgicos. Diremos que p es una aplicacién cubriente si para cada punto r € X,
existe una vecindad abierta U de z tal que su imagen inversa se puede escribir como
una unién ajena de abiertos en X tales que cada uno de ellos se proyecta mediante p de

manera homeomorfa sobre UU. Llamaremos vecindad elemental de x a dicho U.

Definicidén 4.1.2. Sea X un espacio topolégico. Un espacio cubriente de X es un par
()"E p) donde p : X > X ¢s una aplicacion cubriente.

74
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Ejemplo 4.1. Sea X un espacio topoldgico y sea Id : X — X la aplicacién identidad.
En este caso Id es claramente una aplicacion cubriente.
En general, sea X =X x {1,2,...,n} el espacio consistente de n copias ajenas de X.

Entonces la aplicacion p : X = X dada por p(z,i) =z parai=1,...,n es una aplicacién

cubriente. (Ver Figura 4.1)

b3

F1Gura 4.1

Espacios cubrientes como estos son considerados del tipo mas trivial y proveen poca o
nada de informacién, por lo que generalmente nos centramos més en espacios cubrientes

conexos por caminos y distintos al espacio base, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Sea p: R — S! dada por
p(t) = (sen(2#t), cos(27t))

para cada t € R.

Intuitivamente vemos que p aplica cada intervalo [n, n + 1] sobre §', es decir, p envuelve
la recta real sobre la circunferencia S infinitas veces. Afirmamos entonces que (R, p) es
un espacio cubriente de S'.

En efecto, consideremos U = {(z,y) € S' | ¥ > 0}. Entonces el conjunto p~*(U) consiste

en aquellos puntos t € R tales que cos(2nt) es positivo, es decir, p~(U) = || V,,, donde
nel

V, = (n- i,n + %), como se muestra en la Figura 4.2, Ahora bien, la aplicacién p res-
tringida a cualquier intervalo cerrado V,,, es inyectiva porque sen(27t) es estrictamente
mondtona en tales intervalos. Ademds, plr— es claramente sobreyectiva para cada n € Z.

Asi, dado que V, es compacto, ply es un homeomorfismo entre V,, y U, en particular,
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plv, es un homeomorfismo entre V;, y U.

-3 -2 -1 0 1 2 3
. Y ¥ AR . Y P ¥ A o W 1 7 el S W
LS4 LA L TS L4 L w4

V. v v, v v, v v

(N
]/

FIGURA 4.2

Aplicando un razonamiento similar a las intersecciones de S! con los semiplanos abiertos
inferior, izquierdo y derecho respecto al origen, obtenemos que cualquier punto de S! cae
en por lo menos uno de los casos v por tanto tiene una vecindad elemental, por lo que
concluimos que p es una aplicacién cubriente. Y por tanto (R.p) es un espacio cubriente

de St

Ejemplo 4.3. Utilizando coordenadas polares (r, f) en el plano cartesiano, sabemos que si
fijamos r = 1 obtenemos la circunferencia unitaria S'. Asf pues, para cualquier n € Z\ {0}

definimos la aplicacién p, : ' — S! dada por
(1, 8) = (1,n8).

La aplicacion p, envuelve el circulo sobre si mismo n veces.

En efecto, dado n € Z\ {0} si dividimos el intervalo [0, 27] en |n| partes iguales, obtenemos
que cada subintervalo de la forma [%? E%;"—ll) con k =0,...,n—1 es aplicado mediante
pn sobre St de manera biyectiva. Con esto en mente, si probamos que existe una vecindad
elemental U de (1,0) € S! inducida por p,. tendremos que (S?, p,,) es un espacio cubriente
de S'. Consideremos entonces el conjunto U = {(1,6) € §' | |f| < 7}, el cual es claramente
una vecindad abierta de (1.0). (Ver Figura 4.3)

Ahora, si n > 0 tenemos que la imagen inversa de U es

mn
pa(U) = Vi

i=1



Capitulo 4. Espacios cubrientes 7

donde V; = {(1,6) € §' | |# — 22| < £} para cada i = 1,...,n. Entonces es claro que

n
U es una vecindad elemental de (1,0) inducida por p, v que podemos utilizar la misma

vecindad incluso si n < 0.

.01 (01

]

Ficura 4.3

De la misma manera en que la conexidad, compacidad, e incluso los grupos fundamentales
de espacios topoldgicos se preservan en espacios producto, el ser espacio cubriente no es

la excepcion.

Teorema 4.1.3. Si (X.p),(Y.q) son espacios cubrientes de X y Y respectivamente,

entonces (f X ?,p X q) es un espacio cubriente para X XY, donde px ¢ : XxY =5 XxY

estd dada por (p x g)(z.y) = (p(z). q(y)).

Demostracion. Sean x € X y y € Y. Sean A y B vecindades elementales de z y y
respectivamente, es decir,
pi(A)=UU. vy ¢(B)= Vs
ael aed
donde cada U, es abierto en X, cada V3 es abierto en Y y se proyectan de manera

homeomorfa sobre A 0o B segiin corresponda. De esta manera, si (,y) es un punto de

X x Y, entonces A x B es una vecindad de (z,y) tal que

(px q) "(z,y)(Ax B) = || (Ua x V3)

acl
peJ

donde cada U, x V}; se aplica de manera homeomorfa sobre Ax B. Por lo que (X XY, pxq)

es un espacio cubriente de X' x Y. O
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Ejemplo 4.4. Consideremos el toro como el espacio producto de la circunferencia unitaria
consigo misma, es decir, T = S' x §'. Ya vimos en el Ejemplo 4.2 que un espacio cubriente
para S! es (R, p). donde p : R — S' estd dada por p(t) = (sen(2wt), cos(27t)).

Entonces por el Teorema 4.1.3. (R x R, p X p) es un espacio cubriente para S' x S!.

Ejemplo 4.5. Sea RP? el plano proyectivo y sea p : S — RP? la proyeccién candnica
dada por p(z) = [z]. Entonces (S?,p) es un espacio cubriente de RP*,

Efectivamente, veamos primero que p es una funcién abierta, para ello tomemos un abierto
cualquiera U de §?. La aplicacién antipoda a : §* — §? dada por a(z) = —z es claramente
un homeomorfismo, por lo que a(U) es abierto en S%.

Dado que p~'(p(U)) = U Ua(U) y este conjunto también es abierto en S§°, tenemos que
p(U) es, por definicion, abierto en RP?,

Probemos ahora que p es una aplicacién cubriente.

Sea [y] € RP? y tomemos algin = € p~'[y]. Sea B la bola de radio 1 en S? centrada en
x con la métrica usual de R3. Notemos que si z es cualquier punto en 3, entonces su
antipoda —z no puede estar en B. ya que la distancia de cualquier punto a su antipoda
es igual a 2.

Asi pues, la restriccién
plg: B—p(B)

es una biyeccién, y como ademas p es una funcién abierta, tenemos que p‘ p €s un homeo-
morfismo.
Andlogamente, si ahora consideramos la antipoda —x € p~![y], obtenemos que la restric-

cion
Plyg : ¢(B) = p(B)

es un homeomorfismo. De esta manera, p(B) es un abierto en RP? que contiene a [y] y es

tal que
p~'(p(B)) = BUa(B).

De esto sabemos que p(B) es una vecindad elemental de [y], puesto que B y a(B) son
subconjuntos abiertos y ajenos de §* tales que cada uno de se proyecta, mediante p. de
manera homeomorfa sobre p(B).

Y como esto es valido para cualquier [y] € RP?, concluimos que (S% p) es un espacio
cubriente de RP?.
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Ejemplo 4.6. Sea S una superficie de género 2, compacta y orientable. Veamos a grandes
rasgos como construir una gran variedad de espacios cubrientes para S.

Notemos que podemos ver a S como el espacio cociente de una superficie M, donde A
es compacta, orientable, de género 0 y su frontera consta de 4 circunferencias C{, CY, C}
y C%. El mapeo natural de M en S identifica las circunferencias frontera en pares: C/ y
C! se identifican en una sola circunferencia C; mediante un homeomorfismo h; de C! en
C!' para i = 1,2. También podemos pensar a M como el resultado de cortar S a través

de las circunferencias C} y C,, como se muestra en la Figura 4.4.

< § vk

Gy g

FiGura 4.4

Sea D el conjunto finito {1,2,...,n} con la topologia discreta y sea ¢: M x D — M la
proyeccion del espacio producto sobre el primer factor. Podemos ver a M x D como el
espacio consistente de n copias ajenas de M, cada una de las cuales se proyecta mediante
¢ de manera homeomorfa sobre M,

Ahora describiremos como formar un espacio cociente a partir de A/ x D, que sera una
2-variedad conexa S y tal que g va a inducir un mapeo p : S — Sde espacios cocientes.

es decir, tendremos el siguiente diagrama conmutativo

MxD g

M

n

Resultara entonces que (S, p) es un espacio cubriente de S. La identificacién con la que

conseguiremos S a partir de M x [J, es de la siguiente manera: La circunferencia C x {;}
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se identifica con la circunferencia C x {k} mediante un homeomorfismo que manda el
punto (z,7) al punto (h;(z).k) donde i es 1 6 2, ¥ 7,k son enteros positivos menores
que n. Podemos realizar esta identificacién de circunferencias en pares de varias maneras
distintas, siempre y cuando obtengamos un espacio S que sea conexo.

Por ejemplo, para n = 3, podriamos obtener una superficie S como se muestra en la

Figura 4.5 al realizar las identificaciones de la siguiente manera:

1.- Cf x {1} con Cf x {2},
2.- C] % {2} con Cf x {3},
3.- C] x {3} con C{ x {1},
4.- Cy x {1} con C¥ x {2},
5.- C x {2} con Cy x {1},
6.- C5 x {3} con CY x {3}.

F1Gura 4.5

Ejemplo 4.7. Sea X el subconjunto del plano que consiste de 2 circunferencias tangentes

en un punto, es decir, X = C; U Cs donde

G ={(z.y) eR?|(z-1)*+y° =1},
Cy={(z,y) eR* | (z+1)’+°=1}.

Esta vez daremos dos ejemplos diferentes de espacios cubrientes de X.
Para el primer ejemplo consideremos X = {(x.y) € R* |z € Z 6 y € Z}. Graficamente

X es la unién de rectas verticales y horizontales. Definamos en este caso p: X — X por
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it (14 cos(m — 2rx),sen(27x)) siye€Z,
T,y) =
PR (—1+ cos(2my),sen(2my))  siz €Z.

La aplicacion p envuelve cada recta horizontal alrededor de la circunferencia 'y, y cada
recta vertical alrededor de la circunferencia Cs, por lo que (/i; .p) es un espacio cubriente
de X. (Ver Figura 4.06)

FiGura 4.6

Para el segundo ejemplo consideremos los circulos D, = {(z,y) € R? | (z—1)*+(y—3n)* =
1} para cualquier n € Z, y sea L = {(z,y) € R? | 2 = 0}. Todas las circunferencias
D,, son ajenas entre si. y cada una de ellas es tangente a L. Consideramos entonces

X'=LU CL) %) yap i X' = X de tal manera que p’ aplica cada circunferencia D,
neL
sobre (] mediante una traslacion vertical apropiada, v aplica a la recta L alrededor de

Cy mediante p'(0,y) = (=1 + cos(g—;ﬂ),sin(z—?)). (Ver Figura 4.7)
De esta manera (X', p) es un espacio cubriente de X.

Figura 4.7
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Definicién 4.1.4. Sea f : X — Y una funcién continua. Diremos que f es un homeo-
morfismo local si cada punto x de X tiene una vecindad abierta V' tal que f(V') es abierto,

v la restriccion flv : V= f(V) es un homeomorfismo.

Ejemplo 4.8. La aplicacién p : R, — S! dada por
p(t) = (sen(2nt), cos(27t))

es un homeomorfismo local. pero no es una aplicacién cubriente.

El punto zy = (1,0) no tiene ninguna vecindad elemental U. Esto se debe a que como
vimos en el Ejemplo 4.2, las vecindades de z; tienen una imagen inversa que consiste de
vecindades V,, para cada n € Z, y en este caso, la vecindad correspondiente a 1 es de la
forma (0, d), como se muestra en la Figura 4.8. De esta manera, cada V;, para n > 0, p|y,

es un homeomorfismo. pero en el caso n = 0 tenemos solamente que p(14) C U.

Ficura 4.8

Teorema 4.1.5. Sea (X,p) un espacio cubriente de X, sea A un subconjunto de X
conexo por caminos y localmente conexo por caminos. 5i A es una componente conexa

por caminos de p~1(A), entonces (,Z,ph) es un espacio cubriente de A.

Demostracian. Como p es una aplicacion cubriente, dado ag € A, existe una vecindad

abierta {/ C X de ag tal que p~*(UU) = || Vi, donde cada V|, es un abierto en Xvyla
acf
restriccion ply, es un homeomorfismo.

Entonces [/ N A es un abierto en A que contiene a ag y es tal que p~'(UNA) = [ (V, nA).

acl

donde cada V,, N A es abierto en A v se aplica de manera homeomorfa sobre U M A.
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4.2. Levantamiento de caminos hacia un espacio cu-

briente

Si bien queremos ver como se relacionan los grupos fundamentales de un espacio to-
polégico X con sus diversos espacios cubrientes, necesitamos una manera de poder llevar
informacién del espacio base X a los cubrientes, o bien, de los cubrientes al espacio base.
Para conseguir esto, comenzaremos por ver como “levantar” caminos del espacio base a
los espacios cubrientes. Esto nos abrird camino para ver qué ocurre con homotopias y

posteriormente cualquier funcién continua.

Definicién 4.2.1. Sea p : X — X una funcién continua. Si f: Z — X es una funcién

continua, un levantamiento de f es una funcién continua f : Z — X tal que po f= f

En particular, si Z = [0,1] y 7 : [0.1] — X es un camino, entonces 3 : [0,1] — X es un

levantamiento de caminos.

Lema 4.2.2. Seap: X — X una aplicacién cubriente, Z un espacio conexoy [ : Z — X
una funcién continua. Dados 2y € Z, 20 € X, %o € X tales que f(z0) = p(To) = xo, 51 f

tiene un levantamiento [ tal que f(zp) = Zg, entonces [ es tinico.

Demostracion. Supongamos que f’ : Z — X es otro levantamiento de [ tal que }'v’(zg) =
7. Consideremos el conjunto Z' = {z € Z | f(z) = f'(z)}. Este conjunto es no vacio
pues el punto zg pertenece a Z’.

Demostraremos que Z’ es un subconjunto abierto y cerrado de Z, con lo cual dado que
Z es conexo y 4’ es no vacio, tendremos que Z’ = Z. Veamos primero que Z' es abierto.
Sea z; € Z tal que f(z]) = f'(z;) = Z). Sea U una vecindad abierta de %, en X tal que
ple : U — V es un homcomorfismo, donde V' C X.

Entonces el conjunto W = f~1(U) N f~Y(U) N f~1(V') est4 contenido en Z’ y contiene al
punto 2;. Luego, como W es abierto y z; abitrario. Z’ es abierto.

Veamos ahora que Z’ es cerrado, y para ello consideremos Z—Z' = {z € Z | flz) # f’(s)}.
Sean z) € Z — Z' y ;1 = f(z).

Como p es una aplicacion cubriente, z; tiene una vecindad abierta U tal que p~(U) =

| | Vi donde cada V, es un abierto en X. Luego, como z; € Z — Z, existen a;.as € A,
weA

con a; # ap tales que f(z1) € Vi, ¥ f/(21) € Vi, es decir, 2 € f‘l(Vm) N f"l(VnE). De
esta manera, Z — Z' es abierto, por lo que Z’ es cerrado.
Asi, como Z' es abierto y cerrado en Z, concluimos por conexidad de Z que Z' = Z, lo

que implica que f= f’ O



Capitulo 4. Espacios cubrientes 84

Teorema 4.2.3. Sea p : X — X una aplicacién cubriente y sea v : [0,1] — X un
camino de zy a ;. Dado un punto 7, de X tal que p(Tp) = xp, existe un 1inico camino

¥:[0,1] » X con punto inicial T, tal que es un levantamiento de v, es decir, y = po 7.

Demostracion. La unicidad la hemos probado en el lema anterior. Veamos entonces que
el levantamiento existe, v para ello lo definiremos por partes.

Primeramente notemos que, como [0, 1] es compacto y 7 es un camino, entonces ([0, 1])
es compacto. Sea U una cubierta abierta de ([0,1]) dada por vecindades elementales
inducidas por p. Entonces existe una subcoleccién {Uy, ..., U,} de U tal que y([0,1]) C
CJ U;, por lo que el conjunto {v"*(U;) | i = 1,...,n} es una cubierta abierta para [0, 1].
zzér el Lema 1.4.6 existe una particién 0 =t < t; < -+ < t,_1 < t, = 1 del intervalo
[0, 1] de tal manera que ¥([t;-1,t;]) C U; paracadai=1,...,n.

Definimos entonces 7 : [0,1] — X de la siguiente manera:

Sea Sy :U; = X tal que S(zg) = Zo y po Sy = Idy,, dada por

v |[Lu,t1] (t) = Si(v(1)),

Luego, sea So : Us — X tal que Sa(7(t1)) = Si(v(t)) y po So = Idy,. dada por

7 litno) (8) = Sa(x(1)).

Procediendo inductivamente construimos el resto de 7:
Para cada i = 1,...,n definimos S; : U; — X tal que Si(v(ti-1)) = Sica(v(ti-1)) ¥
po S; =1dy,, dada por

¥ J[t. 18] (t) = Sf(*r(fJ)-

De esta manera, por el Lema 1.1.2 tenemos que 5 es un camino en X que comienza en

Ipyestal quey=po7. O

De la misma manera que definimos un levantamiento de caminos, proseguimos a definir

un levantamiento de homotopias.

Definicién 4.2.4. Sea p: X — X una funcién continua v h: ZxI — X una homotopia.
Sea f : Z — X una funcién continua tal que f(2) = h(z,0) para toda 2z € Z. Diremos
que p tiene la propiedad de levantamiento de homotopias con unicidad si existe
una unica homotopia h:Zx1I— X tal que h =po h y ﬁ(z, 0) = f(z) para toda z € Z,

donde f es levantamiendo de f.
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Teorema 4.2.5. Sip: X = X es una aplicacién cubriente, entonces tiene la propiedad

de levantamiento de homotopias con unicidad.

Demostracién. Sea h: Z x I — X una homotopia, sea f : Z — X tal que f(z) = h(z,0)
paratodaz € Z y }T Z — X levantamiento de I

Para cada zg € Z la funcién v,, : I = X dada por v,,(t) = h(2¢,t) para cada t € ] es un
camino en X. Asi, por la propiedad de levantamiento de caminos, existe un tnico camino
Yo o I = X tal que p(F(t) = ¥(t), ¥ F0(0) = f(20).

Definimos entonces & : Z x X dada por E(z, t) =7;(t) paratoda z € Z y todo ¢ € I.
Veamos que h es continua, para lo cual, dado (zg.t) € Z x I es suficiente encontrar una

vecindad abierta U de (zo,t) tal que k|, es continua.

v
Sea (zp, t) un punto cualquiera de Z x /. Como p es un homeomorfismo local, existe una

vecindad abierta V, de Tl(zg.. t) tal que la restriccion p W Vi = p(V;) es un homeomorfismo.
Entonces W = h~'(p(V;)) es un abierto en Z x I que contiene a (zq.t), y ademds es tal

que

E}w = (p[iq)_] 9 h‘w‘

v dado que h ¥ p|v son continuas, k| = también lo es. Y como esto lo podemos asegurar
t

lw
para cualquier (zg, t), concluimos que h es continua. O

Los levantamientos los hemos definido en base a que, si zg es el punto donde inicia
un camino en el espacio X, entonces para cada punto T € p~!(zg), existe un tnico
levantamiento que inicia en .

Viéndolo asi, una pregunta natural es que si o y £ son dos caminos distintos que comienzan
en 7y y terminan en algin punto z, entonces, ;los levantamientos correspondientes a y
3 con punto inicial g, terminan también sobre un mismo punto 7, 7.

El siguiente lema nos ayudars a responder esta inquietud.

Lema 4.2.6. Sea p: X=X un aplicacién cubriente y sean «, 3 : [ — X caminos de zy
a 7, tales que [a] = [B]. Dado T € p~!(x), sean &, £ : I — X los tinicos levantamientos
de a y 8 respectivamente, tales que &(0) = 3 (0) = Tp. Entonces los puntos finales de

ambos levantamientos coinciden, es decir, a(1) = A(1).

Demostracién. Sea h: I x I — X una homotopia tal que

h(s,0) = a(s) ’ h(0,t) = zg
h(s,1)=8(s) ~ h(lt)=2,
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Por la propiedad de levantamiento de homotopia, existe una tnica homotopia hiIxI—
X tal que poh = hy h(0,t) = a(t).

Como h es una homotopfa, la funcién E(l, —): I — p~!(z;) es continua. M4ds aiin, como
p~'(z,) es un conjunto discreto, tenemos que }i(l, —) es una funcién constante y sabemos
que 1(1,0) = &(1) y i(1,1) = B(1). Por lo tanto &(1) = B(1). O

El lema anterior, al ser muy importante, es cominmente conocido como lema de mo-

nodromia.

Lema 4.2.7. Si (f,p) es un espacio cubriente de X, entonces el conjunto p~!(z) tiene

la. misma cardinalidad para cualquier = € X.

Demostracidn. Sean zy v x; dos puntos cualesquiera de X, y sea F : I — X un camino
de zy a z;. Utilizando este camino podemos definir una aplicacién p~(z) — p~*(z1) de
la siguiente manera: dado cualquier punto Zy € p~!(z), existe un 1inico levantamiento f
de f con punto inicial Zy, llamemos z, al punto final de f, entonces 7o — 7, es el mapeo
deseado.

Utilizando el camino inverso f(t) = f(1 — t), podemos definir de manera andloga un
mapeo p~i(z1) — p~(zp).

Es claro gque estos mapeos son inversos entre si, es decir, son bivectivos.



Capitulo 5

Propiedades de espacios cubrientes

Teorema 5.0.1. Si p : X - X es una aplicacién cubriente, zp € X y Ty € p~(xg),

entonces el homomorfismo inducido pg : m (X, %) — m (X, 2p) es inyectivo.

Demostracién. Probaremos que px tiene kernel trivial. Sea 5 : [ — X un lazo basado en
T tal que pg[7] = [€x,), esto es, [poT] = [Ex)-

Sea h: I x I = X una homotopia entre po 7 y &,, relativa a {0, 1}.

Entonces dado que p es cubriente, por la propiedad de levantamiento de homotopia, existe
una nica homotopia b ofxF =X tal que po-ﬁ =hy E(U, 0) = 7.

Asi, por el Lema 4.2.6 tenemos que [¥] = [&5,]. O

Este teorema nos lleva directamente a la siguiente pregunta: supongamos que Iy v T; son
puntos de X tales que p(Ty) = p(T1) = xp. (Qué relacién guardan las imdgenes de los

siguientes homomorfismos inducidos por p?

(X In}
™ (X, z0).

Py (

lx') b*.!

La respuesta es simple, al elegir una clase [] de caminos de Ty a Z; en X, obtenemos un
isomorfismo u : m (X, Zp) — m (X, Z;1) dado por ula] = [ * a * ], con el cual tenemos el

siguiente diagrama conmutativo

87
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-~ P# .
m (X, Zp) m (X, z¢)
u v
~ P
m(X. ) m (X, o)

Aqui, v[8] = [(pg[7]) *B* (px[7])]- Pero px[7] es un lazo en X, y por lo tanto un elemento
de m (X, o). Por lo que podemos ver que las imdgenes de 7?1(_,?: To) ¥y m(X, 71) bajo ps

son subgrupos conjugados de m (X, zg).

Después, surge la siguiente pregunta, ;podemos obtener cada subgrupo en la clase de
conjugacion del subgrupo p#(m(}?, Tp)) como la imagen pg(m ()—(:‘ 7)), para algin punto
71 € p~'(z0)? La respucsta es si. Para ver esto, notemos que cualquier subgrupo en
esta clase de conjugacién es de la forma [@] = [p#(m(f,ig))] % [a] para algin elemento
la] € m (X, z0). Elegimos un representante f : I — X de la clase [a]. Por el Teorema
1.2.3 existe un tnico levantamiento ¢ : I — X de f que comienza en y. Sea 7; el punto

final de g. Entonces

py(m(X.Z1)) = [@] * [pg(mi (X, T0))] * [a].

Podemos resumir lo anterior en el siguiente teorema.

Teorema 5.0.2. Sea (Xm,p) un espacio cubriente de X vy sea 1o € X. Entonces los
subgrupos p#(rrl[.i:,i?)L para T € p~'(zg), son exactamente una clase de conjugacién de

subgrupos de 71 (X, z).

Ya vimos en el Capitulo 4 algo acerca del levantamiento de caminos en X hacia un espacio
cubriente X. Ahora veremos el problema andlogo para funciones de cualquier espacio Z
en X. Por cuestiones de comodidad y claridad, utilizaremos la siguiente notacion: si X
v Z son espacios topologicos, x € X y z € Z, entonces la notacion f : (X,z) — (Z.z)
quiere decir que f es una funcion continua de X en Z tal que f(z) = z. Con esto en
mente podemos plantear nuestra principal pregunta de la siguiente manera.

Sea ()_\'J'._p) un espacio cubriente de X, T, € X, 2= p(To). 20€Zy f:(Z,z0) = (X, 20)
una funcién continua. (Bajo qué condiciones existe una funcion f (Z, %) — (}"\’: ,Tp) tal

que el diagrama
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T

(2, 20) ——F— (X, z0)

es conmutativo?

Es sencillo encontrar una condicidn necesaria para la existencia de dicho levantamiento
f si tomamos en consideracion los grupos fundamentales de los espacios involucrados.
Si suponemos que [ existe, entonces obtenemos el siguiente diagrama conmutativo de

grupos y homomorfismos

m (xY, i?'u)
Fu
% P4
m(Z, %) m1(X, 20)
u

Como por el Teorema 5.0.1 px es un monomorfismo, la existencia de un homomorfismo
_f# :m(Z,20) = ™ (X . Zy) que haga el diagrama conmutativo, es exactamente equivalente
a la condicién de que la imagen de fu esté contenida en la imagen de py.

Esta es la condicién que estabamos buscando, v lo sorprendente es que es una condicién

necesaria y suficiente como veremos a continuacion.

Teorema 5.0.3. Sean X, X v Z espacios topoldgicos con Z localmente conexo por ca-
minos. Sean p : (X,%o) — (X, zo) una aplicacién cubriente y [ : (Z, z) — (X, ) una
funcién continua.

Entonces [ admite un unico levantamiento f (Z,2z) = (f, Tg) si, y s6losi fu(m(Z, z0)) C
p(m (X, Fo))-

Demostracion. Supongamos primero que [ admite un tinico levantamiento f.
Como [ es un levantamiento, se cumple que po f = f, y pasando a los homomorfismos

indueidos obtenemos

fa(m(Z,20)) = (P o au(m(Z, 20)) = pe(fe(m(Z, 20))).
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Ademads es claro que f#(ﬁl(Z, 2p)) C ﬂl(f,EU), por lo que aplicando el homomorfismo

p4 obtenemos p#(f#(ﬂl(,z: 2p))) C pa(m (X, x0)), 0 lo que es lo mismo

fe(m(Z, 20)) C pg(m(X,Z)).

Reciprocamente, supongamos ahora que f : (Z, z9) = (X, z¢) es una funcién continua tal
que f«(m1(Z,20)) C p#(wrl()?, %p)) y veamos como construir el levantamiento f de /.
Dado que Z es conexo por caminos, para cada z € Z podemos encontrar un camino
g. : I — Z que comience en z; v termine en 2. Luego, como f es una funcién conti-
nua, f o g, es un camino en X de zy a f(z), por lo que existe un 1inico levantamiento
ﬁ;:!afdefog; t.alquempo(}?é):fog:{(m&=ig.

Definamos entonces la funcién f: Z — X dada por f(z) = (f ¢ ¢;)(1) para cada z € Z.
Dicho de otra manera, a cada z € Z le asociamos el punto final del levantamiento m:.
Veamos que festé. bien definida, es decir, que f(z) no depende de la eleccion del camino
g.. Para ello consideremos que h. : I — Z es otro camino de z; a z, tal que las clases de
equivalencia [g.] y [h.] son distintas. Notemos que dado que h. y g. comparten puntos
inicial y final, el camino g. * k. es un lazo en Z basado en 2y, por lo que la clase de equi-
valencia [g. * h.] es un elemento de m;(Z, z); y por hipétesis fulg: * h:] € p#(rl(f, Zo)).
o lo que es lo mismo, [f o g.] * [f 0 ] € pu(mi(X, To)).

El levantamiento del lazo (f 0 g.) * (f o h.) es un lazo en X basado en o, lo que nos dice
que los levantamientos }Fc;-g}: v m que comienzan en T, tienen el mismo punto final,
concluyendo asi que f estd bien definida.

Ahora veamos que f es continua.

Sea z € Z y sea U una vecindad abierta de f(::) Elijamos una vecindad elemental U’ de
p(f(z)) = f(z) tal que U' C p(U). Llamemos V a la componente de p~*(U’) que contiene
a m(z) y tomemos una vecindad elemental U” de f(z) tal que U"” C p(U N V). Denotemos
por B a la componente de p~'(U”) que est4 contenida en U NV. Como f es continua y Z
es localmente conexo por caminos, podemos elegir una vecindad W conexa por caminos
de z tal que f(W) c U".

Sea w un punto cualquiera de W, v : I — W un camino que comience en : y termine en
w, v sea h: I — Z un camino que comience en z; y termine en z.

Puesto que po (m) = fovyy fo~ esun camino en B, notamos que el levantamiento
de [ o~ debe coincidir con ((p|g) ™t o f) 0.

Luego, por la unicidad de levantamiento de caminos, el punto final del levantamiento de

f o (h =~) debe coincidir con (pls) " (f(w)). es decir. tenemos que

—

Flw) = (fo(h+))1) = (pla)" (f(w)) = ((pls) " o f) (w).
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Y dado que esto es valido para cualquier w € W, siempre se cumple que

ﬂw - (PIB)_l o flw.

Asi, f|w es continua, pues f es continua y p|g es un homeomorfismo.
Mas ain, como este razonamiento es vélido para cualquier z € Z y W depende de z,

concluimos que [ es continua. O

Este teorema es una bella ilustracion de la estrategia general utilizada en topologia alge-
braica: un problema puramente topoldgico, como lo es en este caso la existencia de una
funcién continua satisfaciendo ciertas condiciones, es reducido a un problema puramente

algebraico.

Para concluir, veremos a continuacién algunas definiciones y resultados sobre espacios
cubrientes que son de gran utilidad para conseguir mas informacién sobre los distintos

espacios cubrientes de un espacio topolégico X.

Definicién 5.0.4. Sean (X;.p;) y (fg p2) espacios cubrientes de X . Un homomorfismo
de espacios cubrientes es una aplicacién continua ¢ : X 1 — zi:g tal que el siguiente

diagrama conmuta:

m P2
X

De esta definicion se desprende inmediatamente que si (.5{' ,p) es un espacio cubriente
para X, entonces el mapeo identidad Idg : X — X es un homomorfismo de espacios

cubrientes.

Definicién 5.0.5. Un homomorfismo ¢ de (fl,pl} en sz-z,pg) es llamado isomorfismo
de espacios cubrientes si existe un homomorfismo ¢ de ()?2., p2) en (jf'l, p1) tal que las
composiciones ¢ o ¢ y ¢ o ¢ son las identidades en sus respectivos espacios. Diremos que
dos espacios cubrientes son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos. Llamaremos
automorfismo de espacios cubrientes a un isomorfismo de un espacio cubriente sobre

si mismo.
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Notemos que un homomorfismo de espacios cubrientes es un isomorfismo si y sdlo si es
un homeomorfismo.
El conjunto de todos los automorfismos de un espacio cubriente (X . p) es claramente un

grupo con la operacion de composicion de funciones. Denotamos a este grupo por A(X, p).

El siguiente lema es un caso especial del Lema 4.2.2.

Lema 5.0.6. Sean g y (; homomorfismos de ()?1:3)1) en ()?2,;02), Si existe algun punto
z € X1 tal que po(z) = ¢1(z), entonces g = 1.

En particular, si ¢g = ¢ es un automorfismo y ¢, = Id ; es la identidad en X , obtenemos
el siguiente resultado.

Corolario 5.0.7. El grupo A()?,p) opera sin puntos fijos en el espacio X, es decir, si
P E Q(X .P) ¥ ¢ no es el homomorfismo identidad, entonces ¢ no tiene puntos fijos.

El siguiente lema es un caso especial del Teorema 5.0.3.

Lema 5.0.8. Sean ()?1.. n)y ()Z'g, p2) espacios cubrientes de X, v sean Z; € 5{'1, Tp € X’g,
puntos tales que p;(%;) = po(%,). Entonces existe un homomorfismo ¢ de (X;.p;) en

(i;g,pg) tal que p(T;) = T5 si y sdlo si

Pl#(“l(fhfl)) C Pz#(ﬁl()?:effz))-

El proximo corelario es una consecuencia directa del Lema 5.0.8, la definicion de isomor-

fismo, ¥ el Corolario 5.0.7.
Corolario 5.0.9. Bajo las hipétesis del Lema 5.0.8, existe un isomorfimo ¢ de (fl,pl)
en ()?2,}92) tal que @(T;) = Ts si y sdlo si

pras(m (X1, 51)) = pag (m1(Xa, ).

Corolario 5.0.10. Sea (5(:.,])) un espacio cubriente de X y 7,73 € p~*(z¢), donde

29 € X. Entonces existe un automorfismo ¢ € A(X. p) tal que ©(Z,) = 9 si y solo si

p(m (X, 51)) C pa(m(X,72)).

El siguiente teorema muestra que las clases de conjugacion de subgrupos mencionadas en

el Teorema 5.0.2 determinan completamente un espacio cubriente hasta isomorfismos.
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Teorema 5.0.11. Dos espacios cubrientes (fl,pl) y (5\;2,})2) de X son isomorfos si y
sdlo si para cualquier par de puntos z; € X1y T2 € Xo, tales que p1(T1) = pa(Z2) = 30, los
subgrupos piz(m (X1,%1)) y pg#('ﬁ'[(.}?z, Ty)) pertenecen a la misma clase de conjugacién
en m (X, xp).

Demostracion. Este resultado se sigue directamente del Corolario 5.0.9 y el Teorema

5.0.2. a

Lema 5.0.12. Sean (.i.;],pl) g ()?g,pz) espacios cubrientes de X, v sea ¢ un homomorfis-
mo del primer espacio cubriente en el segundo. Entonces ()? 1,%) es un espacio cubriente

de Xz.

Demaostracion. Veamos que @ es sobreyectiva.

Sea y un punto de X,. Tomemos Z; € X; arbitrario, y sean To = (1), g = p(T1) =
p2(T2). Elijamos un camino f en X, que comience en T, y termine en y. Entonces g = poo f
es un camino en X que comienza en pa(Z2) = xo y termina en po(y). Como p; es cubriente,
existe un iinico camino h en )?1 con punto inicial z; tal que p; o h = g; llamemos z al
punto final de i. Dado que poh y f tienen el mismo punto inicial y pp(goh) = g = pao f,
concluimos por la unicidad del levantamiento que ¢ o h = f. Es decir, ¢(z) = y, por lo
que ¢ es sobreyectiva.

Veamos ahora que ¢ es cubriente.

Primero que nada, notemos que para cualquier punto 2 de X existe una vecindad lo-
calmente conexa por caminos U que sirve como vecindad elemental para ambos espacios
cubrientes. Podemos obtener dicha vecindad simplemente considerando vecindades ele-
mentales /; v U de z para (fl.pl) y (fz,pz) respectivamente, v entonces elegimos U
de tal manera que sea conexo por caminos, contenga az y U C Uy N Us.

Asi, sea z € 22 y sea UU una vecindad localmente conexa por caminos de x = pa(z) tal
que es elemental para los dos espacios cubrientes, y llamemos W a la componente de
p> 1 (U) que contiene a z. Entonces I es una vecindad elemental para 2, y por lo tanto ¢

es cubriente. 0

Sea (X.p) un espacio cubriente de X tal que X es simplemente conexo. Si (X', p') es
cualquier otro espacio cubriente de X, entonces por el Lema 5.0.8, existe un homomor-
fismo ¢ de (f p) en (X'.p), y por el Lema 5.0.12, (X, p) es un espacio cubriente de X".
Es decir, X puede ser un espacio cubriente para cualquier otro espacio cubriente de X.

Por esta razén, un espacio cubriente simplemente conexo es llamado espacio cubrien-
te universal. Mas ain, el Teorema 5.0.11 nos asegura que cualquier par de espacios

cubrientes universales de X son isomorfos.



Apéndice A

Teorema de Tychonoff

El teorema de Tychonoff establece que el producto de espacios compactos, es compacto
en la topologia producto. Es un teorema fundamental en topologia v en matematicas en

general, por lo que presentaremos aqui las principales ideas para su demostracion.

La demostracion del teorema de Tyvchonoff se basa principalmente en el siguiente teorema.

Teorema A.l. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es compacto si y solo si cada
coleccion C de subconjuntos cerrados en X que tiene la propiedad de la interseccion finita

cumple que [ C # 0.
cec

Demostracion. Ver [1]. paginas 169-170. O

Lo primero que haremos serd analizar un poco como funciona este resultado en espacios
producto. para lo cual consideremos el producto de dos espacios compactos X; x X, v
supongamos que A es una coleccion de subconjuntos cerrados de X; x X3 que tiene la
propiedad de interseccién finita.

Ahora. considerando la proveccién 7 : Xy x Xo — X, dada por m(zy, x2) = 2. es claro
que la coleccién {m (A) | A € A} de subconjuntos de X tiene la propiedad de intersec-

cién finita y por ello, como X; es compacto, se cumple ademds que [ m(A) # 0. De
AeA
manera analoga obtenemos que [ m(A) # (). donde 75 es la proyeccién sobre Xs.
AeA

Entonces, si elegimos dos puntos 1 € (| 71(A) v 2 € [) m2(A4), lo que esperarfamos
AgA AcA
que ocurriera es que el producto de ambos puntos se encuentre en la interseccion de todos
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los subconjuntos A, es decir, (z1,z2) € (] A. Desafortunadamente esto no siempre ocurre
A€A
como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.2. Sean X; = X, = [0,1] y sea A la coleccién de todas las regiones elipticas

cerradas contenidas en [0, 1] x [0,1] cuyos focos son los puntos p = (3,3) v ¢ = (

Notemos que A tiene la propicdad de interseccion finita pues [) m(A) =
AeA

N m(A) =[5, 2].

AcA

Ademés, es claro que puntos como (3, ) o (3, 2) pertenecena [ A, porloque [ A # 0.
AeA AeA

En cambio si elegimos 21 = § y 23 = § se cumple que 21 € (| m(4) y 22 € (] m(A),

AcA AcA
sin embargo (3,1) ¢ N A
AcA

Como podemos apreciar en casos como este, obtenemos una amplia libertad para elegir

los puntos z; ¥ zs, lo cual nos permite realizar elecciones inadecuadas.

Una manera para solucionar este problema, es simplemente extender la coleccién A man-
teniendo la propiedad de interseccion finita de tal manera que nos obligue a realizar una
eleccion adecnada. Por ejemplo, extendamos la coleccién A del ejemplo anterior a la co-
leccion D que consiste de todas las regiones elipticas cerradas contenidas en [0, 1] x [0, 1]
de tal manera que uno de sus focos es p y el otro se encuentra sobre el segmento pg. Esta

nueva coleccién conserva la propiedad de interseccién finita y notamos que

N mD)={i}y N m(D)= {1},

DeD DeD

por lo que la tnica eleccion que podemos realizar es la de 7 = % y ¥2 = 3. Lo cual en

esta situacion es correcto, puesto que (| D ={(3.1)}.
DeD

En vista de lo anterior, si planeamos elegir alguna extension de la coleccién inicial, lo
maés indicado es escoger la coleccion mas grande posible que conserve la propiedad de
interseccién finita.

Para ello utilzaremos el lema de Zorn, el cual enunciaremos a continuacion y cuya demos-

tracion omitiremos para fines préacticos.

Lema A.3. (Lema de Zorn). Sea A un conjunto parcialmente ordenado en el cual cada

cadena tiene una cota superior, entonces A tiene un elemento maximal.
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Con el lema de Zorn como nuestra herramienta, podemos dar paso a mostrar dos resul-

tados que utilizaremos en la demostracion del Teorema de Tychonoff.

Lema A.4. Sea X un conjunto, sea 4 una coleccién de subconjuntos de X que tiene la
propiedad de interseccion finita. Entonces existe una coleccion D de subconjuntos de X
tal que A C D, D tiene la propiedad de interseccién finita y si D C £, con £ conservando
dicha propiedad, implica que D = £.

Demostracion. El conjunto al cual le aplicaremos le lema de Zorn no es un subconjunto
de X ni una coleccion de subeonjuntos de X, es mas bien un conjunto cuyos elementos
son colecciones de subconjuntos de X. Asi que llamaremos superconjuto de X a un
conjunto cuyos elementos son colecciones de subconjuntos de X. Denotaremos por A al
superconjunto de X que consiste de las colecciones B de subconjuntos de X tales que
A C B y B tiene la propiedad de interseccion finita. Utilizaremos la inclusion (C) como
nuestra relacion de orden parcial en A y probaremos que A tiene un elemento maximal
D.

Sea B una cadena en A y sea C = J B. Es claro que C es una cota superior para B pues
BeB
B C C para cada B € B. Veamos entonces que C tiene la propiedad de interseccion finita.

Sean C,...,C, elementos de C. Como C es la union de elementos de B, para cada
1 < i < nexiste B; € B tal que C; € B,. El superconjunto {B;,... ,B,L} esta contenido
en B por lo que es totalmente ordenado con la relacion de inclusion. Ademas como es un
conjunto finito, existe 1 < & < n tal que B; C By, para toda i = 1....,n. por lo que cada
C. es un elemento de B;.

Entonces dado que By tiene la propiedad de interseccién finita, se sigue que [ C; # 0,
por lo que C tiene la propiedad de interseccion finita. Asi, como C es una cota 1superior

de B, por lema de Zorn se concluye que A tiene un elemento maximal D respecto a la

propiedad de interseccion finita. O

Lema A.5. Sean X un conjunto y D una coleccion de subconjuntos de X que es maximal

respecto a la propiedad de interseccion finita. Entonces

1. Cualquier interseccién finita de elementos de D es un elemento de D.

2. Si A es un subconjunto de X que intersecta a cada elemento de D. entonces A es

un elemento de D.

L

Demostracion. 1. Sean Dy,....D,, elementos de D y sea B = [ D;. Consideremos la
i=1

coleccién € = DU {B} y veamos que £ tiene la propiedad de interseccidn finita.



Apéndice A. Teorema de Tychonoff 97

Sean F....,FE, elementos de £.

Si By # B para toda k = 1,....n, entonces Fy € D para toda k, por lo que
N Ex #0.
k=1

Si E; = B para alguna 1 < j < n, entonces E; = (| D; por lo que

A B = (Ij]E") n (n Di) £,

k=1 : i=1
kZj
Por lo tanto £ tiene la propiedad de interseccion finita.

2. Consideremos ahora &€ = DU {A} y sean Ey, ..., E, elementos de &.
Si E, # A para toda £k = 1....,n, entonces F, € D para toda k, por lo que

N Ex # 0.

k=1

Si E; = A para alguna 1 < j < n, entonces por i) se tiene que £ = (| E; € D.
k=1
k2

Luego como A intersecta a cada elemento de D, tenemos que

EEo

E. = ﬂEL 04%@
k=1

k s
kg

1

Por lo tanto £ tiene la propiedad de interseccién finita, y dado que D es maximal,

concluimos que A es un elemento de D ya que £ = D.
O

Ya estamos preparados para enunciar y demostrar el Teorema de Tychonoff.

Teorema A.6. (Teorema de Tychonoff). El producto arbitrario de espacios topolégi-

cos compactos, es compacto respecto a la topologfa producto.

Demostracion. Sea X = [] X,, donde X, es un espacio topoldgico compacto para cada
acJ
a € J y sea A una coleccién de subconjuntos de X con la propiedad de interseccion finita.

Nuestro objetivo es probar que (] A # 0.
AcgA
En virtud del Lema A.4, podemos elegir una coleccién D de subconjuntos de X tal que

A C Dy D es maximal respecto a la propiedad de interseccién finita. Asi pues, bastard

ver solamente que [ D # 0.
DeD .
Sea 7 : X — X, la proyeceion usual para cada o € J y sea D, = {m.(D) | D € D}.

Notemos que D, es una coleccién de subconjuntos de X, con la propiedad de interseccion
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finita.
Como X, es compacto para cada « € .J, por el Teorema A.1 podemos elegir elementos

I, € X, tales que z, € [ mo(D) para cada a € J. En base a esto, definamos al elemento
deD

T = (24)aes y veamos que z € D para cada D € D.

Sea U, un conjunto abierto en X, tal que z, € U, para cada a € J y sea D un elemento
cualquiera de D. Como z, € m,(D), tenemos que U, N 7,(D) # 0, por lo que existe
Yo € X, tal que yo € Uy N7,(D). Mas atin, existe y € X tal que m,(y) = yo v ademés

y € 7' (Us) N D, lo cual implica que 7 '(U,) intersecta a cada elemento de D.

Entonces por 2 del Lema A.5, sabemos que #n;'(U,) € D.

Luego, como cada bésico de la topologia producto en X que contiene al punto z es una
interseccién finita de sub bésicos de la forma 7 '(U,), concluimos por 1 del Lema A.5,
que cualquier basico que contiene a = es también un elemento de D. Asi, por la propiedad
de interseccion finita de D, tenemos que cualquier elemento de D intersecta a cada basico

que contiene a z, por lo que = € D para cada D € D, implicando de esta manera que

N D #0.

DeD
Finalmente, dado que D, es maximal respecto a la propiedad de interseccidn finita, con-

cluimos por el Teorema A.1 que X es compacto.
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