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Introduccion

En fisica, un sistema Hamiltoniano es un sistema conservativo, es decir, un sistema dinami-
co en el que la energia se conserva, determinado por una funcion escalar llamada el Ha-
miltoniano la cual representa la energia del sistema. En este trabajo se estudiaran cierto
tipo de sistemas Hamiltonianos llamados sistemas Hamiltonianos SO(3)-invariantes. Para
ello, es necesario definir el concepto simetria de un sistema, la cual se define como un
difeomorfismo que deja invariante al retrato fase. En particular, el conjunto de simetrias
de un sistema tiene estructura de grupo, por lo que es posible estudiar los sistemas
Hamiltonianos cuyvo grupo de simetrias es SO(3), estos son los sistemas Hamiltonianos
SO(3)-invariantes o sistemas Hamiltonianos rotacionalmente invariantes. El objetivo de
este trabajo es estudiar algunos sistemas Hamiltonianos que tienen como grupo de si-

metrias a SO(3).

En el Capitulo 1 presentaremos la teoria bésica de grupos y algebras de Lie, centran-
donos en los conceptos de grupo de Lie matricial y algebra de Lie asociada a un grupo
de Lie matricial, y resultados de estos, con el propésito de introducir al grupo especial

ortogonal en R® v a su algebra de Lie s0(3).

Maés adelante, en la primera parte del Capitulo 2, se presentan los conceptos de repre-
sentacion de un dlgebra de Lie y representacion de un grupo de Lie en un espacio vectorial,
junto con algunas propiedades que estas poseen. En la segunda parte de este capitulo se
introduce el concepto de accién de un grupo en un conjunto. junto con conceptos re-
laciones como el operador de promedio de una accién y los generadores infinitesimales
de una accion, los cuales nos seran de utilidad en los capitulos posteriores al estudiar v

caracterizar a las funciones. campos y sistemas so(3)-invariantes.

Posteriormente en el Capitulo 3 procederemos a desarrollar los elementos necesarios
para obtener la medida de Haar en SO(3) mediante una parametrizacion de los elementos

de SO(3) en término de los dngulos de Euler.
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Durante el Capitulo 4 nos enfocaremos a estudiar las acciones candnica y diagonal
de SO(3) en R? y RS respectivamente, ya que estas son las acciones que consideraremos
en el ejemplo de reduccién y reconstruccién de soluciones de un sistema Hamiltoniano

s0(3)-invariante.

Por ultimo, en el dltimo Capitulo 5 estudiaremos qué es un sistema Hamiltoniano
SO(3)-invariante, nos haremos uso de los resultados obtenidos en los capitulos anteriores
para dar un método de reduccion de un sistema Hamiltoniano rotacionalmente invariante
en R®, junto con un método de recontruccién de soluciones a partir de soluciones del
sistema reducido, y realizaremos los cdlculos correspondientes para encontrar la solucién

en un ejemplo de un sistema Hamiltoniano SO(3)-invariante en RS.



Capitulo 1

Grupos y algebras de Lie matriciales

El propésito de este capitulo es introducir los conceptos de grupo de Lie matricial y
dlgebra de Lie asociada a un grupo de Lie matricial, estudiar algunos conceptos y resul-
tados importantes relacionados a estos, los cuales serdn utilizados frecuentemente en los
capitulos posteriores, y presentar los ejemplos clasicos de grupos de Lie y sus respectivas
algebras de Lie asociadas, entre los cuales se encuentra el grupo SO(3) v su dlgebra de
Lie so(3).

Para cumplir con dicho propésito, el desarrollo de este capitulo serd el siguiente. Pri-
mero se estudiara la teoria general de dlgebras de Lie. Posteriormente se introduciré el
concepto de grupo de Lie matricial y los efemplos clasicos de grupos de Lie matriciales.
Mas adelante se presentara la definicién de la exponencial y el logaritmo de una matriz,
junto con algunas propiedades de estas funciones, seguido de la definicién del dlgebra de
Lie de un grupo de Lie matricial, ¥ los ejemplos de las dlgebras de Lie asociadas a los

ejemplos clasicos de grupos de Lie matriciales presentados previamente.

1.1. Algebras de Lie

Antes de definir el concepto de grupo de Lie matricial y definir el algebra de Lie asociada
a un grupo de Lie matricial, es conveniente presentar la teoria basica de dlgebras de
Lie, junto con algunos conceptos importantes relacionados a estas, los cuales pueden

consultarse en [1, 2].
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1.1.1. Defincion de algebra de Lie

A continuacién se presenta una definicién de dlgebra de Lie, la cual fue tomada de [1].

Definicién 1.1.1. Un délgebra de Lie, es un par (g, |, ]), donde g es un espacio vectorial
sobre un campo F, junto con una operacion binaria [, | : g X @ — g, llamada corchete de

Lie, la cual, para cualesquiera X,Y.Z € g y a € IF, cumple las siguientes propiedades:

(1) Linealidad:
[X +aY,Z] =X, Z] + alY, Z].

(1) Antisimetria:
[X,Y]=~[Y, X].

(111) Identidad de Jacobi:

[X.[¥. 2]] + [V, [2, X]] + [Z.[X, Y]] = 0.

A partir de la propiedad de linealidad v la propiedad de antisimetria se sigue que
(X, Y+aZ]l==Y+aZ X]=-[V.X]-alZ, X] = [X,Y]+a|X, Z],

por lo que el corchete de Lie es en realidad una operacion bilineal.

En general, se denotara al dlgebra de Lie (g, [, ]) tinicamente como g siempre que sea

claro cual es la operacién definida en g.

Ejemplo 1.1.2. R es un dlgebra de Lie si se dota con el corchete de Lie trivial:

x,¥y]=0 VYx,y €R.

En este ejemplo, es claro que el corchete definido en R satisface las propiedades de
linealiad, antisimetria y la identidad de Jacobi, por lo que en efecto, (R,[ , ]) es un

dlgebra de Lie.

Notemos que en el ejemplo anterior, es posible cambiar R por cualquier otro espacio
vectorial g y se mantiene que el par (g,| , ]) es un dlgebra de Lie. Es decir, cualquier
espacio vectorial g es un dlgebra con el corchete de Lie trivial. Por otra parte, en estas

dlgebras se satisface que [X,Y] = [Y, X] = 0 para cualesquiera X,Y € g. Las dlgebras
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de Lie con esta propiedad son llamadas dlgebras de Lie abelianas, y en general, se dice
que dada cualquier dlgebra de Lie b, dos elementos Hy, [{s € § conmutan si v sélo si
[Hl. Hg] — 0

Ejemplo 1.1.3. Sea M, x,(R) el espacio vectorial de las matrices de n x n con entradas
en R y el producto usual de matrices. M,xn(R) junto con el corchete [ , | : Myyn(R) —
Mxn(R) definido por [X,Y] = XY —Y X forma un dlgebra de Lie. Para probar que, en
efecto, (Mypxn(R), [ . ]) es un dlgebra de Lie, es necesario demostrar que [ , | satisface las
propiedades de un corchete de Lie. Para ello, basta ver que M, y,(R) con el producto y
suma usual de matrices, es una dlgebra asociativa. Esto porque en el Teorema 1.1.5, que
aparece a continuacion, se demuestra que en toda dlgebra asoctativa existe una estructura
de corchete de Lie natural dada por el conmutador de elementos en el dlgebra, definido
por (1.1), y el corchete definido en este ejemplo coincide con el conmutador en el dlgebra
asociativa (M, (R),-).

Definicién 1.1.4. Sea (V, %) un dlgebra asociativa. Definamos el corchete [ ,]:V xV —
V' por
X, Y]=X+Y -V X (11

para cualesquiera X, Y € V. El corchete definido de esta manera es llamado el conmutador
de X y Y.

Teorema 1.1.5. Toda dlgebra asociativa (V,*) es un dlgebra de Lie con el conmutador

como corchete de Lie, definido por (1.1).

Demostracidn. Sea (V, *) un algebra asociativa y sean X, Y, Z € V, o, 8 € F. A partir de

la definicién del conmutador, tenemos que

X+aY,Z]=(X+aY)*Z—-Z+(X +aY)
=XxZ+a¥Y*xZ—-ZxX —ZxaY)
=XxZ-ZxX+alY*xZ—-2ZxY)
= [X, Z] + oY, Z],

Asi, el conmutador es una operacion lineal en V. Ademas, es claro que

[X. Y] =XsY Y X=—(—XsY4+Y5X) ==V X—-X=¥)=-[V, X],
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por lo que el conmutador es una operacion antisimétrica, y utilizando la propiedad de

asociatividad del producto en V, se tiene lo siguiente:

[X,[Y,Z]|=[X.Y*Z - ZxY]
= Ko (FeF—=Zu¥)={¥Fel = Zu¥)eX
=Xx(Y*Z)-X*x(ZxY)-(Y*Z)s X+ (ZxY)*x X
(X V)62~ (X s Z)aY — (Y 2o X + (ZRY)uX.

Por lo anterior, es claro que

X, Y. Z)|+ Y. [ Z,X]|+ [Z,[X,Y]| = (X« Y)*xZ - (X *xZ)*Y — (Y x Z)x X
L (ZaY) X+ (Y eZ)s X - (Y xX) %2
—(Z*xX)*xY +( X+ Z)xY +(Z*xX)xY
—(Z*xY)x X - (XxY)*xZ - (Y*xX)*xZ

=0

Lo cual implica que el conmutador satisface la identidad de Jacobi. Por lo tanto, el

conmutador es un corchete de Lie en V', y asi, (V, [ , ]) es un algebra de Lie. [ ]

Este teorema es de gran utilidad va que permite construir algebras de Lie a partir de

algebras asociativas.

Definicién 1.1.6. Una subdlgebra de Lie h. de un dlgebra de Lie g, es un subespacio

vectorial de g cerrado bajo el corchete de Lie, es decir, si X,Y € b entonces [X,Y] € h.

De la definicién anterior se sigue que si  es una subdlgebra de Lie de un algebra de

Lie g, en particular, h es un algebra de Lie.

Definicién 1.1.7. Una subdlgebra b de un dlgebra de Lie g es un ideal eng si [X. H| € b
vYXegyVHED.

Notemos que el espacio total y el espacio nulo siempre son ideales de cualquier dlgebra

de Lie g.

Ejemplo 1.1.8. El espacto vectorial de las matrices triangulares superiores de n x n con
entradas en R es un ideal del dlgebra de Lie de matrices de n x n con entradas en R con

el conmutador como corchete de Lie (Ejemplo 1.1.3).
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Para ver lo anterior, notemos que pare cualesquiera dos matrices X,Y € M, .,(R)
triangulares superiores, se satisface que [X,Y] = XY — Y X es una matriz triangular
superior, pues la suma y el producto de matrices triangulares superiores son de nuevo

matrices triangulares superiores.

Un algebra de Lie g es llamada irreducible si satisface que sus tnicos ideales son {0}
y g. Un algebra de Lie se dice ser simple si es irreducible y dim(g) > 2.
Definicién 1.1.9. El centro de un dlgebra de Lie g es el conjunto de todos los X € g

tales que [X, Y] =0VYY € g, el cual se denota como C(g).

A partir de la definicién del centro de un algebra de Lie g, es claro que C'(g) # 0 para

cualquier algebra de Lie g. Esto se debe a que
0,Y]=[0+0,Y]=[0,Y]+[0,Y] = [0,Y]=0VY €g,

lo que implica que 0 € C(g), y asi C(g) # 0. Més atin, el centro de g es un ideal de g.

Definicién 1.1.10. Si gy y g2 son dlgebras de Lie, la suma directa de gy y 9o es la suma

directa de los espacios vectoriales g; y go con la operacion:
[(Arl'. XZ) (Y}.'. Y?)] = ([‘le'l y'i]: ng': Y2])

Si g, v g, son subélgebras de Lie de una élgebra de Lie g, se dice que g se descompone
como suma directa de las dlgebras de Lie g, v g. si g es suma directa de g, v g. como

espacios vectoriales y [X7, X3] = 0 para cualesquiera X; € g, y X € g,.

1.1.2. Algebras de Lie clasicas

En esta seccion se presentan algunos ejemplos importantes de algebras de Lie, las cuales
son conocidas como algebras de Lie clasicas, que serdn utilizadas en las secciones poste-
riores de este capitulo. En cada uno de estos ejemplos, V' es un espacio vectorial finito

dimensional sobre un campo F.

El dlgebra general lineal
El espacio de todos los operadores lineales de V', el cual de ahora en adelante denotaremos

como gl(V), es un dlgebra asociativa respecto a la composicién de operadores. Por el
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Teorema 1.1.4 se tiene que gl(V') es un algebra de Lie con el corchete de Lie dado por el

conmutador, es decir, (gl(V'),[ , ]) es un dlgebra de Lie llamada el dlgebra general lineal.

A partir de la definicién de un subdlgebra de Lie, es claro que cualquier subespacio
S de gl(V') que sea cerrado bajo el conmutador es un élgebra de Lie. En los siguientes
cjemplos de algebras de Lie cldsicas se usara este hecho para comprobar que efectivamente

cada una es un algebra de Lie.

El dlgebra especial lineal
Antes de hablar del dlgebra especial lineal de V' es necesario recordar la definicion de la
traza de un operador lineal en V. Para ello, sea T € gl(1') y sea B una base de V. Se
define la traza de T como

t(T) = tr((T]5)

donde [T]g es la representacion matricial de T respecto a la base B. Es bien conocido

que el valor de la traza de [T]g no depende de la base elegida. [1]

Sea s[(V') el conjunto de todos los operadores de traza cero en gl(V'). Sean Ty, T, € sl(V')

arbitrarios, por propiedades de la traza se tiene que
tI'([TI}Tg]) = tI'(Tl o Tg = Tg o T]) = tI‘(Tl o Tg) - t[‘(Tg o Tl) =0

lo que implica que [T1,72] € sl(V) para cualesquiera T7.75 € sl(V), es decir, sl[(V) es
un subconjunto de gl(V') cerrado bajo el conmutador. Por lo anterior (sl(V'),[,]) es un

algebra de Lie, llamada el algebra especial lineal de V.

El algebra ortogonal

Para definir al algebra ortogonal de un espacio vectorial V' sobre R, es necesario recordar
algunos conceptos de operadores usados en algebra lincal. Un producto interior, es una
transformacién ( , ) : V x V — R tal que para cualesquiera u.v,w € V y a € F se

satisfacen las siguientes propiedades:

1. (v, w) = {w,v),
2. (u+v,w) = (u,w) + (v,w),

3. (av,w) = a(v,w).
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Notese que la propiedad 1 establece que el producto interior es simétrico, y por las

propiedades 2 y 3 se sigue que
(u, v+ aw) = (u,v) + o(u, w),

por lo que el producto interior es un operador bilineal.

Sea (V, (, )) un espacio vectorial con producto interior. Dado un operador 7' € gl(V) se
define 7' : V. — V, llamado el operador transpuesto de 7", como el operador que satisface

la siguiente relacion:
(T(v), w) = (v,T"(w)) (1.2)

para cualesquiera v, w € V.

Un operador lineal T € gl(V') es llamado simétrico respecto a ( , ) si satisface que

T =T" y es llamado antisimétrico respecto a ( , ) si se cumple que 7' = —T'*,

Sea so(V') el conjunto de todos los operadores en gl(V') que son antisimétricos con

respecto a ( , ), es decir,
={Tegl(V) | T4 = T} 5
Por definicién, lo anterior es equivalente a definir a so(1") como

so(V) = {T € gl(V) | (T(v),w) = — (v, T(w)) Yv,w € V}.

Sean 77,75, € so(V) arbitrarios, es claro que

(1, ) (v),w) = ((Th 0 T = T2 0 Th)(v), w) = (Tl(T" ), w) = (Ta(Th(v)), w)
= —(T2(v), Ty(w)) + (Ta(v). T2(w)) = (v. To((Ta (w))) — (v. Th(T2(w)))
= (v, (T o Ty - Ty 0 Ty)(w)) = (v, —[Tl-. i)
_(131 [T1=T2](w))r
lo cual implica que [T7. T3] € so(V) para cualesquiera 7). 75 € so(V'), es decir, so(V) es

cerrado bajo el conmutador. Por lo tanto, (so(V).[ . ]) es un algebra de Lie, llamada el

algebra ortogonal de V.

El dlgebra unitaria

Para introducir ésta dlgebra, es necesario definir lo que es un producto hermitiano en un
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espacio vectorial sobre C. Un producto hermitiano es una funcién (, ) : V x V — C, tal

que para cualesquiera u, v, w € V, a € C se satisface lo siguiente:

1o o) = a),
2. (u+v,w) = (u,w) + (v,w),

3. {av,w) = alv,w).

A partir de las propiedades 1 y 2 se tiene que

(u, aw) = @(u, w).

Un espacio unitario, es un espacio vectorial V' sobre C con un producto hermitiano

(, ) vy una norma dada por ||v|| = /(v,v).

Sea (V, (, }) un espacio unitario sobre C, donde { , ) es un producto hermitiano, v sea
T € gl(V). Se define ¢l operador adjunto de T como el 1inico operador lineal T*: V — V

tal que
(T'(u),v) = (u, T"(v)) (1.3)

para todo v € V.

Un operador se dice ser hermitiano si T* = T'; andlogamente, T se dice ser antihermi-

tiano si T* = —T.

Se denota por su(V') al conjunto de todos los operadores T € gl(V'), que son antiher-

mitianos con respecto a ( , ), esto es:

suV)={T egl(V) | T*=-T}.

Comprobemos que su(V) es un algebra de Lie. Dados Ty, Ty € su(V) cualesquiera, se

tiene que

(1. To)(v), w) = ((Th o To — T 0 T) (v). w) = (T1(T3(v)), w) — (To(T1(v)), w)
= (Ta(v), -Ti(w)) — (T1(v), = Ta(w)) = (v, To(Ta(w))) — (v, T1(To(w)))
= (v, = [Tz, Ti](w)),
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por lo que [T, T3] € su(V), es decir, su(V) es cerrado bajo el conmutador, por lo que
(su(V')[,]) es un élgebra de Lie con el conmutador como corchete de Lie, llamada algebra

unitaria.

El dlgebra simpléctica

Para definir el algebra simpléctica es necesario introducir algunos conceptos. Una forma
bilineal B : V x V' — F se dice ser no-degenerada si para todo v € V tal que B(v.w) =0
para todo w € V, se tiene que v = 0. Es antisimétrica si B(v,w) = —B(w,v) para
cualesquiera v, w € V. Un espacio vectorial simpléctico sobre F, con F = C 6 F = R, es
un par (V,{, }), donde V" es un espacio vectorial sobre Fy { . } : V xV — F es una forma
bilineal. antisimétrica y no-degenerada. Un operador T € gl(V') es llamado hamiltoniano
si satisface lo siguiente:

{T(v),w} +{v, T(w)} =0,

para cualesquiera v, w € V.

sp(V) denota al conjunto de todos los operadores hamiltonianos en gl(1”). Para probar
que sp(V') es un algebra de Lie, sean 71,7, € sp(V) cualesquiera. Por definicion se tiene

que

{1, T (v), w} + {v, [Th, To)(w)} = {(T1 0 T2 — T2 0 Th)(v), w}
+{v, (T1 0 T2 — To 0 T1)(w)}
= {T1(T>(v)). w} — {T2(T1(v)), w}
+ {v, ((T2(w))} — {v, To(Th(w))}
=i,

por lo que [T1.T3] € sp(V), v asi, sp(}') es cerrado bajo el conmutador. Por lo tanto,

(sp(V),[,]) es un élgebra de Lie, llamada dlgebra simpléctica.

Notemos que las dlgebras de Lie clasicas mencionadas en ésta parte de la seccién se
pueden representar como édlgebras de Lie matriciales, tomando la representacion matricial

de cada operador en el dlgebra respecto a una base fija de V.

1.1.3. Homomorfismos de algebras de Lie

En esta parte se presenta la definiciéon de homomorfismo entre dlgebras de Lie, asi como

sus propiedades.
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Definicion 1.1.11. Sean (g,[ , |g) y (b, [, ly) dlgebras de Lie. Una funcién lineal ¢ :
g — b es llamada un homomorfismo de dlgebras de Lie si ¢([X,Y]y) = [o(X),d(Y)]s

para cualesquiera XY € g.

En adicién a la definicién anterior, llamaremos isomorfismo de dlgebras de Lie a un

homomorfismo de dlgebras de Lie que es inyectivo y suprayectivo.

Por otra parte, un homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : (g,[,]) — (8.[,]) es
llamado un endomorfismo de g. Si ¢ : g — g es un isomorfismo, entonces es llamado un

automorfismo de g.

Definicién 1.1.12. Sea g un digebra de Lie real o compleja de dimension finita, y sean
X1, X, ..., X, elementos bdsicos de g como espacto vectorial. Entonces las unicas cons-

tantes cju tales que [X;, Xi] = D L, ¢;uX) son llamadas las constantes de estructura de

a.

A partir de la definicién se puede ver que las constantes de estructura satisfacen las
siguientes relaciones

Cirg + Cjt = 0

n
E (Cjk,'r.'—um T CkitCjtm + C-@jrﬂkfm) =0
I=1

Lo anterior se verifica, a partir de la propiedad antisimétrica de la opercién, de la siguiente

manera

0= [XJ-, ){k] =+ [)(k«. Xg]
= Z Cim X1 + Z Crj1 Xy
I=1 =1

- Z(C;;ka + ct) X1,

=1

lo que implica cji + ¢t = 0 debido a la independencia lineal de la base { X7, X5, .... X,.}.

La segunda igualdad se da a partir de la identidad de Jacobi como se sigue
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0 = [Xe, [, Xil) + X5, [Xes Xl] 4+ (X, X5 X5
= lX,-, Z Cjij; = [‘X.j‘ Z Ckii‘X! *X'k- Z C;‘,j;)(;]
I=1

=1 =1
= Z (ke[ X Xi) + crit X;. Xi) + con[ X, Xi])

= Z ( Cikt Z C'u'mfxm + Cril Z C_',rmem +c Cijt Z Cikim m)

m=1

=2

2

(CJA:ICiIm i CrilCyim + Ca?jfckfm)va

m=] =1
de lo cual se obtiene que Y ,_, (CjkiCitm + CritCjim + CijtCrim) = 0.

La relevancia de las constantes de estructura de nn dlgebra de Lie, es que mediante su
andlisis es posible determinar si existe un isomorfismo entre dos dlgebras de Lie, como se

establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.13. Sean (g, [, |g) ¥ (b, [, |y) dos dlgebras de Lie de dimension n sobre un
campo F. Entonces g y b son isomorfos st y sdlo si existe una base {X,}I-, para g y una
base {Y;}_, para b tales que

=B
C_?kl = Cin

para 1 < i 5.k <n.

Demostracidn, Si existe un isomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — b v se tiene una base
{X,;}, de g, entonces tomando
Y, =9(X))

para 1 <1 < n, se tiene que {Y;}., es una base de b, que satisface lo siguiente
chuh = [¥5, Yil, = [6 (X5), 6 (Xu)], = ¢ (15, Xil, ) = chm

para cada 1 <, 7.k < n. Por lo tanto CEH = ;]-H paral <i,7.k < n.

Ahora bien, si c’fk, = c?,d para 1 < 1.7,k < n, donde c?m v c:?k!, son las constantes de
estructura obtenidas con las bases {X;}I*, v {Y;}/., de g v b respectivamente. Definiendo
¢ :g — bhcomo ¢(X;) =Y paral < i < n, se tiene que ¢ es un isomorfismo de

algebras de Lie, esto es porque dados Z,.Z, € g existen {a,}_, . {8}, C F tales que
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Zy =Y Xiy Zo = Y., BiX;. Solo resta probar que ¢ es un homomorfismo de

dlgebras de Lie. Por cédlculo directo, se tiene que

& ([zl, Zg]g) = (i Z ;B [X;, Xk]u) = Z Z 0B [ X5, Xl

=1 k=1 =1 k=1
O Z Z ;frd (Z C.ET!HX’) Z Z 0 B Z i (X1)
i=1 k=1 j=1 k=1
= Z Z ;B Z Vi = Z Z ;B [V5, Yl
i=1 k=1 i=1 k=1
[Z o J,Zm = [¢(21), $(25)),
para cualesquiera Z;, Zs € g. Por lo tanto, g v h son isomorfos. n

1.2. Grupos de Lie matriciales

En la siguiente seccidn se presentard la definicién general de un grupo de Lie matricial,
ejemplos de grupos de Lie matriciales, junto con algunos conceptos y resultados impor-

tantes.

1.2.1. Definicién de un grupo de Lie matricial

Antes de introducir el concepto de grupo de Lie matricial, vamos a recordar la definicién

de un espacio métrico, la cual estd dada de la siguiente manera.
Definicion 1.2.1. Un espacio métrico es un conjunte M junte con una funcion d :
M x M — R llamada métrica, la cual, para cualesquiera x,y.z € M, satisface las
siguientes propiedades:

(1) d(z,y) 2 0.

(i) d(z,y) =0 si y sélo sixz =y.

(i13) d(z,y) = d(y, z).

(w) d(z,y) =d(z,z) +d(z,y).
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De ahora en adelante. se utilizara la notacion M,,,.,,(C) para referirse al espacio de
todas las matrices de n x n con entradas en C. Procederemos a definir una métrica en
M,,,.(C). para lo cual utilizaremos la norma de Hilbert-Schmidt para matrices definida
como se sigue.

Definicién 1.2.2. Para cada X € M,,,(C) se define la norma de Hilbert-Schmadt de X

como Se Sigue
1

(55

Notemos que la norma de Hilbert-Schmidt de una matriz X se puede calcular como
1
IX]] = (ex(X2))2.

Proposicién 1.2.3. La norma de Hilbert-Schmidt satisface las siguientes desigualdades:

(@) | XY < IXIY],
para cualesquiera X,Y € M, ,,(C).

Demaostracion.
(i) Sean X,Y € M,,,(C). por la desigualdad del tridngulo de la norma en C, se tiene

que

|X +H|“(ZZ|X‘H )i ) Z(ngtﬁ-}mz)

=1 j=1

[

K=

c(Egonrmn) = (Efor) s (E5ow)
= || X + Y.

(ii) Para cualesquiera X,Y € M, «,(C) se tiene que

¥

- (3]

=1 k=1

(g -E8 )

=) 1E)T)

naj=

IA

(zz %,
k=1 j

=1

=1 j=1

13-

)
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por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 2

A partir de la proposicién anterior, es claro que podemos definir una métrica cn

M,,%»(C) mediante la norma de Hilbert-Schmidt de la siguiente manera,
d(X.Y) = [|X =Y

para cualesquiera X,Y € M, x,(C).

Ahora, recordemos la definicién de una topologia en un conjunto M, la cual esta dada

de la siguiente manera.

Definicién 1.2.4. Sea M un conjunto arbitrerio. Una topologic sobre M es una familia

7 de subconjuntos de M con las siguientes propiedades

(i) ber,Mer.
(it) Si{Xa}aer C 7, entonces UaeprXa € 7.

(4i1) Si{X;}., C T, entonces N, X, € .
(M, 7) se llama un espacio topoldgico. y cada elemento de 7 es llamado abierto en M.

Se dice que un conjunto es cerrado en M si su complemento es un abierto en M.

Podemos definir la topologia métrica en M, ,,(C) mediante la métrica inducida por
la norma de Hilbert-Schmidt (ver [18]). De ahora en adelante, al hablar de conjuntos
abiertos o cerrados, continuidad de funciones, y cualquier otra propiedad topoldgica en

M, »(C), lo haremos en base a esta topologia.

Definicién 1.2.5. El grupo general lineal sobre R, denotado GL(n,R), es el grupo de
matrices invertibles de n x n con entradas en R. El grupo general lineal sobre C. denotado

por GL(n,C), es el grupo de matrices invertibles de n x n con eniradas en C.

Notemos que tanto GL(n, R) como GL(n, C) son grupos con respecto al producto usual

de matrices, teniendo como elemento neutro a la matriz identidad.

Definicion 1.2.6. Sea {X,.}men una sucesion de matrices en Myu.,(C). Se dice que
{ X }men converge a una matriz X si cada entrada de X, converge a la entrada co-
rrespondiente de X. Es decir, X, = X si (X,)i; = (X)ij cuando m — oc para toda
Ll g s,
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Ejemplo 1.2.7. Sea {X,,}en una sucesion de matrices en Mayo(C) donde X, estd

] =1
(1 7)
= ]

En este caso como (X1 = (Xm)aa=1YmeN, (X;u)12 = _717, — 0 cuando m — o0 y

dada de la siguiente forma

(Xin)21 = = — 0 cuando m — o0, se tiene que

1 10
Xm = - J=3 =1 cuando m — oo.
L1 01

Se define un subgrupo de GL(n, R) como cualquier subconjunto G de GL(n, R) tal que
la matriz identidad estd en G, y para X, ¥ € G cualesquiera, se tiene que XY € G y
Xrel

A continuacién se presenta la definicién de un grupo de Lie matricial, la cual fue

tomada de [2].

Definicién 1.2.8. Un grupo de Lie matricial es un subgrupo G de GL(n,C) con la pro-
piedad de que si { X, }men €s una sucesion cualquiera en G y X, — X entonces X € G

o X no es invertible.

Nota. Se sigue de la definicion anterior que un subgrupo G de GL(n,C) es un grupo de
Lie si y sélo si G es un subgrupo cerrado de GL(n,C). Esta cquivalencia serd utilizada
mds adelante como criterio para verificar que ciertos ejemplos de grupos son en realidad

grupos de Lie matriciales.

La Definicién 1.2.4 sélo tiene sentido para grupos de matrices. La nocién general de
grupos de Lie se reduce a la Definicién 1.2.4 justo para el caso matricial. La definicién

general de grupo de Lie puede ser consultada en [3, 4].

1.2.2. Los grupos de Lie clasicos

A continuacién se presentan algunos ejemplos importantes de grupos de Lie, los cuales

son conocidos como grupos de Lie clasicos.

El grupo general lineal y el grupo especial lineal
La definicién del grupo general lineal se sigue de la Definicién 1.2.5. Es claro que GL(n, C)

es un subgrupo de si mismo, ya que para cualesquiera X,Y € GL(n,C) entonces X' y
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XY son matrices invertibles. es decir. XY. X~! € GL(n,C). Ademas. dada una sucesion
{Xm}tmen € GL(n,C) tal que X,, — X, es claro que X es una matriz invertible por lo
que X € GL(n,C), o bien, X no es invertible, por lo que GL(n,C) es un grupo de Lie
matricial.

El grupo GL(n,R) se puede pensar como un subgrupo de GL(n,C). Si { X }men C
GL(n,R) es una sucesién que satisface que X,, — X, como (Xm)ij € R para toda
1<, JEsny (Xm)ij — X;, entonces X;; € R. Asi X € GL(n,R) o X no es invertible.
Por lo tanto GL(n.R) es un grupo de Lie matricial.

Se define al grupo especial lineal de V' sobre F, donde F = C o F = R, como

SL(n.F) = {X € GL(n,F) | det(X) = 1}.

Como GL(n,C) y GL(n,R) son grupos de Lie matriciales, para ver que SL(n,C) y
SL(n,R) también son grupos de Lie matriciales tinicamente es necesario probar que si
X,Y € SL(n,F). entonces det(X ') = 1y det(XY) = 1, pues ya se tiene que XY, X! &
GL(n,F). Ahora bien, como det(AB) = det(A)det(B) para cualesquiera A, B € M,,(C)
se tiene que det(XY) = det(X)det(Y) = 1 y como det(/) = 1 también se tiene que
det(I) = det(XX™!) = det(X)det(X ') = det(X ). Por todo lo anterior, XY, X! €
SL(n,F), y asi, SL(n,F) es un subgrupo de GL(n,C).

Sea {X;u}men C SL(n,R) tal que X,, — X, entonces X no es invertible o bien
det(X) = 1, esto es porque det(X,,) = 1 para toda m € N y det : M,x,(F) — F es

una funcién continua. Por lo tanto, SL(n,C) y SL(n, R) son grupos de Lie matriciales.

El grupo unitario y el grupo especial unitario
Una matriz X € M,,»,(C), se dice ser unitaria si los vectores columna de X son ortonor-

males con respecto al producto hermitiano en C", es decir
kasxkj = 0y,
k=1
donde 4;; de la delta de Kronecker, la cual esta dada por
1sit=j,

53'}' =
0 en otro caso.
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Lo anterior equivale a decir que X es una matriz unitaria si

Z(X* )a?kaj = 6-;‘._;.‘ )

k=1

donde X* es la matriz adjunta de X definida como X* = YT.. donde X esla transpuesta
de X y (f]ﬁ = X;; paratodai,j=1,2,...n.

Por lo tanto, X es una matriz unitaria si v solo si X*X = [. Lo anterior implica que

toda matriz unitaria X es una matriz invertible con X* = X1

Se define al grupo unitario U(n) como el conjunto de todas las matrices unitarias
X € GL(n, C):
U(n) = {X € GL(n,C) | X* = X"1}.

A partir de la definicién de X* se tiene que (XY)* = Y*X* para cualesquiera X,Y €
M xn(C), va que
XYy =XY =YX =Y'X"

Por lo tanto, para cualesquiera X,Y € U(n), se tiene que XY, X! € U(n), esto es
porque (X ~1)* = (X*)" = X, por lo que (X~1)" = (X~1)"!, ademas se tiene que

(XY) XY =YX XY =i

lo cual implica que (XY)" = (XY)™. Por lo anterior, U(n) es un subgrupo de GL(n, C).

Sea { X }men € U(n) tal que X,,, — X. Si X es invertible, entonces es posible definir
S : Mpsn(C) = M,xa(C) como S(X) = 3. Luego, es claro que S es una funcién con-
tinua pues es la composicién de funciones continuas. Por lo anterior, {S(X,,)}men =
{Y;;}  converge a SiX) = YT, lo que implica que X'X = X*X = /. pues

TNTXN = X X, = I para toda m € N. Por lo tanto, X € U(n) o X no es inver-
tible.

Se define al grupo especial unitario SU(n) como el conjunto de todas las matrices

unitarias X € U(n) con determinante 1, es decir,

SU(n) = {X € U(n) | det(X) = 1}.
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De la demostracién de que U(n) es un grupo de Lie matricial y la demostracién de que
si det(X) =1, det(Y) = 1 y que {Z, }men se satisface que Z,, — Z con det(Z,,) =1, se
tiene que det(X ') = 1, det(XY) = 1 y det(Z) = 1, que se realizé para demostrar que
SL(n,R) es un grupo de Lie matricial, se sigue que SU(n) también es un grupo de Lie

matricial.

El grupo ortogonal y el grupo especial ortogonal

Para definir al grupo ortogonal primero recordemos la definicién de una matriz ortogonal.
Se dice que X € M, ,,(R) es una matriz ortogonal si los vectores columna de X son
ortonormales, lo que implica que X es una matriz unitaria sobre R. Por lo tanto, si X es
una matriz ortogonal es claro que X* = X*. Por lo anterior, X es una matriz ortogonal

si es una matriz invertible que satisface que X' = X1

Se define al grupo ortogonal como el conjunto de todas las matrices ortogonales, es
decir,
O(n) = {X € GL(n,R) | X*=X"1}.

Dados X,Y € O(n) es claro que X,Y € U(n), por lo que XY, X~ € U(n), y como
(X);;,(Y);; € R paral <4, 5 < nentonces (XY),;, (X 1)_“ € Rparal <1,j <n, por
lo tanto XY, X! € O(n), y as{f O(n) es un subgrupo de GL(n,C). Ademds, dada una
sucesion { X, }men € O(n) tal que X,,, — X, se tiene que {X,; }men € U(n) por lo que
X € U(n), y como (Xm);; = Xij ¥ (Xm);; € R paral < i, j < n, entonces X;; € R

para 1 < i,7 < n. Por lo tanto, X € O(n), lo cual implica que O(n) es un grupo de Lie

matricial.

Se define al grupo especial ortogonal come ¢l conjunto de todas las matrices X € O(n)
con det(X) = 1, es decir,

SO(n) = {X € O(n) | det(X) = 1}.

La demostracién de que SO(n) es un grupo de Lie matricial se sigue de la demostracion
de que O(n) es un grupo de Lie matricial y de la demostracién de que si det(X) = 1,
det(Y) = 1 y que {Z,,}men se satisface que Z,, — Z con det(Z,,) = 1, se tiene que
det(X 1) =1, det(XY) =1y det(Z) = 1, que se realizé para demostrar que SL(n, R) es

un grupo de Lie matricial. Por lo tanto, SO(n) es un grupo de Lie matricial.
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El grupo simpléctico

Sea { . }gen la forma bilineal antisimétrica no-degenerada en R?*" definida por

n

{x.y}pm = Z (Titpnii = Trgilhi) -

=1

Consideremos la matriz J € Ms, x2,(R) como

J:OI,
=1

donde 0, I € M, x»(R). Se puede probar que

{x,y}gn = (x, Jy) (1.4)

para cualesquiera x,y € R*".

Sea Z € Mo,x2,(R) una matriz que preserva la forma bilineal { , }g2-, esto es,
{Zx, Zy}gen = {x, y}gen
para cualesquiera x,y € R*". De la relacién (1.4) se sigue que
(Zx,JZy) = (x, Jy),

por lo que
Ok, 2 Iy ) =ibx, Iy).

Como lo anterior se satisface para cualesquiera x,y € R*" y el producto interior es no-

degenerado, se tiene que
zZYz =J. (1.5)

Por tanto, Z es invertible, lo que implica que Z € GL(2n,R). Reciprocamente, se puede

probar que toda matriz Z € GL(2n,R) que satisface (1.5) preserva la forma simpléctica

{ }ren.

El conjunto de matrices Z € My, x2,(R) que preservan la forma simpléctica { , }gan

forman un subgrupo de GL(2n,R), llamado grupo simpléctico, se define por

Sp(n,R) = {Z € GL(2n.R) | Z7' = -JZ'J} .
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Probaremos que Sp(n, R) es un grupo de Lie matricial, para ello sean X, Y € Sp(n,R)

arbitrarios, se tiene que X ' = —JX'J y Y1 = —-JY'J, por lo que

1

RN = X == TN T = =T Y

(XY ) =K = IV = XY) ==X =1 XV,
lo que implica que XY, X! € Sp(n,R), y asf{ Sp(n.R) es un subgrupo de GL(2n, C).

Sea { X }men C Sp(n, R) una sucesion tal que X,,, — X. Es claro que X es invertible y
(Xm) ' = =J (X)' J para toda m € N, entonces X! = —JX*J. Por lo tanto, Sp(n, R)

es un grupo de Lie matricial.

Es posible definir una forma simpléctica en C** de forma similar a como se definid

{, }re» en R?" mediante la transformacién { , }cz. dada por
{zt W}CZ“ = (Z, JW)

para cualesquiera z, w € C**, donde

2n

(Z, W) = Z 2iW;.
i=1

El conjunto de todas las matrices Z € Ma,x2,(C) que preservan la forma { , }can
es llamado el grupo simpléctico complejo. Mediante un analisis similar al realizado con
las matrices en Ms,x2,(R) ¥ { , }g2» se concluye que las matrices Z € Ma,x2,(C) que
preservan la forma { . }c2e satisfacen que -JZ*'J = Z~', por lo que

Sp(n,C) = {Z € GL(2n,C) | AR -JZ'7}.
De la misma manera que se demostré que Sp(n.R) es un grupo de Lie matricial se
demuestra que Sp(n. C) también es un grupo de Lie matricial.

1.2.3. Propiedades topoldgicas de los grupos de Lie matriciales

En esta parte se presentan algunas propiedades topolégicas importantes para grupos de

Lie matriciales,
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Definiciéon 1.2.9. Un grupo de Lie matricial G se dice ser compacto si es compacto en

el sentido topoldgico usual como subconjunto de Myyn(C).

Como M, x,,(C) es isomorfo a c" (ver Definicion 1.2.14), por el teorema de Heine-Borel
se tiene que un grupo de Lie matricial G es compacto si y s6lo si es un conjunto cerrado
en M,x,(C) tal que si {X,,}men s una sucesién de matrices en G, entonces { Xy, }men
converge a una matriz X € G, y ademds existe una constante K > 0 tal que |(X),;| < K

para toda 1 <i.j <mn.
Ejemplo 1.2.10. EI grupo ortogonal O(n) es un grupo de Lie maitricial compacto.

Para ver que O(n) es un grupo de Lie matricial compacto, consideremos la suce-
sion {Xm}men € O(n) tal que X,, = X cuando m — oo. Es claro que la sucesion

n
{(Xm) Imen € O(n), y ademds (Xm)' = X cuando m — oc. Por lo tanto,

XXt= lim Xpm(Xm) = Hm X (Xom) 2 = lim I =1,

m—o Mm—+0C m—=20

andlogamente, X'X = I, por lo que X~!' = X' y asi X € O(n). Esto implica que O(n)

es un subconjunto cerrado de M,y (C).

Por otra parte, como X € O(n) entonces X X' = . De esto se sigue que (XX'),; =

(I)y = 1, lo cual tmplica que

mn n

i v i - 5 N2 - 2
1= (XXY), =) Xu (XY, =) XaXy=) (Xu)" 2 (Xy)*.
j=1 =1 j=1
Por lo tanto, |X;;| < 1 para cualesquiera 1 < i,j < n, y asi, O(n) es un grupo de Lie

matricial compacto.

Del ejemplo anterior, y tomando en cuenta que el determinante de matrices es una
funcién continua (ver Ejemplo 1.2.15), se sigue que SO(n) también es un grupo de Lie

matricial compacto.

Definicién 1.2.11. Un grupo de Lie matricial G se dice ser conexo por trayectorias,
si para cualesquira X1, Xo € G extste una funcion continua ¥(t) : [a,b] — G tal que
Y(a) = X1 y v(b) = Xs.

En general diremos que un grupo de Lie matricial es conexo si es conexo por trayecto-

rias.
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En la préctica, para probar que un grupo de Lie matricial G es conexo es suficiente
demostrar que para cualquier matriz X € G existe una trayectoria que conecta a X con
la matriz identidad I € G. Esto es porque si para cualquier matriz X € G existe una
trayectoria que conecta a X con la matriz identidad I € G, entonces para cualesquiera
X1, Xy € G, sin pefdida de generalidad, existen v,(t) : [0,1] = Gy v(t) : [0,1] — G tales
que 71(0) = X;, (1) = I, 72(0) = X2 y (1) = I, entonces la curva v3(t) : [0,1] = G
definida por y3(t) = ya(t) + (I — X2)(1 — )+ (Xo— I )t satisface que v3(0) = T y 73(1) = Xs.
Asi, existe v : [0,1] — G tal que v(0) = X; y 7(1) = X3, y por tanto, G es conexo.

Ejemplo 1.2.12. EIl grupo general lineal GL(n,C) es un grupo de Lie matricial conezo.

Tode matriz X € GL(n,C) es similar a su forma de Jordan, la cual es una matriz

triangular superior B, tal que A = CBC™! con

Ay b o0 0
g Bl mea
B N ke

con A\ # 0 para todo t = 1,...,n, pues det(A) = det(B) =
v :[0,2] = GL(n,C) dada por

© A # 0. Luego, existe

£y =0 0\
0 Ay 0
ol I 1 | Bt gegiLl
0 0 /\n/
’Y(t):J \
(e 0 0
0 t 0
g ‘fZF ) Clsil<t<2.
| Lo o fa(t)
donde
Al 4 A1) -
i) = Al 4 2plgle-lr i N € R,
i+ (t —1)(1 = X;) en otro caso.

para todoi=1,...,n. St \; € R, el hecho de que f;(t) = 0 implica que t = ﬁ +1>2

i

para \; > 0 61t € C st \; <0. Por otro lado, si \; € C entonces t € C. Por lo tanto, y

tomando en cuenta que v(0) = X y (1) = I, entonces GL(n,C) es conezo.
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1.2.4. Homomorfismos de grupos de Lie

En esta parte se presenta la definicién y ejemplos de homomorfismos de grupos de Lie.
Primero recordemos la definicion de un homomorfismo de grupos.

Definicién 1.2.13. Sean (G),-) y (Ga.*) dos grupos. Se dice que ¢ : G; — Ga es un
homomorfismo de grupos si p(x - y) = p(x) * p(y) para cualesquiera x.y € G).

A partir de la definicién anterior podemos definir qué es un homomorfismo de grupos

de Lie como se muestra a continuacion

Definicion 1.2.14. Sean Gy y G2 grupos de Lie matriciales. Una funcion ® : Gy — G»
es llamada un homomorfismo de grupos de Lie si satisface que ® es un homomorfismo de

grupos y O es una funcion continua.

En adicion a la definicién anterior. si @ es un homomorfismo de grupos de Lie inyectivo
v suprayectivo, tal que ©~! es también una funcién continua, entonces ® es llamado un

isomorfismo de grupos de Lie.
Ejemplo 1.2.15. El determinanie cs un homomorfismo de GL(n,C) en C.

Para ver que el determinante es un homomorfismo de GL(n,C) en C, tomemos a cada
elemento en C como una matriz de 1 x 1. Es necesario probar que det: GL(n,C) — C
es un homomorfismo de grupos, para ello, sean XY € GL(n.C), por propiedades del

determinante se tiene que

det(XY') = det(X)det(Y)
lo que implica que el determinante es un homomorfismo de grupos.

Ahora bien, para ver que el determinante de matrices es una funcion continua, usare-

mos la férmula de Leibniz para calcular el determinante de una matriz, la cual nos dice

que
n
det(X) = Z sgn(o) HX,-,,(,-),
oESn i=1
con S, el grupo de permutaciones de {1,...,n}.

Por lo anterior, dado £ > 0, tomemos

m = méx {|X;},
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de esta forma, si | X = Y| <4, entonces |Yi;| < m 40 para todo 1 < 1,7 < n. Asi, para
cualquier valor de § < 1 se tiene que | Xy|, |Yi;| £ m+1 para todo 1 < i,j) < mn, de lo cual

se sigue que

|det(X) — det(Y)| =

n n
Z sgn(o) H Xio(i) — Z sgn(o) ]___[ Yiai)
=1 =1

ogESn oESH

Z sgn(o) (H Xio(i) — H Yw(fi)) ‘
i=1 1=1

TESn

n n

< Z H Xig(i) — H Yiots)
1 =1

gESR
= > X1 X20@) - - - Xnotn) = Yio)Yao) - - - Yao(w]

UESH

< Z [(X1001) = Y1e(1)) X20(2) - - - Xno(n)+

a€Sn

err[l)(XQIT(E) G YQW(Q)) “ial's anr(n)+

},lrr(lly'er(Q} cee (‘X-ﬂﬂ'{‘rl) —' }’,na{n}”

<Y N m+1)" =" n(m+1)""16 < nln(m +1)"14.

eSS, i=1 dESy

IA
Iy

ra|m

Por lo tanto, para 6 = min {inn(m " 1)“‘1’1} se tiene que |det(X) — det(Y)| <

X = Y| < 6. Ast, el determinante de matrices es una funcidn continua.

st |

Proposicion 1.2.16. Scan G, Gz y Gy grupes de Lie matriciales, & : G, — G, y
¥ : Gy — G3 homomorfismos de grupos de Lie. Entonces A : G; — G5 dado por A = Vo®

es un homomofismo de grupos de Lie.

Demaostracion. Sean X.Y € Gy, se tiene que

AXY) = (Tod)(XY) = I(D(XY)) = T(P(X)D(Y))
= U(O(X))T(®(Y)) = (¥ o &)(X)(¥ o @)(Y)
= A(X)A(Y),
por lo que A es un homomorfismo de grupos. Ademads, como ® y ¥ son funciones continuas,

se tiene A es continua, pues es composicién de funciones continuas. Por lo tanto A es un

homomorfismo de grupos de Lie. &
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1.3. Exponencial y logaritmo de una matriz

En esta seccion se presenta la definicion general de la exponencial de una matriz, la
definicion del logaritmo de una matriz para cuando este exista, y algunas propiedades

que surgen de estos conceptos.

1.3.1. Exponencial de una matriz

Definicién 1.3.1. Sea X € M,,(F), se define la exponencial de X, denotada por e,

=g
k=0

como

Otra manera de denotar la exponencial de una matriz X € M, ,,(IF) es exp(X).

Proposicion 1.3.2. 30 X converge para toda X € M,x,(C), y ¥ es una funcidn

continua en X.

Demostracidn. Sea X € My, (C). A partir de la Definicién 1.2.2 y la Proposicién 1.2.3
se sigue que
X < 1x|®

para toda k > 1, por lo que

K k!

= IXIE  uxy
<+ = el < o0,
k=1

o ck , xk > ;
lo que implica que 3 ;- %T converge absolutamente. Ademas, );‘:—1 es una funcién continua

de X, por lo que por la prueba M de Weierstras, se tiene que > o, i—,k converge para
toda X € Mpxn(C).

Para ver que e¥ es una funcién continua en X . notemos que X* es una funcion continua

7 S . ¥
en X para toda k € N, por lo que las sumas parciales 3 ., % son funciones continuas en
X

X para toda m € R. Ademas, por la prueba M de Weierstrass, se tiene que e converge
uniformemente en cualquier conjunto {X € M,+.(C) | || X| £ R}, por lo que e* es una
funcién continua en X para toda X € M, .,(C). ®

Las propiedades bésicas de la matriz exponencial se presentan en la siguiente proposi-

ciom.
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Proposicion 1.3.3. La funcion exp : Myxn(C) = M,y (C) posee las siguientes propie-
dades:

(i) e =1.

(i) (e*)" =e*".

(iii) Si XY =Y X entonces eX™Y = eXe¥ =e¥eX.

(tv) Para toda matriz X € M,x,(C), e* es una matriz invertible, y (e"‘)'1 =g X,
(v) e@+BX — gaXghX.

(vi) Si C' € GL(n,C) entonces X" = CeXC~1, para toda matriz X € M, x,(C).

Demostracion.

(1) Considerando X® = I YX € M,4,(C), se obtiene

(i) Para toda matriz X € M,,,,(C) se sigue

— k

- : Xk) B
() =(Z‘;‘5‘) -5 Z( ,)

k=0 k=0 k= k=0

(1) S1 XY =Y X se tiene que
k NG kyrk NG

Ak rk—i _ 7k yk—j
(X+Y) _Z(z_)xs _Z(j)x G

=) =0

Asi,

| .|
£~ k! =t !..
T : oo g oo
Xty k—i ()i )k (y)k
Sl = Yo
k=0 =0 g (k ?)l k=0 k! k=0 !
= aXo¥
andlogamente e Y = eXeY,
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(iv) Como X(—=X) = (—=X)X = —X?2, del inciso anterior se sigue que

por lo que e* es invertible y (exj_l ="

(v) Como aX(B8X) = BX(aX) = aBX?, por el inciso (iii) se tiene que el®+N¥X —

cOX+0X _ qaX o AX

(vi) Sea C' € GL(n,C), entonces

0o lome i (CX C Z C’X"C‘ (i X ) o1 = ceXol

k=0 k=0

para toda C € GL(n,C) y toda X € M, .,(C). »

Proposicién 1.3.4. Si X € M,,,(C), entonces e'* es una curva suave en M,,,(C) tal

que

d ;

EE etX = X(:!LA.
en particular

d

2 % _

dt |

es posible calcular la derivada de ¢'* mediante la derivada término a término en su serie

de potencias, por lo que

Ademas, evaluando en ¢ = 0 es claro que

d tX
ae

t=0

para toda X € M, ., (C). ]
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1.3.2. Logaritmo de una matriz

A continuacién veremos como estd definida la funcion logaritmo para matrices. Es im-
portante senalar que la funcién logaritmo no esté bien definida para todas las matrices
de n x n con entradas en C, por lo que procederemos a estudiar el conjunto de matrices
para el cual si estd bien definido.

Lema 1.3.5. La funcidn
o0

los(i) = Z(—Ukﬂ(f‘—”k (1.6)

o k
estd bien definida y es holomorfa en el circulo de radio 1 con centro en z = 1. Ademds,

para toda z tal que |z — 1] < 1 se tiene que

Elog(z) =2,

y para toda z con |z| < log(2) se cumple que [e* —1| <1 y
log(e®) = z.

Demaostracion. La funcién logaritmo para niimeros reales satisface que

d 1 =
-d—j;log(l—x)z—l_x =—Z:::‘

n=0

para los z € R tales que |z| < 1. Integrando término a término y tomando en cuenta que

log(1) = 0 obtenemos la siguiente relacién

oo _'L‘R
log(l —z) = — —.
a1 -2)= -3 %
Asi, tomando y = 1 — x obtenemos que
= [1—g)* —, _1_1(3}— " P
1 —_— | —— e —— | —]_ i e v:
ogly) = =Y U = 3l (L.7)

n=1 n=1

La serie (1.7) tiene radio de convergencia igual a 1 y define una funcién holomorfa en
{y € R| |y —1] < 1}, la cual coincide con el logaritmo usual para y € (0,2). Ahora
bien, €= = y para y € (0,2) ¥ como ambos lados en la igualdad anterior son funciones

holomorfas, esta relacién se preserva para el conjunto {y e R | |y — 1| < 1}.
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Por otra parte, notemos que si |w| < log(2), entonces

n=1 n=1

Por lo tanto, log(e*) esta bien definido para todo w con |w| < log(2). Como log(e) = w

u il

para los valores de w tales que |w| < log(2), del hecho de ser una funcién holomorfa se

sigue que para todos los complejos 2 tales que |z| < log(2) se satisface log(e®) = z. ]

Definicion 1.3.6. Sea X € M,«,(C), se define el logaritmo de X como

log(x) = (-1 KD,

k
k=1
siempre que esta serte converja.

Teorema 1.3.7. La funcion
o _ )k
log(x) = S (- =1
estd bien definida, y es continua en el conjunto de matrices de n xn tales que | X —1]| < 1.

Ademds, para toda X € M, ,(C) tal que | X — I|| < 1 se satisface que

elosX) = x

y para toda X € Myx,(C) con || X|| < log(2) se cumple que |e¥ — 1| <1y

log (e¥) = X.

Demostracion. Supongamos que X € M,x,(C) satisface que |[X — I]| < 1. Si X es
una matriz diagonalizable, denotemos a sus eigenvalores como A;. ..., A,. Asi, podemos
expresar a la matriz X como CDC™! para alguna matriz C invertible, y con D la matriz

diagonal que tiene a los eigenvalores de X en la diagonal, por lo que

(A]—l)k 0 0

0 Ao —1)F L. 0
(X-Dk=C T el _ ' g
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Como ||X — I|| < 1, cada eigenvalor ); de X satisface que |A\; — 1| < 1. Asi, tenemos que

log(Aq) 0 G
i m — I)”‘ e 0 log(A2) ... 0 o1
k=1 E ' - I )

0 0 oo log(An)
y del Lema 1.3.5 se sigue que
elog(M) 0 0
log(Az)
B = ¢ (_} em_ 2 o 0 gl=2X
0 0 von l0EGR)

Si X no es diagonalizable, podemos dar una sucesién de matrices diagonalizables
{X,.}nen que converja a X y usar el hecho de que el logaritmo y la exponencial son
funciones continuas. Asf, €°8X) = X para toda matriz X € M,x,(C) siempre que
| X —1I| < 1. B

Proposicién 1.3.8. Eziste una constante c tal que para todas las matrices X € M xn(C)

con | X| < 3. se satisface que

[log(1 + X) — X|| < cf X|I*.
Demostracion. Sea X € M,u,,(C) tal que || X|| < 1. Notemos que

— o e o X2
log{l + %)~ =} U =5 e,
k=2 k=2

Como || X|| < 3, tenemos que

oo 1yk-2
llog(I + X) — X|| < |1 X]? Z(—l)"”—(g]ﬂ_
k=2 '
k-2
por lo que la constante ¢ que satisface la proposicién es ¢ = Ezig(‘_l)k-'-l_z—} .

2,

Xl

A partir de la proposicién anterior, podemos decir que log(/ + X) = X + O(|
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1.3.3. Otras propiedades de la exponencial de una matriz

Teorema 1.3.9 (Férmula del Producto de Lie). Para cualesquiera X,Y € M,,,(C)

se tiene que
y X YN
XY = lim (e"-em) :
=0

Demostracion. Sean X,Y € M,x,(C). De la definicién de la exponencial de una matriz,

+£+Z+o(l), (1.8)
m m

se sigue
k

Yk

i ()

k=0

Zf_
m

m?2

oo
ek =y
f\:

X X ¥ 5 X Y
por lo que emen — I cuando m — 0o. Notemos que emen satisface que |lemem — /|| < 1

para m suficientemente grande, de lo cual, por la Proposicién 1.3.8, se sigue que

log (e%ev}-_;) = log (I 4+ i + }— +0 (iq))
i i m=

—r42 _+0(H_ e S

m?

Asi, se tiene

lo cual implica
(eée#)m = exp (X+Y +0 (i)) :
m

Por lo tanto. como la exponencial es una funcién continua,

) X r\m e
llm (em em) — eX)

m—+0o

para cualesquiera X, Y € AM,,.(C). [

Teorema 1.3.10. Toda matriz invertible de n x n puede expresarse como e* para alguna

matriz X € M,xn(C).
Teorema 1.3.11. Para cualquier matriz X € Mpx,(C) se tiene que det (eX) = %),

Demostracion. Si X es diagonalizable con eigenvalores A;. ..., A,, entonces existe Y &€

M5 (C) tal que X = YAY ™', donde (A);; = N sii=jy (A);; =0 en otro caso. Por lo
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anterior, se tiene que
tr(X) = tr(YAY ™)) = tr(AY YY) = tr(A) = Ay + ... + A,
y del inciso (vi) de la Proposicién 1.3.3, e* = Ye Y ™! se sigue que

det(e®) = det(YerY™?) = det(et) = &M - - - e* = hrHthn = ghtlX),

Si X no es diagonalizable, podemos dar una sucesién de matrices diagonalizables
{ X }nen tal que X, — X cuando n — oo, y usar que la exponencial es una funcién

continua. [ ]

Definicién 1.3.12. Una funcién diferenciable 1 : R — GL(n,C) es llamada un subgrupo

uniparamétrico de GL(n : C) si satisface las siguientes propiedades:

(1) n(0) = 1.
(i) n(t + s) = n(t)y(s) para cualesquiera !, s € R.

Teorema 1.3.13. Sin es un subgrupo uniparaméirico de GL(n,C), entonces existe una
imica matriz X € Myxn(C) tal que n(t) = e*X.

Demostracion. Tomemos X = 7(0). Probaremos que 7(t) es solucién del sistema %(t, ) =
n(0)y(i, I), v(0.1) = I. Para ello, consideremos { = f(s) = 7 + s con 7 fijo, entonces
[(0) = 7. n(s)n(r) = n(s)n(t) y n(t) = n(/(s)). por lo que

at

para toda s € R, en particular para s = 0, lo cual deja el sistema f—t =n(0)n(t) y n(0) = I,

y por el Teorema de Existencia y Unicidad tenemos que 7(t) = e/ = X, =

1.4. El algebra de Lie de un grupo de Lie matricial

En esta seccién se presentara el algebra de Lie g asociada a un grupo de Lie matricial
(. Para esto, primero se definird a g como un conjunto de matrices que satisfacen cierta
propiedad dada en terminos de G, v depués se procedera a probar que g tiene estructura

de algebra de Lie bajo el conmutador de matrices.



Capitulo 1. Grupos y dlgebras de Lie matriciales 35

1.4.1. Definicion del algebra de Lie de un grupo de Lie matricial

Definicién 1.4.1. Sea G un grupo de Lie matricial. El dlgebra de Lie G, denotada por

g, es el congunto de matrices definido por
g={X € Mpxn(C) | ¢¥ € GVt € R}

Teorema 1.4.2. Sea g €l dlgebra de Lie de un grupo de Lie matricial G. Para cualesquiera

X.Yeg, A€ G ya €R se tienen las siguientes propiedades:

(i) AXA™ ' eg.
(ii) aX € g.
(i) X +Y € g.

(iv) XY =YX €g.

Demaostracion.
(1) Sea g el algebra de Lie de un grupo de Lie matricial G. Si X.Y € g. entonces
para cualquier matriz A € G. por el inciso (vi) de la Proposicién 1.3.3 se tiene que

el(AXA™) _ (AUX)A™! — fetX g-1 ¢ @ para toda t € R, por lo que AXA™! € g.

taX) _ glta)X

(it) Para toda a € R se tiene que e € G para cualquier f € R, pues X € g

vy ta € R,

(i42) A partir de la férmula del producto de Lie se tiene que

r o 5 ; X t_— m
GHX+Y) XY — (em em) _

m—o0

LX
T

m
Como X.Y € g, se tiene que (e .e%) € G para toda m € R, v como G es un

; tx w\™ ; -
grupo cerrado, entonces 1im,,—oc (e mem ) € G. Asi, e**Y) € G para toda t € R,

lo cual implica que X +Y € g.

(iv) De la Proposicién 1.3.4 se sigue que

d ,x\+\ —ix d., _
=, i) Y tX X ot X
= e

Como X € g, del inciso (iv) de la Proposicién 1.3.3, se sigue que e, e™'* € G para

d

— =XY-YX.
dt (

t=0

et.\' },'e—t.\')

toda t € R. Asi, por (i) se tiene que e'*Ye Y € g para cualquier { € R. Ademas,
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por (zt) y (#17) se tiene que g es un subespacio real de M, x,(C). de lo cual se sigue

que g es un subconjunto cerrado de M,,«,(C), por lo que

XY -YX= L (eYe tY)
dt sy
i e(0+R)X Y —(0+h)X _ (0X yg—0X
- h—0 h
thYe—hX =Y
=lim—
h—0 h
eh Xy e—hX _
Esto es XY — Y X € g, pues - € g para toda h € R™. l

Del teorema anterior se sigue que el dlgebra de Lie g de un grupo de Lie matricial G es
un algebra de Lie bajo el conmutador de matrices, pues el teorema implica que [X, Y] € g
para cualesquiera X.Y € g. Finalmente, como g es un algebra asociativa respecto al
producto usual de matrices, por el Teorema 1.1.5 se tiene que (g,[, ]) es un élgebra de
Lie.

Proposiciéon 1.4.3. Si G es un grupo de Lie conmutativo, entonces su dlgebra de Lic g

es abeliana.

Demostracion. Sean X,Y € g, entonces ¢'*,e*” € G para cualesquiera 1,5 € R. Si [, ]

denota al conmutador, se tiene que (g.[ , ]) es un dlgebra de Lie que satisface

[X.¥]| =X¥ -¥X=X (ie“’ ) - (ie*’"‘ ) X
ds 0 ds 3540
i i ol X ie“' a—iX -3 E ief,\’esve—r,\'
dt ds s=0 i=0 di ds s=0/ t=0
o d ie:xe-txesr - d ie“' =0,
dt \ ds s=0/ lig Ot \ ds ai b
para cualesquiera X,Y € g. Por lo tanto, g es un algebra de Lie abeliana. =

1.4.2. Algebras de Lie de grupos de Lie clasicos
En esta parte se presentan la dlgebras de Lie de los grupos de Lie cldsicos vistos es la
subseccion 1.2.2.

El algebra de Lie del grupo general lineal
El dlgebra de Lie de GL(n,C), denotada por gl(n,C), es todo M,x,(C), va que dado
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X € M, x.(C) se satisface que tX € M, ,(C), ademads por el inciso (iv) de la Proposicién
1.3.3. se tiene que e € GL(n,C) para todo t € R, para toda matriz X € M,.,(C). Asi,
M, (C) C gl(n,C), vy como por definicion del dlgebra de Lie de un grupo de Lie matricial
se tiene que gl(n, C) € M, x,(C), se sigue que gl(n,C) = M,x.(C).

El algebra de Lie del grupo especial lineal
El élgebra de Lie de SL(n.C), denotada por sl(n,C), consiste de todas las matrices

complejas de n x n de traza cero, esto es

sl(n,C) = {X € gl(n,C) | tr(X) = 0}.

Para comprobar lo anterior, sea Z una matriz arbitraria de traza cero, entonces tr(tZ) =
0 para toda t € R y por el Teorema 1.3.11 se tiene que det(e‘?) = e'"*%) = ¢ = 1 para
cualquier £ € R. Por lo tanto {X € gl(n.C) | tr(X) = 0} C sl(n, C). Por otro lado, dada
Z € sl(n, C) arbitraria, se tiene que e € SL(n,C) para todo t € R, por lo que
d

=
i @

tr(Z) = {%e‘("w”

d

_ 4wz _ 4 tz
= —e = ddet' (')

dt ot

i=0

t=0 t=0

Asl, Z € {X € gl(n,C) | tr(X) = 0} para toda matriz Z € sl(n,C). Por lo tanto,

sl(n,C) = {X € gl(n.C) | tr(X) = 0}.

Siguiendo el mismo razonamiento, se prueba que el dlgebra de Lie de SL(n.R) es
sl(n.R) = {X € gl(n.R) | tr(X) = 0}.

El dlgebra de Lie del grupo unitario

El dlgebra de Lie de U(n) se denota por u(n) y esta formada por el conjunto de todas las
matrices complejas X de n x n tales X* = —X, donde X~ = X', Esto es porque dada
una matriz Z € {X € gl(n,C) | X* = —X} arbitraria, por los incisos (:7) y (iv) de la

Proposicién 1.3.3, se satisface que
(exz)- - ezz- = (e-:Z) = (etz)—l VIER = otZ € U(n) VieR.

Asi, {X € gl(n,C) | X* = —X} Cu(n).

Por otra parte, si Z € u(n) entonces e'? € U(n) para todo ¢ € R, por lo que (e'?)" =

(e‘z)‘l para cualquier t € R, y por los incisos (7¢) v (iv) de la Proposicién 1.3.3 eso
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implica que

- d -
e = e R = Et-EtZ

t=0
Por lo tanto, u(n) = {X € gl(n,C) | X* = X 1}.

El 4lgebra de Lie del grupo especial unitario

El algebra de Lie de SU(n), denotada por su(n), es el conjunto de todas las matrices
complejas X en u(n) de traza cero. Primero, tomemos Z € su(n), entonces ¢ € SU(n)
para todo ¢t € R, es decir, e? € U(n) y det (¢?) = 1 para todo t € R. Recordemos que
e'? € U(n) si Z* = —Z. Como det (¢'?) = 1 entonces tr(Z) = 0, det (¢!?) = "®. De
ésta manera se obtiene que su(n) C {X € u(n) | tr(X) = 0}.

Por otro lado, si Z € {X € u(n) | tr(X) = 0} es claro que e € U(n) para todo t € R,
pues en Z € u(n), y det (¢*?) = e"?) = e’ = 1 para todo t € R. Por lo que Z € su(n), de
lo cual se sigue {X € u(n) | tr(z) = 0} C su(n), y asi, su(n) = {X € u(n) | tr(z) = 0}.

El algebra de Lie del grupo ortogonal

El algebra de Lie de O(n), denotada como so(n), es el conjunto de matrices reales anti-
simétricas de n X n, es decir, es el conjunto de matrices reales de n x n que satisfacen que
XT = —X. Esto es porque si Z € {gl(n,R) | X! = — X}, en particular Z € gl(n,R) por

lo que X* =X = X", y por los incisos (i) y (1v) de la Proposicién 1.3.3 se tiene que
(e‘z)t = (e‘zl) =g = (e‘z)"1 VieR = eZe€0(n) VtcR.

Por lo anterior, se tiene que {X € gl(n,R) | X' = —X} C so(n).

Por otra parte, si Z € so(n) entonces 2 € O(n) para todo t € R, por lo que (et?)" =

—e!Z para todo t € R, y por el inciso (i) de la Proposicién 1.3.3 eso implica que

t d t
tZ tZ tZ
—a 'D'f = R =

€ € dte

t=0
Por lo tanto, so(n) = {X € gl(n,R) | X' =-X}.

El algebra de Lie del grupo especial ortogonal

El dlgebra de Lie de SO(n) es la misma que el dlgebra de Lie de O(n). Lo anterior se sigue
de que si Z est4 en el dlgebra de Lie de SO(n) entonces e € SO(n) para todo ¢t € R,
es decir, e € O(n) y det (¢?) = 1 para cualquier ¢ € R. Recordemos que €' € O(n)

si (e4)' = —¢'Z. La condicién det (eZ) = 1 implica que tr(Z) = 0, pero esta condicién
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es redundante. pues en el caso real Z' = —Z implica que tr(Z) = 0. Reciprocamente, si
Z es una matriz antisimétrica, entonces tr(Z) = 0, lo cual implica que e' € SO(n) para
todo t € R.

El algebra de Lie del grupo simpléctico

El algebra de Lie de Sp(n, R), denotada como sp(n, R), es el conjunto de todas las matrices
X € gl(n,R) tales que X = JX'J. Esto es porque dada una matriz cualquiera Z €
{X € gl(n,R) | X = JX'J}, por los incisos (ii) y (iv) de la Proposiciéon 1.3.5 y como

J~1 = —J. se tiene que para todo t € R se satisface lo siguiente

tZ\t 7 Fhy 1J-12J-1 5 _ 1927 7 _ = (tJZJ)"
—J () J=-Je? J=—Je J==Je" ) =—J (ZT J

k=0

= (=) 1j(tZ)kJ = (—tZ)* - —
:_J(z( i )J:(Z( k!))”_ - (&)

k=0

por lo que e € Sp(n,R) para todo t € R. Asf, {X € gl(n,R) | X = JX'J} Csp(n,R).

Por otra parte, sea Z € sp(n,R) arbitraria, entonces e!? € Sp(n, R) para todo ¢ € R,

lo cual, por los incisos (ii) y (iv) de la Proposicién 1.3.3, implica que

)7 = —J () d = e = —Je' ],
Y Como
oo t k oo t 20 1
— @z9FY . J tZ JZ })) ol
—Je J_—J(Z - )J—Z Z = et(-I2Y),
k=0 k=0 k=0
entonces
2 = l-12) o Gzl _ Lu(uzv)| o _z__jzy o z=4z'
ds s Gb i

Por lo tanto, sp(n,R) = {X € gl(n,R) | X = JX'J}.

1.4.3. Homomorfismos y algebras de Lie de grupos de Lie

Teorema 1.4.4. Sean G y H grupos de Lie matriciales, con g y b sus respectivas dlge-

bras de Lic. Dado un homomorfismo de grupos de Liwe ® : G — H existe una tinica
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transformacion lineal ¢ : g — b tal que
@ (ex] = #X)
para tode X € g. Ademds ¢ satisface que

(i) 9(AXA™') = ®(A)d(X)P(A)™! para toda X € g, A€ G.

(i) o([X,Y]) = [6(X),o(Y)] para cualesquiera X,Y € g.
(tit) ¢(X) = ifb (%) ‘::0 para toda X € g.
Demostracion. Como ® es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces ® es una funcién
continua, entonces ® (e**) es una funcién continua con respecto al tiempo, ya que es una
composicién de funciones continuas. Ademds, ®(etX) satisface que si t = 0 entonces
(X)) = ®(I) = I y como P es un homomorfismo de grupos de Lie también tenemos que
O (X)) = @ (e"Met*) = @ () @ (e*¥). Asi, D (e*) es un subgrupo uniparamétrico
de H para cualquier matriz X € g. Entonces. por el Teorema 1.3.13, se tiene que existe

una unica matriz ¥ tal que
P (et)() — ¥

para todo t € R. Definamos ¢ : g — b dada por ¢(X) = Y para toda matriz X € g.

Notemos que tomando = 1 se tiene que
P (e¥X) = ¥ = e¥X),

para toda matriz X € g. Asf, por la unicidad en el Teorema 1.3.13, se tiene que ¢(X) = Y

es la tinica transformacién linecal ¢ : g — b tal que
& () = #™
para toda X € g.
Para ver que ¢ es una transformacion lineal, notemos que para todo ¢ € R se tiene que

X)) _ & (e‘X) — et#X)
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por lo que ¢(tX) = té(X) para todo t € R. Ademas, haciendo uso de la Férmula del

Producto de Lie tenemos que

m—oC

X Y L B(X) m
lim ((I) (e‘F) o (etﬁ)) = lim (e’ moelTm )
m—o0 m—+00

= ptle(X)+a(Y))

SlBXHY) _ Go(t(X+Y)) _ g (et{.\'-l-}")) =& ( T (et%eti)m)
S(Y)

De lo cual, derivando respecto a ¢t y evaluando en ¢ = 0 se sigue que
¢(X +Y) = o(X) +o(Y)

para cualesquiera X, Y € g. Asi, ¢ es una transformacion lineal.

(1) Sea A€ Gy X € g. Se tiene que

QlHAXATY) _ AEX)ATY _ g (eA{:X}A-‘) = B (Aech—l)

= $(A)P(eN)P(A7) = D(A)e*MD(A™Y).
Asi, derivando y evaluando en ¢ = 0 tenemos que
¢ (AXA™Y) = @(A)p(X)P(A)?

para cualesquiera X € gy A € G.

(#1) Sean X.Y € g arbitrarias. Por cdlculo directo, tenemos

o([X.Y]) =0 (% (eYe™¥)

R R
,=ﬂ)-—dt¢(e Ye™¥)

t=0

= S @) ae ()| = I (04 )e)
: t=0 t=0
= [6(X), o(Y)].
(iii) Como ® (e'X) = e*X), se tiene que ¢(X) = %® (e'¥)| _, para toda X € g. .

Del inciso (i¢) de la proposicion anterior, se sigue que la transformacion ¢ es un ho-
momorfismo del dlgebra de Lie g en el dlgebra de Lie b.

Proposicién 1.4.5. Sean G, H y K grupos de Lie matricialesy® : H - K y¥ : G — H
homomosfirmos de grupos de Lic. Sea A : G — K dada por A = ®o ¥ y sean o, 1V y A
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las transformaciones lineales asociadas a @, U y A respectivamente, dadas por el teorema

anterior. Se tiene que

A=¢o.
Demostracién. Para cualquier matriz X € g, con g el dlgebra de Lie de G, se tiene que
A(eX) = (BoT) (%) = & (T () = @ (VM) = o) = ghBoVX),

por lo que, A(X) = (¢ o ¢)(X) para toda X € g. [



Capitulo 2

Teoria de representaciones y

acciones de grupos

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar la teoria necesaria para definir el operador
de promedio de una acciéon de un grupo de Lie G en conjunto X. Para ello. primero se
introduciran los conceptos de representaciones de dlgebras y grupos de Lie, el concepto
de accién de un grupo en un conjunto y se estudiaran algunas propiedades que estos
poseen. Posteriormente, definiremos la medida de Haar sobre un grupo de Lie compacto
G, v haciendo uso de esta, definiremos el operador de promedio de una accion de G en

conjunto X.

2.1. Teoria de representaciones

En la teoria de dlgebras y grupos de Lie existen una herramientas que nos permiten
relacionar a cada algebra de Lie g con el dlgebra de Lie gl(1") de cualquier espacio vectorial
V., v a cada grupo de Lie GG con el grupo GL(V'). Estas herramientas son llamadas

representaciones de algebras y grupos de Lie.

2.1.1. Representaciones de algebras

Antes de definir el concepto de representacién de un algebra de Lie, recordemos que dado
un espacio vectorial V' el conjunto de operadores lineales de V' tiene estructura de algebra

de Lie con el conmutador como corchete de Lie, y se denota por gl(}').

43
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Definicién 2.1.1. Sea g un dlgebra de Lie compleja y sea V un espacio vectorial finito
dimensional. Una representacion compleja de g en V' es un homomorfismo de dlgebras de
Lie w . g — gl(V). Si g es una dlgebra de Lie real, una represeniacidn real de g en V
es un homomorfismo de dlgebras de Lie w : g — gl(V'), donde V' es un espacio vectorial

dimensionalmente finito sobre R.

Ejemplo 2.1.2. Sea g un dlgcbra de Lie y V' un espacio vectorial sobre F, con F =C o
F = R. Entonces 7 : g = gl(V'), dada por n(X) =0 VX € g, es una representacién de g

en V.

Probemos que m es un homomorfismo de dlgebras de Lie. Sean X, Y € gyv € V,

entonces se tiene que

(?T ([X Y]g)) (13) = 0 = [O, D]F[(V) = [(TT(X)) (1.-‘), (‘J‘T(Y)) {‘L-‘)]B[(v),

por lo que ™ es un homomorfismo. Asi, @ es una representacion de g en V.

Ejemplo 2.1.3. Si g es un dlgebra de Lie y X € g, se define el operador adjunto de X
ady : g — g por
adx(Y) = [X,Y].

La correspondencia ad : g — gl(g) dada por ad(X) = adx, es una representacion de g en

g llamada la representacion adjunta.

Para probar que ad es una representacion de g en g, sea g un dlgebra de Liey X, Y, Z €

g. Por la identidad de Jacobi se obiiene lo siguiente:

adixyi(£) = [[X, Y], 2] = —[Z, [X. Y]] = [X, [V, Z]| + [, [Z, X]|
=X, Y, Z]| + [V, -[X, Z]] = [X,ady(Z)] - [Y. adx (Z)]
= (&dX Oady o a.dy Oadx)(.Z) = [adx,ady](Z)
para todo Z € g. Asi, adjxy) = [adx,ady], por lo que ad : g — gl(g) es un homomorfismo
de dlgebras de Liec. Por lo tanto, ad : g — gl(g) es una representacion de g en g.

Definicion 2.1.4. Sea g un digebra de Lie compleja, V' un espacio vectorial y = : g —

gl(V) una representacion de g en V. Se dice que 7 es fiel si es un homomorfismo inyectivo.

Definicién 2.1.5. Sea g un dlgebra de Lie matricial, 7 una representacion de g en el
espacio vectorial V' y o una representacion de g en el espacio vectorial W. La funcion

lineal ¢ : V — W es llamada una funcion entrelazante de representaciones si

¢ ((r(X))(v)) = (a(X))(e(v))
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para todo X € g y para todo v € V. Si ademds ¢ es invertible, entonces ¢ es un tsomor-

fismo de representaciones.

2.1.2. Representaciones de grupos

Sea V' un espacio vectorial real 6 complejo finito dimensional. Recordemos que el grupo
de las transformaciones lineales invertibles de V' en si mismo se denota como GL(V'). Por
resultados de algebra lineal, sabemos que fijada una base B del espacio vectorial V, toda
transformacion lineal 7 € GL(V') tiene una tinica matriz asociada [T]z. De esta forma
podemos pensar a GL(V') como GL(n,F), donde n =dim(V) y F=R 6 F =C.

Definicion 2.1.6. Sea G un grupo de Lie matricial complejo. Una representacion com-
pleja dimensionalmente finita de G en V' es un homomorfismo de grupos de Lic I1: G —
GL(V), donde V es un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre C. Una represen-
tacion real dimensionalmente finita de G en V' es un homomorfismo de grupos de Lie

II:G— GL(V). con V un espacio vectorial dimensionalmenie finito sobre R.

Si IT es un homomorfismo inyectivo, entonces se dice que Il es una representacion fiel.

Ejemplo 2.1.7. Sea G un grupo de Lie matricial, y A € G, se define el operador adjunto
de A Ady : g — g por Ada(X) = AXA™L. La correspondencia Ad : G — GL(g) tal que

Ad(A) = Ad, es una representacion de G en g llameda la representacion adjunta.

Para probar que Ad es una representacion de G en g, es necesario probar que Ad es
un homomorfismo de grupos de Lie de G y GL(g). para lo cual, scan A, B G yX € g

arbitrarios, entonces se tiene gue

Adas(X) = (AB)X(AB)™! = (AB)X(B~1A™1) = A(BXB~1)A"!
= A(Adp(X))A™" = Ada(Adp(X)) = (Ad4 0 Adp)(X)

para toda X € g. Por lo tanto, Adap = Ads o Adg, para cualesquiera A, B € G. Asi, Ad

es un homomorfismo de grupos.

Definicién 2.1.8. See Il una representacion real o compleja dimensionalmente finita
de un grupo de Lie G en un espacio vectorial V. Un subespacto W de V' es llamado
invariante st (I1(A))(w) € W Yw € W, VA € G. Un subespacio invariante W es llamada
no trivial si W # {0} y W # V. Una representacion que no tiene supespacios invariantes

no triviales es llamada irreducible.
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Definicién 2.1.9. Sea G un grupo de Lie matricial, 11 una representacion de G en el
espacio vectorial V' y ¥ una representacion de G en el espacio vectorial W. La funcidn

lineal @ : V — W es llamada una funcion entrelazante de representaciones si

¢ ((I1(A))(v)) = (X(A))(®(v))

para todo A € G y para todo v € V. Si ademds ¢ es invertible, entonces ® es un

tsomorfismo de representaciones.

Toda representacion de un grupo de Lie G en V induce una representacién de su
algebra de Lie g en V. El siguiente resultado muestra como se define dicha representacién

y sus propiedades.

Proposicién 2.1.10. Sea g es algebra de Lie de un grupo de Lie matricial G, y sean I1
una representacion real o compleja dimensionalmente finita de G en un espacio vectorial

V. Entonces eriste una dnica representacion 7 de g en V' tal que
II (eX) — eir(.‘\'}

para toda X € g. La representacion w puede calcularse de la siguiente manera:

El’[ (etx)

mEl= o

t=0 .
y satisface que
T(AXA™!) = I(A)=(X)II(A) !

para toda X € g y para toda A € G.

Demostracion. Por definiciéon de una representacion de grupos, tenemos que II es un
homomorfismo de grupos de Lie de G en GL(V'). Asi, la demostracién se sigue del Teorema
1.4.4 el cual garantiza que existe un 1inico homomorfismo de algebras de Lie 7 : g — gl(V'),
es decir, una tnica representacion real o compleja finita dimensional = de G en V que

satisface la proposicion. 5

Definicién 2.1.11. Sea V' un espacio vectorial finito dimensional con un producto inte-
rior, y G un grupo de Lie matricial. Una representacion de G en V II : G — GL(V) es

llammada unitaria si I1(A) es un operador unitario en V' para toda A € G.
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2.2. Acciones de grupos

En esta seccién estudiaremos la teoria necesaria de acciones de grupos para definir el
operador de promedio y los generadores infinitesimales de una acciéon. Lo anterior es de
nuestro interés porque un grupo de Lie tiene estructura de grupo, por lo que podemos
considerar las acciones de grupos de Lie, en particular de SO(3) sobre ciertos conjuntos

v determinar el operador de SO(3)-promedio.

2.2.1. Definiciones basicas

A continuacién se presenta la definicién de la accién de un grupo sobre un conjunto, la
cual puede encontrarse en algunos textos como accién izquierda de un grupo scbre un

conjunto.

Definicién 2.2.1. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accién de G en X es una

funcion & : G x X — X que satisface las siguientes condiciones:

1. O(e,x) =z Vre X.

2. (g, ®(h,z)) = ®(gh,x) Vg,h € G, Vz € X.

Sea ® una accidén de un grupo G en un conjunto X, v sea ¢ un elemento fijo de G.
entonces la accion de g en x suele denotarse como $(g,z) = g-r = ®4(x) para todo z en
X. Notemos que para cada g € G, la funcién ®, : X — X es una biyeccién del conjunto
X en sf mismo, es decir, &, € S(X). donde S(X) = {f: X — X | [ es una biyeccion}.
S(X) es llamado el grupo de permutaciones del conjunto X. Efectivamente, S(X) tiene
estructura de grupo respecto a la composicién de funciones y tomando como elemento
neutro a la funcién identidad. De esta forma, se puede pensar una accién ® : G x X' — X
como un homomorfismo de grupos

G — S(X),

(2.1)
g— @,

Ejemplo 2.2.2. La funcién L : M,»,(C) x C" — C" dada por L(A.x) = L(x) = Ax,

donde x es un vector columna en C", es una accion de My,y,(C) en C".

Para ver gue L es una accidon de grupo notemos que

.L](XJ =JX=%
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para todo x € C*. Ademds, dadas dos matrices A, B € M, x,(C) se tiene que
La(Lp(x)) = La(Bx) = A(Bx) = (AB)x = L4p(x).

Por lo tanto, L es una accidn de M, ,,(C) en C*.

Notemos que a partit de la Definicién 2.1.1 y la Definicién 2.2.1 se sigue que una
representacién de una dlgebra de Lie g en un espacio vectorial V' se puede expresar como
una accién de g en V, viendo a g como un grupo abeliano con respecto a la suma de

vectores.

De igual manera, a partir de la Definicién 2.1.6 y la Definicién 2.2.1 se sigue que una
representacion de un grupo de Lie matricial G en un espacio vectorial V' se puede ex-
presar como una accién de G en V. En caso de que V' tenga alguna estructura adicional
(topoldgica, métrica, diferenciable, etc.) se distinguen ciertas clases de acciones que pre-
servan la estructura del conjunto V. Por ser de importancia para el trabajo, presentamos

la definicidn de acciones continuas.

Definicién 2.2.3. Si G es un grupo topoldgico y X es un espacto topoldgico, una accion

de G en X, ®:G x X = X es continua si ® es continua.

Definicion 2.2.4. Si @ es una accién de G en X, la drbita de x es el conjunto definido
por

Orb(z) = {@,(z) | g € G}.

De la definicién anterior se sigue que y € Orb(z) si y sdlo si Orb(y) = Orb(z), es-
to es porque y € Orb(z) si y solo si existe g3 € G tal que @, (z) = y, por lo que
Py, (y) = Py, (P, (7)) = Py, (z) € Orb(z) para todo @4, (y) € Orb(y), lo cual implica que
Orb(y) € Orb(z). Ademds, como @4, (x) = y entonces z = @, (y) = <1991—1(y) € Orb(y),
v por lo anterior esto implica que Orb(z) C Orb(y). Asi, si y € Orb(z) entonces
Orb(y) = Orb(z). Por otra parte, si Orb(y) = Orb(z) es claro que y = ®.(y) € Orb(z).

Por lo tanto, y € Orb(x) si y sdlo si Orb(y) = Orb(z).

A partir de la observacién anterior, es claro que dados dos elementos z,y € X v una
accién @ de G en X, se tiene que Orb(z) = Orb(y) o Orb(z) N Orb(y) = 0. Esto implica
que podemos establecer una relacién de equivalencia en X, tal que z ~ y si pertenecen
a una misma orbita, es decir, si Orb(y) = Orb(z). Esta relacién de equivalencia induce

una particién X/G = X/ ~, cuyos elementos son las orbitas de la accién.
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Definicién 2.2.5. Sea G' un grupo, X un espacio topolégico y m : X — X/G tal que
m(z) = Orb(z). El espacio X/G dotado con la topologia cociente es llamado el espacio de

orbitas de X o espacio cociente.
Definicién 2.2.6. Una accidn se dice ser transitiva si para cada x,,x9 € X eziste un
g € G tal que ®,(x,) = 2.

La definicion anterior es equivalente a decir que una accién es transitiva si Orb(z) = X
para cualquier r € X.
Definicién 2.2.7. Una accion ® : G x X — X se dice ser fiel o efectiva si @, = idy
implica que g = e.

Notemos que una accion es fiel si y sélo si el homomorfismo (2.1) es inyectivo.

Definicion 2.2.8. Para cada x € X, el grupo de isotropia de G en x se define como

G:={9€G | Py(z) =2z}.

De la definicién anterior, es claro que (G, es un subgrupo de G para todo z € X.

Proposicion 2.2.9. Si & es una accién continua, cntonces G es cerrado.

Demostracion. Sea @ : G x X — X una accién continua. A partir de ®, se puede definir
P:GxX = XxX tal que &3(9, z) = (z,Py(x)). Si  cs continua entonces ® es continua,

por lo que &1 {(X,X)} es cerrado, ademids

57X, X)} = {(9.2) | B(g,2) = (X, X)}

={(g,7) | (x,Py(x)) = (X, X)}

={g| By(z) =X} x X

=Ga0X,
lo que implica que G, x X es un cerrado en G x X. Por lo tanto, G, es cerrado. ]
Definiciéon 2.2.10. Una accion se se dice ser libre si la accion no tiene puntos fijos, es

decir, si ®,(z) = z implica que g = e.

La definicién anterior es equivalente a decir que una accion es libre si y sélo si G, = ¢

para toda = € X.
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A continuacién se presenta la definicién de acciones suaves, dada para el caso de
acciones de grupos de Lie matriciales sobre R". Esta nocion se puede formular de mas
general, pero esto implica introducir la nocion de variedades diferenciables, lo cual no es

de interés en este trabajo. El lector interesado puede consultar [3] y [9].

Definicién 2.2.11. Sea G un grupe de Lie matricial. Una accion ® de G en R™ se dice

ser suave st para cada X € G se tiene que Px : R" — R" es un difeomorfismo.

Una equivalencia de la definicién anterior es pedir que exista una accién continua
®: G xR* =+ R” tal que @5 : R® — R™ es una funcién suave para todo X € G.
Recordemos que una funcién se dice ser suave en R" si es infinitamente diferenciable (ver
Apéndice A).

A partir de la definicién del Pull-back de una accién para funciones suaves en R",
vista en el Apéndice A, es posible definir cuando una funcién f es G-invariante como se

muestra a continuacion.

Definicién 2.2.12. Sea G un grupo de Lie matricial y ® : G x R — R"™ una accion
suave. Una funcién f € C®(R"™) se dice ser G-invariante si (@;f) (x) = f(P4(x)) = f(x)

para cualesquiera x e R® y g € G.

Lo anterior equivale a decir que funciéon suave f en R" es G-invariante si y solo si f
es constante a lo largo de las 6rbitas de la accién ya que (@5f) (x) = /(®,(x)), por lo
que f en R™ es G-invariante si y sélo f(®4(x)) = f(x). De manera similar es posible
definir un campo vectorial G-invariante mediante el Pull-back de una accién para campos
vectoriales definido en el Apéndice A, como se ve en la siguiente definicién.

Definicion 2.2.13. Sea G un grupo de Lie matricial y ® : G x R* — R" una ac-
cion suave. Un campo vectorial X € X(R") se dice ser G-invariante si (@;X] (x) =
Dy, )@, (X (®4(x))) = X(x) para todo x € R" y todo g € G.

2.2.2. Operador de promedio de una accién

En el contexto general de acciones suaves de grupos de Lie en variedades diferenciables,
y en el caso de que G sea un grupo de Lie compacto, es posible construir objetos G-

invariantes (por ejemplo funciones o campos) mediante el operador de G-promedio. Este
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operador se define haciendo uso de la medida de Haar en G, la cual es una n-forma

[ dc=1.
Je

Por lo que el operador de promedio para un tensor R se define como

bi-invariante en G tal que

Rl f &: RAG.
G

Se puede probar que el G-promedio de un tensor R es un tensor G-invariante, mas ain
el operador de G-promedio es un operador de proyeccion [13].

En algunos casos particulares es posible obtener el G-promedio de un tensor particular
mediante cdlculos explicitos. Esto se logra haciendo uso de una parametrizacién de G que
cubra a G casi en todas partes, es decir, que cubra a todo G menos un subconjunto de G

de medida cero, en los casos donde sea posible encontrar tal parametrizacion.

Vamos a ilustrar este hecho en los siguientes ejemplos.

1. Consideremos el grupo S'. Notemos que podemos identificar a S' con el subconjunto
S'={:eC||z| =1} = SU(1) de C.

Definamos ¢ : R/21 — S! como o(f) = €' se tiene que
(61 + 0y) = %% = ¢Piez = 5(6))0(6,),

por lo que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Sea @ : S! x R? — R? dada por
810, (g, 7)) = cos(f) —sen(f) ZH
sen(@) cos(@) Tg
Para cada f : R? — R definamos el S'-promedio de f como
iy " D df
(f>5'_§,g [ (®q(z))
2. Sea T? = {z = (21,22) € C? | || =1, i =1,2}. Definamos ¢ : R/2 x R/2 — II?

como
¢(61,62) = (¢, %)
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Sea ® una accién de T? en R* dada por

zyc05(6y) — xosen(6;)

O((61,62), (71, T2, T3, T4)) =

(

x1sen(0;) + zoc0s(6;)

T3c05(6;) — x45en(03)
(

xasen(fz) + x4c08(0s)

Entonces, para cualquier f € C®(R*) definimos

2w m
(fine(x1, T2, 73, 24) = ﬁ/{; /ﬂ F(@((61,62), (z1, za, 23. 24)) ) db1dB>

2.2.3. Generadores infinitesimales de una accién

En esta parte se introduce el concepto de generador infinitesimal de una accién de un
grupo de Lie matricial en R", el cual permite asociar un campo vectorial en R" a cada
accion suave. Este concepto es de nuestro interés porque en los capitulos posteriores
estudiaremos acciones de SO(3) en R? y RS cuyos generadores infinitesimales resultardn

ser campos Hamiltonianos.

Definicién 2.2.14. Sea G un grupo de Lie matricial y ® : G x R® — R" suave. A cada
§ € g, con g el dlgebra de Lie de G, se le puede asociar un campo vectorial en R", definido

por

Epn(x) = %@ (g5.x)| - (2.2)

t=0

El campo Egn es llamado un generador infinitesimal de la accion.

A partir de la definicion anterior se puede probar que la funcion ¢ del dlgebra de
Lie g de un grupo de Lie G en gi(R"), definida por ¢(§) = &p» para todo £ € g, es
un homomorfismo de dlgebras de Lie. Para ver lo anterior, consideremos una accion
d . G xR™ — R" suave, con GG un grupo de Lie matricial v g su dlgebra de Lie. ® : puede
interpretarse como un homomorfismo de grupos, como se vié en la Seccién 2.2.1, por lo
que P es un homomaorfismo de grupos de grupos de Lie que a cada g € G la asocia con el
difeomorfismo ®, : R® — R". Ademas, como R" es un espacio vectorial, de la Proposicién
2.1.10 se sigue que existe una unica representacion de dlgebras de Lie ¢ entre el dlgebra

de Lie g de G y el dlgebra de campos vectoriales X(R™) definida de la siguiente manera:

é(é) =&pn,
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donde &g~ estd dado por (2.2).
Como resultado de la observacién anterior, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.15. Sea G un grupo de Lie matricial, ® : G x R" — R" una accion

suave y g el dlgebra de Lie de G. Para cualesquiera £,7 € g se tiene que
€. e = [Erm MRe]-

Demostracion. Sea G un grupo de Lie matricial v g su dlgebra de Lie. Dada una accién
suave ® : G x R" — R" y €, n € g arbitrarios, como ¢ : g — gl(R") dada por

o(€) = &Epn

es un homomorfismo de dlgebras de Lie, por definicion se tiene que

(€. n]) = [6(£), 6(m)].

Asi,
& n)pn = [Erny NRn]

para cualesquiera .7 € g. [ |



Capitulo 2. Teoria de representaciones y acciones de grupos

54




Capitulo 3
El grupo especial ortogonal en R3

Este capitulo esta dedicado a estudiar las propiedades del grupo especial ortogonal en
R3. En el Capitulo 1 se vié que SO(3) es un grupo de Lie matricial compacto. Nuestro
propésito aqui es desarrollar los elementos necesarios para obtener la medida de Haar en

SO(3), con la cual definiremos el operador de SO(3)-promedio en el siguiente capitulo.

3.1. El grupo de rotaciones en R?

En esta seccién nos enfocaremos en dar una parametrizacion para las matrices en SO(3).
Para ello, primero definiremos el grupo de rotaciones en R?, y a partir de dicha definicién,
veremos que el grupo de rotaciones en R? es en realidad SO(3). Posteriormente, definire-
mos los dngulos de Euler de una rotacién g en R?. Por 1iltimo. daremos la parametrizacién

de la matriz asociada a ¢ en SO(3). en término de los dngulos de Euler.

3.1.1. Definicién del grupo de rotaciones en R?

Sea G el conjunto de todas las rotaciones en R3. Es claro que G tiene estructura de grupo,
pues G tiene un elemento identidad el cual esta dado como la rotacion de cero grados, y la
inversa de una rotacién g es la rotacion que regresa a todo el espacio a su posicién inicial.
Ademas, para cualesquiera dos rotaciones g. h € G se define su producto gh mediante la

aplicacién de la rotacién h seguida de la rotacion g, lo que implica que G actia en R®,

A partir de la Definicién 2.2.8 se sigue que G es un grupo, el cual consta de todas las

rotaciones que dejan fijo al vector cero. Gy es llamado el grupo de rotaciones en R,

55
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3.1.2. Descripcion de rotaciones mediante matrices ortogonales

A continuacion probaremos que toda rotacion en Gy puede representarse por medio de
una matriz en SO(3). Para ello, consideremos una rotacion g € GGy. Denotemos por g,
g2 v g3 a los vectores obtenidos al aplicar g a los vectores e;, e; y ez, donde {e;, es, e3}
es la base candnica de R3. Es claro que los vectores g1, g» vy g3 estdn determinados por
sus proyecciones sobre los ejes de coordenadas, pues g; = (g1, g2, 93:) para i = 1,2, 3,
donde g;; es la proyeccion de g; en el j-ésimo eje de coordenadas. Por lo anterior, dado
un vector X = (z1, T2, 73) € R® tenemos que x = 11 + T2e5 + 73€3, por lo que el vector

obtenido al aplicar la rotacién g a x es

g -x=g-(T1€1 + T9€2 + T3€3) = 2181 + Tag2 + T38s
= z1(gner + gz1€2 + gai€3) + T2(g12€1 + gazes + gszes) + r3(giz€1 + gozer + gazes)
= (21911 + X212 + T3g13)€1 + (T1921 + T2goo + T3003)€2 + (11931 + Lags2 + T3933)€3
= ((w1911 + T2912 + T3g13), (T1921 + T2g22 + T3923), (T1931 + Tag32 + T3933))

qun 12 13 Iy
= gan1 G2 G923 T2
931 g3z 933 I3

Asi, la rotacién g queda determinada por la matriz

g 12 G13
g2 g2 ga3 . (3-1)

931 G32 433

Por lo que de ahora en adelante, al hablar de g € G nos referiremos a la matriz (3.1), la
cual llamaremos matriz de la rotacién g. Notemos que la matriz (3.1) es la representacién

matricial de la transformacién g con respecto a la base canénica de R®.

De lo anterior, se sigue que el producto de dos rotaciones gh queda determinado como

el producto de sus matrices.

Los vectores e;, es y ey pueden ser transformados en los vectores g1. g2 v g3 por

medio de una rotacién si y sélo si se satisface que g;, g2 v g3 son ortogonales, |e;| = |g;]

parat=1,2,3, vy g1, 8 vV g3 tiene la misma orientacion que e;, e, v e3. Es decir,

3 T

lsii=yj,

(gi,8;) = ik = i
. ; ’ 0siid#j
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para 2,7 = 1,2.3. lo cual implica que g;, g2 v g3 son vectores ortonormales. Mas aiin, de
lo anterior de sigue que la matriz (3.1) de la rotacién g tiene que ser una matriz ortogonal,

pues los vectores columna de dicha matriz coinciden con los vectores g, g2 v gs.

Por otra parte, es claro que e; x e3 = ey, lo que implica que gs X g3 = g1 pues g;, go

y g3 tiene la misma orientacién que e;, e; y e3 y |g:1| = |e:1|- Por lo tanto,

g1 G122 Gia
det | g1 g2 923 | = (81,82 % 83) = (g1,81) =1
g3 g32 933

Asi, la matriz de la rotacién g es una matriz ortogonal con determinante igual a 1, es

decir, la matriz de la rotacién g es un elemento de SO(3) para toda rotacién g € Gy.

Ahora bien, SO(3) es el conjunto de matrices que preservan el producto interior en R?,

es decir, para cualesquiera x,y € R® y para toda matriz R € SO(3) se satisface que

Ryy Ry Ry T \ Ry Ri2 Rz n
(RX-.R}') =< Ry Ry Ras T ) Ray Ry Ras Ya >
R3; Rz Ras Z3 ) R3; R3 Ra Y3

Ro1x1 4+ Rooxa + Rozzs | | Roiys + Raoya + Raays
R3171 4+ Razxp + Raszs ) R31y1 + Raayz + Raszys

< Riuzy + Risxy + Riaxs \ Riiyn + Rizyz + Risys >

= (j??l + R;l + Hgl)v{.lg‘l + (Ruf‘zlz -+ 1"221 R.gg + Rg] H;jg](.’!flyf_) + .’L‘zyl)-i-
(ng + Rﬁg + Rgg)l‘zyz + (Ri2Ri1s + RaoRas + RaoRas) (zays + z3ye)+
{ng e R-%s s R§3)335’3 + (Ry1 Rz + Roy Ros + Ry Ras)(z1ys + z311)

=Ty + Toye + Tays = (X, ¥),

de lo cual se sigue que (Re;, Re;) = (e;,e;) para todo ¢ = 1,2,3, y como Re; X Re; =
R(e; x ¢;) parai,j = 1,2,3, es claro que la accién de multiplicacion por la izquierda por
una matriz de SO(3) en R? es una isometria lineal que preserva orientacion y deja fijo al
origen en R3, es decir, para cada R € SO(3) la accién que se obtiene al multiplicar por la

izquierda por la matriz R es una rotacion en (.

De esto se sigue que SO(3) es el grupo de rotaciones en R®.
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3.1.3. Angulos de Euler

Nuestro objetivo en esta parte, es estudiar como los dngulos de Euler caracterizan a las
rotaciones en R, con el propésito de dar una parametrizaciéon para los elementos del

grupo especial ortogonal en R3, que nos permita construir la medida de Haar en SO(3).

Por los resultados obtenidos en la parte anterior de esta seccién, sabemos que toda
rotacién puede expresarse mediande una matriz ortogonal con determinante 1, por lo
que ahora veremos como son entradas g;; de la matriz de g. Para ello, buscaremos una

parametrizacién de g;; mediante los dngulos de Euler para ¢,j = 1,2, 3.

Para definir los dngulos de Euler, sea g una rotacién en Gy arbitraria. Tomemos Oz,
Oy v Oz como los ejes coordenados en el espacio R3. Sean Oz’. Oy’ y Oz las imagenes
de los ejes Oz, Oy v Oz bajo la rotacién g respectivamente. Ademas, sca Ol la recta de
intersecciéon de los planos zOy y 'Oy, a la cual le asignaremos una direccién tal que
vista en esta direccién, el dngulo con el cual la rotacién que manda a Oz en Oz’ es menor
o igual que 7 si se mide en el sentido opuesto a las manecillas del reloj. Esta condicién
determina la direccién de Ol de manera tunica, excepto si Oz = Oz’ o si el dngulo con el

cual la rotacion que manda a Oz en 02’ es igual que 7.

Ahora bien, sean @; el dngulo entre el eje Ox y la recta Ol, @, el dngulo entre la
recta Ol y el eje Oz’ y 6 el dngulo entre los ejes Oz y Oz', como se ve en la Figura 3.1.
Por ltimo, sean g, v g4, rotaciones en (7y alrededor del eje Oz con angulos @1 v ¢»

respectivamente, y gg € (Gp una rotacion alrededor del eje Ox con dngulo 6.

FIGURA 3.1: Angulos de Euler
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La rotacién g puede representarse como el producto de las rotaciones gg,, 96 ¥ G-
Para probar la afirmacion anterior, consideremos las rotaciones gj, .‘5';2 € (Jy alrededor del
eje Ol y la recta Oz' con dngulos @ y &, respectivamente, es decir, g; es la rotacion que
transforma al eje Oz en el eje Oz’ y deja fija a la recta Ol, mientras que g;,, es la rotacién
que asocia a la recta Ol con el eje Oz’ y deja fijo al vector Oz'. Notemos que el eje Oz es
transformado en la recta Ol y el eje Oz queda fijo al aplicar g4,, ademaés la imagen del
eje Oz bajo gy es Oz', mientras que la recta O! es invariante bajo gg. y g;, asocia a la
recta Ol con el eje Oz’ y fija al eje Oz', asi, al aplicar la rotacién g, gpgs, a los ejes Oz y
0=z se obtienen Oz’ y Oz' respectivamente. Ademas, como toda rotacién asocia elementos
ortogonales en elementos ortogonales preservando la orientacién, tenemos que la imagen

del eje Oy bajo g;, 9595, es el eje Oy, por lo que, g = 95,9691

Ahora bien, veamos que g; = g4, 90 g;f. Para ello, notemos que bajo g;: la recta Ol es
transformada en el eje Oz v el eje Oz queda fijo, gy transforma al eje Oz en el eje Oz' v
deja fijo al eje Oz, y la imagen de los ejes Oz y Oz bajo g, es la recta Ol y el eje Oz’
respectivamente, asi al aplicar g, ggg;f al eje Oz se obtiene el eje Oz, mientras que Ol

es invariante bajo g4, geg;, . lo cual implica que g; = g5, 909, -

Ademis, g, = (9p90) Yo (959¢,) " pues (gh)~" transforma al eje Oz’ en el eje Oz y
deja fija a la recta Ol, g,gll le asocia a la recta Ol el eje Oz y deja invariante al eje Oz,
gs, aplicada al eje Oz genera al eje Ox”, el cual forma un dngulo de ¢, + ¢, con la recta
Ol. y al aplicar g,, al eje Oz se obtiene Oz, la imagen del eje Oz” bajo g, es el eje
Oz" el cual forma un dngulo de ¢, con la recta OI, y la imagen del eje Oz es él mismo,

" resultan los ejes Oz’ y Ox' respectivamente, esto

y de aplicar g a los ejes Oz y Ox
iltimo es por el hecho de que g al ser una rotacion preserva dngulos y orientaciones, y
el angulo entre Ol y Oz" es ignal al dngulo entre Ol y Oz', el dangulo entre Oz y Oz’

nr

es igual al 4ngulo entre 0" y Oz, y por la orientacién de Oz’ y Oz™ respecto a Oz y

" en Ox'.

Ol y respecto a Oz y Ol es la misma, esto implica que gp transforma a Oz
Ast, (9590,) 9os (Gh90) " = ggg¢lgmg;1’ (g5)~" le asocia a la recta Ol el eje Oz’ y al eje
0z’ lo asocia consigo mismo, lo cual implica que g, = (949w, ) 94 (gh94,)"". Por lo tanto,

=] =
0= 9;2:’}3."1«:31 = (.{}éym ) G2 (9:99@1) gE?.‘?{ﬁl = gé-q¢1 Gy = 91905, Gon 9o = 96,9690,

De lo anterior. se sigue que los angulos 6. ¢; v ¢s que aparecen en la descripeién
anterior, son parametros independientes determinados por la rotacion g. Estos parametros
son llamados los angulos de Euler. v que por como estan definidos, satistacen que 0 < # <

7, 0< ¢ < 2my 0 < o < 27. Ademas, diferentes valores para 6, ¢; y @2 corresponden

a diferentes rotaciones en Gy. A partir de las definiciones de gg4,. go v g4, Se sigue que las
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matrices que representan dichas rotaciones son

1 0 0 cos(@;) —sen(gy) 0
ge=1] 0 cos(f) —sen(d) |, gs = | sen(én) cos(¢y) 0 |,
0 sen(d) cos(f) 0 0 1

cos(¢a) —sen(ds) 0
9o, = | sen(¢a) cos(gp) O
0 0 1

Como la rotacién g es igual a aplicar las rotaciones gq4,, gs ¥ g5, Sucesivamente, entonces

la parametrizacion de g la multiplicacién de g4,, g9 ¥ gs,. Por lo que

cos(1) cos(¢z) — cos(f)sen(¢y)sen(ds)
9= 96,9696, = | sen(¢1)cos(da) + cos(f) cos(¢:1)sen(ss)

sen(ds)sen(f) )
— cos(¢y)sen(@z) — cos(f)sen(¢y) cos(¢2) sen(o;)sen(d) ‘

—sen(¢; )sen(ds) + cos(f) cos(dy) cos(¢z) — cos(¢;)sen(d)
cos(¢2)sen(f) cos(f)

A partir de la parametrizacion anterior y del hecho de que g(8, ¢, ¢2) € SO(3) se sigue
que la rotacion inversa de g esta dada como g(6. 7™ — @, ™ — @1). pues sustituyendo £, &,
y &9 por 8, m — by y ™ — ¢ en (3.2) obtenemos que g(f, 7 — d2, 7 — ¢1) = g(0, 1. )" =
9(0.¢1,02)7".

3.2. El algebra de Lie de SO(3)

El grupo de rotaciones de (R?,( , )) se identifica con el grupo SO(3). A partir de los
ejemplos 1.2.10 y 1.2.12, se puede probar que el grupo SO(3) es una grupo de Lie compacto
y conexo con dlgebra de Lie s0(3) = {X €gl(3:R) | X + X'=0}. Por lo tanto, X €
50(3) siy sdlo si X es una matriz real antisimétrica, esto es, (Xx,y) + (x, Xy) =0 para
cualesquiera x,y € R3. El dlgebra de Lie so(3) tiene como corchete de Lie al conmutador
definido por (1.1).
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Sea {E|, E», E3} una base de so(3), dada por

00 0 0 01 Q=1 0
Ey=100 -1 |, Ex2= 0 00 y Es=|1 0 0 (3.3)
01 0 -1 00 0o 0 0

Las relaciones de conmutacion de los elementos de la base son:
[Er. E2] = E3, (Ea, Es) = Ey, [E3, E)] = Es.

Estas relaciones se pueden reescribir como

3

[Ei. Ej] = Z Eijk B,

k=1

donde

0 en otro caso.

) {13@%;‘#;:,
Eijk =

En so(3) existe un producto interior & : so(3) xso(3) — R, llamado la forma de Killing,
el cual esta dado por ’
XY = —§tr(XY) (3.4)

para cualesquiera X.Y € so(3).

Proposicién 3.2.1. La forma de Killing (9.4) tiene las siguientes propiedades:

(i) k es definida positiva.

(ii) Para cualesquira X,Y € so(3) se tiene que k(Adg(X).Adgr(Y)) = k(X.Y) para
toda matriz R € SO(3). esto es, k es Adg-invariante para toda matriz R € SO(3).

(i11) Para cualesquiera X.,Y,Z € s50(3) se tiene que k([Z, X],Y) +k(X,[Z.Y]) = 0.

Demostracion.
(i) Sea X € so(3). entonces existen x, Ts. 73 € R tales que X = Zi;l r; E;, por lo que
a
1 0 —I3 T2
KX X)==3tr| 23 0 -z | =zi+z3+a320

=T I3 0
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Ademas, es claro que k(X, X) =0 si y sélo si X = 0.

(#i) Para cualesquiera R € SO(3) y X,Y € s0(3), por propiedades de la traza se tiene
que

k (Adr(X), Adr(Y)) = —%tr (RXYR™Y) = w%tr (RIRXY)

= —24r(XY) = k(X, ).

Asi, k es Adp-invariante para toda matriz R € SO(3).

(1ii) Notemos que para cualquier R € SO(3) y cualesquiera X, Y € so(3) se tiene que
k(Adg(X),Y) = w%tr(RXR"IY) = *%tr(XR'IYR) = k(X,Adz-1(Y)),
por lo que

k (Adyz(X), Aduz(Y)) = k (X,Ad(etz) I(Adﬁlz(y)))
— k (X, Adzy1,2(Y) )
= k(X,Y)

Ademas, para cualquier matriz X € so(3) se sigue que

d d
S Aduz(X)| = SeZxet?
il )::0 ol

=ZX -XZ=1[2,X)
t=0

Por lo anterior. sabemos que

d d d Ve
ETEA (Adez(X), Adaz(Y)) e ER(X,} ) "
asi,
K(Z,X],Y) + k(X, [Z,Y]) =0
Para cualesquiera X, Y, Z € so0(3). -

Como k es un producto interior en so(3), del inciso (i) de la proposicién anterior se

sigue que k es una métrica cn so(3).

Definicién 3.2.2. Definamos la transformacion lineal i : s0(3) — R*® dada por

i(X) = (21, 72, 23), (3.5)



Capitulo 3. Teoria de representaciones y acciones de grupos 63

donde
X= I3 0 —I - (36)

Proposicion 3.2.3. La transformacion i definida por (3.7) tiene las siguientes propie-
dades:

(i) i es una isometria de (so(3),k) en (R3,(,)).
(1) i es un isomorphismo del dlgebra de Lie (s0(3),[,]) con el dlgebra de Lie (R?, x).

(113) i(Adgr(X)) = @r(¢(X)) para toda matriz R € SO(3).

Demostracion.
(i) Sean X.Y € s0(3), con X = Zf:o nE yY = 2_?:0 y; E;. Entonces, se tiene lo
siguiente

1 P —
k(X,Y) = —§tT(XY) = 1Y+ Taye+T3ys = (21, T2, 23), (Y1, 32, ¥3)) = (I(X), i(Y)).

(i) Sean X,Y € 50(3),con X =32 2,E vY =3%  y,E,. Entonces, se tiene lo

i([Xe Y]) =1 (Z Zsijkxiijk) =

3
i=1 j=1 k=1

Z Z ik LY €L

3 3
&
i=1 j=1 k=1

= (71, T2, 3) X (Y1, 42, ¥3) = i(X) x i(Y).

Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de dlgebras de Lie. Ademads, claramente i es
una transformacion linean biyectiva, por lo que 7 es un isomorfismo del dlgebra de
Lie (s0(3),[ . ]) con el élgebra de Lie (R3, x).

(211) Para demostrar que 7 es una funcién entrelazante de representaciones, notemos que

para cualquier matriz R € SO(3) se tiene que

(iAdg(X), iAdg(Y)) = k(Adg(X),iAdg(Y)). |

Proposicién 3.2.4. Sea X € so0(3) arbitrario. Eriste una matriz R € SO(3) tal que
Adg(X) = rE, donde r = | X|.

Demostracién. Sea X € s0(3), entonces existen x1, 2, x3 € R tales que X = Zle ; E;.

Si X = 0 entonces para toda matriz R € SO(3) se cumple que AdgX = 0 = 0E;.
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Supongamos que X # 0, entonces 7 = |X| > 0 y el vector x = %(11._ To,T3) €s un vector

propio de la matriz X correspondiente al valor propio 0. [E)

3.3. La funcién exponencial en so(3)

En esta parte, se presentan propiedades la funcion exponencial en so(3), las cuales seran
de utilidad para realizar cdlculos donde aparezca la exponenical de una matriz en so(3)

de manera sencilla.

Proposicién 3.3.1. Sea X € s0(3), con X distinta de la matriz 0. Se tiene que

sen(r)X 2, 1 — cos(r)

X2
r 72

eX =1+

Demostracion. Sea X € so0(3), con X = E?:u z;E;. Consideremos el polinomio carac-

teristico de X

pA) =det(X —A)=det | zz =X —-z; | ==-X—-(22+22+2D)r=-2\-r2\
1 2 3

Por el Teorema de Cayley-Hamilton se tiene que p(X) = 0, es decir, — X3 — X = 0. De
esto se sigue que X° = —r?X.

Probaremos por induccién que

XE!'H—I = (_l}n?jn}(' (37)

para toda n € N U {0}. Para ello, notemos que la igualdad se satisface para n = 0 y
n = 1, pues sustituyendo ambos valores de n obtenemos que X230+ = (—1)020 X = X

y X3 = —r?X respectivamente.

Ahora bien, supongamos que las igualdades se satisfacen para n = k, es decir

X?k—i—] — ( -1 }kr,’!k 0

Tomando n = k + 1 tenemos que
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XL — x2hHlx2 _ (qYep2kx 2 (1)kp2k x3
= (_le?.:Ik(_TEX) = (—1_)k+11"2{k+1))(.

Asi, se tiene que X" = (—1)"r*"X para toda n € N U {0}. De la ecuacién (3.7) se
sigue que X*"*2 = (—1)"1?*X? para toda n € NU {0}.

Calculando ¥, tenemos que

eX N i A_’k I+ i A’Qk-{-l i 2a ){Ek+2
£ k! 2k + 1) & 2kt 2)!

i (_IJkTEkX a o {_l)krzk}(Z
k+ 1 & 2k +2)

- 20 (_l)krzkﬂ X 2 (_1)k+lr2k+’.’ X2
=05 (Z @k 1) ) B (Z (2k+2) )T

k=0 k=0
o, sen(r) . =, (—1)rran X2
P A‘(gw‘l =3
_ sen(r) X i c:a(’r) X2
T i
para toda matriz X € so(3). n

Definamos la funcién r? : so(3) — R tal que r*(X) = k(X, X). Como 7? es una funcién

] ) , sen(r) 1—cos(r ‘ . .
diferenciable, entonces las funciones ) y - (r) son funciones diferenciables.
g e

Proposicion 3.3.2. Para toda matriz X € s50(3) se tiene

e X (Dex) -y 1 —g~x (3.8)
ady

Demostracién. Consideremos la funciéon Z : R? — gl(3.R) dada por
Z(S t) = c—sX—sthe.sX+.stY
. . :
Claramente Z(0,0) = 0. mientras que

&

Z(1,0)=¢e% E” &M =X (DX)Y.

t=0



Capitulo 3. Teoria de representaciones y acciones de grupos 66

Ademas, se tiene que

2 7 4 —sX—stY d sX+stY —sX —slY 82 sX+stY
ad(s,f} —ae Pl +e 5e0t¢
. 0 i . 2
= N P\ ,—sX—stY © sX+stY —sX—stY sX+stY
=—(X +tY)e ETh +e 30
z _(X- + ty)e~s){~—s:}'§esx+s!}’ i e-—sA’—stY% ((X e ty)es«\’—i—stl’)

= B-s.‘. —5t} };85,\ +5tY ]

Por lo tanto L :
Z(l,O):/ —Z(s‘[})ds=/ e *XYeXds.
o ds 0

Notemos que para toda s € R se tiene que la funcién v, : s0(3) — so0(3) dada por

75 (Y) = e7*XYe'X es lineal e invertible, esto es porque
WY +aZ) = XY +aZ)e® = e FYeX +ae N Ze K = 1, (Y) + a%(2)

y claramente exite 7, ! : s0(3) — s0(3) dada por v, 1(Z) = e*X Ze~*X. Ademas, la funcién
v : R — GL(s0(3).R) tal que 7(s) = 7, es una funcién continua la cual satisface que
W(Y)=Yy

TosnlY) = XY X = =X Xy X 5K = (3, 0)(Y),
lo que implica que = es un subgrupo uniparamétrico de GL(s0(3), el cual satisface que

%'(Y) = %e-*“}fesx =—-XY +YX = —adx(Y),

s=0
por lo que 7/(0) = —adx. Asi, 7 es un subgrupo uniparamétrico dado por y(s) = e~ x,
por lo que
1 1 1 — e—2dx
20,0 = [ s = [Certxmas = (=) 00,
0 0 adx
por lo que

e (DeX) Y = (%) (¥)

para toda matriz Y € s0(3), lo cual implica que

_X xey L=
e (De ) = —adx



Capitulo 3. Teoria de representaciones y acciones de grupos 67

para toda matriz X € so(3). [

3.4. La medida de Haar en SO(3)

Como SO(3) es un grupo de Lie compacto, existe una medida de Haar en SO(3). Nuestro
proposito es usar los angulos de Euler para obtener una representacion de la medida de

Haar en SO(3).

Sea f : SO(3) — R? una funcién, y A € SO(3) el conjunto de matrices en SO(3) que
sc pueden representar en término de los dngulos de Euler. Si g € Gy, entonces podemos

suponer que f(g) = f(0, @1, @2). Notemos que f debe satisfacer

f(B. 0, +277._G§2) = f(0,01.¢2 +27) = f(ng]ng

La integral

27 27 T 27 2 ”
/ / / Flo)wlo)ddddsd, = f / f £(0, 61, 2)w(B, 61, b2)d0daddy
0 0 0 0 0 0

es llamada la integral invariante de la funcién f(g) sobre el grupo Gy, si el factor w(g) es
elegido de tal manera que para cualquier funcién f(g) = f(6, @1, ¢2), continua respecto a

las variables 6, ¢; v ¢2, se cumpla que

L7 [ rtasstonsasao = [ [7 [ oretoroaonen. 39

Probaremos que esto se logra para w(g) = sen(). con g = 94,9894, Es decir, que la

f:ﬁ fﬁ /:f(.f})sen(t?)dﬂdqbgdajl (3.10)

es una integral invariante sobre el grupo Gy. Para esto, consideremos ¢’ = ggo, v sean

expresion

¢, ¢} v ¢, los dngulos de Euler de la rotaciéon ¢’. Los dngulos ', ¢] y ¢, estan dados
en funcién de los dngulos de Euler 8, ¢; v @2 de la rotacién g, y la condicién (3.9) en la

integral (3.10) implica que es necesario que

Do n L 2 25 ks
/ / / £(0'. 6, 6))sen(8)d6dyd s, = / / f (6. ¢, da)sen(0)dbddade;
0 0 0 0 0 0 (3 11)



Capitulo 3. Teoria de representaciones y acciones de grupos 68

Si en la integral de la izquierda cambiamos las variables de integracién 8, ¢, y @, por
las variables &', ¢] v ¢, obtendremos la misma integral que en el lado derecho siempre
que el cambio de variables transforme a sen(6)dfd¢.dg, en sen(6')dd'dgLd¢), es decir, la

ecuacién (3.11) se satisface siempre que

sen(@)dfdg.de; = sen(8')df d¢hde) . (3.12)

Para demostrar la relacién (3.12), denotemos por g; v g3 a las imagenes de los puntos

~1 respectivamente. Tomemos O como el

e; = (1,0.0) y e3 = (0,0,1) bajo la rotacién g
origen en R3, como e; = (0,0,1) estd sobre la interseccion de la esfera unitaria con el
plano ortogonal Oes que pasa por O se tiene que g, esta sobre la interseccion de la esfera

unitaria con el plano ortogonal Ogy que pasa por O, a la cual llamaremos C.

1

FIGURA 3.2: Representacién gréfica de la accién de g7 en los elementos e; vy ej.

De la representacion matricial de g dada por (3.2) y el hecho de que la representacion
matricial de ¢! esta dada por g(f, é;, d2)" se sigue que las coordenadas cartesianas de

g3 son

g5 = 9(0,61,02)" e3
= (5en(¢;)sen(9)1 cos(co)sen(f), cos(f))

- (cos (% - c)ﬁg) sen(f), sen (g - q‘)g) sen(d), cos(ﬁ'}) : (3.13)

A partir de (3.13), se sigue que las coordenadas esféricas de gg son (1.5 — s, 6). Asi,

sen(f)dfde, es el diferencial de una superficie esférica sobre gs. Por otra parte, d¢; es el
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diferencial de linea de la circunferencia C, el cual, fijados los angulos # y ¢. corresponde

a una rotacion alrededor de Ogg.

Denotemos por g y g5 a las imdgenes de los puntos e; y ez bajo la rotacion ¢’ = ggq
respectivamente. Existe una rotacion g tal que §-g, = g} v 7 - g3 = g}, esta rotacion
deja invariantes al diferencial de superficie esférica sen(f)dfde, y al diferencial de linea
do; de la circunferencia C, por lo que sen(#)dfdg.de, es invariante. Asi, el cambio de las
variables de integracién 6, ¢; y ¢, por las variables ', @) vy ¢/, satisface (3.12).

De lo anterior, se sigue que w(g) = sen(f) satisface (3.9). Ahora, como

2 2 s
/ / / sen(ﬂ)dﬂdqﬁgdml - 8?1'2,
0 0 0

1 2n 2n g
— / / sen(#)dfdgede, = 1.
0 0 0

se tiene que

872

Por lo tanto, la forma diferencial #sen(ﬁ'}dﬁ'dégd@l es una realizacion de la medida de

Haar en SO(3) en término de los angulos de Euler.
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Capitulo 4

Representaciones de SO(3) en R> y
TR3 y el operador de promedio

Este capitulo esta enfocado en estudiar la representacion canénica de SO(3) en R3 y la
representacion diagonal de SO(3) en R®, calcular el operador de SO(3)-promedio de la
accion canonica y de la accién diagonal de SO(3) para funciones y para campos vectoriales
en R* y RY haciendo uso de la medida de Haar en SO(3) estudiada en la Seccién 3.4,
y determinar el SO(3)-promedio de algunos ejemplos de funciones y campos vectoriales
sobre R? y R®. Lo anterior con el propédsito de dar una caracterizacién para las funciones y

campos vectoriales SO(3)-invariantes, la cual nos sera de utilidad en el siguiente capitulo.

4.1. Representacion candnica de SO(3) en R’

En esta seccién analizaremos la representacién canénica del grupo SO(3) en R? con la cual
definiremos el operador de SO(3)-promedio en la Seccién 4.4. La representacién canénica
es la correspondencia ® : SO(3) — GL(R?) dada por ®(R) = ®g, donde Pg(x) = Rx
para todo x € R3. A continuacién demostraremos que @ es una representacion de SO(3),
para ello recordemos que una representaciéon de SO(3) en R® es un homomorfismo de

grupos de Lie de SO(3) en GL(R?). Dadas dos matrices R;. Ry € SO(3) tenemos que
Dpiry (%) = (RiRa)x = Ry(Rox) = (PR, 0 Pr,)(x)

para todo x € R3. Por lo tanto, @, g, = g, 0Pp,. Asi, ¢ es un homomorfismo de grupos.

Sélo falta probar que @ es una funcién continua para tener que ¢ es un homomorfismo

71
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de grupos de Lie de SO(3) en GL(R?), para lo cual usaremos la definicién e-d, pero
primero recordemos que GL(R?®) lo podemos identificar con GL(3,R) es el conjunto de
matrices invertibles de 3 x 3 por lo que la métrica en GL(R?) es la métrica inducida por
la norma de Hilbert-Schmidt. Ademas, fijada la base canénica B = {e;. ey, 3} de R? la
representacion matricial de ®g respecto a B es la matriz R para toda R € SO(3). Asi,
dada una matriz arbitraria R, € SO(3) se tiene que para cada € > 0, tomando 6§ = = y

una matriz Ry € SO(3) tal que d(R;, Ry) < d se tiene que
d(lpR]a(DRz) = d(Rl: Rz) <d=c¢.

Por lo tanto, ® es continua en R para toda matriz R € SO(3), v asi, ® es una represen-
tacién de SO(3) en R®.

4.2. Representacién de SO(3) en TR?

A continuacién presentaremos una representacion del grupo SO(3) en TR? inducida por
la representacién canonica de SO(3) en R®. Antes de continuar es necesario recordar la
definicién del haz tangente TR3, para ello recordemos que para cada x € R3, T R? denota

el espacio tangente a R® en x (ver Apéndice A). El haz tangente se define por

TR® = | | TR

xeR3
Para cada u y x en R34 denota el segmento de recta dirigido que conecta al origen
con u, mientras que iy denota al vector con punto inicial x, con la misma direccion v

magnitud que #@. Como TR? es la unién disjunta de los espacios tangente en cada punto

de R3?, es posible identificar a TR?® con R de la siguiente manera

TR = [ J {x} x T4R3
xeRk3

= {(x,1x) | x € R, iy € T R%}.

Por lo tanto, podemos definir una representaciéon de SO(3) en TR® mediante una
representacién de SO(3) en R? x R®. Asi, la funcién ¥ : SO(3) — GL(R? x R?) dada
por U(R) = ¥ donde ¥g(p,q) = (Rp, Rq) es una representacién de SO(3) en TR,

tomando a TR® como R® x R®. La accién ¥ es llamada levantamiento tangente de la
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accién candnica ® de SO(3) en R?, [12]. Nos referiremos a la accién ¥ de SO(3) en TR?

como la accién diagonal de SO(3) en RS.

Por completez, procederemos a demostrar que U es una representacion de SO(3) en
R? x R3, para ello sean R, Ry € SO(3) v (p,q) € R? x R® arbitrarios, entonces tenemos

que

¥R, Ro (p:q) = ((R1R2)p, (R1R2)q) = (R1(R2p), Ri(R2)q)) = Yr, (Rap, Raq)
— qu{l (qfﬁz(ps Q)) = {‘IIRI a ‘I;HQJ(p'- q)

para todo (p.q) € R® x R®, por lo que ¥p,z, = Up, o Up,, para cualesquiera Ry, Ry €
SO(3). Asi, ¥ es un homomorfismo de grupos.

Por otra parte, ¥ es una funcién continua de R® a GL(R® x R®), esto es porque
GL(R? x R*) = GL(RS) el cual se identifica de manera natural con GL(6,R), por lo

cual, considerando que la representacion matricial de ¥p respecto a la base candnica de

RS = R3 x R? es la matriz
R 0
0 R

para cada matriz R € SO(3). Ademas, tomando la métrica en GL(R®) como la métrica
inducida por la norma de Hilbert-Schmidt, se tiene que dada una matriz R; € SO(3)
cualquiera, para cada € > 0, si § = E y d(Ry, Ra) < d entonces

d(\lrﬁ_%bd((? ;1)( 0 R)) H( 0 Rl) (};2 ;)H

=“(R1;R2 RIERQ) (EZZIRI—RQ )

i=1 j=1
= V@”OI -0y = V2d(Ry, Rs) < V26 = V'@j@ = .

Por lo que U es continua en R; para toda R; € SO(3). Asi, ¥ es una representacion de
SO(3) en TR?, tomando en cuenta que TR? se identifica con R* x R®.

(I

4.3. Espacio de 6rbitas

Recordemos que una representacién de un grupo G en un espacio vectorial V' es esen-

cialmente una accién ® : G x V. — V, donde ®, es un isomorfismo lincal para cada
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g € G. Teniendo esto en cuenta, procederemos a determinar el espacio de érbitas de las
representaciones de SO(3) en R? y en TR? vistas como acciones de grupos, mostradas en
las secciones 4.1 v 4.2, respectivamente. Para ello. comenzaremos analizando la accién
canénica ® de SO(3) en R3.

Antes de empezar, recordemos que el espacio de drbitas de una accion ¢ : G x V — V
es el conjunto de todas las orbitas de la accion. A este conjunto se le puede dotar de la
topologia cociente, y se denota por V/G. Para saber como son los elementos de R*/SO(3)
para ® : SO(3) x R® — R3, dada por ®(R,x) = Rx es necesario determinar como son las
orbitas de la accién ®. Para ello, tomemos x € R? y notemos que, como SO(3) es el grupo
de rotaciones en R®, se satisface que para cuales quiera x;,X; € R? tales que ||x; || = ||xa]|
existe una matriz R € SO(3) tal que ®p(x;) = x5. Por otro lado, si x € R? se tiene que
||Rx|| = ||x|| para toda matriz R € SO(3). Por lo cual es claro que

Orb(x) = {y € R* | |ly|| = ||| }.

La interpretacién geométrica de lo anterior es que la orbita de x con la accién P es la
esfera de radio ||x|| si ||x|| # 0 y el origen si x = 0. As, el espacio de orbitas R*/S0O(3)

es ¢l espacio de todas las esferas concéntricas con centro en el origen.

Ahora, procederemos a determinar como son las orbitas de la accién ¥ de SO(3) en

TR3 = R3 x R? vista en la seccién anterior. Primero, notemos que

Vr(p,0) = (Rp.0) = (Pr(p).0)

2

Vg(0,q) = (0, Rq) = (0, Pr(q))

para cualesquiera (p,0),(0,q) € R® x R® y toda matriz R € SO(3), tomando p # 0 y
q # 0. Asi, se tiene que

Orb(p,0) = {x € R* | [Ix|| = [[p|I} x {0}

Orb(0,q) = {0} x {x € R?* | |x| = |la||}-

Geometricamente, las orbitas de los puntos (0,0), (p,0) y (0.q) consisten de el conjunto

que sélo contiene origen en R, el producto cartesiano de la esfera en R? de radio | p|| con
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origen en R? y el producto cartesiano del origen en R* con la esfera en R® de radio ||q]],

respectivamente.

Ahora bien, consideremos (p,q) € R x R tal que p # 0 y q # 0. Como (Rp, Rq) =
{p,q) para toda matriz R € SO(3), se tiene que

Orb(p,q) = {x e R® | |Ix|| = |[pll} x {y € R® | |lyll = [|all}
N{(xy) eR’ xR | {x,y) = (p.q)}

para todo (p.q) € (R*\ {0}) x (R3\ {0}). A diferencia de los casos anteriores, es mas
complicado dar una interpretacién geométrica a la orbita de (p, q). Sin embargo, podemos
decir lo siguiente, si p v q son vectores en R? linealmente independientes (p x q # 0).
entonces Rp y Rq también son linealmente independientes, para toda matriz R € SO(3).
Si por el contrario, p y q son vectores en R? linealmente dependientes (p x q = 0),
entonces Rp y Rq también lo son. Tomando en cuenta que la accion diagonal y la accién
canénica se relacionan de la siguiente manera ¥g(p.q) = (Pr(p). Pr(q)). vamoes a dar

una interpretacion geométrica de los siguientes conjuntos

{Wa(p,q) | R €SO@)p} y {¥alp.q) | B € SOE)q}.

donde SO(3), v SO(3)q denotan los grupos de isotropias de p y q con respecto a la accién

canonica ® respectivamente. Primero, notemos que

{Ur(p,q) | RESOB)p} ={p} x {y € R®| |yl =llal} n{y e R*| (p.y) = (p.q)})
={p} x{y R®| |yl = llall, (p,qa-y) =0}

{Tr(p.q) | R€SOMB)q} = ({x e R? | x| = [lpl} N {x € R* | {(x,q) = (p.q)}) x {q}
={xeR®||x| =Ipl. (p—-x4q) =0} x{q}.

Lo cual, geometricamente es el producto cartesiano del conjunto que contiene tinicamente
al punto p con la interseccién de la esfera de radio ||p| y el plano ortogonal al vector
P que pasa por q y el producto cartesiano de la interseccion de la esfera de radio ||q]| y
el plano ortogonal al vector ¢ que pasa por p con el conjunto que cuyo tinico elemento
es q respectivamente, donde 7 y ¢ son los vectores en R® que salen del origen y llegan
a los puntos p v q respectivamente. La utilidad de estos dos conjuntos es que tienen
la propiedad de que para cualesquiera (x;.q) € {¥r(p.q) | R € SO(3)q} v (p,x2) €
{Ur(p.q) | R € SO(3)p} existen R; € SO(3)q y Rz € SO(3)p tales que ¥p (x1,q) =
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(p,q) v Ugr,(p.x2) = (p.q) respectivamente, lo cual utilizaremos mds adelante en la

demostracion de la Proposicion 4.4.4.

4.4. Operador de SO(3)-promedio para funciones

En esta seccién definiremos el operador de promedios para funciones sobre el grupo SO(3),

con base en la definicién del operador de promedio vista en el Capitulo 2.

Para ello, usaremos el hecho de que la medida de Haar en SO(3) estd dada por

sen(f)dfde¢.de,,

e

2 2m
8 / / sen(#)dfde.de, = 1.

Para cada f € C*®(R3), se define el SO(3)-promedio de f respecto a la accién canénica
® de SO(3) en R3, como la funcién (f)soe) definida por

2w 2m
<f)50(3) 8?1'2 / / ] @Rf |3&31] dgd@zdf}f)l

Como sc puede ver en el Apéndice A, la expresion anterior es equivalente a

la cual satisface

2n
(f>50(3} Srf / /f(q’ (6, 1, ¢2), x))sen(A)dfdgad e, (4.1)

donde R(8, @1, ¢2) esta dada por

cos(¢) cos(¢ps) — cos(f)sen(o; )sen(¢po)
R(6,¢1,02) = | sen(d;)cos(da) + cos(f) cos(d; )sen(d2)
sen (g9 )sen(f)
— cos(@ )sen(da) — cos(f)sen(¢;) cos(ds)  sen(o;)sen(d)
—sen(a; )sen (o) + cos(8) cos(¢y) cos(da) — cos(¢;)sen(P)
cos(gq)sen(f) cos(f)

Es decir, R(8, @, ®2) es la parametrizacién de la matriz R en término de los dngulos de
Euler.
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De manera andloga, podemos definir el SO(3)-promedio para funciones en R°. Para
ello, sea [ € C(R®), se define el SO(3)-promedio de [ respecto a la accion diagonal ¥
de SO(3) en R®, como la funcién (f)so(s) definida por

27 2n T
(.f)so@ (x) = 8_1?1'-5 A /; ./D F(U(R(6, o1, d2), x))sen(f)dfdgad . (4.2)

A continuacién presentamos los promedios de algunas funciones en R* o R®. Los pro-
medios de estas funciones fueron calculados usando la férmulas (4.1) y (4.2), mediante el
uso del cddigo mostrado en el Apéndice B, implementado en cl software wx-Maxima. En
los primero cinco ejemplos el promedio se calculé respecto a la accién canénica de SO(3)
en R?. mientras que en los ejemplos posteriores se consideré la accién diagonal de SO(3)

en RS,

1. Sea f, : R® — R definida por fi(x) = z3, con x = (1,22, 73). Se tiene que

(fidsoe (%) = 5/

O

Sea [>: R® = R tal que f2(x) = ||x]|. El SO(3)-promedio de [ estd dado por
<f2>so(3) (x) = [Ix]|.

3. Sea f3 : R®* — R dada por f3(x) = x1 + 73 + 73, donde x = (z1, 2, z3). El SO(3)-
promedio de f3 es :
(fs)so) (X) = 5”3(”2

4. Sea f; : R* — R definida por fy(x) = 23 + 223, donde x = (x1, 22, 3). Se tiene

que

(fii)so(;j) (x) =0.

5. Sea f5 : R® — R tal que f5(x) = z12273, con X = (z1, 22, 3). El SO(3)-promedio
de [; es
(fa)so(s) (x) =0.

6. Sea p; : R% — R definida por py(p. q) = 3||p||*>. donde p, q € R*. E1 SO(3)-promedio
de p; estd dado por ;
(P)so@ (Pra) = EHPHZ-
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7. Sea p; : R® — R dada por p2(p,q) = 3||qlf?, donde p,q € R®. El SO(3)-promedio
de ps es

1
(P2)sogs (P-@) = 3 lall*

8. Sea p3: R® = R tal que p3(p,q) = p - q, donde p,q € R®. Se tiene que
{ps) SO(3) (p.a)=p-q

9. Sea ps : R® — R definida por ps(p,q) = p1 + p2 + p3, donde p,q € R? con
P = (p1.p2.73) ¥ 4 = (91,92, g3). El SO(3)-promedio de py4 es

(P4>so(3} (p,q) =0.

10. Sea ps; : R® — R dada por p;(p,q) = p1gs + p2g2 + P31, donde p.q € R® con
P = (p1.p2.p3) ¥ 4 = (g1-G2.93). Se tiene que el SO(3)-promedio de p; estd dado
por

1
(p5>50(3] (p,q) = EP L U

Como se menciona en el Capitulo 2, es posible demostrar en el contexto general de
acciones de grupos que el operador de promedio en G de un tensor R es G-invariante.
En las proposiciones 4.4.1 y 4.4.2 se estd considerando el promedio respecto a la accién
candnica de SO(3) en R®. Para la accién diagonal de SO(3) en RS se tienen resultados

analogos.
Proposicién 4.4.1. Para toda funcién f € C®(R3) sc satisfacc que {f}sow) €8 una

funcién SO(3)-invariante.

Demostracién. Sea f € C*®(R?). Para ver que ([)so(s) es una funcién SO(3)-invariante es
necesario probar que es constante a lo largo de las orbitas de la accién @ : SO(3) x R® —

R3. Para ello, recordemos que la medida de Haar en SO(3) es

27 2T w
i / / [ sen{)dddgsds.
82 Jo Jo Jo

Asi,
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L o
Msown(@ ) =gz [ [ [ 1(0(R0.61.62). 91, 00 senio)a0dondc
= 8,,173 /0 : /ﬂ B /ﬁ ﬁf(@(R(e,@.ég),@(R;.,x)))seu(e)ded%d@
= 8;2 fo & fo o fo “f (®(R(8, 1, d2) Ry, x))sen(6)dfdgode;
e 8.;1,,2 /u G /D ; fu wf(fb(R(t?’,r_bLég),x))sen(e)dgdqagdqﬁl.

En la Seccién 3.4 también se vié que al cambiar las variables de integracién 6, ¢, y @2

por #', @{ y &5 obtenemos que

(f)so@E (Pr, (%)) = Sif / / F(D(R(6', 01, 95),x))sen(f)dOddad e,

- [0 fo jof(@(R(e:¢;.qa;):xnsenm*)d@'d@-;da;

= (f>50(3j (x)
para toda x € R3 y toda matriz R, € SO(3). Por lo tanto, para toda funcién f € C*(R3)
se satisface que (f)so(s) es una funcién SO(3)-invariante. n
De manera andloga a la demostracién anterior se prueba de que (f)so(s) es una funcion
SO(3)-invariante para toda funcién f € C=(R®).

La Proposicién 4.4.1 nos ayuda para dar otra manera de determinar si una funcién

f € C=(R?) es SO(3)-invariante, la cual se sigue de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4.2. Sea f una funcidn suave en R3. f es SO(3)-invariante si y sdlo si

(N)so@ = f-

Demostracién. Sea f una funcién suave en R®. Si f es SO(3)-invariante se tiene que

2
/ f f(®(R(O. &1, @2),x))sen(0)dbdd.do;

1
(f>so(3)( = S.T A

=]

2n
/ / f(x)sen(6)dfdg.de,
0

1 2 2%
8—/ / -/ sen(f)dédgodo,
0o Jo
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para todo x € R3, lo cual implica que (f)so) = f. Para el regreso supongamos que
([)sow) = [. esto implica que [ es SO(3)-invariante pues de la Proposicién 4.4.1 se sigue

que {f)soe) es SO(3)-invariante. L
La prueba de que una funcién suave f en R® es SO(3)-invariante si y sélo si (f)so@) = f
es anédloga a la demostracion anterior.

En los ejemplos anteriores el promedio obtenido en cada una de las funciones es una
funcién SO(3)-invariante. En particular, del segundo ejemplo del SO(3)-promedio de fun-
ciones en R?® se sigue que f(x) = |x|| es una funcién SO(3)-invariante. Mds ain, probare-
mos que toda funcién suave en R® SO(3)-invariante es funcién de la norma en R?, como

se ve en la siguiente proposicion.

Teorema 4.4.3. Toda funcién f € C*(R?) SO(3)-invariante se puede expresar como

funcién de r = ||x|.

Demostracion. Sea f € C*(R®) SO(3)-invariante. Consideremos la funcién g sobre R

dada por g(r) = f(r,0,0). Como f es una funcién SO(3)-invariante se tiene que

[(@r(x)) = [(x)

para toda R € SO(3), es decir,
fly) = 1(x)

para toda y € Orb(x).
De la Seccion 4.3 sabemos que
Orb(x) = {y e R* | |lyll = x|},

por lo cual, si || x| = r entonces (r,0,0) € Orb(x). Asi, tenemos que

f(x) = [(r,0.0) = g(r) = g(|x]))

para toda x € R3. ]

Por otra parte, de los ejemplos del 6 al 8 se sigue que (p;)so(3)(P-q) = pi(P.q) para
i = 1.2,3, lo cual implica que p; es una funcién SO(3)-invariante para i = 1,2,3. A

continuacién probaremos que las funciones p;. pa v p3 no solamente son SO(3)-invariantes,
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sino que toda funcién suave en R® que sea SO(3)-invariante es funcién de py, po v ps. Antes

de formular este resultado, probaremos la siguiente proposicién.
Proposicién 4.4.4. La funcion T : R? x R®* — R? dada por
I'(p.q) = (m(p.a), p2(p.q). p3(p. q)) (4.3)

satisface las siguientes propiedades:

(i) Para cualesquiera (p,q) € R®*xR? y R € SO(3) se tiene que I'(¥r(p,q)) = I'(p.q).
(1) SiT(p1.q1) = I'(p2, qq) entonces existe una matriz R € SO(3) tal que ¥ z(p1,q1) =

(P2-92)-

Demostracion.

(i) Sean (p,q) € R* x R® y R € SO(3) arbitrarios, entonces se tiene que

L(Yr(p,q)) = (p1(¥r(P.q)), p2(Yr(P,q)), p3(¥r(P.q)))
(p1(P.q), p2(P, q). p3(P.q)) = ['(p. q).

Il

Esto es porque py, p2 v p3 son funciones SO(3)-invariantes.
(1) Sean (p1,q1), (P2, q2) € R? x R? tales que I'(p1,q1) = I'(p2, q2). es decir
(p1(p1.a1). p2(P1. a1). p3(P1y 1)) = (p1(P2, Q2). p2(P2. Q2). p3(P2. Q2))-

De lo anterior se sigue que

1 1
§I|P1||2 = p2(P1.q1) = p2(P2, Q) = §|[P2||2

1 1
§||fh||2 = p2(P1, 1) = p2(P2, @) = ;||CI2H2:

lo cual implica que ||p1| = [[p2| ¥ [la1l| = [lqz]-

Asi, si q; = 0 se tiene que [|qq|| = |lqi]| = 0, por lo que q2 = 0. Ademds, como
|lp1]| = ||p2ll. entonces existe una matriz R € SO(3) tal que Rp; = Rp2. Asi. existe
R € SO(3) tal que

Ur(p1,qi) = (Rp1, RO) = (p2.0) = (P2, Q2)
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Si q; # 0, entonces como ||qi|| = ||gz|, existe una matriz R, € SO(3) tal que
R1q; = qo. Ademas

D(Ug, (pr.a1)) = I'(p1,a1) = T'(p2, q2)

de lo cual se sigue que ps - o = Vg, (p1,q1) = Rip:1 - Riqs = Rip: - qa, por lo que
(Rip1 — p2) - @2 = 0. lo cual implica que R,p; esta en la interseccién de la esfera
de radio |ps|| ¥ el plano ortogonal a §; que pasa por py, donde §; es el vector que
sale del origen y llega a qa, es decir (R1p1,q2) € {¥r(P2,92) | R € SO(3)q,} por
lo cual existe una matriz Ry € SO(3)q, tal que ¥p,(R1P1,q2) = (P2,92). Por lo
tanto, existe & = RaR; € SO(3) tal que

Yea(p1.q1) = Yror (P1-q1) = (Pr, 0 ¥g,)(P1,q1)
= \I}Rz (q;Rl (pluql)) = q’Rz (RlpquQ}
= (P2, Q2)-

Asi, si T(py, a1) = I'(p2, q2) existe R € SO(3) tal que Y(p1.q;1) = (p2,q2). ™

Teorema 4.4.5. Para cada funcion H € C*(R") SO(3)-invariante eziste una funcién
h € C®(U), donde U es un abierto en R®, tal que H = h(py, p2, p3).

Demeostracion. Consideremos la funcién J : R® x R? — R? dada por J(p,q) =p xqy el
conjunto V = {(p,q) € R? x R? | J(p,q) # 0} el cual es un abierto denso en R®, esto es
porque V = J7(R6\ {0}) v como J es una funcién continua de R? x R? en R® y R®\ {0}
es un abierto en R®, esto implica que V es abierto en RY. Ademas, para ver que V es
denso en R® notemos que el origen no esta en V pero x. = ((5,0,0),(0,5,0)) € V ya
que J(x.) = (0,0: -43) # () para todo £ > 0, ademas ||x.|| = 5 por lo que x; € B.(0), de
lo cual se sigue que 0 € V/ C V.,

Sea (p,q) ¢ V, sin pérdida de generalidad, supongamos que q = Ap para algiin
A € R. Consideremos y. = (p, Ap) + X., entonces ||ly. — (p, Ap)|| = [|x|| = 7. Tomando
p = (p1.p2.ps) tenemos que y. = (p1 + 5, Pa, 3, Ap1, Ap2 + 5, Aps), por lo que

J(ye) = (pl + %,pz,ps) X ()‘Pl- Aps + -;— )\Pa)
- (/\Pzpa —P3 (/\?Jz ‘. 3) L AP3 (Pl t %) — Ap1p3. (Pl + é) ()\PQ + %) = f\PliU?)

o g
= (——P3,§P3:1+§(P1 ' }\P2))

2
40
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para todo £ > 0. Asi, y. € B.(p,q) para todo & > 0, lo cual implica que (p,q) € V' CV
para todo (p,q) € V. Por lo tanto, (p,q) € V para todo (p,q) € R® x R3, lo que por

definicién implica que V' es denso en R® x R3.

Consideremos la representacién ¥ : SO(3) x R3xR® — R3xR? definida en la seccién 4.1
y la funcion I' : V — U C R? definida como en (4.3), donde U = I'(V). Notemos que para
cada funcién h € C*=(I(V)) existe una 1inica funcién SO(3)-invariante H € C°(R?* x R?)
tal que H(p,q) = (hoT')(p,q) y para cada funcién H € C*(R? x R?®) SO(3)-invariante,
existe una 1inica funcién h € C®(R?) tal que H(p,q) = (h o I')(p,q). Esto se debe
a que I' es una funcién sobreyectiva en U, por lo que para cualquier x € R?® existe
(p,q) € R® x R? tal que I'(p, q) = x, asi h(x) = H(p, q) para (p,q) tal que I'(p.q) = x.
Ademas. de la Proposicion 4.3.2 se sigue que I'(p,q) = I'(p’, q’) si y sélo existe R € SO(3)
tal que Up(p’,q') = (p.q), entonces ' (x) = {¥x(p.q) | R € SO(3)} = Orb(p,q). lo
que implica que h esta bien definida pues H es SO(3)-invariante. Por lo tanto. como

h(x) = h(I'(p.q)), se tiene que H = hoT, lo cual implica que H = h(p;. ps, p3). ]

4.5. Operador de SO(3)-promedio para campos vec-
toriales
En esta parte veremos como calcular el operador de SO(3)-promedio para campos vecto-
riales, haciendo uso de la medida de Haar en SO(3).
Dada una accién @ : SO(3) x R3 — R?, se define el SO(3)-promedio del campo vectorial

X :R® = TR3 por

2n 2w w
g I W f f / &% X (x)sen(0)dfdgador,
@ 872 Jo Jo Jo

lo cual es equivalente a (ver Apéndice A)

) 1 Dty S . ; )
Ksow @ =555 | || SO 01,6 X(@(RE.01,62).3))sen(8)dbdondon
Vo <0 o0
(4.4)
para el caso de la accién candnica de SO(3) en R® con R(8, @1, ¢2) la parametrizacién de

la matriz R en término de los dngulos de Euler.

A continuacién presentamos los promedios de algunos campos vectoriales con respecto

a la accién canénica de SO(3) en R3. Los promedios de estos campos vectoriales fueron
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calculados usando la féormula (4.4), mediante el uso del cédigo mostrado en el Apéndice

B, implementado en el software wx-Maxima.

]

Sea X; : R* = TR? definido por X;(x) = (1,0,0) donde x € R®. El SO(3)-promedio
de X es

(X1)so(s) (x) =0,

tomando 0 € R,

Sea X, : R* — TR? un campo vectorial dado por X»(x) = (z1,0,0) donde x € R?
con X = (1, z2, 3). El SO(3)-promedio de X, es

. 1
(X 2)50(3} (x)= gx-

Sea X3 : R* — TR®* dado por X3(x) = x con x € R%. Se tiene que

{(X3)so@) (x) =x.

. Sea Xy : R* — TR?® dado por X4(x) = (27,23,2%) donde x € R® con x =

(1, 29, 23).El SO(3)-promedio de X, estd dado por

( ’4)50(3} (x) =0,

con 0 € R3.

. Sea X5 : R® —» TR3 dado por Xs(x) = (x1 + 2 + 23,0,0) para x € R3 con

x = (zy, T2, x3). Se tiene que

(XS)sogs) (x) = %x.

SO(3)-promedio de V; es
(Vl)so(;;) (P=Q) = 0,

tomando 0 € RS,
Sea Vs : RS — TR® un campo vectorial dado por Va(p,q) = (p,q) con p,q € R?.
El SO(3)-promedio de V5 es

(Vz)so(a) (p.q) = (p.q).
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8. Sea V3 : R® — TR® dado por V3(p,q) = (p141.P2g2, p3¢3,0,0,0) donde p,q € R?
con p = (p1,p2.p3) ¥ 4 = (41,92, g3). Se tiene que

“’3)50(3) (p,q) =0,

tomando 0 € RS.

9. Sea Vj : R® — TRS dado por Vi(p,q) = (p?,p2.p2. ¢}.¢2.¢%) donde p,q € R? con
p=(p1,p2,p3) Yy 4= (q1, ¢, q3).El SO(3)-promedio de Vj esta dado por

('Vnso(g) (p.q) =0,

con 0 € RS.

10. Sea V; : R — TR® dado por Vs(p.q) = (p1 + p2 + p3.0.0,q1 + g2 + g3,0.0) para
P,q € R® con p = (p1,p2,p3) ¥y 4= (q1, 42, 43). Se tiene que

(1';3)50(3) (p.q) = %(P-Q)-

Igual que en el caso de funciones suaves se tiene que el SO(3)-promedio de un campo
vectorial en R? es un campo vectorial SO(3)-invariante, la prueba de esta afirmacién se

sigue de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.5.1. Para todo campo vectorial X en R® se tiene que (X)so@) es un

campo SO(3)-1nvariante.

Demostracion. Sea X € X(R®). Para ver que (X)so() es una campo vectorial SO(3)-
invariante es necesario probar que es constante a lo largo de las orbitas de la accién
® : SO(3) x R?* — R3. Para ello, notemos que

(PR, (X)so) (%)

es igual a

F i 2r 2n  pw . 5 . .
@(Hll.@fo fo /DII'(R(S,Q;,GQ) ,X(@(R(E.qol,cpg),@Rl(x))))sen(ﬂ)dﬁ?d@gd,@l),

lo cual puede reescribirse como

5 / ; / " (BT DR, 01, ¢a)™, X (D(R(B, 1. b2). ©(Ry, x)))sen(8)) d6dondor,
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y esto es
8172/ ] f RllR(S b1, @2) ", X(@(R(0, b1, d2) Ry, x))sen(ﬁ)) dfdgade;.

Tomando en cuenta que Ry R(0, ¢y, ds) ! = (R(H,q')l,ég)ﬁ’.l}'l, lo anterior puede rees-

cribirse como

- / / ' / R(8', 61, 6)™%, X (B(R(6', 6., 61), x))sen(6)) dbddudéh.

En la Secciéon 3.4 también se vio que al cambiar las variables de integracion 8, ¢, y &-

por 8', ¢{ y &3 obtenemos que lo anterior es igual a

2n 2r
gr [ | [ ® (RO X @R 6, 0).x))sen(0)) d0'desa,
lo cual es el SO(3)-promedio de X en x. Asi,

(®%, (X)so@) (%) = (X)so)(x)

para toda x € R? y toda matriz R; € SO(3). Por lo tanto, para todo campo vectorial X

se tiene que (X)go(s) es un campo SO(3)-invariante. m

Para la accién diagonal de SO(3) se tiene que el promedio de un campo vectorial en
R% es SO(3)-invariante. La prueba de esta afirmacién es andloga a la demostracién de la

proposicién anterior.

La importancia de la Proposicion 4.5.1 radica en que permite dar una manera alterna de
determinar si un campo vectorial X € X(R*) es SO(3)-invariante mediante su promedio,

la cual estd dada por la siguiente proposicién.

Proposicién 4.5.2. Sea X un campo vectorial. X en SO(3)-invariante si y sélo (X)so(s)
X.

Demostracion. Sea X € X(R?). Supongamos que X en SO(3)-invariante, entonces tene-

mos que
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(=]

para toda x € R?, lo cual implica que (X)so(3) = X. Para el regreso de la proposicién, es
claro que si (X)so) = X entonces X es SO(3)-invariante, pues de la Proposicién 4.5.1

se sigue que (X)go(s) es SO(3)-invariante. [

De manera analoga a la demostracién anterior se prueba que dado un campo vectorial
X € %(R%), X en SO(3)-invariante si y sélo (X)so@) = X.

A partir de la proposicién anterior se sigue que los promedios de los campos vectoriales

en los ejemplos anteriores son campos vectoriales SO(3)-invariantes.
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Capitulo 5

Sistemas Hamiltonianos

SO (3)-invariantes

En este capitulo estudiaremos sistemas Hamiltonianos en R® y R® que son invariantes con
respecto a las acciones del grupo SO(3) sobre R® y R® que hemos revisado en el capitulo

anterior.

Para comenzar, se hace una breve presentacion de los corchetes de Poisson en R™ v los
campos Hamiltonianos. Para el caso de R?, estudiamos toda una familia de corchetes de
Poisson en R® la cual se caracteriza en términos de una funcién de Casimir dada. Luego,
establecemos condiciones para las cuales algunos corchetes de ésta familia de corchetes
generan campos Hamiltonianos SO(3)-invariantes. Para el caso de R®, como este espacio
¢s de dimensién par. consideraremos el corchete de Poisson candnico, con respecto al cual
la accién diagonal de SO(3) en R® resulta ser Hamiltoniana con aplicacién de momentum
equivariante, [7, 13]. Esto quiere decir que los generadores infinitesimales de la accién

resultan ser campos Hamiltonianos.

Nuestro propdésito en este capitulo es ilustrar el proceso de reduccion y reconstruccion

de dindmica para sistemas Hamiltonianos SO(3)-invariantes.

89
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5.1. Definicion y propiedades de sistemas Hamilto-

nianos

Consideremos el espacio euclidiano R™ y el dlgebra de funciones suaves en R", denotada
por C®(R").

Definicién 5.1.1. Un corchete de Poisson en R" es una operacién binaria { , } :
C®(R™) x C*(R") = C*(R"), tal que para cualesquiera [,g.h € C®(R") ya € R

se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Linealidad:
{f +ag,hy ={f, h} +a{g, h}.

(ii) Antisimetria:

{f.9t=—{g.r}

(111) Identidad de Jacobi:
{f {g,n}} +{g.{h. f}} +{h.{f.9}} =0.

(iv) Regla de Leibniz:
{fg.h} = f{g.h} +{/. h}g.

De las propiedades (7), (i7) y (iii) se sigue que un corchete de Poisson es una operacién
bilineal. mas aiin, es un corchete de Lie en C*°(R") visto como espacio vectorial. Por lo
tanto, (C*°(R™),{ . }) es un &lgebra de Lie de dimensién infinita. Dado un corchete de

Poisson en R", al par (R",{ , }) se le llama espacio de Poisson.

Corchete de Poisson canénico en R?"
Considerando que los elementos de R*" se pueden expresar de la forma (p.q) con p.q €
R™, podemos definir la operacién { , } : C=(R*") x C*(R*") — C>(R*") dada por

O (8f 8y Of B
{f.9}= ; (a—p:a—% = 6_@3_;),) (5.1)

para cualesquiera f, g € C°(R?").

Proposicién 5.1.2. La operacion binaria  } : C2(F )} x C=(R*") = C>=(R*")
definida por (5.1) es un corchete de Poisson en R*".
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Demostracion. Para ver que { , } es un corchete de Poisson en R*" notemos que

f+crg)6‘h d(f +ag) oh
A Z ( o O 3—1?3)

E((-R)E-E-2)2)
B i=1 apf aq: BQ; aaq,j 3}?3
af oh  of ah) 2 (ag oh g Oh)
= i e (s L
Z (31?; g 9q; Op; ; Opi 9g;  dg; Ip;
= {f,h} + a{g,h}

para cualesquiera f, ¢ € C®°(R?*") y cualquier o € R. Ademds,

_N~ (999 08709\ _ ~~(_0f8g 98fdg\__
{ffg}_g(@t’?_fh 0_%-81%)_ Z( i?rh@q«iri?fh@;m)_ uheh

i=1

para cualesquiera f,g € C*(R?"). Para demostrar que { , } satisface la regla de Leibniz
recordemos que las derivadas parciales satisfacen la regla de Leibniz. por lo que

(fg) 8h _ O(fg) Ok
U= Zl( opi Bg;  Og aps)

i (( dj af ) (f@ ~af )an)
Z dp? dp? afh ; 3‘-'}:' " og afh apr

i=l

dg 0h  dg Bh) u (8[ oh af Sh)
e —_—— — ———— + —_— e — —
! XI: (3}'—’i Oq;  9q; Op; (; Opi 9q;  9g; Op; .

=

= f{g.h} + g{f. h}

para cualesquiera [, g, h € C°°(R*"). Sélo resta probar que { , } satisface la identidad de
Jacobi para tener que { , } es un corchete de Poisson en R?". Para ello, notemos que

T dg 0h  dg dh
o= {f > (2o - 2 Op‘)}
_Z E)fé‘ Z(Bgdh_ég@)
p; Og; “— \0pi 0q;  Oq; Op;
3f 0 Z 89 oh 8(; 311
a‘lﬂ apj‘ i apa aqf a\?s ap;
B ZZ g Bh dg O°h &g ah g &%h !
8;) 8 apr a(h Bp,, d%aﬁh qu ap1 aqi 6%6;};

=1 i=1
%9 0Oh 39 %h 9%g Oh 99 9’h
8 (9}01 aq'r apa apjafh apjaql apl 0‘}'1 dp_,ap, .




Capitulo 5. Sistemas Hamiltonianos SO(3)-invariantes

92

lo cual puede reescribirse como

Z Z (a [ &g o,
Bp, 9q,0p, bg;

Fe=F =1

Por lo tanto

es igual a

af 0%g oh
ZZC%%%%*

J=1 i=l

of & oh
dq; Ip;0p; Og;

o 8y o

_9f o9 y_h
dq; Op; Op;0q;

of d%g Oh

~ p; 8g;0q; dp;
af &g oh
dq; Op,9q; Op;

{49, h}} +{g.{R. /}} +{h.{f. 9}}

o) f 329 oh
a(.fj r)pjdpl 5?:

09 &h Of |
apj 3%3}1’1 dg, '

dg O*h af

84, Op;0p: 9g;

oh 32f 39
apj' ag} ap: 8{1'2
oh 32f 39
a% 3p;ap? a'?'a

af dg ok
p; Op: 04;0q;
of 8g 8%
dq; dp; Op;0q;
8g Oh O°f
9p, Op; 94,04
dg Oh O°f

oh Of &%
3;03 op, 9q,0q;
oh Of 0%
" q; 9p; Op;0q;

bq; Bp; 9p,9q;

af 8%g 6h

dp:_, 0g,;0q; Op;
ﬂ 8%g Oh

dq; Op;9q; Op;

39 &h df
9p; 0q;0q; Opi

dg &*h af
6‘?} 9p;04q; 8pz
oh &f 0Og
~ Op; 0q;0q, Op;
@h f g

" 3q; 8p;00: op;

2h
Op, 0g; q;0p;

df dg

 Bf 99

d%h )
dq; Og; Op;0p; )

0%h
Op; 9g; 0q;0p;
8f 8g 9%h
a_%a_‘?iapjapi
dg Oh &f

af dg

3_;:;, 3_9’: a%ape 5

ag oh 9°f
q; bg; dp;0p;
oh 8f 8%

- a_ma_qfaqjam i
2l 2
dq; Og; Op;0p; )

lo cual, reordenando los términos en la sumatoria v separdndola en dos sumatorias es

igual a

>3 (%

=1 i=1

Jj=1

af 8% éh
Ip; 0g;0p; dq,

dg 0% Of

8p; 0q;0p; Dg;

oh & 3
dp; 9q;0p; Og;

"\ & (9h of %
A 1(

8q; Op; Op;0qi

of 8g 0%*h

dg; Op; Op;0q;

dg 6h 8*f

dq; dp; Op;0q;

of 9g 9%h
dpj djr)i dq;0q;

g Oh f

Ap; Op; 99,;0q;

oh 8f 8% | Oh &*f Og

Op; Opi 0g;0q, ' Oq; Op;0g, Op;

L 99 &h 6] ohof 8%g
8193 0q;0q; 8;0,, a_Pja_%SG'jan'
oh 82f 89 Of dg 8h
9p; 0q;0q; Op; | Op; 0g; Dg;Op;
af o*g oh dg Oh 5 f
3p, q;0q; dp;  dp, Dq; Dq;dp;

a5 8% 0Bh
dq; Op;0q, Op,
8g 0°h Of

dq; Op;9q; Op;

af dg &°h

aT}j (‘jq@ 3}"}_}. t'?:{)i

8g Oh O°f

e
8q; 8¢; Op;0p;

oh &f % )

dq; 84, Op;0p:
dg 0°h Of
q; Op;0p, 9,
oh O*f 99
r)qj dpidp; r)qd
o7 & on
9gq; 9p;0p; Og;
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que es igual a 0. Es decir,

{f Ag. 3} + {g. (b 3} +{h,{f,9}} =0

para cualesquiera f,g,h € C*°(R*"). Por lo tanto, { , } es un corchete de Poisson en
R, "

Corchete de Poisson en R*
Para cada funcién K € C®(R3) definamos el corchete { , }x : C®(R?) x C*(R3) —
C*=(R?) por

{f.9}x = (VF, VK x Vg), (5.2)

donde V [ denota el vector gradiente de f.

Proposicién 5.1.3. Para cada funcion K € C*(R®) la operacion binaria { , }y :
C=(R3) x C(R3) — C*(R®) definida por (5.2) es un corchete de Poisson en R®.

Demostracion. Sea K € C™(R?*). Para ver que { , }x es una operacién lineal, tomemos

[.g € C°(R?) cualesquiera y a € R?® arbitrario, tenemos que

{f+ag,h}k = (V(f+ag),VK x Vh) = (Vf +aVg,VK x Vh)
— (Vf, VK x Vh) + a(Vg, VK x VR = {f, h}x + a{g, h}x

Lo cual implica que {f + ag,. h}x = {f. h}x + o{g, i} k. Ademss

L7 Vy
{(f.g}k =det | VK | =det | VK | = —{g.f}x
Vg \i

para cualesquiera f, g € C*=(R?). Ahora, comprobemos la regla de Leibniz.

{79, h}ic = (V([9), VK x Vh) = (fVg + (V) 9. VK x Vh)
= [(Vg, VK x Vh) + (V[,.VK x Vh)g = [{g. h}i + 9{[, "}k

para cualesquiera f,g,h € C*°(R?). Asi, { . }x es un corchete de Poisson en R® para toda
funcion K € C*=(R?). [
Definicién 5.1.4. Un corchete de Poisson { , } en R™ se dice ser no-degenerado si para
cualguier [ € C®(R™) tal que {f.g} = 0 para todo g € C*(R"™), se tiene que [ es

constante.
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El corchete de Poisson canénico en R?" definido por la ecuacién (5.1) es no-degenerado.

A partir de la Definicion 5.1.3, podemos analizar bajo que condiciones un corchete de

Poisson { , } en R" es no-degenerado, como se ve en la siguiente proposicién.

Proposicion 5.1.5. Si un corchete de Poisson { . } en R" es no-degenerado, entonces

n €es par.

La prueba de esta proposicion puede ser consultada en las siguientes referencias (8, 10,
20].

Definicién 5.1.6. Sean { , }1 y { , }2 corchetes de Poisson en R" y R™ respectivamente.
Una funcion suave ¢ : R™ — R™ se dice ser una funcion o morfismo de Poisson si
satisface que

{fo(lb,goﬁb}] = {fsg}20¢
para cualesquiera f.g € C(R").

Ejemplo 5.1.7. La funcién T definida en (/.3) de (R®,{ ,} ', donde Yaun €5 €l
corchete candnico en R® dado por (5.1), y (R3,{, }r), con { , }¥ dado por (5.5) al tomar
F(x) = 42129 — 23, es un morfismo de Poisson. Este hecho lo verificaremos a detalle en

la Seccion 5.3.

Proposicién 5.1.8. Dado un corchete de Poisson { , } : R" X R" = R" y una funcion

suave H : R™ — R, existe un unico campo vectorial Xy € X(R") tal que
Lx,f={H, f} (5.3)

para toda funcion [ € C*(R"), donde L, denota la derivada de Lie a lo largo del campo
Xu (ver Apéndice A).

Demostracion. Notemos que {H, - } : C®(R") — C*(R") es una derivacién pues es
una funcién lineal que satisface la regla de Leibniz. Por tanto, existe un campo vectorial
Xy € X(R") tal que

Z d
f-".\',q = ?ZI: ’\a'é‘x_iv
donde \;(x) = {H, z;}. ]

Nota. En la prueba anterior estamos usando el hecho de que toda derivacion del dlgebra

C®(R™) tiene asociado un tinico campo vectorial. Este hecho se puede encontrar en [9, 10].
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Definicién 5.1.9. Dado un corchete de Poisson { , } : R* x R" — R" y una funcidn
suave H : R* — R, se define el campo Hamaltoniano Xy asociado a I como el 1inico

campo vectorial que satisface (5.3).

De la definicién anterior, s sigue que Xy = {H, }. Ademds, a partir de dicha definicién

es posible definir lo que es un sistema Hamiltoniano como se sigue a continuacién.

Definicién 5.1.10. Dado un corchete de Poisson { , } en R" y una funcién suave H :
R™ — R. se define un sistema Hamiltoniano como el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias en R™ definido por

x = Xp(x),

donde Xy es el campo Hamiltoniano aseciado a H.

La funcién H de la definicién anterior es llamada el Hamiltoniano del sistema.

Definicién 5.1.11. Sea X € X(R") y f € C®(U) con U C R" abierto. f es una integral
primera de X si Lxf =0.

Una integral primera de un sistema es una funciéon f € C*°(U) que es constante a lo
largo de las trayectorias del sistema, es decir, si a(t) es solucién del sistema, entonces
f(a(t)) = constante.

Proposiciéon 5.1.12. Sea H € C>*(R"). Entonces f € C(R") es integral primera de
Xy sty solo si {H,f}=0.

Demostracion. Sea H € C>®(R"). Por definicion se tiene que f € C(R") es integral
primera de Xg si y sélo si Lxf = 0 lo cual es equivalente a {H, f} = 0. &

Corolario 5.1.13. Si Xy es el campo Hamillonwano asociado a la funcidon H, entonces

H es integral primera de Xg.

Demostracion. Dado un corchete de Poisson { , } : R® X R® — R", y el campo Hamil-
toniano Xy asociado a la funcion H, de la propiedad de antisimetria de { . } se sigue

que

{(H.H}=0,

lo cual, por la proposicion anterior, implica que /1 es integral primera de Xy. ]
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A continuacién se presenta la nocion de funciones de Casimir para un corchete de

Poisson.

Definicién 5.1.14. Sea { un corchete de Poisson en R". Una funcién f € C*(R")
se dice ser de Casimir si {f, g} = 0 para toda funcidn g € C*(R"). Al conjunto de todas

las funciones de Castmir las denotaremos por

Casim(R") = {f € C*(R") | {f.g} =0Vg e C*R")}.

De la definicién se sigue que dado un campo Hamiltoniano Xg € X(R"), toda funcion
f € Casim(R") satisface que {H, f} = 0, lo que por la Proposicién 5.1.12 implica que
f es integral primera de Xpy. Por otra parte, si H es una funcién de Casimir, entonces
Xy = 0. Ademas, dado un corchete de Poisson { , } en R" se tiene que Casim(R") # 0

va que cualquier funcién constante f es de Casimir.

Proposicién 5.1.15. Si { = es un corchete de Poisson en R*, entonces la aplicacion
que a cada funcion H € C*(R") le asocia su campo Hanultoniano es un morfismo de

algebras de Lie.

Demostracién. Sea { , } : C®(R") x C=®(R") — C*°(R") un corchete de Poisson y
n: C*(R") — X(R") tal que n(H) = Xy. Por definicién se tiene que

T?(Hl T QH?)(fJ i -XH1+U:H'.1(f)

para todo f € C>°(R"), para cualesquiera H;, Ho € C"°(R™), a € R. De la linealidad del
corchete se sigue que Xy, ran, = {H1 +aHs, } = {Hy, } + a{Hs, } = Xy, + aXy,, por

lo que

n(Hy + aH2)(f) = (Xm4am)(f) = (Xm, + aXw,)(f) = (n(Hy) + an(Ha))(f)

para todo f € C*°(R"), para cualesquiera H;, Ho € C*(R"), a € R. Asi, n(H, +aH,) =
n(Hy) 4+ an(H,) para cualesquiera H;, Hy € C*(R"), a € R, por lo que 7 es una funcion

lineal.

Por otra parte, notemos que
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n({H1, H2})(f) = Xia vy (f) = {{H1, Ha}. [} = {H1, {Ha, f}} + {Ha2. {f, Hi}}
= {H,{Ha. f}} = {Hs; {H1, f}} = {HI:XIfg )} — {Hz2, Xu, ()}
= (Xu, 0 Xp)(f) = (X, 0 X, )(f) = [Xaiy . X ](f)
= [n(H1), n(H2)](f)

para todo f € C*®°(R") y cualesquiera H;, Hy € C*®(R"), por lo que n({H:, Ha}) =
[n(H,),n(Hz)] para cualesquiera Hy, H, € C*(R"). Por lo tanto,  es un morfismo de
algebras de Lie. ]

A partir de lo anterior, fijada una funcién H € C*(R") es posible analizar el conjunto
de integrales primeras de su campo Hamiltoniano Xp. Para ello, denotemos por Ay =
{f e C=(R") | {H, [} =0}

Proposicién 5.1.16. See I : R — R una funcion diferenciable. Para cualesquiera f. g €
C*=(R") se satisface que

{f. Fog}=F'(9){f.9}.

Demostracién. Notemos que si Xy = (A1...., An). entonces

(1, Fos) = iy (Fog) = z»\ = A5
Z &E "(9)Lx,(9) 9{f.9}

para cualesquiera f,g € C*°(R"). ]

Corolario 5.1.17. Si F : R — R es una funcién suave, entonces F o f € Ag para toda
feAy.

Demostracion. Sea Xy un campo Hamiltoniano y F : R — R una funcion suave. De la

proposicién anterior se sigue que dada una funcién f € Ay arbitraria, se satisface que

{H.Fof}=F(N){H.f}=F(/)0)=

por lo que Fo f € Ay para toda f € Ap. [ ]
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Definicién 5.1.18. Sea (R™,{ , }) un espacio de Poisson. Un campo vectorial X se dice

ser un campo de Poisson $i satisface que

-C,'\’{fvg} = {‘Cffg} + {fv »\ng}

para cualesquiera f,g € C=(R").

A partir de la definicion de espacio de Poisson y de Definicién 5.1.14 se tiene la siguiente

proposicion

Proposicién 5.1.19. Sea (R",{ , }) un espacio de Poisson. Xy es un campo de Poisson
para toda funcion H € C*(R").

Demostracidn. Sea (R™, { , }) un espacio de Poisson.

Lx, {f.9}={H{f . 9}} = —{9.{H. f}} - {f. {9, H}}
={H. [} 9} +{f.{H.9}} ={Lx[. 9} +{/. Lxg}

para cualesquiera f,g € C°(R"). Por lo tanto, X es un campo de Poisson para toda
funcion H € C=(R"). |

5.2. Acciones canoénicas y Hamiltonianas

Esta parte esta enfocada en estudiar las llamadas acciones canonicas v acciones Hamil-

tonianas sobre R".

Definicién 5.2.1. Sea (R*,{ , }) un espacio de Poisson y ¢ : G x R" — R" una accion
suave de G en R". Se dice que G actie de mancra candnica en R" si ®, es un morfismo
de Poisson para cada ¢ € G. La accién se dice ser Hamiltoniana si los generadores

imfinitesimales son campos Hamiltonianos.

Vamos a probar que la accién diagonal de SO(3) en R® es Hamiltoniana. Para ello,
definamos la funcién J : R? — C* (R®) dada por J(x) = Jx , donde

Jy(p.q) = {x,p x q). (5.4)

Proposicién 5.2.2. La funcién J : R®* — C>(R®) definida por (3.4) satisface las si-

gquientes propiedades
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(1) J es una transformacion R-lineal.

(i1) Para cada matriz A € so0(3) se satisface que Aps

= X, donde x = i(A), con
i:50(3) = R3 la funcidn de la Definicion 3.2.2.

(iii) H € C=(R®) es SO(3)-invariante si y sélo si {H.J,} = 0, donde J; = J.,, para
§=1,208.

Demostracion.

(i) Sean x,y € R* y a € R arbitrarios. A partir de la definicién de la funcién J y de
las propiedades del producto interior en R? se sigue que

Jxtay(P:q) = (X+ay,pxq)={(x.pxq)+aly.pxq)

= Jx(pq) +Cl’-)7y(p-, Q) = (Jx + a']}'}{p:q):

por lo que J(x + ay) = Jxtay = Jx +aldy = J(x) + aJ(y) para cualesquiera
x,y € R? y cualquier a € R. Asi, J es una transformacién R-lineal.

(7i) Recordemos que

d
Ars(p.@) = — (e'p,e“q)
t=0
= (Ap, Aq)
= (x2p3 — T3pP2, T3p1 — T1P3, T1P2 — TapP1, T2G3 — T3qa,

T3q1 — 2143, T1G2 — T2p1)

Notemos que Jy = z1J; + T2Jy + z3J3. donde J; = J,, para i = 1,23, ya que

J1(p.q) = pags — p3qe. J2(P.q) = psq1 — p1g3 ¥ Ja(P.d) = p1g2 — paq1. Asi, para el
corchete { , } : C™ (R®) x C* (R®) — C* (R®) dado por

3

RN
{f-. .Q’} = Z (8}31. 8Qi aq,; c'?pi)

se tiene que
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X5 (p.9) = {J)x, }p.q)

= (IzPa = 273?32)

g
op

(p.q) + (z3p1 — z1ps) 7— (. Q)+

3}02

(T - )—(P ) (T =T )——(P )
L Mh = 0 < .
1P2 21 Bps . q) + (T2q3 ag2 B, ,q)+

7, d
(Taq1 — 7193) s—(P. q) + (2192 — z2p1) (P, Q)
I dg3

= (Tap3 — T3p2, T3P1 — T1P3, T1P2 — Z2P1, T2q3 — X3Ga,
I3y — I1¢3, T1q2 — I2P1)

= A]R3 (p Q)

para todo (p,q) € R®. Por lo tanto, para toda matriz A € so(3) se satisface que
Aps = X, donde x = i(A).

(127) Del inciso anterior se sigue que Jy es el Hamiltoniano de Ags con i(4) = x. El
flujo del campo Hamiltoniano es la familia de soluciones del sistema Hamiltoniano
asociado a X ;.. Supongamos que v(¢, (p. q)) denota el flujo del campo Hamiltoniano

X, es decir
y(t, (P, q)) = Xy (v(t. (P.q)))

¥(0, (p.q)) = (p; q).

Por lo cual, en este caso se tiene que

7 %, (pa) = (Aet'p, Aelq) = (AP, AQ) = Ags(P, q) = X1 (P. Q)

con p = e'p y q = eq. Asi

d @
ZFlf, (p,q) = Xy, (¢p,eq) = Xy, (Fl, (p.9))

De lo anterior se sigue que si H es SO(3)-invariante, entonces H(Pgr(p.q)) =
H(p,q) para toda matriz R € SO(3). Ademds, como e € SO(3) para todo
t € R,i=1,23 con {E, Es, E3} la base de so0(3) dada por (3.3), se tiene que
H(®qx (p,q)) = H(p.q) para i = 1.2,3, por lo que H(Fi}, (p.q)) = H(p.q)
para i = 1,2,3, lo cual sucede si y sélo si Lx, I = 0, es decir, {#,J,} = 0 para
i=71.2:3.
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Por otra parte, si {H, J;} = 0 parai = 1,2, 3 entonces { H, Jx} = 0 para toda x € R?
pues Jy = x,J1+x2Jo+x3J3. Sea R € SO(3), entonces existe A = z1 F1+xE1+23E;
tal que e? = R. pues la exponencial restringida a so(3) es una funcién sobre en
SO(3). Asi, ¥(t) = e+ satisface que y(t) € SO(3) para todo t € Ry 4(0) = R,
por lo que {H,Ja+ya} = 0 si y sélo si H (Fl)"\-v,“_._m(p,q)) = H(p,q), lo cual
sucede si y sélo si H(®.ana(p,q)) = H(p,q) para todo t € R. Por lo tanto,
tomando ¢ = 0 se tiene que H(®r(p.q)) = H(p,q) para toda matriz R € SO(3),

lo cual implica que H es SO(3)-invariante. [ ]

Se sigue del inciso (4ii) de la Proposicion 5.2.2 que la accién diagonal de SO(3) en R®

es Hamiltoniana.

5.3. Reduccion y reconstruccion de sistemas Hamil-

tonianos SO(3)-invariantes

A continuacién estudiaremos un tipo particular de sistemas Hamiltonianos, los cuales son
conocidos como sistemas Hamiltonianios rotacionalmente invariantes o sistemas Hamil-
tonianios SO(3)-invariantes. Para hablar de este tipo de sistemas. primero daremos la
definicién de un sistema Hamiltonianio SO(3)-invariante. para lo ello, es necesario recor-
dar la definicion de un grupo de simetrias de un sistema auténomo, la cual estd dada de

la siguiente manera.

Definicion 5.3.1. Sea X € X(R") y G un grupo. Se dice que G es un ygrupo de simelrius
del sistema
x = X (x}, (5.5)

s1 criste una accion de G en R" se tiene que para toda curva solucion ~ : [, — R" del
sistema (5.5) se satisface que g -~y estd bien definida y también es una solucon de (3.5)

para todo g € G.

Un sistema Hamiltoniano es SO(3)-invariante si el grupo SO(3) es un grupo de simetrias

del sistema. Es decir, dado el sistema Hamiltoniano

% = Xp(x) (5.6)
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con Hamiltoniano H y una accién ® de SO(3) en R™, el sistema es SO(3)-invariante si
para toda solucién v : [, — R"™ del sistema (5.6) se satisface que ® o estd bien definida

y también es una solucién de (5.6) para toda R € SO(3).

Reduccién de sistemas Hamiltonianos SO(3)-invariantes
Dada una accién de SO(3) en R" es posible definir que es una reduccién de un sistema

Hamiltoniano SO(3)-invariante de la siguiente manera.

Sea H es una funcién SO(3)-invariante en R™. H define una funcién h en R"/SO(3) tal
que H = hom, donde 7 : R" — R"/SO(3) es una funcién de Poisson. Asi, = transforma al
campo Xy sobre R™ en el campo X}, sobre R"/SO(3). Se dice que el sistema Hamiltoniano
definido por X}, sobre R"/SO(3) es una reduccién del sistema Hamiltoniano definido por
Xy sobre R™.

A continuacién nos centraremos en trabajar con una accién de SO(3) en RS, con el
propdsito de dar un ejemplo de como llevar a cabo la reduccién de un sistema Hamil-
toniano SO(3)-invariante con condicién inicial, para posteriormente resolver el sistema
reducido con una condicion inicial que depende de la condicién inicial del sistema origi-
nal, y dar un método para encontrar una solucién del sistema original a partir de una

solucién del sistema reducido.

Reconstruccién de soluciones
Sean (RS, {, }ge) un espacio de Poisson, y sea H € ("*°(R%) SO(3)-invariante. Supongamos

que se quiere encontrar la curva solucién (¢, (po, Qo)) del sistema

( [:) ) = Xu(p.q),
q

que pasa por el punto (pop,qo) en ¢ = 0, es decir, se busca la curva (¢, (pg,qo)) que

satisface

F(t, (Po. Qo)) = Xu(7(t, (Po,q0)))

¥(0, (Po. 90)) = (Po. Qo)

Para ello, consideremos el espacio de Poisson (R* { , }x). Sabemos que existe h €
C>(R®) tal que H = hoT', donde I es la funcién definida (4.3), tal que I' es un morfismo
de Poisson, es decir, {f oI',go'}gs = {[, g}F o I para cualesquiera f.g € C*(R?).
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Sea x¢ = I'(po, Qo). Consideremos el sistema reducido X, tal que a(t,%o) es la curva

solucion de X, que pasa por Xp, es decir, a(t,Xg) satisface que

d(t,xt]) = Xi(a(t, xo))

et

a(0,x%p) = Xp.

Por el inciso (iii) de la Proposicion 5.2.2 sabemos que H es SO(3)-invariante si y s6lo
si {H,J;} =0 parai=1,2,3, es decir

Ji (Fl%,(p.q)) = Ji(p.q)

para 1 = 1,2, 3, lo cual implica que

I(Fi%,(p.q) =J(p.q),

y asi
I (Flx, (Po.q0)) = J(po, o) =p #0

con gz € R® fijo. Supongamos que p = (¢1,¢2,¢3), entonces Fli (po,qo) € J7'(n) =

{(p,q) €R® | J1(p,q) = a1, Ja(p.q) = ¢2. J3(p.q) = s}

Sea f(t, (po, o)) una curva suave tal que 5(0, (po,do)) = (Po.q0). B(t, (Po.q)) €
J-Y(u) para todo ¢ y T(8(i, (Po.q0))) = a(t,Xq). Asi, se tiene que I'(3(L, (Po.qo))) =
T(~(t, (po,qu))) para todo ¢, por lo que del inciso (i7) de la Proposicién 4.4.4 se sigue que
existe R(t) € SO(3) tal que (L. (Po, au)) = Pr()(8(2, (Po. do))) para todo t. Asi, tomando
¥(t, (Po.q0)) = (p(t).qa(t)) y B(t.(Po. o)) = (P(t),a(t)). tenemos que (1, (Po, o)) =
(p(t).q(t)) = (R()p(t), R(t)a(¢)), por lo que

X0 (o a0)) = (ROBLO, ROGE) + FROBL. FROA)).

dt
Por otra parte, como Xy es SO(3)-invariante, tenemos que @3 Xy (p, q) = Xy (p.q) para
toda matriz R € SO(3), por lo que

-XH (3(t (p Q))] = D‘I’mu(‘i(h(pq}))q),x_a(lﬂ{XH(@'R(t)(B(f (p CI))}))

= Dy (pa)@rey-+ (Xu(v(¢, (p.9))))

d

= 8060, + (RO S ROB(OL RO RO
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Como R(t)"'4R(t) es una matriz antisimétrica para todo t y Azs(p,q) = (A4p, Aq)
para toda matriz A € so(3), se tiene que existe A € so(3) tal que

d

Axs(p.a) = (RO GROBO, RO ZROA)

De esta forma, resolviendo

(A(t))rs(B(t, (p,q))) = Xu(B(t, (p.q))) — B(t, (p.q))

se tiene que la matriz R(t) debe satisfacer

d
ZR(t) = R)A(®). (5.7)

Por 1ltimo, una vez encontrada la matriz R({) que satisface (5.7), la solucién del

sistema original se obtiene al tomar ¥(t, (Po, Qo)) = Pr()(B(%; (Po. qo)))-

Ejemplo de reconstruccion de soluciones de campos invariantes
Consideremos R® con el corchete de Poisson candnico { , }.n ¥ la representacion del
espacio de érbitas de la accién diagonal dada por el espacio de Poisson (R® { , }x) con

el corchete dado por
1
{f.g9tr= <fo SVEX Vg> ;

donde F : R® — R, dada por

F(x) =4z125 — Ig.

En coordenadas este corchete toma la forma

— 49

af o9  Of g ) y
Jr, Ox3 0wz Oy

{f,9}r =214 (-—_ _9 9

Oxn Oxy  Ox3 019

(8f dg of 69) (5:4)
I3 =

8.’1‘] 6.'1".2 3:52 83:1

Asi, { , }r es el corchete de Poisson definido por (5.2) para la funciéon K = 3 F. Por
otra parte, { , }can €s el corchete de Poisson canénico en R** dado por (5.1) para el caso

n = 3. Por lo tanto, (R%,{, }r) y (R%,{, }ean) son dos espacios de Poisson.
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Por otra parte, como se dijo en el Ejemplo 5.1.7, la funcién I' : R® — R3 dada por

(4.3) es un morfismo de Poisson. Para verificar lo anterior, recordemos que

Bl Gnle.dl asfodpioa) ( IpI?. 3lal?.p- q)

para cualquier (p.q) € RS, por lo que

_ & (8(foT)d(gel) d(foT)d(gol)
{f Sl go r}mn = Z ( 8}":‘ 8@!,- "1 391. api )

i=1
R~ df 9p;\ (<= 99 9p; f 9p;\ (<~ A9 Op;
; (( 6,0} Opi ) (; 9p; Og; ) (Z 9p; a‘?i) (Z: 9p; a}”w))
- a/ r]q
=2, ((” o1 ) (q‘ apa )

i=1
im— + — a-— +q
(q a2 "0ps) \Pop T Yo,

af dg af 39) 9, 2., .2 (31” dg
= (pi+p3+ R Trpta) | -
(pl p p.i) (ap ap3 apS ap (QI QZ qu‘;) 8p1 apa
af dg '\ _ of 99  Of 9y
05 dm) (P11 + p2g2 + P3gs) (D}[ i Baln

e (ﬂ@ _ ﬂﬁ) 9, (ﬂﬁ _ ﬂ@)
Opa Opz  Op3 Opo Op1 Ops  Op3 Ipy
af dg 3f dg
(3—;:'1 dps  Opa 3,01)

. o, ﬂﬂ_ﬂ@) oy (2L 09 _ OF 99 _
Oxo Ox3  Ox3 012 Or, 0ry Orz 01

(205 _ 91 09,
Oz 02 010 01y

o {frg}FOra

lo cual implica que I' : R® — R? es un morfismo de Poisson.

Ahora bien, sea H € C*(R®) dada por H(p,q) = p2(p.q) Hc1||2 la funcién h :
R? — R que satisface H = hoT es h(x) = x5 para todo x = (1, 72, 13) € R®.

De lo anterior, se sigue que

0 0
Xh = {h }r = J&a +2J,18r‘j (U.f{g,?fﬂl)
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-

ad ad 7]
Xg={H, }ean = Pl—l +pra—+ FBE@ = (41.42.93,0,0.0)

dq dqa

son dos campos de Poisson.

Consideremos los sistemas Hamiltonianos para los campos hamiltonianos X, y Xg. El

sistema Hamiltoniano con Hamiltoniano k es el sistema de ecuaciones en R®

zi=0,
Ty = T3,
Ty = 21;.

Para la funcién H = 1||p||?, el sistema Hamiltoniano tiene la forma

71 =q,
Plz=1?2=
Pz = qa,

g1 =Gg=qg3=0

Tomemos la condicién inicial (pyp.qo) = (v/2@1.0,0,0,v/2a3.0) € RS, con a;,as > 0
constantes. Sea p = J(po,qo) = (0,0,2,/a;az). Claramente p # 0 es constante y xo =
I'(po, Qo) = (ay, as,0). Como la solucién « del sistema Hamiltoniano con Hamiltoniano 7

en Xy satisface
a(t,xo) = Xn(a(t, xo))

D:(Or XD) = ({11 - Uz, 0)

resolviendo lo anterior obtenemos que

a(t,xo) = (a1, ast + a2, 2a1t) .

Sea 8 : R — R® dada por

B(t. (Po,qo)) = (V2a, cos(t) — V2astsen(t), /2a sen(t) + /2ast cos(t). 0.

—v/2assen(l), v/2as cos(),0) .
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Notemos que 3(0, (Po, o)) = (Po, Qo), ademés T'(B(, (Po. qo))) = (t, x0) ¥ J(B(E, (Po. q0))) =
J(po, qo). Por otra parte,

XH(,B[L(pn,qo]))z(— 2agsen(t). 2&-2C05(f).010,0,0)

ﬁ(t, (Po, Qo)) = f— 2a;sen(t) — v2agsen(t) — v/2ast cos(t), v/2a; cos(t) + v/2as cos(t)
—v/2astsen(t). 0, —v/2a cos(t), — 2agsen(t),0)

por lo que

Xz (B(t, (po,q0))) — B(t. (Po, q0))

es igual a

(v2a1sen(t) + v/2ast cos(t), —v/2a2 cos(t) + v2aqtsen(t), 0, v/2az cos(t), v/2azsen(t), 0) .

Tomando B(t, (Po. Qo)) = (P, ), tenemos que

0 10 0 10
Xr(B(t, (Po, q0))) — B(t, (P, o)) = -1 00 |p| -100 |al|,
0 01 0 0
entonces
0 1 0
Alt) =1 -1 0 0
0 01

La solucion del sistema

con condicién inicial

es
cos(t) sen(t)

0
R(t)=eM = | —sen(t) cos(t) 0
0 0 1
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Asi, como ¥(t, (Po,qo)) = Pr()(8(¢; (Po: q0))), se tiene que

¥(, (Po, Qo)) = (v2a1, 2051, 0,0, v/2a3,0). (5.9)

Ahora bien, para comprobar que v(f, (Po, Qo)) dada por (5.9) es solucién del sistema

original, notemos que

;f(t: (pD: qU)) == (0 \/2_0*2; O: O: U': U] — XH(T(t: (pﬂz QD)))

(0, (Po, @) = (v2a1,0,0,0, v2as,0) = (po, qo),

por lo que la curva (¢, (po, qo)) dada por (5.9) es la solucién del sistema

( p ) =XH(p-.q)=
q

que pasa por el punto (po, Qo).



Apéndice A

Nociones basicas de calculo

diferencial

En este apéndice, R" denota el espacio euclidiano usual.

Un vector u en R" representa el segmento de recta dirigido que conecta al origen con
el punto u € R™. Denotaremos por i, al vector con punto inicial de x y tiene la misma

direccién y longitud que el vector .

Definicién A.1. Sea x € R". Se define al espacio tangente en x a R™, como el conjunto

de todos los vectores 1y en R", denotado por T,R".

A partir de la definicién anterior, es claro que Ty R" tiene estructura de espacio vectorial
para todo x € R" si se establece que la biyeccion nx : R™ — TxR”, dada por 7x(if) = iy,

es una isometria lineal, es decir, si 7y es una isometria tal que

Nx(T + a¥) = 1x (@) + anx(7)
para cualesquiera vectores @ v ¢ en R". De lo anterior se sigue que 1, es un isomorfismo
de R" en T,R"™ para cada x € R"™.

A partir de la definicién del espacio tangente en un punto x € R", es posible definir
cuando una funcion f definida sobre un conjunto I/ C R" es diferenciable en x. Para ello,
es necesario recordar la definicién de una derivacién de un &lgebra, la cual esta dada de

la siguiente manera.

109
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Definicién A.2. Sea A un dlgebra. Se dice que D : 4 — A es una derivacion de A si DD

es un operador lineal y cumple la regla de Leibniz, es decir,

D(f + ag) = D(f) + aD(g)

ta

D(fg) = fD(g)+ D(f)g

para cualesquiera f,g € A.

Definicién A.3. Sea f : R" — R™. Se dice que [ es diferenciable en x € R" si existe

una transformacion lineal T : R™ — R™ tal que

. |If(x+ k) — f(x) = T(h)||rn
i Tl

= 0.

En la definicion anterior, a la transformacién 7' se le conoce como la diferencial de f
en x, la cual denotaremos como D, f. Diremos que f es diferenciable en U C R™ si es

diferenciable en x para todo x € U.

Se dice que [ es una funcién suave en U/, si [ es infinitamente diferenciable, es decir,
D™ f es diferenciable U para todo n € N, donde D" f es la diferencial en U de D"!f,

tomando D°f = f. El conjunto de funciones suaves en U se denota por C*(U).

Definicién A.4. Sea [ : R" — R". f es un difeomorfismo si f es un homeomorfismo, f

es diferenciable y f~! es diferenciable.

Existen distintas maneras de definir al espacio tangente en x a R™, por lo cual veremos
una segunda definicion de este espacio. Para ello, consideremos v : I — R™ una curva
suave, tal que 0 € I y ¥(0) = x. Entonces, se dice que 7y es una curva que pasa por X.
Al conjunto de curvas que pasan por el punto x lo denotaremos por C*°(x; R"). Diremos
que dos curvas y1, v € C®(x;R") son equivalentes si sus derivadas evaluadas en cero
coinciden, es decir, 73 ~ 73 si v sdlo si 74 (0) = ¥45(0). Es claro que ~ es una relacion de
equivalencia de curvas. Ademas, para cada curva v € C*(x;R") se tiene que el vector

~'(0) pertenece a T, R"™, por lo que podemos definir al espacio tangente en x a R” como
) P P p

TxR" = {4'(0) | ¥ € C=(x;R")}.
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Para ver que la definicion es equivalente a la Definicién A.2, falta demostrar que para
cualquier vector wy existe una curva suave v tal que v(0) = x y 7'(0) = iy, para ello,

notemos que la curva v(t) = tu, + x satisface ambas condiciones.

Definicién A.5. La unién disjunta de los espacios tangentes en cada punto de R", es

U TR,

xeR™

decir,

es llamada haz tangente, y se denota por TR™.

Definicién A.6. Un campo vectorial es una funcién X : R" — TR" tal que X (x) € TxR"
para toda x € R"™.

A partir de la definicion anterior, podemos pensar a un campo vectorial X € X(R")

CcOo1mo

X(x) = (A(%),..r An(x))

con A; : R" — R, ya que TxR" es un espacio vectorial. Es decir, podemos definir a un
campo vectorial por medio de su vector de coordenadas con respecto a una base de T, [R".

Tomando {z;...., T, } como las coordenadas en R, se puede probar que

XG0 =3 M) 2
i=1 =

(ver [19]).

Al conjunto de campos vectoriales lo denotaremos por X(R"™). Considerando el produc-
to escalar v la suma usual de funciones, se tiene que X(R") tiene estructura de espacio
vectorial sobre R. Mds aun, es posible probar que el conjunto X(R") se puede identificar
con el dlgebra de derivaciones del algebra de funciones C'°(R"), [3]. Como consecuencia

tenemos el siguiente resultado.

Proposicion A.7. El espacio de campos vectoriales X(R™) junto con el conmutador es

una algebra de Lie.

Demostracion. Ver demostracién en [3, 8, 9]. [

Definicién A.8. Sea X € X(R") y f € C*°(R"). Se define la derivada de Lie de f a lo

largo de X como la funcion Ly f definida por

Lxf(0) = Y M) 2L (x).

i=1
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para todo x € R, donde X = (A,..., Ay).

La definiciéon usual de un campo vectorial suave dice que X € X(R") es suave si las
funciones componentes ); son suaves para toda i = 1,...,n. Sin embargo podemos dar
una definicién equivalente de un campo vectorial suave mediante la derivada de Lie, como

se ve a continuacion.

Definicién A.9. Sea X € X(R"). X se dice ser suave si para cada funcién suave [ €

C*(R™) se tiene que Ly f es suave.

Las siguientes definiciones son utilizadas en el desarrollo de éste trabajo y son puestas

aquf para usarse como referencia por el lector.

Definicién A.10. Sean X € X(R"), Y € Z(R™) y f: R* - R™ X y Y se dicen estar
f relacionados si Dy f(X (x)) = Y(f(x)).

Definicién A.11. Sean f : R® — R™ vy g : R™ — R funciones suaves en R" y R™

respectivamente. El pull-back de g bajo [ ¢s una funcion f* : R" — R dada por

(f*9)(x) = g(f(x))

para todo x € R".

Definicion A.12. Sea [ un difeomorfismo de R"* v X € X(R"). El pull-back de X bajo
f es una funcién f* : £(R™) — X(R") dada por

(" X) (%) = Dyeof (X (f(x)))

para todo x € R™.

Definicién A.13. Un sistema auténomo es un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias en el espacio euclidiano R", dado por

dx

o X(x) (A.1)

donde X (x) = (A1(x),..., (X)) es un campo vectorial suave definido en un conjunto
DcCR®

Una funcién suave v = I, = D, con I, = {t € R | [t| < £}, se dice ser una solucién de

(A.1) en un punto X, si se satisface que

(t) = SL(8) = X(+(1)) (A.2)
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paratodot e I.,y
"r’(O) = Xp- (A3)

Del Teorema de Existencia y Unicidad se sigue que existe una tnica solucién (t) para

el problema con las condiciones (A.2) v (A.3) en el intervalo I..

En general, la soluciéon v : I, — D del sistema (A.1) en el punto x; se denota como

v(t, Xg) 0 bien como v*(xg).

Por otra parte, la curva suave parametrizada que se forma por la imagen de I, bajo

v(t,%g) es llamada la trayectoria que pasa por xq en el tiempo ¢t = 0.

Definicién A.14. El flujo de un campo vectorial X € X(R") es la familia de funciones
suaves F1% : R" — R" determinadas a lo largo de las trayectorias del sistema (A.1), dada

por
Fl(x0) = ¥(t, o).
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Apéndice B

Cddigo para calcular el operador de

promedio en SO(3)

Programa utilizado para calcular el SO(3)-promedio de las funciones y campos vectoriales

presentados en el Capitulo 4, en el software wxMaxima.
/* Matriz R en SO(3) */
R11(t,p1,p2) :=cos(p1)*cos(p2)-cos(t)*sin(p1)*sin(p2);
R12(t,p1,p2) :=-cos(p1)*sin(p2)-cos(t)*sin(p1)*cos(p2);
R13(t,p1) :=sin(p1)*sin(t);
R21(t,pl1,p2) :=sin(pl)*cos(p2)+cos(t)*cos(pl)*sin(p2);
R22(t,p1,p2) :=-sin(p1) *sin(p2)+cos(t)*cos(p1) *cos (p2) ;
R23(t,pl) :=-cos(pl)*sin(t);
R31(t,p2) :=sin(p2)*sin(t);
R32(t,p2) :=cos(p2)*sin(t);
R33(t):=cos(t);

R(t,pl,p2) :=matrix([R11(t,pl1,p2),R12(t,pl1,p2),R13(t,p1)],
[R21(t,p1,p2) ,R22(t,p1,p2) ,R23(t,p1)],
[ R31(t,p2) , R32(t,p2) , R33(x) 1);
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/*¥ Vectores en R® */
v:[vl,v2,v3];

w: [wl,w2,w3];

/* Funciones suaves en R® */
£100) :=x[1];

£2(x) :=sqrt (x[11*2+x[2]"2+x [3]"2) ;
£3(x) :=x[1]1+x[2]"2+x[3]"3;

£4(x) :=x[1]"3+x[2]*x[3]1"2;

£5(x) :=x[11*x[2]*x[3] ;

/¥ Promedio de funciones suaves en R® */

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate (trigsimp(
ratsimp(£1(R(t,p1,p2).v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi) ,p1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(f2(R(t,p1,p2) .v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi),p1,0,2* %pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate (integrate(trigsimp(
ratsimp(£3(R(t,p1,p2).v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi),pl1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(£4(R(t,p1,p2).v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi),p1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate (integrate (trigsimp(
ratsimp(f5(R(t,p1,p2).v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi),p1,0,2*%pil)));

/* TFunciones suaves en R® x R® */
ri(p,q):=1/2%p.p;
r2(p,q) :=1/2%q.q;

r3(p,q):=p.q;
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r4(p,q) :=p[1]+p[2]+p([3];

r5(p,q) :=p[11*q[31+p[2]1*q[2]+p[3]1 *q[1];

/* Promedio de funciones suaves en R® x R® */

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(r1(R(t,p1,p2).v,R(t,p1,p2).w)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi),
p1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(r2(R(t,p1,p2).v,R(t,p1,p2).w)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi),
p1,0,2*%pil)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(r3(R(t,p1,p2).v,R(t,p1,p2).w)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi),
p1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(r4(R(t,p1,p2).v,R(t,p1,p2).w)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2* %pi),
p1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(r5(R(t,p1,p2).v,R(t,p1,p2).w)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2*%pi),
p1,0,2*%pi)));

/* Campos vectoriales en R® */
X1(x):=[1,0,0];
X2(x):=[x[1],0,0];
X3(x):=[x[1],x[2],x[3]];
X4(x):=[x[1]1"2,x[2]"2,x[3]"2];

X5(x) :=[x[1]+x[2]+x[3],0,0];

/* Promedio de campos vectoriales en R® */
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trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(invert(R(t,p1,p2)) .X1(R(t,p1,p2).v))) *sin(t),t,0, %pi),p2,0,2*
%pi),pl,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”"2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(invert(R(t,p1,p2)).X2(R(t,p1,p2).v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2%*
%pi),p1,0,2*%pil)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate (trigsimp(
ratsimp(invert(R(t,p1,p2)).X3(R(t,p1,p2).v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2*
%pi),p1,0,2*%pi)));

trigsimp (ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate (integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(invert (R(t,p1,p2)) .X4(R(t,p1,p2).v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2%*
%pi),p1,0,2*¥%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(invert (R(t,p1,p2)).X5(R(t,p1,p2).v)))*sin(t),t,0, %pi),p2,0,2%
%pi),p1,0,2%%pi)));

/¥ Matriz auxiliar R2 */

R2(t,pl,p2) :=matrix([R11(t,pl,p2) ,R12(t,pl1,p2),R13(t,p1),0,0,0],
[R21(t,p1,p2),R22(t,p1,p2),R23(t,p1),0,0,0],
[ R81ft,p2) . Ra2(L,p2) , R33(t) ,5,0,01,
[0,0,0,R11(t,pl,p2),R12(t,p1,p2) ,R13(t,p1)],
[0,0,0,R21(t,p1,p2),R22(t,pl,p2) ,R23(t,p1)],
[0,0,0, R3llt,p2) , R32(t.p2) ., R33(x) 1);

/* Campos vectoriales en R® */
vi(p,q):=[1,0,0,0,0,0];
v2(p,q):=[pl[1],p[2],p[3],q[1],q[2],q[3]];
V3(p,q):=[p[1]1*ql1],p[2]1*q[2] ,p[3]1*q[3].0,0,0];
Va(p,q):=[p[1]1"2,p[2]1"2,p[31"2,q[1]1"2,q[2]1"2,q[3]"2];

V5(p,q):=[p[1]+p[2]+p[3],0,0,q[1]1+q[2]+q[3],0,0];
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/* Promedio de campos vectoriales emn R® */

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(invert(R2(t,p1,p2)).V1(R(t,p1,p2).v,R(t,p1,p2).w))) *sin(t),t,0,
%pi),p2,0,2* %pi) ,p1,0,2*%pil)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(invert(R2(t,p1,p2)).V2(R(t,pl1,p2).v,R(t,p1,p2).w))) *sin(t),t,0,
%pi),p2,0,2*%pi),p1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate (trigsimp(
ratsimp(invert(R2(t,p1,p2)) .V3(R(t,pl1,p2).v,R(t,p1,p2).w)))*sin(t),t,0,
%pi),p2,0,2*%pi),p1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(invert(R2(t,p1,p2)).V4(R(t,pl,p2).v,R(t,pl,p2).w)))*sin(t),t,0,
%pi),p2,0,2*¥%pi),p1,0,2*%pi)));

trigsimp(ratsimp((1/(8* %pi”2))*integrate(integrate(integrate(trigsimp(
ratsimp(invert(R2(t,p1,p2)) .V5(R(t,p1,p2).v,R(t,p1,p2).w)))*sin(t),t,0,
%pi),p2,0,2*%pi),p1,0,2*%pi)));
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