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Introduccion.

El presente trabajo tiene como objetivo presentar un estudio de los principales con-
ceptos relacionados con la teorfa de sistemas dinamicos discretos, de los métodaos para
detectar y analizar propiedades relevantes de los mismos y de revisar algunos casos
en los que esta teoria es aplicable.

En el Capitulo I, introduciremos el concepto de “sistema dindmico discreto” v re-
visamos algunos de los comportamientos dindmicos que se presentan en estos. Ademés
de introducir los teoremas y conceptos bésicos, estudiamos familias parametrizadas
de sistemas dindmicos y categorizaremos los distintos tipos de fenomenos que se pre-
sentan.

En el Capitulo II desarrollaremos una de las definiciones de caos. Esta definicién
es motivada por el estudio detallado del comportamiento en la dinamica de dos fun-
ciones en particular: la funcién logistica y el mapeo corrimiento. Una vez conocida
la definicién de caos, observaremos algunos resultados que en ciertas ocaciones nos
facilitaran el determinar cuando el sistema es cadtico. Finalizando este capitilu con
el importante resultado, que nos asegura que la funcién logistica es cadtica, subre un
conjunto de Cantor.

En el Capitulo III, obtendremos una manera “distinta” de observar si un sistema
es cadtico y desarrollaremos algunos importantes resultados acerca de esto. También
veremos, como son los conjuntos donde los sistemas discretos son cadticos, llegando

a unos sorprendentes e interesantes resultados, que embrionariamente se han desar-
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rollado en los anteriores capitulos. Trataremos de ver cudl es la estructura y medida
de tales conjuntos y veremos que la medida convencional (es decir, la medida de
Lebesque) no se adaptan a éstos, al no diferenciarlos de otros conjuntos totalmente
distintos. Esto da pie para desarrollar una medida que resulta ser la indicada para
estos.

La idea basica del Capitulo IV es la de extender luos conceptus basicos que
hemos desarrollado para sistemas dinamicos discretos en dimensidén uno a sistemas en
dimensién mayor, ademas de tener una definicion de cuando el sistema en dimensién
mayor sera caotico.

Por ultimo en el Capitulo V revisamos algunos modelos de comportamientos
bioldgicos en los que es posible aplicar las ideas desarrolladas en los capitulos anteri-

ores para su estudio.
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Capitulo 1

Sistemas Dinamicos Discretos.

En este capitulo presentamos los primeros conceptos y resultados relacionados con la
teoria de sistemas dindmicos discretos. Desafortunadamente, el concepto central, que es
el de "sistema dinamico discreto” pertenece a esa categoria de conceptos que son dificiles
de definir de manera precisa, pero que, no obstante, son muy sencillos de comprender. En
general, entenderemos por “sistema dindmico discreto” a una funcién, [, a la que, para
algliin punto x en el dominio de f, iteramos repetidamente, para generar una sucesion
infinita =, f(x), f(f(2)) = f%z),.... Empezamos este primer capitulo planteando la
pregunta central de este tema, que tiene que ver con el comportamiento de la sucesion
de iteradas de cada = en el dominio de f y procedemos a describir algunas posibles re-
spuestas a esta pregunta, en términos de puntos fijos y érbitas periddicas o eventualmente
periddicas. Los puntos fijos y drbitas periddicas generalmente tiene la propiedad de atraer
o repeler a las drbitas de otros puntos. Estas ideas, entre otras, se formalizan en la seccién
1.1. La funcion f que interviene en el concepto de sistema dinamico discreto es, en prin-
cipio, una funcién continua por pedazos. Si f es, ademas, continuamente diferenciable,
entonces pueden precisarse las afirmaciones concernientes a la existencia de puntos fijos
y al carécter de éstos como atractores o repulsores. Esto se discute en la seccién 1.2. En
la seccién 1.3 se estudia el interesante caso en el que la funcién que describe al sistéma

dindmico depende de un pardmetro, teniéndose asi de hecho, una familia (parametrizada)
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de sistemas dinamicos. Se describe también como construir el correspondiente diagrama
de bifurcacién, que es una representacion de los puntos fijos de las funciones de la familia,

en términos de los valores del pardmetro

1.1 Concepto De Sistema Dinamico Discreto.

Un sistema dinamico discreto puede ser descrito, de manera intuitiva, como un pro-
ceso mediante el cual una funcién se compone consigo misma, una y otra vez. La
pregunta central que nos interesa estudiar puede formularse de manera informal de la
siguiente forma: dado un niimero real z, ;Que propiedades tendrd la sucesién z, f(x),
f%(z),...?" Mas explicitamente, jconverge esta sucesién hacia algrin punto? Si es asf,
;cémo lo hace? ;| De manera monétona? ;O de manera oscilante? Si no converge.
isera divergente? Sino es ni convergente ni divergente, ;puede decirse algo de ella?

Llamaremos al comportamiento de estos puntos bajo las iteradas de la funcidn,
la dindrreca de la funcidn. Para el analisis de la dindmica de los sistemas discretos,
comenzaremos por definir y categorizar los mas simples tipos de comportamiento
que se presentan en éstos. En este Capitulo presentaremos los principales conceptos
asociados con sistemas dindmicos reales, es decir con sistemas caracterizados por
funciones f : R — R. Estaremos interesados en fincicnes f tales que el rango de f
esta contenido en el dominio de f, para poder realizar las composiciones.

Existen muchos objetos importantes desde el punto de vista dindmico asociados

con una funcién. El primer tipo de objetos son los llamados puntos fijos.

Definicién 1.1.1 Si [ es una funcidon y adémas f(c) = ¢, entonces ¢ es un punto

fijo de f.

'Aqui, f™(z) denota la composicién de f(z) con ella misma n veces; es decir, f"(z) =
(fofo--of)(z)
e, —

TLVeces
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Una funcién real de variable real f tiene un punto fijo en ¢, si v solo si el punto
(c,c) esté en la gréafica de f. Asi que una funcién tiene un punto fijo en ¢, si y solo si,
la grafica intersecta la linea y = z en el punto (¢, ¢). El siginiente teorema nos ayudars

a decidir cudndo una funcién f tiene puntos fijos.

Teorema 1.1.1 Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y sea f una funcidn continua tal

que f:1— 1 . Entonces, f tiene un punto fijo en I.

Demostracién: Si f(a) =a 6 f(b) = b, entonces a 6 b seria el punto fijo y habrfamos
terminado. Asi que supongamos f(a) # a y f(b) # b. Ademaés sea g(z) = f(z) — =
Como g(r) es la diferencia de dos funciones continuas, ésta es una funcién continua.
Ademés como f(a) # a y f(a) estd en [a,b] entonces f(a) > a. De esta misma manera
se obtiene que f(b) < b. Asi que g(a) = f(a) —a >0y g(b) = [f(b) = b < 0. Como
g es contir;ua., el Teorema del Valor Intermedio implica que existe ¢ en [a,l] tal que
g(c) = 0. Pero g(¢) = f(c) — ¢, asl que f(¢)=¢. O

En el Teorema 1.1.1, hemos probado que si la imédgen de un intervalo cerrado bajo
un mapeo confinuo esta contenido en el intervalo, entonces el mapeo tiene un punto
fijo en el intervalo. A continuacién mostraremos que existe un punto fijo cuando la

contencidn se da en el sentido opuesto.

Teorema 1.1.2 Sea I un intervalo cerrado y f : I — R una funcion continua. St

f(I) DI, entonces f tiene un punto fijo en I.

Demostracién: Sea I = [a,b] , como f(I) D I entonces existen ¢ y d en [ tal que
f(e)=ay f(d) =b. Sic=add=>bhabremos terminado. Si no, entonces a < ¢ < b
ya<d<b. Sidefinimos y(z) = f(z) — z, entonces g(¢) = f(¢) —c=a—-c<0 y
g(d) = f(d)—d=b6—d >0. Como g(c) <0y g(d) >0, y ademés g es continua,
el Teorema del Valor Intermedio implica que existe e, entre ¢ y d (y, por tanto, en I)

que satisface g(e) = 0 y por lo tanto f(e) =e. O
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Otra categoria importante de puntos asociados con [ son los puntos periddicos.

Definicién 1.1.2 Fl punto = es un punto periédico de f con periodo primo £k si

f¥(z) =z y ademds f™ (z) # x para 0 < n < k.

En otras palabras, z es un punto periédico de f con periodo k si z es un punto fijo
de f*. Esto es, x tiene perfodo primo kg si z regresa a su lugar de inicio, exactamente

después de ky iteraciones.

Definicién 1.1.3 £l conjunto {f™(z)},", de todas lus iteradus del punto = es lla-
mado la orbita 2 de x y si x es un punto periddico de periodo primo kg, entonces el
conjunto {:c,f(x:) i o) }f""“‘l(m)} se llama orbita periddica o ciclo periédico de
f

Otros dos tipos de puntos son eventualmente fijos y eventualmente periddicos, los

cnales definiremos a continuacion.

Definicién 1.1.4 z es un punto eventualmente fijo de lo funcidn [ si eriste N € N
tal que T (z) = [ (z) siempre que n > N. Ll punto & es eventualmente periddico

con periodo k, si existe alguin N tal que f™** (z) = f™ (z) stempre que n > N.

Definicién 1.1.5 Sea [ una funcion y p un punto periodico de [ con periodo primo
k. Ent » diremos que ; intdti t i la sucesion {z, f*(:
i nLONCes arremaos que T converge asmmtoticamente a p st (@ SUcCeston I, f €Ty,

[ (z), f**(z),...} converge ap.

En otras palabras, si el lim,_. /™ (z) = p diremos que la sucesién que inicia en

converge asintdoticamente a p.

Definicién 1.1.6 £l conjunto estable de p, denotado por W* (p) . consiste en todos

los puntos que son convergentes asintdticamente a p. St la sucesion {|x|. |f(x)].

2Se entiende que f'(z) = =.

e e - e -
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|f2(z)], [f3(x)],... ,} crece sin cota, entonces la sucesion que inicia en el punlo
z diverge asintéticamente a oo. El conjunto estable de oc denotado por W?¥(oc),

consiste en todos los puntos que son divergentes asiniélicamente a co.

Como nos sugiere el teorema 1.1.3, los conjuntos estables de dos distintos puntos

fijos, no pueden tener puntos en comun, i.e., no se intersectan.

Teorema 1.1.3 Sip y q son dos puntos periddicos distintos, entonces

W* (p) "W (q) = 0.

Demostracién: Sean p; y ps puntos periédicos de periodo ky v ky , respectivamente.
Mostraremos que si W* (p;) N W?*(p3) # 0, entonces p; = py. Sea z en W (p) N
W* (py). Ent.onces para cada £ > 0, existen Ny y Ny tales que n > NN, implica
| p1 = ™ (z) |< £ y n 2 Ny implica | py — f™ () |< §. Si M es mayor que N, v

2
N, entonces n > M implica ambas | p; — /™ (2) |< S¥|pe—JS™(z)|< & Por

la desigualdad del triangulo tenemos

| p1 = pa |=| oy — fM%2(2) + ok (z) — py |

= =

[P =pa <] 71 = ™5 (@) | + | [ () = pa |< S+ 5 =

Asi hemos demostrado que la distancia entre p; y p, es menor que £ para cualquier
g > 0; esto implica p; = py. O
A continuacién veremos uno de los primeros resultados importantes en la teoria

de los sistemas dinamicos discretos.

Teorema 1.1.4 Si una funcién continua de mimeros reales, f : R — R, fiene un
punto periddico de periodo primo tres, entonces liene puntos periddicos de todos los

pertodos primos.

Demostracién: Sea {a,b,c} una érbita peridédica de periodo tres, de la funcion con-

tinua f. Sin pérdida de generalidad, tomaremos a < b < c¢. Asl que solo hay dos
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casos, f(a) = b6 f(a) = c. Supongamos f(a) = b. Esto implica f(b) =cy f(r) =
(la prueba para el caso f(a) = ¢ es muy similar y por lo tanto no se desarolla).

Sea Iy = [a,b] y sea I; = [b,c]. El Teorema del Valor Intermedio implica que
f(ly) 2 L, f(L) D Ly f(Lh) D Ip. Como, f(I;) D I, el Teorema 1.1.2 implica que f
tiene un punto fijo en ;. Ahora, sea n un mimero natural mayor que 1. Supongamos
que existe una sucesién encajada de intervalos cerradus, [, = 4,2 4, D A, D ... D

A,, con las siguientes propiedades.

(1) Ao =1,

(2) f(Ay) = Apyy patak=1,2,...,n—2.
(3) f*(Ax) =1 parak=1,2,..,n— 2.
(4) "1 (An-1) = lo.

() f* (An) = 1.

Como A, C I). la propiedad (5) y el teorema 1.1.2 implican que " tiene un punto
fijo en A,. Por supuesto esto es lo mismo que decir que [ tiene un puntu periddico
p con periodo primo 7 en A4,. A continuacion usaremos las ciatro condiciones para
mostrar que p tiene periodo primo n.

Si p es un punto periédico de periodo n en A, entonces las propiedades (1) v (3)
implican que, el conjunto {p, f(p), f4(p),.... /" %(p)} estd en I} = [b,c] y ademds la
propiedad (4) implica que f™ ' (p) estd en Jy = [a,b]. Si p = c, entonces f(p) = a
la cual no esta en I;. Como la tnica de las primeras n iteradas de p que no estd en
I es ff1 esto nos daria como resultado n = 2. Asi que, esto contradice el hecho
de que el periodo primo de ¢ es tres. Por lo tanto, p debe de estar en el intervalo
semi-abierto [b,c). Si p = b, entonces, n =3, como f%(p) =a, el cual noestden I, y
la unica de las primeras n iteradas de p la cual no estd en [} es f*~! (p). Daremos por
hecho que 7 no es tres. De aqui se sigie que p debe de estar en el intervalo abierto
(b,¢). Como f""1(p) estéd en Iy = [a,b], /" '(p) no es igual a p y asi es que p no

puede tener perfodo primo n — 1. Si el perfodo primo de p fuera menor que n — 1.
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entonces la propiedad (3) y el hecho de que p no es b ni ¢ implican que la érbita de
p esta contenida en (b,c) y esto contradiria la condicién (4). Como f"~!(p) no es un
elemento de (b, ¢), esto nos muestra que p deberd tener periodo primo 7.
Para completar la prueba, demostraremos la existencia de la sucesién de intervalos
cerrados, usada anteriormente, para cada niimero mayor que 1.
Sea n € N,n > 1. Obviamente podemos elegir Ay tal que Ay = [, v la propiedad

(1) es satisfecha. Las siguientes propiedades usan el hecho de que si f es una funeidn
continua y ademas J y K son intervalos cerrados tales que f(J) O K, entonces
existe un intervalo J, tal que Jy C Jy f(Jy) = K. Este es un resultado claramente
intuitivo, que se demuestra apelando de la continuidad de la fwmri_(m f. Ahora. como
Ay = L1 v f(I1) D I, tenemos que f(Ap) DO Ay v asi es que A; estd contenido
en Ay de tal manera que f(A4;) = Aj). Como A; C Ay esto implica f(A;) D A,.
Consecuentemente, existe un Ay C A, tal que f(A;) = A;. Continuemos de esta
manera y construyamos Ay para k =1,2.....n — 2. Comu es requerido en cada caso.
encontraremos Ay contenido en Aj;_; tal que f(Ay) = Ay para bk =12, ...,n—2
como es requerido por la propiedad (2). Alin mas, f(Ax) D A, para cada k., asi
que el proceso de definir intervalos Ay puede continuarse indefinidamente. Entonces
f (Ax) = Ay implica

F2(Ar) = [ (f (Ax)) = £ (As-1) = Ay

P (Ar) = f(f2(Ar)) = f (As—2) = Ap-s

FH(A) = F (P (AR) = f(Ak-s) = A-a
y as sucesivamente, hasta llegar a f*(A,) = Ay = I}, paracada k = 1,2,....n — 2
como es requerido en la propiedad (3). Para definir A,,_; de tal manera que satisfaga
la propiedad (4) notemos que

f77 (Anaz) = £ ("2 (Ans)) = £ (1) D Io
entonces, existe un A,_1 C A,_ tal que

P Hhaal=5%
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Y asi finalmente, de
(A1) = F (P (Ana) =T (o) D I

se signe que existe un A, C A,_; tal que f"(A4,) = I; como es requerido por la
propiedad (5). O

El Teorema 1.1.4, no obstante lo sorprendente que pudiera parecer, es sélo un caso
especial del teorema general de A. N. Sarkovskii probado en 1964. Este interesante
resultado, tiene ademds la propiedad de que sélo depende de la continuidad de la
funcién f en cuestidn.

En su teorema Sarkovskii considera un orden en los enteros, el cual es necesaric

definir a continuacién.

Definicién 1.1.7 (Orden de Sarkovskii) . £l orden de Sarkovskii de los mimeros

naturales es el siguiente.
3 =0T ...>=2:3>2:5=2.7T» ..

e B B GRS RO b LGB G O B G B
huigtiLmd Lo L gL ]

a > b indica que el niimero a precede al nimero b en el orden.

Cada numero natural puede ser encontrado exactamente una sola vez en el orden de

Sarkovskii.

Teorema 1.1.5 [Sarkouskii, 1964] Supongamos que f: R — R es una funcidn con-
tinua y que [ tiene un punto periddico, con periodo primo n. Sin = m en el orden.

de Sarkovskii, entonces [ tiene también puntos periddicos con periodo primo m.

Demostracién: Presentaremos una prueba al teorema de Sarkovskii propuesta por

Block, Guckenheimer, Misiurewicz y Young. La prueba depende principalmente en
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dos observaciones que usaremos comunmente. Para dos intervalos cerrados, [, e [,
introduciremos la notacién Iy — Iy para indicar que f(I;) cubre a I,. Si encontramos
una sucesion de intervalos Iy — [y — ... — [, — [, entonces por nuestras obser-
vaciones previas estara demostrado que existe un punto fijo de [" en I;. Primero
asumiremos que f tiene un punto periédico z de periodo n con n impar y n > 1.
Supongamos que f no tiene un punto periédico de periodo primo impar y menor que
n. Sean zi,..., I, los puntos en la érbita de x, enumerados de izquierda a derecha.
Notemos que f permuta al elemento z;. Claramente, f(r,) < z,. Escojamos la
mayor i para la cudl f(z;) > z;. Sea I; el intervalo [z;, z;,1]. Como f(rirq) < 2444,
se sigue que f(z;41) < x; y asi tenemos que f (1;) D [;. Por lo tanto. I; — [;. Como
o no tiene periodo 2, no puede ser que f(zir1) = z; y f(2) = Ty, asi que f(I))
contiene al menos algiin otro intervalo de la forma [z;,z;,,] al cudl llamaremos I,.
Por lo tanto I} — 1y.

Elijamos ahora los intervalos Iy, ..., I tales que f(/;) D I;;;. Como n es impar.,
existen mds z}s de un lado de /; que del otro, asi que algunas z;’s deben de cambiar
de lado bajo la accidén de f y algunas no. Consecnentemente, (/) D [, para alguna
k. Entonces I} — I, — ... — I}, — I;. Tomemos la mas pequena de las k para la cual
ésto pasa, i.e., [, — Iy — ... — [}, — I; el camino mas corto de I a [}, por supuesto
exceptuando I} — I;. Esta construccidn estd representada esquematicamente en el
siguiente diagrama.

Ahora, si k < n — 1, entonces alguna de las vueltas [), — I, — ... — [, — I, ¢
I —- ... —= I; — .. — I = I nos da un punto fijo de f™ con m impar y m < k.
Este punto debe tener periodo primo menor que k, pues [; N I, consiste de un solo
punto, y este punto tiene periodo primo mayor que . Asi que k =n—1. Como k es
el menor entero que funciona, no podemos tener /; — I; para cualquier j > [+ 1. Se
sigife que la 6rbita de z debe de estar ordenada en R en una de dos posibles formas,

como es descrito en la figura 1.2.
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/ \
Iy /13
Fe2e _ -

Figura 1.1: Un posible ordenamiento de los /;.

m.tl i 1

2

Figura 1.2: Otro de los posibles ordenamientos

Se sigue que podemos extender el diagrama descrito en la figura 1.1 al mostrado

en la figura 1.3.

El teorema de Sarkovskii para el caso especial en el que n es impar es ahora
inmediato. Periodos mas grandes que n estan dados por ciclos de la forma I, —
I,y — I} — ... — I, y los periodos pares mas pequenos estan dados por ciclos de la

forma I; — I,_y — I} y asi sucesivamente.

Para el caso de n par, primero notemos que [ debe tener un punto periddico de
periodo 2. Esto se sigue de los anteriores argumentos si es que podemos garantizar
que algunas z; cambian de lados bajo f y algunas no. (Usemos el hecho de que

In.i+— L, oy I,y — I,_5). Sieste no es el caso, entonces todas las z; deben de
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Figura 1.3:

cambiar de lado y asi
f[:r'l:xi] 2 [:Ei-l-lrmn] Y f{"f"t-l-lu;-‘cj\"] & ["I:l : :;‘:i]'

Pero entonces, nuestras anteriores observaciones producen un punto periddico de

periodo 2 en [z, ;).

El teorema ahora debera ser probado para n = 2™ como sigue. Sea k = 2' cun
| < m. Consideremos ¢ = f*/2. Por suposicién, g tiene un punto perfodico de
perfodo 2™~ !, Por tanto, g tiene un punto de periodo 2' para f. El caso final es
ahora m = p-2™ donde p es impar. Este caso puede ser deducido de los dos anteriores

y asi hemos terminado. O

1.2 Diferenciabilidad.

Todos los resultados que se han presentado anterioremente en este trabajo han sido

validados bajo la tinica suposicién de que la funcién f : R — R, que caracteriza al
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sistéma dindamico en consideracidn, es continua. Veremos ahora cémo la discusion se
enriquece al considerar que f es diferenciable.

El Teorema 1.1.1 nos dice que cualquier funcién continua qiie mapea un intervalo
cerrado de nievo en s mismo, tiene por lo menos nn punto fijo. Si ademés la funcién
es diferenciable en el intevalo cerrado y el valor de la derivada en valor absolito es

menor que 1, obtenemos un resultado mucho mas fuerte.

Teorema 1.2.1 Sea I un tntervalo cerrado y f : I — I una funcién diferenciable que
satisface |f' ()| < 1V z € I. Entonces f tiene un inico punto fijo en . Aun mds si
z ey son dos puntos cualesquiera en I y x # vy, entonces |f (z) — f (y)] < |z — yl.
En la hipétesis del Teorema 1.2.1 hemos tomado [ como diferenciable en /. En
consecuencia, f debe ser continua en [. El teorema 1.1.1 nos garantiza que f tiene
un punto fijo. La condicién adicional de diferenciabilidad nos garantiza que [ tiene
un inico punto fijo en 1. Ademads los puntos en [ se acercan entre si a medida que
iteramos la funcidn. De hecho podemos demostrar qite [ estd contenido en el conjunto
estable del 1inico punto fijo. Demostracién: Comenzaremos demostrando la segunda
parte del teorema. Sean z y y cualesquiera dos puntos en [ que satisfacen  # . Sin
pérdida de generalidad asumiremos = < y. Por el teorema del valor medio. existe ¢
en [z,y] tal que
£l = LR =T

Como ¢ estd contenida en [z,y] C I, vemos que |f(z) — f(y)| < |z —y| (pues
|['(e)] < 1), como era deseado. Sélo nos falta mostrar que el punto fijo de f (que
existe, en virtud del Teorema 1.1.1) es tinico. Sea p un punto fiju y sea = cnalquier

otro punto en /. Hemos mostrado que
lp— f(2)| =1f(p) = f(=)| < |p—=|.

Asi se sigue que [ () # z y z no es un punto fijo de f . Asi que, p-es el unico punto

fijode fen I. O
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Con la hipétesis de que f es diferenciable es posible hacer conclusiones mucho
mas especificas acerca de la dindmica de la funcién. Si suponemos ademas que la
derivada es continua, es decir, si suponemos que f € C'(I), podremos extraer aiin
mas informacién sobre la dindamica de la funcién. Ilustramos ésta afirmacion por
medio de los siguientes ejemplos.

a) Sea f(x) = jx + 2‘ Resolviendo %;L‘ + 2" = x encontramos que 3 es el 1inico
punto fijo de f. Notemos ademds que [ '(z) = § V . Asf que, si z es cualesquier
niimero real distinto de 3, entonces el teorema del valor medio implica que existen

niimeros reales ¢y, ¢y ¥ ¢3 tal que
. o bl . 1
£(&) = F@ =1/l =3 = 5 e =3

|72 (@) = 2 @) = 1f (@)l 1] (=) - £3)] = } | — 3|

‘f‘r‘(.r:) - '/{(3)[ — If ()] |fg(£) B fz(S)J oy |z — 3.

Generalizando, encontramos que

@)= @) = g e 3]

Como f"(3) = 3, concluimos que f"(z) converge a 3 y x estd en W *(3). En
consecuencia, tenemos que W * (3) = R.

b) Ahora sea r (z) = —3z + 3. Una vez més, 3 es el tinico punto fijo, pero esta
vez r' (2) = —3. Usando el Teorema del Valor Medio, como en la parte a), podemos
mostrar que W *(3) = R. Notemos la relacién entre el signo de la derivada y el
comportamiento de x bajo la iteracién de la funcién. En f la derivada es positiva vy
T se aproxima a 3 por un solo lado. En r la derivada es negativa y las iteradas de =
se aproximan a 3 oscilando de un lado a otro.

c) Sea g (z) = 2z — 3. De nuevo, 3 es un punto fijo, pero la derivada es positiva

y mayor que uno en valor absoluto. Antes de continuar. consideraremos la signiente
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by

)

Figura 1.4: Anélisis grafico de f(z) y r(x).

pregunta: ;Que implicaciones tiene el valor el de la derivada en el comportamiento
de las drbitas?.
Como ¢ (x) = 2 para todo z, el teorema del valor medio implica que existen
1, ¢y, ... tal que
9 (=) = g (3)] = I¢' (e2)] |z — 3] = 2| - 3]
162 (1) = g2 (3)] = Ig/ ()| Ly () = 9(3)] = 2|« — 3

g™ (@) = g"(3)| = 1g"(ea)l [9" " (z) — "' (3)| = 2" |z = 3|
Como ¢" (3) = 3, la distancia de ¢g" (z) a 3 crece sin cota, cuando n tiende a oc. Por
lo tanto, z estd en W * (oc) y el W * (o) = (—oc, 3) U (3, oc).

d) Consideraremos sélo un ejemplo més, k(z) = —2z + 9. Una vez mias 3 es
un punto fijo. Esta vez el valor de la derivada es -2, la cual es negativa y mayor
que uno en valor absoluto. Como podemos ver, el conjunto estable de infinito. W
¥(oc) = (—00,3) U (3,00) y las iteradas de x se alternan de wn ladu a otro de 3.
alejandose del mismo.

Los ejemplos anteriores sugieren el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 Sea f una funcion de clase C' y p un punto fijo de f. Entonces

| f'(p) |< 1 implica que eziste una vecindad de p que estd totalmente contenida en
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We(p); | f'(p) |> 1 implica que exziste una vecindad de p tal que todos sus puntos

dejan (es decir, se salen de) la vecindad bajo las iteraciones de f.

Demostracién: Sea f una funcién diferenciable con derivada continua, supongamos
que p es un punto fijo de f, y supongamos | f'(p) |< 1. Deseamos encontrar una
vecindad de p que esté contenida en W*¥ (p). Nuestra estrategia consistira en encontrar
§ >0ye>0tal que | f'(z) |< 1 —¢ para toda z € (p—6,p+06). Entonces
aplicaremas el Teorema del Valor Medio para probar que (p—6,p+0) C W¥(p).
Sea = = %(1— | f'(p)]). Como | f'(p) |< 1, £ > 0. Para encontrar é usaremos la
continuidad de f’. Como, por hipdtesis, f' es continua, entonces existe 6 > 0 tal que
|f'(x) — f'(p)| < = siempre que | p — x |< 6. Equivalentemente, | f'(z) — f'(p) |< =
cuando z € (p— 0, p+ 6), entonces

F@) = L@ )+ )]
< | f@- B+ 1)
< e+ | [(p)|
= -1+ S
i 1 ]

= 45w I=1-[30- 1@ D) =1

Asf que si z estd en (p— §,p + 6), entonces | f/(z) |[< 1 — . Esto nos recuerda que
f™ (z) converge a p cuando z estd en (p — 6,p + 6).

Sea z € (p —0,p+06), x # p. Por el Teorema del Valor I ntermedio, existe una ¢
entre z y p tal que | f(z) —p |=| f(z) — f(p) |=[ f(c) || # — p |. Como ¢ debe de

estar en el intervalo (p — 6,p + §), esto implica que

| f(z)-fP) < (1-¢)|z—p].

" Iterando el proceso tenemos que

| @) —pl< (=2 |z=p]|
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y por induccion tenemos que

| fMz)-pl<(1-&)" |z-p].

Ahora, como (1 — z) < 1, se sigue que (1 — )" converge a 0 cuando n tiende a oc.
Entonces, podemos concluir que | f*(z) — p | se aproxima a 0 y f"(z) converge a p
cuando n — co. La prueba para el caso | f'(p) |> 1 es similar. O

Los puntos fijos en los que la derivada de [, en valor absoluto, es distinta de uno

son lo suficientemente importantes como para tener su propio nombre.

Definicién 1.2.1 Sea f : R —=R. 8i f(p) =p y |f'(p)| # 1 entonces p es llamado
punto hiperbélico. Si [f'(p)| <1 p es un atractor; si |f'(p)| > 1 p es repulsor.

Pero, nos hemos preguntado jqué pasa cnando nn piunto tiene derivada ignal a 1 ¢
-1? Estos puntos fijus son llamados puntos fijos no-hiperbdlicus. La dindmica en 1una
vecindad de un punto no hiperbdélico es generalmante impredecible.

Recordemos que un punto periédico con perivdo n de la funcion [ es aquel el cnal

es un punto fijo de f". De este hecho se deriva la signiente definicién.

Definicion 1.2.2 Sea p un punto periddico de la funcion diferenciable [ con periodo
primo k. Entonces p es un punto periddico hiperbolico si | (f*)(p) |# 1. Si |

(f%)(p) |= 1, entonces p es un punto periddico no-hiperbdlico.

Y de la misma manera, que en el caso anterior, de la definicién 1.2.2 se dediice el

siguiente resultado.

Teorema 1.2.3 Sea f una funcion de clase C' y p un punto periddico de [ con
periodo primo k. St | (f*)'(p) |< 1, entonces exzistird un intervalo abierto que contiene
ap que a su vez estd contenido en el conjunto estable de p. St | (f*)'(p) |> 1, entonces
existird un ntervalo abierto que contiene a p tal que todo punto en el intervalo debera

dejarlo, a excepcidn de p, bajo la iteracidn de f*.
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La demostracién del Teorema 1.2.3 es una extension de la prueba del Tecrema 1.2.2.
por lo tanto no sera desarrollada en el presente trabajo.

Hemos observado que cuando p es un punto periédico de [ con periodo primo k,
v la derivada de f* en p es menor que uno en valor absoluto, los puntos cercanos a
p son atraidos a p bajo la iteracién de f*. De otro modo, si p es un punto periddico
de f con perfodo primo k y la derivada de f* en p es mayor que 1 en valor absolito,
entonces l(;\s puntos cercanos a p se van alejando de p bajo la iteracion de [*. Asi que

introduciremos la siguiente definicidn.

Definicion 1.2.3 Sea p un punto periddico de [ con perfodo primo k. Si |U“) ’(p)‘ <
1, entonces p es un punto periédico atractor de f. Si I(j’“]’(p)' > 1, entonces p es un

punto periddico repelente de f.

1.3 Familias Parametrizadas de Funciones y Bifur-
caciones.

Un importante tépico en el area de sistemas dinamicos es el anédlisis de familias
parametrizadas de funciones. Por una familia de finciones nos referiremos a una
coleccién de funciones del mismo tipo general. Consideremos, por ejemplo, la familia
de funciones lineales de la forma f,, (z) = mz donde m varia en los niimeros reales.
La variable m es llamada pardmeiro y la familia representada por f,, (z) = max es
llamada la famalia parametrizada.

Estamos interesados en entender cémo cambia la dinémica de las funciones de una
familia, cuando lo hace el pardmetro que de la familia. Para ilustrar esto veamos el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.1 Consideremos la familia parametrizada fy, () = m. Para todos lus

valores de m, excepto 1, esta claro que el unico punto fijo de f,, es 0.
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Si m <_—1, entonces la Definicion 1.2.1 implica que 0 es un punto fijo hiperbolicu
repelente y todos los otros puntos estdn en el conjunto estable de infinito, W* (co).

Si m = —1, entonces todos los puntos, excepto 0, son puntos periédicos con
periodo primo dos.

Cuando —1 < m < 1, 0 es un punto fijo atractor y W* (0) = R.

Si m =1, entonces todos los puntos son fijos.

Finalmente, cnando m > 1, 0 es un punto fijo repelente y todos los otros puntos

estan en el conjunto estable del infinito.

4

) 111 ’

Figura 1.5: Diagrama de bifurcacién, para la familia de funciones f,,(z) = mz note-
mos que la dindmica de la funcién cambia cuando el pardmetro pasa por —1 y 1.

Notemos que la dindmica de la familia f,, (r) = mz no caimbia para grandes
intervalos de valores del parametro. Entonces para un valor de parametro particular
(i.e.,—1 y 1), la dindmica del sistema cambia de una manera repentina, despnés de
esto, de nuevo permanece constante por un intervalo prolongado. LLamaremos a
estos cambios repentinos en la dindmica, bifurcaciones. Notemos también que cero
es un punto fijo y que | f'(0) |= 1 cuando m = 1 § —1. La presencia de puntos fijos
no-hiperbolicos para valores de parametros en los cuales se presenta una bifurcacion

son tipicos.

DD
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Definicién 1.3.1 Sea f, (z) una familic parametrizada de funciones. Entonces existe
una bifurcacién en ¢y st eziste € > 0, tal que para a y b que satisfagan cp—= < a < ¢y
yco < b<co+e, la dindmica de f,(z) es distinta de la dindmica de f,(z). El niimero

co se llama valor critico del pardmetro c.

En otras 1:{3.1::11‘)1‘351 si la dindmica del sistema correspondiente al valur del parametiu
a, con ¢p — & < a < ¢y es distinta de la del correspondiente al valor b, con ¢ <
b < ¢y + £ entonces se dice que ha ocurrido una bifurcacién en ¢, la dindmica de la
funcién cambia cuando el valor del parametro cruza a travéz del punto ¢p. Que la
dindmica cambie significa que, por ejemplo, un punto fijo cambia su tipo de estabilidad
(atractor/repulsor), o que se generan o desaparecen puntos periodicos, etcétera.

En los siguientes ejemplos, veremos algunos de los distintos tipos de bifurcaciones

que se presentan en las familias parametrizadas de funciones.

£

Ejemplo 1.3.2 Consideremos la familia de funciones FE,. = ¢ Examinemous la
dinamica de esta familia usando andlisis grafico. Notemous que mientras el valor del
parametro crece, la forma de la grafica permanece igual, pero esta se mueve a la
izquierda.

Un cuidadoso examen, nos revela que existen tres casos: La grifica de E(z) y
Yy = T se intersectan en exactamente dos puntos, la gréfica de £ (x) y y = = tienen
un solo punto de tangencia y finalmente el caso donde las graficas no se intersectan.

Si ¢ < —1, entonces las graficas de E(z) y de y = z se intersectan en dos puntos
como se muestra en la figura 1.6.

Denotemos estos dos puntos de interseccion a y b, con a < b. Notemos que
ambos a y b son puntos fijos y que 0 < E'(a) < 1, y E'(b) > 1. Asi que, a es
un punto fijo hiperbdlico atractor y b es un punto fijo hiperbélico repelente, ademés
W(a) = (=00,8) ¥ W¥(00) = (b,0).

Cuando ¢ = —1, los dos puntos fijos se funden en uno solo, localizado en z = 1.
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i t yuy

Figura 1.7: Casoen el que ¢ = —1

Este punto fijo es no-hiperbélico ya que E_;'(1) = 1. El anélisis grafico nos muestra
que W3(1) = (—oo,1] y W?¥(oco) = (1,00). Este caso esta también ilustrado en la
figura 1.7.-

Finalmente, si ¢ > —1, entonces las graficas de E(z) y y = z no se intersectan
y en consecuencia , £(z) no tiene puntos fijos. Como E(z) es continuo, el teorema
de Sarkovskii implica que E(z) no puede tener puntos periédicos cuando ¢ > —1 y

ademas W (oo) = R. Esto se muestra en la figura 1.8

Antes de continuar con otro ejemplo, queremos hacer notar algunas caracteristicas

de este ejemplo. Primero, cuando el parametro crece y se acerca a —1, los dos puntos
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Figura 1.8: Caso final ¢ > —1

fijos a y b se aproximan uno al otro hasta que, ¢ = —1, entonces se unen para
formar un tnico punto fijo. Inmediatamente después, ellos desaparecen. Este tipo
de bifurcacién es llamada de punto silla (saddle-node bifurcation). El surgimiento y
desaparicién de puntos fijos varia con respecto al pardmetro; esto es un tema comiin
en la dindmica. Segundo, notemos que al momento de la bifurcacidn, el punto fiju es

no-hiperbdlico. Esta es otra caracteristica comiin de las bifurcaciones.

-

A
w

X

Figura 1.9: Diagrama de bifurcacién para la familia de funciones £, (z).

Ejemplo 1.3.3 La funcién h, (z) = rz(1—2z) exhibe otro tipo distinto de bifurcacién,
cuando 7 = 1: Se presenta una bifurcaeion transcritica. Cuando 0 < r < 1. h(x)

tiene dos puntos fijos, uno de ellos el cual es menor que 1no y repelente, y otro en 0.



24 CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS.

el cual es atractor. Cuando r = 1, estos dos puntos se convierten en un solo punto
fijo en 0 e.l cual repele puntos menores de cero y atrae a mayores. Finalmente, si
1 < r < 3, observamos que cero se convierte en un punto fijo repelente y de nuevo
emerge un nuevo punto fijo mayor que cero el cudl es atractor. La grifica 1.10 nos

ilustra estos tres distintos casos.
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Figura 1.10: La gréfica de h.(z) = rz(1 — z) para valores de tres pardmetros cercanos
al Ena)r=0.78 enb)r =1yenc)r =13 Notemos que h{(0) =1 cuando r = 1.
Asi que el punto fijo es no hiperbolico cuando ocurre la bifurcacién.

Ejemplo 1.3.4 Continuando con la investigacién de h. (z) = rz(1 — z) que comen-
zamos en el ejemplo anterior, encontramos que en /i, surge una bifurcacién cuando
r = 3. Hemos visto que h,. tiene un punto fijo repelente en cero y un punto fijo
atractor mayor que cero cuando 1 < r < 3. Una rapida observacién a la gréafica de h*
nos muestra que h, no tiene otros puntos periédicos cnando r esta en este rango. En
r = 3 el mayor de los puntos fijos esta en 0.75 y es debilmente atractor: i.e., ya no

es mas un punto fijo hiperbolico, ya que h'(.75) = —1. Cuando r > 3 el punto fijo es
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repelente. El anélisis gréfico cuando r = 3.1 nos indica que la mayoria de los puntos
en (0,1) son atraidos, a una dérbita periédica de periodo dos, la cual esta a los lados
del mayor de los puntos fijos.

Para entender mejor esto, veamos la grafica de h? en la vecindad del punto fijo
pr = =2 para valores del pardmetro poco menores de tres, igual a tres y un poco
mayores. Algunos ejemplos se muestran en la figura 1.11. Notemos que cuando el
valor del pardmetro pasa de 3, el valor de (h?)’(p,) pasa de ser menor que nno a
mayor que uno. Asi que, el punto fijo cambia de atractor a repelente. En adicién, la
continuidad de A, requiere que cuando esto pasa, una érbita atractora de periodo dos
deba ser agregada. Esta drbita es conocida como una bifurcacidn de periodo doble ya
que emerge una 6rbita periddica cuyo periodo es el doble del perfodo de los puntos
periodicos anteriores.

] )
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Figura 1.11: La gréafica de h? donde h.(z) = rz:(1 — z) para tres distintos pardmetros.
En (a) r =29, en (b)) 7 = 3 y en (¢) r = 3.1. Notemos que el punto fijo atractor
evoluciona en una Orbita atractora de periodo dos, con un punto fijo repelente entre
los dos puntos de la drbita. '
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CapiTULO 1.

SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS.



Capitulo 2

El Concepto de Caos.

Este es el capitulo mas importante de este trabajo. Una vez que hemos presentado los
conceptos generales bdsicos para sistemas discretos (de dimensién unc), nuestro objetivo
es ahora describir cudndo un sistema es cadtico. Es conveniente hacer un comentario
con respecto a la organizacion de este capitulo. Al final del capitulo uno, en el contexto
de familias parametrizadas de funciones, hicimos nuestro primer encuentro con la funcién
logistica, o mas precisamente, con la familia de funciones logisticas. La funcién logistica
se usa con mucha frecuencia (es decir, por muchos autores) para discutir el concepto
de caos. La idea, en principio, es sencilla; ya en los ejemplos 1.3.3 y 1.3.4 vefamos que
la funcién logistica tiene un tnico punto fijo (positivo) atractor si 0 < r < 1, y que si
1 < r < 3 este punto fijo se convierte en repelente y aparece una érbita periodica de
periodo dos. Si se continuan las exploraciones (numéricas) de la dindmica de la funcién
logistica para valores de r mayores que 3, se ve que |a dinamica de algunas drbitas es
“muy complicada”, lo que empieza a dar las primeras indicaciones de la presencia de
comportamientos cadticos. Sin embargo, dar una definicién de caos basandonos en las
observaciones que se pueden hacer sobre la funcion logistica es muy complicado. Por tal
razén, para proponer un concepto de caos y para demostrar que la funcién logistica es de
hecho caética, normalmente se sigue (como lo hacemos aqui) un procedimiento indirecto.

El la seccion 2.1 se discuten algunas propiedades de la dindmica de la funcién logistica; en

27
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particular se demuestra que el conjunto de puntos en intervalo [0,1] cuyas orbitas, para un
cierto rango de valores del pardmetro r, permanecen en [0,1] es un conjunto de Cantor.
La seccién 2.2 aparentemente rompe con la secuencia que se viene siguiendo en el trabajo.
En ésta se discute un peculiar sistema dinamico abstracto: el mapeo corrimiento actuando
sobre el espacio (métrico) de simbolos 0's y 1's. Este es un sistema cuyas propiedades se
estudian con mucha facilidad, y de hecho, entre tales propiedades aparecen tres, que son
los ingredientes centrales de una de las definiciones més aceptadas de caos. La definicién
formal de sistema cadtico se da en la seccién 2.3 y se hace el comentario (cbvio) de que
el mapeo corrimiento es nuestro primer ejemplo de sistéma cadtico. Finalmente, en la
seccién 2.4 se establece una conexion entre la funcion logistica y el mapeo corrimiento que
permite concluir (indirectamente, como deciamos) que, para ciertos valores del pardmetro

r, la funcion logistica es cadtica en un conjunto de Cantor

2.1 La Funcién Logistica.

Retomaremos el analisis de la familia de funciones, h.(z) = rz(1 — z) donde 7 es

mayor que cero. Esta familia, es un modelo razonable de crecimiento poblacional.

Notemos que la forma de la gréafica de h,, es una pardbola abriénduse hacia abajo
1

con intercepciones en el eje z en 0 y 1 ademas abre en el punto (5, 3). Las siguientes

afirmaciones se deducen facilmente a partir de las ideas desarrolladas en el capitulo
anterior.

1.- Resolviendo la ecuacién rz(1l — z) = x se dedice que A, tiene puntos fijos en
Oyenp, = % También, 1 y % son puntos eventualmente fijos dado que h (1) =0
y he(3) =pr.

2.- 810 <r <1, entonces p, < 0. p, es un punto fijo repelente, y 0 es un punto

1
-

fijo atractor. El conjunto estable de 0 es (pr. &),el conjunto estable de p, es {p,. —}.

y el conjunto estable de infinito es (—oc, p,) U (100)

T
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3.- Cuando r = 1, ocurre una bifurcacién transcritica, p; = 0 y es no-hiperbdlico.
El conjunto estable de 0 es [0, 1], y el conjunto estable de infinito es (—oc,0) U (1. o).
En general, si » > 1, entonces el conjunto estable de infinito incluye los intervalos
(—oc,0) U (1, 00).

4.-Si1 < r < 3, entonces 0 es un punto fijo repelente, p. es un punto fijo atractor,
el conjunto estable de 0 es {0, 1}, y el conjunto estable de p, es (0,1).

5.- Cuando r = 3 ocurre una bifurcacién de periodo doble. (es decir, el punto fijo
atractor pierde su estabilidad y aparece una érbita periodica de periodo dos atractora)
0 arin es repelente y p, es solo débilmente atractor (es decir, |f'(p)| = 1) El conjunto
estable de p, es (0,1).

6.- Si 3 < r < 3.4, entonces ambos 0 y p, son puntos fijus repelentes. Nutemos
que el conj}mto estable de 0 es aiin {0, 1}, pero el conjunto estable de p. contiene un
niimero infinito de puntos. De cualquier forma, ahora hay una érbita periédica atrac-
tora de periodv dos ¥ * muchos ™ de los puntos en (0,1) convergen asintéticamente
hacia uno de los dos puntos en la érbita.

7.- Cuando r = 3.45 ocurre otra bifurcacién de periodo doble y la érbita atrac-
tora de periodo dos se parte en una érbita atractora de periodo cuatro y una érbita
repelente de periodo dos.

8.- En el intervalo 3.44 < r < 4 el comportamiento dindmico cambia rapidamente.
Existe una 6rbita periddica de periodo tres si r > 3.6, asi que por el Teorema de
Sarkovskii sabemos que existen puntos periédicos de todos los ordenes. Por la com-
plejidad de la dindmica cuando r esta en este rango, primero discutiremos que pasa
cuando 7 > 4.

9.- Supongamos r > 4. Entonces h (%) 51 ¥ % diverge asintéticamente hacia in-
finito. Como h (%) > 1, h(1) =0y h(0) = 0, el Teorema del Valor Intermedio implica
que existe zy en [0, %] y Z; en [%, 0] tales que h(zg) = h(z;) = 1, consecuentemente,

h*(xo) = h%(z;) = 0 y ambos, zy y z;, son eventualmente fijos.
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Nos gustaria saber cuiles otros puntos de [0, 1] convergen, bajo iteraciones de h.

a “algo” en [0,1]. Para cada nimero natural n definimos
An={z|h"(z) estd en [0,1]}.

Nuestro objetivo es describir el conjunto A = M3, A, el conjunto de puntos que
permanecen para siempre en [0, 1] bajo la iteracion de . Para hacer ésto necesitamos
conocer mas acerca de los conjuntos A,. La siguiente proposicion es el primer paso

en el desarrollo de la descripcidn de A.

Proposicién 2.1.1 Sih(z) =rz(l—z) yr > 4, entonces las siguientes afirmaciones
resultan verdaderas.
a) El conjunto de niimeros reales z en [0,1] que satisfacen la condicidn de que

h(z) no estd en [0,1] es el intervalo (— 3‘/’"—_2__’“" 3+ *—w) y por lo tanto, A, =

2r 2r
1 _ Vi dr 1 Vri_ar
|:U"2. 2r lU[E-’r 2r ’1'
b) El conjunto A, consiste de 2" intervalos cerrados disjuntos para todo nimero
natural n.-

¢) Si I es uno de estos intervalos cerrados en A, entonces h™ : I — [0,1] es uno

a uno y sobre.

Demostracién: Primero notemos que si h(z) esta en [0,1], entonces = debe de estar
en [0,1]. Asi que A, estd contenida en [0,1] para toda n. Ahora probemos la parte
a) de la proposicién.

a) La gréfica de h (z) se muestra en la figura 2.1. Observemos que el conjunto de
puntos en [0, 1] que no cumplen con que h (z) esté en [0, 1] son exactamente aquellos
puntos que satisfacen h (z) > 1. Pero estos son los puntos contenidos entre las raices
de h(z) = 1. Usando la férmula cuadrética encontramos que h(z) = rz(l — z) = 1
jae

cuando T = y de aqui se sigue a).
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Probaremos b) y ¢) por induccién. Esta claro de la parte a) que A; consiste de
2! intervalos cerrados disjuntos. También, podemos ver que h(0) = h(1) = 0 y que
h (% + @) = 1. Entonces los puntos finales de los dos intervalos son mapeados
en 0 y 1. Por la continuidad de h y por el Teorema del Valor Intermedio concluimos
que h : I — [0,1] es sobre. Para verificar que i es uno a uno en los intervalos de
A1, notemos que la funcién es estrictamente mondtona en estos intervalos; de hecho,
W (z) =r(1—2z) >0 cuando z < 3 y h'(z) < 0 cuando z > ;. As{ que si I es uno

de los dos intervalos en A; entonces i : [ — [0,1] es uno a uno y sobre.

b il
| e Hleiaane s e e
" )\ =1
03 ;r % ‘ U R
f.'} \\\
05 )
P \
04 f \
! \
034/ 4
! \
: kY
02 04 05 03 I\\

Figura 2.1: Gréfica de h(z) = rz(1 —z) donde r > 4. Los puntos donde h(z) = 1 son
1 _ Jriar

i e e —4r
0= 5 Tl 5 B < R

[

Continuando con el argnmento de induccién, supongamos qie A, consiste de 2*
intervalos cerrados disjuntos. Aiin mas, supongamos que si / es uno de los intervalos
cerrados en Ay, entonces h* : I — [0,1] es uno a uno y sobre y que se cumple gue
(h¥)(z) < 0 para toda z en I 6 (h*)'(z) > 0 para toda z € [a,b]. Ahora consideremos
A1 Es facil ver que Ay C Ay. Sea [a, b] uno de los intervalos en Ay y supongamos
que (h*)'(z) > 0V z € [a,b]. Entonces h* es estrictamente creciente en [a.b]. h* es
ademas continua y h* ([a,b]) = [0,1], el Teorema del Valor Intermedio implica que

existén puntos z, y z3 tales que
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lla<xzy <33 <D

2) B ([a,2a)) = [0, § - L=,

01 ) = [~ 5+ 2]

4) h¥ ([ms.0)) = [§+ Y52 1],

La primera condicién implica que los intervalos [a, 23] v [23,b] son disjuntus. Las
dltimas tres condiciones implican que h**! ([a,z,]) = [0.1], W** (z) > 1V & en
(x9,23), y h*™ ([, b]) = [0,1]. Entonces, el conjunto de puntos en [a, b], los cuales
estdan también en A,;;, consisten en los dos intervalos cerrados disjuntos [a, 1] y
[3.b]. Si x estd en [a, ], entonces h*(z) estd en [UT% — @] y i (h.*’ (:r:)) > 0.
Por hipétesis (h*)'(z) > 0, asi que cualquier z esta en [0, z4), (hf’* i)r (&) =& (h"' (;))
(h*) (z) > 0.

Un argumento similar nos demuestra que (h."“y () <0V x € [23,b]. Sienel
pérrafo anterior, comenzamos con el argumento de tomar como cierto gue (h*)' () > 0
Y 2 € [a,b], entonces podemos usar el argumento analogo para mostrar que los puntus
de Aiy1, los cuales estan en [a, b], estan contenidos en dos intervalos disjuntus [a, 1)
v [73,8] y que ademés h**! ([a,z,]) = [0,1], h*"1([z3,0]) = [0,1] ¥ que (h.“')’ es
estrictamente positiva o estrictamente negativa en cada uno de los intervalos [a,z,] y
(@3, b].

Como [a, b] es un intervalo arbitrario en A; se sigue que Ay consiste del doble
de la cantidad de intervalos que hay en A;. Esto es, A contiene 2 - 2F = 2"‘"”
intervalos cerrados disjuntos. Asi, hemos demostrado que si J es uno de los intel‘vaios
en Ay, entonces i : J — [0, 1] es sobre (por las condiciones (2) y (4) mencionadas
anteriormente). También, h**! es uno a uno en .J y podemos concluir el proceso de
induccién dado que (h.k“)’ es estrictamente positiva o estrictamente negativa en .J.
a

Como lo establecimos anteriormente, nuestro objetivo es describir el conjunto

A =2, A,. En la prueba de la proposicién 1, establecimos que Ay, se construye
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removiendo un intervalo abierto de enmedio de cada intervalo en Ay. El conjunto de
puntos que no son removidos mediante este proceso para cada n es A. Seguramente
para estos momentos ya habremos reconocido que esta construccién es similar a la

del conjunto de Cantor 2/3.

Definicién 2.1.1 Un conjunto I’ C R es conocido como un conjunto de Cantor su:
a) I' es cerrado y acotado (compacto).
b) ' no contiene intervalos (conjunto totalmente disjunto).

¢) Cada punto en I es un punto de acumulacidn de T (es wn conjunto perfecto).

Lema 2.1.1 Sea v > 2+ /5 y h(z) = rz(1 — z). Entonces, existe = > 0 tal que
|W (z)| > 1+ = siempre que = este en Ay. Aiin mds, la longitud de cada intervalo en
A, s menor que ﬁ

Notemos que el valor de £ encontrado en el Lema 2.1.1 depende del valor de . Cnando
T se vuelve pequena, £ debe de serlo también. La prueba de la primera parte del Lema
2.1.1 depende del hecho, de que si x estd en Ay, entonces |/, (z)| es mayor o igual que
el valor absoluto de la derivada de h, en (% & @) Probaremos la segunda parte
del lema usando la primera parte de este y el teorema del valor medio.
Demostracién: Siz € A; = {0,% - 35-;?] U [%— + %E,l}, observemos primer-
amente la informacién contenida en la primer y segunda derivada de la funcion
h(z), h'(z) = r(1 — 2z), h''(z) = —2r < 0 por tanto h'(z) es decreciente. Asf
que, si = € A; tenemos que |h'(z)| > |h'(zo)] = |R'(z)] = VP —4r > 1 si
r > 2+ v/5. Esto, ya que h'(zg) = r(1 — 2(zp)), 2o = % - —"@ y ademds
H(zp)=r=2r (% = -‘@) = r—dr

Para comprobar que v/72 — 47 > 1 primero observemos que 7? —4r = 1 sir = 24+ /5
y asi tenemos que /72 —4r > 1sir > 2+ /5.
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Continuando con la demostracién elijamos = = §/2, fijemos r y tomemos § =

VrZ—4r—1> 0si7 > 24 /5 entonces /72 —4r = 1 +6 > 1 + = asf que, si
zeM = | (z)|Z2Vrt—4r>1+4+¢,e>0.
Probemos la segunda parte del lema, utilizando la regla de la cadena, sabemos

que:

(F5)'(@) = £ () £ @) - @) I ).

Sea c € A, = h™(c) €[0,1] = h™(c) € [0,1]. Asf que

(hF)' ()= h'(c)- h,'(h'(c)l- &’(h-zfr:)l oo R'(BE) > (4 )k
S—— Ne—— ~- —
>(1+e) >(1+e) >(1+¢) > (1+4+¢)
por lo tanto, si ¢ € A, = (h*)/(¢) > (1 + &)~

Sean x y y los extremos de un intervalo de A, I = [z,y] C A, aplicando el

teorema del valor medio a A" y a los puntos z, 1y tenemos que
h* () = h*(y) = (") '(e)(y —x) conx S e <y
7 (z) = ()| = [(A") ' (e)lly — 2| > (1+&)"|z - y]

ademds, sabemos que |h*(z) —h*"(Y)| <1 = 1> |lz—y|(1+ )" = |z—y| <
O

wi A
o
Teorema 2.1.1 El conjunto A = N5 A, es un conjunto de Cantor.

Demostracién: Necesitamos mostrar que; a) A es cerrado y acotado, b) A no contiene
intervalos, y ¢) Cada punto de A es un punto de acumulacién de A.

a) Como A es la interseccién de conjuntos cerrados, este es también un cerrado.
Ademaés como A esté contenido en [0, 1], es por lo tanto, acotado.

b) Si A contiene un intervalo abierto (z,y), con longitud |z — y|, entonces para

cada n, (z,y) debe estar contenido en uno de los intervalos de A;. El Lema 2.1.1
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implica que existe un £ > 0 tal que la longitud de un intervalo en A, es menor
que {1+:} Como podemos encontrar ny tal que |z —y| > m, el intervalo (z,7)
no puede caer dentro de algin intervalo en A,,. Asi que, A no contiene intervalos
abiertos.

c¢) Finalmente, supongamos que z es un punto en el conjunto A y sea N(x) =
(z — é.z + 6) una vecindad de z. Debemos mostrar que existe otro punto en A distinto
de z el cual esta contenido en Vs (z). Notemos quie si a es alguno de los extremos de
alguno de los intervalos en A,, entonces a esta en A ya que 1"''(a) = 0. Ahora para
cada n, T debe de estar contenida en uno de los intervalos de A,. Tomemos £ comu en
el Lema 2.1.1 y elijamos 7 lo suficientemente grande tal que ﬁr < §. Entonces el

intervalo completo de A, debe de estar en N; () va que la longitud de cada intervalo

en A\, es menor que . Como ambos de los puntos finales del intervalo estén en

e e
(14¢)"
Ns (z) y por lo menos uno de ellos es distinto de x, hemos terminado. O

Dejemos hasta este punto el analisis de la [funcidn logistica. En la seccidn sign-

iente haremos una exposicién de la dinamica simbdlica, y después estebleceremos una

conexion entre estos dos temas.

2.2 Dinamica Simbdlica.

Comenzaremos esta seccién introduciendo algunas herramientas que nos seran ritiles

mas adelante.

Definicién 2.2.1 Bl conjunto
Eg = {(SQSISQ...) | 8 = 0d 1}

es llamdo el espacio de simbolos 0's y 1's. A los elementos de 3", se les llama puntos

de Y.
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Definicién 2.2.2 Sean s = 59815983... ¥ t = totitats... puntos en Y ,. La distancia

entre s y t denotada con d|s,t] estd dada por

~

i — Li
r‘i[b’,t] =Z|i"2—?'—|

=0
Esta nocién de distancia esta bien deﬁnida,l pues, como es sencillo verificar, satisface
las propiedades d[s.t] > 0, d[s,t] = 0 si y s6lo si s = ¢, d[s,t] = d[t,s] y d[s,t] <
d[s.q] +d[g.t].
Se puede ver ademés que, como [s; —t;| es0 & 1, entonces 0 < d [s,t] < T, & =2
y que, en general, d [s,t] es un nimero entre 0 y 2.

El siguiente lema proporciona un criterio para decidir si dos puntos de I, estdn

cerca.

Lema 2.2.1 Sea s y | elementos de 3,. Si los primeros i+ 1 digitos en s y L son
idénticos, entonces d [s.t] < ).L" Por otra parte, sid[s.t] < ?i; enlonces los primeros
n digitos en s y 1 son idénticos.

Demostracién: Sean s = sy818283... ¥ L = tot1lals... puntos en Y ,. Notemos primero
que los primeros n + 1 digitos de s son sy, 81, 59,84, ..., 5, Asi que s y t concuerdan

en los primeros n + 1 digitos si y solo si s; = ; para i < n. Entonces

i !3,: — til 0 i |Si - tgl
T e S U E L

o lo que es lo mismo

1 & [Sira+1 = tivns] 1 &
dlatl= ==y . GV
[-5, ] on+l = i = on+l 91 on

=0

de otro modo, si existe j < n tal que s; # t;, entonces

S ‘i_ti 1 1
0 &

— i
Ahora presentaremos una funcion mediante la cudl definiremos un sistema dindmico

en .
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Definicién 2.2.3 El mapeo 0 : Yy — Yo definido como o (535183...) = 518953... €S

llamado el mapeo corrimiento (“shiftmap”, en Inglés).

En otras palabras, el mapeo corrimiento “borra” del primer digito en la sucesidn,
recorriendo a todos los deméas un lugar a la izquierda. Por ejemplo, ¢ (1011001010...) =
011001010....

Existen importantes observaciones que podemos hacer con respecto del mapeo

corrimiento. La primera es que es un mapeo continio.
Proposicién 2.2.1 El mapeo corrimiento es continuo.

Demostracién: Sea s un elemento de 3, y € > 0. Debemos mostrar que existe § > 0
tal que, siempre que d [s,t] < § entonces d [0 (s) . o(t)] < £. Elijamos n tal que 3 < =
y sea 6 = ;.1-;; Si d[s,t] < 6, entonces, por el Lema 2.2.1, s y [ concnerdan en los
primeros n + 2 digitos. Asi que o (s) y o(t) concuerdan en los primeros n + 1 digitos
ydo(s),o(t)] < 5= <& O

En la siguiente proposicién se enlistan alginas de las méas importantes propiedades

del mapeo corrimiento.

Proposicidn 2.2.2 Bl mapeo corrimiente tiene las siguientes caracteristicas:

a) El conjunto de puntos periddicos del mapeo corrimiento es denso en 'y ,.

b) El mapeo corrimiento tiene 2" puntos periddicos de periodo n.

¢) Bl conjunto de puntos eventualmente periddicos del mapeo corrimiento, los
cuales no son periddicos, es denso en )y .

d) Eziste un elemento de ¥, cuya drbita es densa en Y ,. Esto es, existe un s*
en Yy tal que el conjunto {s*,0 (s*),02(s*),0% (s*),...} es denso en ¥,.

e) El conjunto de puntos los cuales no son periddicos, ni eventualmente periddicos,

es denso en y .
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Demostracién: a) Supongamos s = $(8;8984... s un punto periddico de o con periodo
k. Entonces ¢ (CF& (S)) = 0" (s). Como o™(s) “se olvida” de los primeros n. — digitos
de s, observamos que o™ (o’k (30313233...)) = SptkSniht1Ontbkedi = SnSn418n42i =
o™ (s0815283...) ¥ Sntk = Sn ¥V n. Esto implica que s es una sucesién formada por
la repeticién de k — digitos, $9s52.5x—1 de manera infinita. Para probar que los
puntos periédicos de ¢ son densos en ) o, debemos probar que para todos los puntos
t € Yoy todo £ > 0, existe un punto periddico de o contenido en N.(¢). De la
observacién anterior, vemos que esto significa, que necesitamos un punto en N.(1) el
cual es una sucesién formada por la repeticién de los primeros k — digitos de manera
infinita. Pero, si { = {yt tyts... v escogemos n tal que IIF < &, entonces podemos tomar
s = totitals...Entotite...tatotity.... Comot y s concuerdan en los primeros n+ 1 digitos.
1

el lema 2 implica d [s.t] < 35 < £ s estd en N.(t) y s es un punto periédico por

construccién.
b) Si s pertenece al conjunto de puntos periddicos de perivdu n entunces s =

S9 S1 Sy 83 ...8n_1... consta de n elementos en la érbita cada uno con la posibili-
e S e

0.1 01 01 01 0.1
dad de ser cero o uno, asi que £y tendra 2" puntos periédicos de periodo n.

c) Si s € I, es eventualmente periédico (con periodo k) entonces existe N tal que

o™tk (s) = o™ (s) para todan > N, ie,

8§ = 805182 SN-1SNSN+41-+-SN4+kSNSN41--SNHESNSN 41+
Ahora, sea t € £y, t = oty tolppr-tngrtnirsitatngi-tnsssitn.... Ademads sea
s € Xy tal que s = Lolita...bptnsr. bngrkburitnioLnpslniilngy... entonces para todo
1

€ > 0 existe n € N tal que si € > 5 entonces ds,t] < 35 < € implica s € N,(/)

ademds s £t y s es eventualmente periddico.
d) La sucesién que comienza con 01 00 01 10 11 y que incluye todos los bloques
posibles de 0 y 1 con tres digitos (son ocho de ellos) seguido de todos los posibles

bloques de 0 y 1 con cuatro digitos (son 16) y asi suscesivamente, es llamada la
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sucesion Morse, v se denota con s*

Sea t = tgtity... € Xy. Para cada € > 0 existe n € N tal que 2% < €. Porla

manera en que esta construida la sucesién de Morse s*, existe un entero IV tal que

los primeros n digitos de 0™V (s*) coinciden con los primeros n digitos de ¢t. Es decir,

s* es de la forma

‘5‘ =g_100011011’ L||If-| ....".n
~ ~ ~——’

N simbolos los primeros n+1
digitos de

Entonces, -3 = o™ (s") conicide con ¢ en los primeros n + 1 digitos; es decir. d[s.t] <
1/2"<¢

e) Como el conjunto de puntos no-periddicos incluye como un subconjunto a la
6rbita de la sucesién de Morse, definida anteriormente, la verdad de la parte e) de

esta proposicién se sigue de la parte d). [J

2.3 Una Definicion De Caos.

Las caracteristicas del mapeo corrimiento descritas en la Proposicidn 2.2.2 constitiyen
uno de las primeros elementos que intervienen en la definicién de cavs. En esta seccidn

presentamos los dos elementos restantes.

Definicién 2.3.1 La funcién f : D — D es topologicamente transitiva sz para todo
par de conguntos abiertos U y V en D, existen z en U y un nimero natural n € N

tales que f"(x) estd en V.

Algunas veces se describe la accién de una funcién topologicamente transitiva diciendo
que f “mezcla el dominio”. Si U es cualquier conjunto abierto en el dominio de la
funcién f, entonces algiin punto de U caerd eventualmente en cualquier vecindad, de
cualquier punto en el dominio bajo alguna iteracién de f. La Proposicién 2.2.2, d),
en conjunto con la Proposicién 2.3.1 siguiente nous garantiza que el mapeo corrimiento

es topologicamente transitivo.
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Proposicion 2.3.1 Sea f una funcion y supongamos que existe un punto cuya orbifa

es densa en el dominio de f, entonces f es topologicamente transiliva.

Demostracién: Sea f : D — D y sean U y V conjuntos abiertos en D. Debemos
encontrar € I/ y n € N tales que f" (z) € V. Por hipdétesis, existe un punto en D,
cuya Grbita es densa en D. Si g es tal punto, entonces existe una k tal que f* (i)
estd en U. Si podemos mostrar que existe un nimero natural n tal que [*'" () esta
en V', entonces habremos terminado. Ahora, como podemos tomar z = f*(xy), en
este caso z estden U v ™ (z) = f*(f* (z0)) = f"*(z0) estd en V.

Como la 6rbita de ) es densa, V' contiene al menos una iterada de . Supongamos
que existe solo una cantidad finita de estas iteradas de xy en V. Si v es cualquier
elemento de V' que no es una iterada de x;, entonces el niimero = = min {|v — [" ()]}
es positivo y la vecindad Ng (v) no contiene iterada algina de 7. Entonces, la érbita
de 1y nu es densa en /). lo cual es nna contradiceién. Consecuentemente, V' debe
contener una cantidad infinita de iteradas de x;. Y como sélo hay una cantidad finita
de niimeros menores que k, entonces existe m > k tal que [™(zy) estd en V. Si
tomamos n = m — k, la prueba esta completa. [J

El mapeb corrimiento tiene otra importante propiedad que se puede describir
informalmente diciendo que en cualquier vecindad de un punto s € 2y existe un punto
t tal que las drbitas (de s y t) se separan tanto como es posible, a pesar que en un
inicio estuvieran arbitrariamente cercanos. En términos precisos: para toda s € Y,
y toda e > 0, existen t € 3, y n € N tales que d[s,t] <z perod 0" (s),0™ (t)] = 2.

Esto se demuestra escogiendo n tal que zi,, < £ y ademas escogiendo ( tal que los
primeros n + 1 digitos de ¢ son los mismos que los de s y los demaés digitos de ¢ son
todos diferentes de los siguientes digitos correspondientes de s.

Esto es, s; = t; <= i < n.. En este caso, d[s,t] = 3+ < z. Como " (s) =

oo | ign=titnl __

3nSnt18n+2. ¥ 0" (t) = talnsilnig... entonces d[o” (8).0™ (t)] = T2, =
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o3 = 2. De hecho, vemos que d [Jk (s) .0 (t)] =2V k > n. Asi, después de un
mimero finito de iteraciones la separacién entre s y ¢ es la méaxima posible (= 2) en
3,5, atinque inicialmente las pudieramos tomar tan cercanas como quisieramos. Este

es un ejemplo extremo de la sensibilidad a la dependencia en las condiciones iniciales.

Definicion 2.3.2 Sea D un espacio metrico con metrica d. Entonces la funcidn
f: D — D exhibe sensibilidad a la dependencia en las condiciones miciales st existe
6 >0tal queV x € D ytodos >0, existe y € D y un nimero nalural n tal que
dlz,y] <e yademds d[f" (z), f"(y)] > 6.

Hablando intuitivamente, la sensibilidad a la dependencia en las condiciones iniciales
implica que si estamos usando una funcién para modelar el comportamiento dinamico
de alguna variable (como el crecimiento poblacional, ¢ alguna variable climatoldgica o
econémica) y la funcién exhibe sensibilidad en los cambios de las condiciones iniciales,
entonces cualquier error en las mediciones de las condiciones iniciales podria resultar
en grandes diferencias entre el comportamiento esperado y el actual del sistema que
estamos modelando. Como todas las mediciones fisicas incliyen error, esta condicion
limita severamente la utilidad de nuestro modelo.

Las funciones que muestrin las tres caracterfsticas mencionadas anteriormente

para o se dicen cadticas.

Definicién 2.3.3 [Devaney:] Sea D un espacio metrico. Entonces la funcién [ :
D — D es cabtica si:

a) Los puntos periédicos de f son densos en D.

b) f es topologicamente transitiva, y

c) f exhibe dependencia en las condiciones iniciales.

Resumiendo, esta definicién implica que una funcién caética muestra una cierta reg-

ularidad y mezcla bien el deminio. Ain mas, incluso los mas pequenos cambios en
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las posiciones iniciales puede terminar en resultados dramdticamente diferentes en lous
valores, bajo la iteracién de la funcién. La regularidad se muestra en el hecho de que
siempre podemos encontrar una 6rbita periddica en cualquier vecindad, no importa
cuan pequefa sea, de cualquier punto en el dominio de la funcién. Del otro lado,
el dominio es bien mezclado por la funcién, ya que si elegimos cualquier conjunto
abierto, entonces podemos encontrar un punto en cualquier otro conjunto abierto que
eventualmente caera en el primer conjunto bajo la iteracién de la funcién.

Como hemos visto, en 0 : 35 — 3y, exhibe todos estos comportamientos y por
lo tanto es cadtica.

Completaremos esta parte del trabajo, presentando un sorprendente resultado y

relativamente reciente, (Abril de 1992).

Teorema 2.3.1 Sea [ : X — X topologicamenle transitiva y supongamos que los
puntos periddicos de [ son densos en X. Si X contiene un niimero infinito de ele-

mentos, entonces [ exhibe dependencia en lus condictones tniciales.

Demostracion: Sea [ : X — X topologicamente transitiva y supongamos que los
puntos periddicos de f son densos en X. Sea d la métrica en X. Comenzare-
mos mostrando que existe un §y > 0 tal que para todo z € X, existe un punto
periddico g, tal que la distancia de =z a f™(g) es mayor o igual a &, para todo
n. En otras palabras, cualquier z € X estd alejadu al menos &, de nuna érbita
periddica. .Definamos &, escogiendo dos puntos periddicos p v ¢ con diferente érbita
y fijemos &y = %minn_mem {d[f"(p), f™(q)]}. Como sdlo existe una cantidad finita
de puntos en las drbitas de p y ¢, se concluye que 6, > 0. Por definicién, to-
dos los puntos en la drbita de p estan por lo menos 20y unidades, separados de
todo punto en la érbita de g. Entonces por la desigualdad del triangulo, tenemos
200 < [f™(p),f™ ()] < d[f™(p)] +d[f™ (q)] para todos n,m € N. Se sigue que,
cuando d[f™ (p) , z] < & para algin n, entonces d[f™ (g),z] > & ¥V m, e inversa. De
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aqui que, cualquier punto z estd al menos, § unidades distante de cualquier ofru
punto en la érbita de ¢ 6 cualquier punto en la érbita de p.

Ahora, sea 6 = %6u. Comenzaremos mostrando que para toda = en X y todo
s > 0 existe una y tal que d[z,y] < ¢ y d[/" (z), /™ (y)] > 6 para algin n. En
otras palabras, mostraremos que ¢ satisface el criterio para comprobar que [ exhibe
dependencia de las condiciones iniciales.

Sea x cualquier elemento de X y elijamos = > 0. Coumou la condicién es mas
restrictiva a medida que £ se hace mas peqiieno podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que ¢ < 0. Como los puntos periddicos de [ son densos en X, podemos
encontrar un punto periédico p con perfodo primo k tal que d [z, p] < =. También,
existe un punto periédico g tal que cualquier punto en su 6rbita esta por lo menos a
una distancia 46 = 9, de z. Anteriormente hemos demostrado que tal érbita existe.

Finalmente, definamos
J
V= ﬂ] i (N‘g(fi(q))) — {L | d [j":(:::),j'i(q)l <bdpara <i< ﬁ;:} :

i=
donde N5 (f*(g)) es el conjunto de puntos que se enciientran a nna distancia menor
que § de f*(q). Claramente se ve que ¢ estd en V, por la definicién de V, sabemos
que V es abierto, asi que Njs(f*(g)) también es abierto para toda 7, y que f* es
continua. Entonces f*(Ns(f*(q))) es abierto para cada i, y en consecuencia V, siendo
la inteseccidn finita de conjuntos abiertos, es abierto.

Ahora, como V' y N. (z) son abiertos, la transitividad topolégica de f implica que
existen y y m tales que y estd en N:(z) y f™(y) estd en V. Sea j el entero que
satisface T < j < 41, o, lo que es lo mismo, 0 < kj —m < k.

Antes de completar la demostracién revisemos lo hecho hasta este punto. Tenemos
el punto arbitrario  y 0 < £ < 4. Dentro de V. (x) encontramos tres puntos: . p.
que es un punto periédico con periodo k, y y. Tenemos también otro conjunto abierto

V el cnal no intersecta N. (z) y tal que: (i) el punto periddico g estd en V', (i7) si =
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N¢(z) v

Figura 2.2: Una ilustracién de la localizacién de los objetos utilizados en la de-
mostracion del teorema 2.3.1

esta en V e i < k, entonces la distancia entre f*(z) v f*(q) es menor que 6, y (44i)
f™(y) estda en V. Esto esta ilustrado en la figura 2.2. Para completar la prueba,

mostraremos que se cumple una de las dos desigualdades siguientes:

[ @), @) >8 6 d[r (@), 00 W] > 6

Como la distancia de x a alguno de los puntos p 6 ¢ es menor que =, esto probara
que [ exhibe sensibilidad a las condiciones iniciales. Notemos qiie la distancia de
fE(y) = -f9m(fm™(y)) a f¥ ™(q) es menor que § ya que escogimos y tal que
f™ (y) estd en V, la distancia entre f*(z) y f*(g) es menor que § siempre que = este
en V yi < k, y, como en un principio, escogimos j tal que kj — m < k. Por lo tanto

la desigualdad del triangulo implica
d [z, f™(q)] < dlep]+d [p, /M)] +d [fHW). )] (21)
Como asumimos que d [z,p] < £ < § y hemos demostrado que
d[fM(y), f4™(g)] < 6.
La desigualdad (2.1) implica

d [z, f5™(q)] < d [p, ()] +26 (22)
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Recordemos que hemos elegido ¢ como un punto periégdicu con la propiedad de qie

d [J:, f’”“"‘(q)} > 46 = §y. Entonces se sigue de la desigualdad (2.2) que
6 <dlp )| +26 & 2<d [, ¥ ()] (2.3)

Como p es periédico con perfodo k, vemos que [* (p) = p y asi concluimos de
la desigualdad (2.3) que 26 < d [f"j(p),j"‘j(y)] . Finalmente por la designaldad del

tridngulo tenemos que
26 <d [fM (p), f¥ (y)] S d[fM (p), f¥ (2)] < +d /¥ (), 1 ()]
De aqui que alguna de las desigualdades
A ), @] >6 6 d[fY@) M) >

se cumple. O

2.4 El Caos En La Funcién Logistica.

Retomemos nuevamente el analisis de la funcién logistica. Nuestra meta es probar
que si 7 > 2 + /5, entonces h.(x) = rz(l — z) es cadtica en A donde A es el
conjunto de todos los puntos en [0, 1] que permanecen & caen de nuevo en [0, 1] bajo
la iteracién de h (z). Esto es A = {z | A" (z) estd en [0,1]Vn} por el Teorema 2.3.1
seria suficiente probar que los puntos periédicos de i son densos en A y que /i es
topologicamente transitiva en A. Probar que los puntos periédicos de h son densos
en A no es tan complicado, sin embargo, probar que h es topologicamente transitiva
en A\ directamente de la definicién es un trabajo relativamente dificil.

En consecuencia, mostraremos en vez de eso, que la dindmica de o en 3, es
esencialmente la misma que la de h en A. Hablado en terminos matematicos, diremos

que h en A es un conjugado topoldgico de o en ¥,.
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Definicién 2.4.1 Sean f: D — D yg: E — E dos funciones. Entonces se dice que
f es topologicamente conjugada a g si existe un homomorfismo 7 : D — E lal que

7o f=goT. En este caso T es la conjugacién topoldgica (entre f y g).

Representamos esta relacién con los diagramas conmutativos

p—L . p B o~ f(x)
| F e 4
E e E 7(x) == 9((z))

Los diagramas implican que si x es un elemento de D, entonces 7 (f (z)) = ¢ (7 (z)).

También, como 7 es un homomorfismo, sabemos que 7 es uno a uno v 7' esta bien

definida y ademés es continua. Entonces, los diagramas anteriores son equivalentes a

los siguientes

/
—_—

Ly = (@)

m=r
C
|
it
—
-}
]

g iy

g
de donde leemos que f(z) = 77 1(g(7(z)).

También tenemos

p—L.p rYa) —— f(r(a))
T—l‘[ J'T 6 T—IT 11—
| !
Ei i ol ¢ =

de donde leemos que g(a) = 7(f(r71(a)).
El hecho de que exista un homomorfismo entre los espacios D y E implica que
las topologias de D y E son idénticas. Esto afirmacidn se precisa en la siguiente

proposicion.

Proposicién 2.4.1 Sean D y E espacios métricos y sea v : D — E un homomor-

fismo. Entonces:
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a) Bl conjunto U en D es abierto <= si el conjunto ¢ (U7) es abierto en E.

b) La sucesion xy, Ty, Ty, ... en D converge a x en D <> si la sucesidn p(xy), o(y). p(x3)., ...

converge a v (z) en E.
¢) El conjunto F es cerrado en D <= el conjunto ¢ (F') es cerrado en E.

d) El conjunto A es denso en D <= el conjunto p (A) es denso en F.

La demostracion de la Proposicion 2.4.1 se puede leer en cualquier texto de
topologia.'

La existencia de un homomorfismo entre los espacios D y E implica que las
topologias de los dos espacios son idénticas. Si. ademas, este humomourfismu es una
conjugacidn topoldgica entre dos funciones, f : D — Dy g . £ — FE entounces las
dindmicas de estas funciones son también idénticas. Este es el contenido del Teorema

siguiente.

Teorema 2.4.1 Sean D y E espacios meiricos. [ : D — D, g : I — FE. Seq
7: D — E una conjugacion topolégica. Entonces:

a) 7! E— D es una conjugacion topoldgica.

b) 7o f" = g" o1 para todo nimero natural n.

¢) p es un punto periddico de [ si y solo si T(p) es un punto periddico de g. Aiin
muas los periodos primos de p y T (p) son identicos.

d) Si p-es un punto periddico de f con conjunto estable W* (p), entonces el con-
Junlo estable de 7 (p) es T(W?* (p)).

e) Los puntos periddicos de [ son densos en D si y solo si los puntos periddicos
de g son densos en [,

f) [ es topologicamente transitiva en D si y solo si g es topologicamente transitiva

en E.

1La demostracion de esta proposicién se puede encontrar en el libro de texto de James R. Munkers,
Topology, 2nd. Edition pag.[104]
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g) f es cadtica en D si y solo si g es cadlica en E.

Demostracién: La demostracidn de (a) es obvia. De 70 f = go7 y de la invertibilidad
de 7 se sigue que T"'og = for

b) 7o f™ = g" o7 se satisface, por definicién, para n = 1. Supongamos que se
satisface para k € N, esto es, To f¥ = g* o 7. Entonces 70 f**! = (10 f*)o f =
(¢hor)of=gho(rof)=gtolgor) =g or.

De manera que (b) se satisface para todo N € N.

c) Sea p un punto periédico de f con perfodb primo k. Primerc mostraremos que

g* (7 (p)) = 7 (p). Ya que f*(p) = p, obtenemos el signiente diagrama conmutativo

p —L  fip)

Tj J
(p) — ¢"(7(p))

]
De aqui que ¢* (7 (p)) = 7 (p) v 7 (p) es un punto periédico de periodo k de g. Si
0 < n < k, entonces cbservamos que ¢" (7 (p)) =7 (f" (p)) # 7 (p) yva que 7 es unv a
uno y p tiene periodo primo k bajo f. Por lo tanto 7 (p) tiene periodo primo k bajo g.

! es una conjugacién topoldgica, el mismo argumento demuestra que si g es

Como 7
un punto periédico de g con perfodo primo k, entonces 77! (g) es un punto periédico
de f con periodo primﬁ k.

d) Sea p un punto periédico de f con periodo primo k y sea x un elemento de
W* (p). Entonces por la definicién de W*(p), para cada 6 > 0 existe una N € N
tal que si n > N y dp es la métrica en D, entonces dp [f"“(a:),p] < 6. Debemos
mostrar que para cada £ > 0, existe un M tal que, siempre que n > M entonces
dg [gk" (r(z)) ,T(p)} < ¢, donde dg es la métrica en £. Supongamos que = > 0.
Como 7 es-continua, existe § > 0 tal que si dp [y, p| < 6, entonces dg [7 (y) . 7 (p)] < =

Elijamos M tal que si n > M, entonces dp [f""(:t:),p} < 6. Por continuidad tenemos

que,
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dg [T (f’"""(ar:)) T (p)] =dg [g}‘“ Crita)) s 7 (p)] < z, cnando n > M.

e) La preservacién de la densidad de los puntos periédicos en la conjugacién
topoldgica se desarrolla facilmente de la parte c) de este teorema y la parte d) de
la proposicién 2.4.1.

f) Supongamos que [ es topologicamente transitiva en 0. Deseamos mostrar que
g es topologicamente transitiva en £. Dado un conjunto abierto U en E, queremos
encontrar una z en U tal que para algin mimero natural n, g"(x) cae en el conjunto

abierto Ven F. |
I c b s rincn

UcE —— VCE

"

Ya que 7 : D — FE es un homomorfismo entre los espacios métricos Dy By U,V C
E son abiertos, entonces 771(I/) y 77}(V) son abiertos. De aquique, comu [ es
topologicamente transitiva en U, existe una y en 7! () y un miimero natural # tal
que f*(y) € 7'(V). Elijamos z = 7 (y). Entonces ¢" (z) = ¢"(r (y)) = 7 (/" (4)).
por la parte b) del Teorema 2.4.1. De esta manera ¢" (z) = 7 (f™ (y)) el cual estd en
V ya que f"(y) estd en 77H(V).

g) Esta parte del teorema es consecuencia directa e inmediata de las partes ¢) vy
f) y del Teorema 2.3.1. O

Completaremos este Capitulo construyendo una conjugacién tupoldgica entre /i, :
A—=Ayo:3,— 3, cuando r > 2+ /5. Como o es cadtica en >y , el Teorema
2.4.1 implicara que la funcidn logistica h, es cadtica en el conjunto de Cantor en A.

Comenzaremos definiendo la funcién 9 : A — 3°,. Tomemos de nuevo los interva-
los como [y = [0, % - @] el = B + @ 1‘!. Recordemos, de la Proposicion
2.1.1, que Ay = {x| h(z) estd en [0,1]} = [, U ;. Como A es un subconjunto de
Ay, A esta también incluido en [y U [;. Para cada z en A definamos la sucesién

Y(z) = sps182... en Y, tal que h"(z) estd en [g para cada n. Por ejemplo, si r = 5,
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entonces h" (i—-—_“‘]/;‘) = ("][‘}/F’) estd en [y. h! (r"]l‘lﬁ’) = 1estien I, y h* (’——"u‘f;) =0
estd en Ip para toda k£ > 2. Asi que ¢ (5;105) = 010000.... Podemos pensar que v ()
es el itinerario de x sobre los intervalos [y e [; bajo h. El digito S, en o (z) = sy5759...

es 0 si ysolosi h" () estd en [y y S, = 1 si y solo si ™ () estd en /). Claramente

1 esta bien definida.

Teorema 2.4.2 La funcidn 1 : A — 3, definida anteriormenle, es una conjugacion
topologica. Esto es :

a) Y es uno a uno y sobre.

b) ¢ es conlinua.

c) Y~ es también continua, y

d)voh=acoy.

Demostracion: Sean h, Iy v I, como los definimos anteriormente v sea 5,5, 5y... 1In

elemento de 3,
1gy8,8,8, = {.‘?T | h* (2) esta en I, para todo k < -n.}

a cada uno de los intervalos en A, donde A, 1y = {z | W"*! (z) estd en [0,1]}. Note-
mos que esta definicién de A, es la misma que la nsada anteriormente. Probaremos
lo dicho anteriormente por induccién.

Por la proposicién 2.1.1, Ig, debe de ser Iy 6 [;. Como Ay = [, U [; la afirmacién
del Teorema es valida en este caso. Supongamas que Igys,s,...s, , €s alguno de los
intervalos en A,. Deseamos mostrar que esto implica fg.s,9,...5, €s uno de los inter-
valos en A, ;. Notemos primero que [g.s,s,...5, €5 un subconjunto de Ig,5,5,...5, ,

asi que es suficiente determinar cual porcion de Igs s,...s, , pertenece a [g g5, .5, -

" "

Sea Isys,5,.--5,., = [a,b]. Entonces por la proposiciéon 2.1.1, h" ([a,b]) = [0, 1]
y h"™ es mondétona en [a,b]. Supongamos que h" es creciente en [a,b]; la prueba es

similar cuando h" es decreciente. Por el Teorema del Valor Intermedio, existen ¢,
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yey, a<e <y <b, tales que h*(¢;) = % - —’"fzrm y A" () = % + "’;g; En
consecuencia,

h (la,c1]) = [0,% - 3@] == oy

B ((en,e)) = (§~ Y2 1+ Y52),

y (e b)) =3+ Y520 =1

Asi que si S, = 0 entonces Ig5,s,...5, = [a,¢1] y si S, =1 entonces Ig;s,,...5,

[ca, ). Como este es el mismo procedimiento con el que tratamos los intervalos de
A,..1 en la prueba de la Proposicién 2.1.1, observamos que [g,5,5,...5, es 1no de los
intervalos incluidos en A, ;.

a) Sea s = $p818353... un elemento de Y ,. Para mostrar que 1 es uno a uno y
sobre, debemos mostrar que 17! (s) contiene exactamente un solo punto. Pero si z
estd en 1! (s), entonces x estd en Ig,g,5,...5, para todan. De esta manera, 17! (s) =
N o 1s08,8;---5,- Asi que necesitamos demostrar que esta interseccion es nu vacia v
ademas contiene exactamente un punto. Sea [, g,5,...s, = [@,.b,]. Supongamos que
¥~ ! (s) contiene dos puntos z y y. Entonces |z — y| < |b, — an| para toda n pues z y
y estan en cada uno de los intervalos [a,,b,]. El Lema 2.1.1 implica que |a, — b,/ se
aproxima a cero cuando n tiende a infinito. Por tanto |z — y| = 0 y en consecnencia
z =1y. Asi que que 17! (s) contiene a lo més un punto. Sélo nus resta mostrar que
¥~ *(s) contiene por lo menos un punto. Pero este resultado es inmediato a partir del
conocido Teorema de los Intervalos Anidados el cual establece que la interseccién de
intervalos cerrados anidados es no vacia.

b) Sea € > 0 y  en A. Para mostrar que v es continua en x debemos encontrar
§ > 0 tal que si |z — y| < 6, entonces d [¢ (z) ,9 (y)] < &. Si elegimos n tal que 5 < =,
entonces el Lema 2.2.1 implica que es suficiente mostrar que existe una § > 0 tal que
las sucesiones ¥ (z) y ¢ (y) concuerden en los primeros n + 1 digitos siempre que
|z —y| < 8. En otras palabras, si ¥ () = 5¢$152... entonces x estd en Is,g,5,...5, ¥

necesitamos demostrar que y estd en Igs,s,...s, siempre que y esteen Ay |z —y| < 6.
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Sean [ay, by] . [ag, ba] , [as, b3] , ..., [agn+1, byns1] los 2"*! intervalos en A, ¥ supong-
amos que estan etiquetados de tal manera que b; | < a; V4. Sead = +min {|a;, — b;_|}.
Como los intervalos no se traslapan y son ademas un nimero finito, ¢ es positivo.
También si z y y estdn en An41, como Igys,s,...5, € un intervalo en A, 4 y x estd en
Is,5,8,--5,, observamas que y debe de estar en [g,4,5,...5, ¥ la prueba de la parte b)
esta completa.

c) Para demostrar que ¥~ ! es continua utilizaremos un argumento miy similar al
usado para demostrar que 1 es continua.

Sea 3. < 0, sea x,y € Ty tal que |z —y| < zi,, < 6 entonces los primeros n-digitos
de sus itinerarios son identicos, esto implica que ¥~ '(z),% !(y) estan en el mismo
s S : = <1, 1
intervalo de A, por lo tanto d(v~'(z), v~ '(y)) < e S 8

d) Sélo nos resta mostrar que Yo h = go. Sea zen A y ¥ () = 898;5954...
Como hemos visto en la prueba de la parte a), = es el unico puntu en

e e i "
1508,85- = N od 5,888, = Moy {: | h* () estd en Ig Vk < n.}.
De aqui , se signe que /i(x) es el finico punto en
Issisp = Niolsosisyse = Mg {2 | KF4!(z) estden [o,V k <nl. Asf que

Y (h(z)) = $18285... = o (¢ (z)) y hemos terminado. O

Corolario 2.4.1 Sear > 24+ /5, h(z) = rz(l — ), y

A = {z| h"(z) estd en [0,1] para toda n}. Entonces, h es cadtica en A.



Capitulo 3

Caos, Fractales y Medidas.

La definicion de Caos segin R. Devaney implica que, para decidir si un sistema dado
es caotico, debemos considerar las drbitas de todos los posibles “estados iniciales” para
observar si las drbitas periddicas son densas y si el sistema es sensible ante cambios en
las condiciones iniciales. En este capituo presentamos otra deficion de caos que resulta
ser mas practica desde el punto de vista computacional. Esta es una definicidn basada
en los “exponentes de Lyapunov”, que son nimeros asociados con cada posible drbita
del sistema y que miden (en una manera que se precisara en la seccién 3.1), la tasa de
separacion de dos drbitas con condiciones iniciales cercanas. La dificil cuestién de si estas
dos definiciones son equivalentes no es tratada en este trabajo. En la seccién 3.2 hacemos
algunos comentarios sobre fractales, los cuales son conjuntos que usualmente se asociacian
con el caos. Nuestra intencién aqui es intentar explicar, aunque sea ligeramente, cémo se
da esta asociacién. Existe toda una teoria relacionada con el estudio de fractales, pero
en este trabajo nos limitamos a sefialar solo una de las propiedades mas populares: la
relacionada con su dimension fractal. Esto lo hacemos en la seccion 3.3. En la dltima
parte del capitulo, y todavia en relacién con el concepto de fractales, hacemos una rapida
excursién sobre dindmica de mapeos complejos, considerando un sélo ejemplo, el mapeo

cuadrdtico, para el que revisamos sus conjuntos del Mandelbrot y de Julia

53
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3.1 Exponentes De Lyapunov.

Hemos visto el comportamiento de mapeos de R a R. Consideremos una condicién
inicial cercana a un punto repelente p del mapeo [ . En un principio, esta drbita
tendra un comportamiento inestable y separaciones exponenciales. Separacién expo-
nencial, significa que la distancia, entre la érbita del punto y el punto repelente. se
incrementa en una razdén exponencial. Cada iteracién multiplica la distancia entre
estos en |f(p)] > 1. Diremos que la razén exponencial de separacién es |f(p)| por
iterada. Esto es, al menos en principio, pequenas separaciones que van creciendo.
después de un cierto niimero de iteraciones la drbita puede ser atraida a un punto
atractor . Como se aproxima a un punto atractor. la érbita desarrollara un compor-
tamiento convergente. la distancia entre el punto atractor y la drbita se rediice por
un factor [f'(¢)| < 1. En tanto la rbita se aproxime al atractor. las distancias se van
rediciendo.

Es comiin observar este tipo de comportamientos, en los cuales se presenta primero
un comportamiento inestable transitorio y después se cae en una condiicta estable.
Pero no hay razén para pensar que una condicidn inicial tomada cerca de un puntou
repelente debera caer, un tiempo después, en una orbita atractora.

Una 61‘Ibita cadtica se puede describir informalmente como aquella que siempre
exhibe ese comportamiento inestable; no es periddica ni converge a una érbita peri-
odica.

Hemos observado en el Capitulo 1, que para puntos fijus de sistemas dindmicus
discretos, la estabilidad del punto esta altamente influenciada por la derivada del
mapeo. Por ejemplo, si x; es un punto fijo de un mapeo uno-dimensional [ ¥y
f'(z1) = a > 1, entonces la drbita de cada punto = cercano a r,, se separa de z; en
una razon multiplicativa, aproximada de a veces por iteracién, hasta que la érbita

de z se mueva lo suficientemente lejos de z;. Esto es, la distancia entre [™(xz) y
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f*(z,) = z, sera incrementada aproximadamente (a > 1) veces por iteracién de [ .

Para un punto periédico de periodo primo k, debemos considerar la derivada de
la k-ésima iterada del mapeo, la cual, por la regla de la cadena, es el producto de las
derivadas en los k puntos de la érbita. Supongamos que el prodiicto de estas derivadas
es A > 1. Entonces la 6rbita de cada vecindad x del punto periédico xy se separa de
Z; en una razén aproximada A después de k iteradas. Esta es una tasa acnimulativa
de separacidn, i.e., se necesitan k iteraciones para separarse una distancia A. Tiene
sentido describir el crecimiento en la razén de separacién, como nna distancia A% por
iterada.

El término “mimero de Lyapunov” se usa para medir el crecimiento en la razdn de
separacion de puntos = muy cercanos a ;. El exponente de Lyapunov es simplemente
el logaritmo natural del niimero de Lyapunov. Por ejemplo, 1un niimero de Lyapinov
ignal a 2 para la érbita de z; significa que la distancia entre la érbita de x; y la érbita
del punto cercano x se duplica cada iteracién. Para un punto periddico @ de periodo
k, esto es lo mismo que decir;

!
(£%) G)| = (1) )] | )| | ()

Pero, queremos considerar este concepto inclusu cuando .y no es punto fiju, ¢

— Ok

periédico. Un nimero de Lyapunov de % significa que la distancia se reducird a
la mitad en cada itel‘aciﬁn: y las ¢rbitas de x; y x se acercardn rdpidamente. La
importancia del concepto de niimero de Lyapunov es que este puede ser aplicado a
érbitas no periddicas. Una caracteristica de las Orbitas cadticas es la sensibilidad
en la dependencia de las condiciones iniciales (ver Definicién 2.3.3), lo que implica la
separacién eventual de las érbitas con condiciones iniciales cercanas, cuando el sistema
evoluciona en el tiempo. De hecho, nuestra definicién de 6rbita cadtica implica que
la érbita no tiende a hacerse periodica y que el niimero de Lyapunov es mayor que 1.

Definiremos los niimeros de Lyapunov y los exponentes de Lyapunov para una

Orbita en general, siguiendo la analogia del caso periddico, y considerando el prodiicto
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de las derivadas evaluadas en los puntos a lo largo de la drbita. Esto lo haremos

primeramente para mapeos en dimensién uno.

Definicién 3.1.1 Sea f : R — R un mapeo suave; es decir, f € C'(R). El mimero

de Lyapunov, L(x,), de la drbita {z,,xy, xy, ...} estd definido por
.
L(z) = lim (If"(21)] - |f"(2a)])?
st este el limite existe. El exponente de Lyapunov, h(z;), se define como:

h(.f,'l) = lim (l) [II‘L !.f"(.‘f;l)] +.--+1n U"(.r:n)ﬂ

n—oo \ 7,

s1 este el limite existe. Notemos que h existe s1y solo si L existe y ademds In L = ).

De la definicién anterior, observamos que el niimero de Lyapunov de un punto fijo
x; para un mapeo uno-dimensional f es |f' ()| ¢ equivalentemente, el expounente
de Lyapunov de la érbita es b = In|f' (;)|. Si x es un punto periddico de perfodu

primo k, entonces el exponente de Lyapunov es h(z) = In|f*(ry)| i‘-g+1u|,r'(*nﬂl La idea

central es que para una érbita periddica, el niimero de Lyapunov ") describe la

razon local de estiramiento por iterada para puntos cercanos a la orbita.

Definicién 3.1.2 Sea f un mapeo suave. Una orbita {z;,xy, ..., 2,, ...} es llamada,
asintoticamente periddica, si converge a una 6rbita periédica cuando n tiende a oo; es
decir, si existe una drbita periddica {yy, Vs, ..., Y, Y1, Yo, ...} tal quelim, . |z, — yn| =

0.

Lema 3.1.1 S:i el nimero de Lyapunov de xy bajo [ es L, enlonces el nimero de

Lyapunov de z1 bajo f* es L*.
Demostracién. Escribiremos primero el caso en el que k = 2. Sea g = f* Por
definicién

Ly(zy) = lim [lg"(21)] - lg"(22)] - - |g"(2n)
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Pero

de manera que

TL—

Ly(z1) = lim [|f ()] |f"(m)] ..o |S
‘ = i [|f i)l

% | 7 o)
1/n
= in [U Err|+l)1] ll_I‘n‘ [(|f’(ﬂl)]|fr(fg]! .
8 vgenT % L
1/n
= L* ﬂh—'r{lx. [ Ly }
Sean
1 = mgﬂ{[j:(ru)” Yy A= In’?.',‘{{ U.'r(.,f;n-
Entonces
pEE |f:(-’£’3,;)l <A
¥ POI‘ tanto

()1
(If"@a)] - 1f ()] - - .

l,r‘n < If ( )IJ/n < Al"“

Como lim,_,e a'/™

tanto,

LQ(CC]) = L2.

En general, sea g = f*. Entonces

Ly(zy) = lim (Hﬂf

1))’

a7

’|f'l(-rri)|.)2‘|

],"-n.

(3.1)

= limy o A" = 1, concluimos que lim,_. | f g )]1"’" = 1. Por
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Pero g'(z;) = (fofo- - o f)(x) —HJ Zo f'(2i14), de modo que

Eveces

[ 1/m
Ly(z;) = lim H f!($£+j)] (3.2)

= R E
= ,‘l‘_ﬂ. _ j»;lll /() ;)|] {HU (, )‘}

k-1 57 G) 1/n
— Lk . o [Hiill |(j f(j’B‘-'?--H{z:)_j)l]
1551 [(f(5)) |

— 00

Nétese que lim,, . f;]' (f ' (z;))*=D|V" =1 (pues H, H(f' ()% )| es constante
positiva, independiente de n). Con respecto al limite del numerador en el lado derecho

de (3.2), argumentamos de la siguiente manera. De acuerdo a (3:1),
o< | (z) < A

de manera que
[k=1)k k-1 : =1}k gor
0<b¥a T < [T I(f (@) <A77 8

i=1

v, entonces.

- 1/n
bll,"'n g {H (j‘ rn+ ){ )@ S B])’ln

asi que

1/n
,}Lrg[ﬂl Eiei) l] =1 0O

Lema 3.1.2 Sea {s,}32, una sucesidn de nimeros reales que converge a s. Entonces

la sucesion de promedios {% Y r 8} también converge a s.

Demostracién: Sea = > 0. Existe un nimero natural N = N (=) tal que si n > N(s)
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entonces |s, — $| < =. Ahora, suponiendo (sin perder generalidad) que n > N (=),

1 Z ‘ 8 — T8
n= ' n
1 N{S)—l T
= = §i + Z 5 — NS
il =5 i=N(=)
1 N(z)-1 ) n _
= — [s; — 8] + Z |85 —8]
L = i=N(e)
HLHER 1| m
S = [b‘g—b‘j * = Z [-'J'i_s]
L = " li=n(e)

Sea A=max{|s; —s|, i=1,2,... ,N(g) —1}. Entonces

N(z)-1

Y ]+

i=1

1 < CA(NE) - 1)+ 22 (n - N(s)

T )

= & ;1: [A(N(g) — 1) — =N(2)]

Z [s: — 3]

i=N{(s)

Como el niimero A (N(2) — 1) + 12 (n — N(2)) se priede hacer tan pequenou cumu se

quiera tomando n suficientemente grande, concluimos que
* 1 n
lim — Za, =8 O
Cualquier orbita que es atraida a un punto atractor es asintéticamente periédica.
Por ejemplo, la érbita con condicién inicial z = § de /i(z) = 4x(1 — x) es también
asintéticamente periddica, ya que después de dos iteradas ésta coincide con el punto
fijo z = 0. El término eventualmente periddico es usado para describir los casos en

que la érbita cae precisamente sobre una drbita periddica.

Teorema 3.1.1 Sea f:R — R. Sila érbita {x),2s,..} de [ satisface ['(z; 75 0v
. 1y ademds es asintdticamente periddica a una drbita periddica {11, ...}, entonces

las dos drbitas tienen exponentes de Lyapunov idénticos, dado que ambos existen.
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Demostracién : Para comenzar tomaremos k& = 1, de manera que ¥; es un punto fijo.
Como lim,, .o Tn, = Y1, v [’ es continua, vemos que lim,, .o, f' (Z5) = [/ (im0 Tn) =

f'(3). Atin mas. como In |z| es continua para x positivo
Jir In ()| = In| iz /'(z)| =1n1/"(00)

Esta ecnacién nos da el limite de una sucesién infinita. Usando el lema 3.1.2 tenemos

que

!(!1 lim — Zh’l |/ 1)'| =In |f (fh)| = h(fj])

Lt e
Ahora, tomemos k > 1, de modo que ahora y; no necesariamente es un punto fijo.
Entonces y; es un punto fijo de f*, y la &rbita de 2 es asintdticamente periddica
sobre f* a la drbita de y;. Por el lema 3.1.1 , el exponente de Lyvapunov de la drbita
de z, sobre f* es In|f’(y;)|. Asi por el Lema 3.1.1 tenemous que el exponente de

Lyapunov de z; bajo [ es %lnl(fk) "(yl)‘ = h{gy )

3.1.1 Orbitas Cadticas.

En la seccién anterior definimos el exponente de Lyapunov i de una &rbita, como
el logaritmo del crecimiento de la razén de separacién por iterada de la funcién (ver
Definicién 3.1.1). Vimos también cémo calcular /i para algunos casos especiales: para
un punto fijo é una érbita periédica podemos expresar i en términos de las derivadas.
Vimos, ademds, que si una drbita converge a una drbita periddica entunces tienen el
mismo exponente de Lyapunov. Un caso més interesante es aquel de érbitas acotadas
que no son asintoticamente periddicas. Cuando una de tales drbitas tiene exponente

de Lyapunov positivo, entonces es una érbita cadtica.

Definicién 3.1.3 Sea f : R — R, y sea {x1,23,...} una drbita acolada de [ . En-
tonces la orbita es cadtica si:
1) {z1,29,...} no es asintdticamente periddica.

2) El exponente de Lyapunov h(z,) es mayor de cero.
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[lustraremos estos conceptos mediante el siguiente ejemplo.

Consideremos el mapeo tienda (“tent map”),
f(z) = 2z (mod 1), r R

El mapeo no es continuo, y por lo tanto, no es diferenciable, en » = 7'-, Asl qiie
enfocaremos nuestra atencién a 6rbitas que “nunca pasan” por el punto % Para estas

drbitas, es facil calcular el exponente de Lyapunov:

lim — Zln” |—11m—Zln"—ln

n—n0 n—soo
Il L

Asi que, cada Grbita que siempre evita a el puntoxz = % y ademas no es asintéticamente
peridédica, es una érbita cadtica, con exponente de Lyapunov In 2.

El efecto de este mapeo, en un niimero z € [0, 1] puede ser visualizado facilmente
si consideramos la expansién binaria de . El mapeou [ aplicaduv a el niimeru . ex-
presado en expansion binaria, “corta” el digito que esta ensegnida del pinto decimal.
Tomemos bor ejemplo z = 1/5.

! 001100110011
f(#) = .01100110011
f2 (%) = 1100110011
) = 100110011
f* (%) = .00T10011

e
(l

Vemos que z = ; es un punto con érbita periddica de perfodo 4. Como el mapeo es
muy simple en el sistema binario, podemos ver inmediatamente cuales puntos en [0, 1]
son periddicos, estos son los puntos con expansion binaria repetida, como z = 1] Los
puntos eventualmente periddicos, son aquellos con expansion binaria eventialmente
periédica, como z = 4 = .0T0 6 # = & = .000TL.

La unica forma de tener una -expansién que se repita asintéticamente ocurre

cuando la expansién es eventualmente repetitiva. Concluimos que si la expansidn

=]
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binaria de un niimero x € [0, 1] no es eventualmente repetida, entonces su 6rbita sera
cadtica. Estos puntos son precisamente los irracionales. Es decir, existe una infinidad

no numerable de puntos cuyas dérbitas son cadticas.

3.2 Fractales.

Es comiin que uno de los primeros pasos que se dan cuando se estd analizando un
sistema dindmico es determinar aquellos conjuntes de condiciones iniciales que ex-
hiben un comportamiento similar, Si el sistema no es cadtico. esta descumposicion en
regiones dél conjunto de condiciones iniciales resulta ser muy directa, y las fronteras
entre las regiones resultantes son conjuntos “simples” de puntos, en el caso de sis-
temas de dimension 1 y curvas “simples” en dimensiones mayores. Pero para sitemas
dindmicos cadticus los conjuntos o curvas que separan estas regiones son ubjetos al-
tamente irregulares llamados fmctalr:..s. El términu “fractal” fue introdicido en la
década de 1960 por B. Mandelbrot, un matematico de IBM.

En nuestra discusién anterior ya hemos encontrado un fractal. Recordemos que
el conjunto A aparecis en el proceso de dar respuesta a la pregunta que nos hicimos
en la Seccién 2.1, acerca de cudles puntos permanecen en [0, 1] bajo iteraciones de h,
cuando el ‘parémetro T es tal que h, es cabtica. En este sentido. A es “la frontera”
entre las condiciones iniciales cuyas érbitas permanecen en [0. 1] y las que se salen de

[0,1]. Es decir, si definimos el conjunto
¥, = {z € [0,1] : h(z) se sale de [0, 1] para alguna n € N} (3.3)

entonces A = O¥,. En este sentido A es un fractal.
No conocemos una definicién universalmente aceptada de fractal, pero todas las
descripciones que se hacen de los mismos incluyen por lo menos alguna de las sign-

ientes propiedades: (a) tienen una estructura (o forma) geométrica complicada y
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(b) una “medida (o dimensién) fractal”! (véase la Seccién siguiente). Estas dos
propiedades se pueden ilustrar rapidamente con el conjunto de Cantor. Par simpli-
cidad, consideraremos el conjunto de Cantor “del tercio medio”, es decir, el que se
obtiene removiendo del intervalo inicial A; = [0, 1] el subintervalo abierto (el “tercio
medio”) (1/3,2/3). A cada uno de los dos intervarlus cerrados que componen el con-
junto A, se les remueve el tercio medio para obtener Az, Continuando de esta manera
obtendremos conjuntos A,, que consisten de 2" subintervalos ceirados ajenos, cada
uno de igual longitud (1/3)"; de manera que la suma de las longitudes de todos lus
subintervalos de A, es (2/3)". El conjunto de Cantor es (abusando un poco de la
notaciéon) A = lim, .~ A,. El Conjunto de Cantor es un conjunto de medida cero, to-
talmente disconexo (es decir, no contiene subintervalo alguno) y tiene la cardinalidad
del intervalo [0,1]. De estas propiedades se ve que A es “muy pequefio” para ser de
dimensidon 1 (pues es de medida cero) pero es “muy grande” para ser de dimension
0 (pues tiene la cardinalidad de [0,1]). Estas observaciones permiten esperar qiie A

tenga dimension fractal.

3.3 Medidas de Hausdorff.

La medida de Hausdorfl surgié a partir del problema de que la medida de Lebesgue no
distingue entre conjuntos de igual medida (de Lebesgue). Por ejemplo, la medida de
Lebesgiie asigna a los racionales en [0, 1] la misma medida que al conjunto de Cantor:
cerv en ambos casos. Sin embargo la cardinalidad (v “el tamafio”) de estos conjuntos
difiere notablemente. Los racionales tienen la cardinalidad de lus naturales (es decir.
de un conjunto numerable, o si se quiere ser més drastico, de un conjunto de un sélo
punto!) pero el Conjunto de Cantor tiene la cardinalidad del continuo (es decir, de

toda la recta real!). De manera que claramente se ve la necesidad de disenar una

1Del latin fractum: fraccional, quebrado
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medida que diferencie entre conjuntos que tienen la misma medida de Lebesgue. Una

medida adecuada para estos propositos es la Medida de Hausdorff.

Iniciaremos dandc una motivacién a la definicién de una medida de Hausdorff.
Veamos que el segmento de linea [0, 1] tiene medida de Lebesgue cero en el plano.
Cubramos el segmento [0,1] con discos cerrados B; de radio 1//N, centrados en los
puntos j/N,j = 0,...,N. Hay N + 1 tales discus, cada uno con area 7/N?. El area
total de IV +1 discos es entonces (N +1)-m/N?, la cual tiende a cero ecnando N — oc
. De acuerdo con la definicién de la medida de Lebesgue, la medida en R? de [0, 1] es

enfonces cero.

Es sencillo entender porqué la medida en R? se convierte en cero. El segmento
de linea [0, 1] es de dimensién uno. Este puede ser cubierto por un niimero de discos
(N + 1 de ellos por el argumento anterior). A medida que el radio de los discos
disminuye, el niimero de discos necesarios para cubrir [0,1] tiende a infinito mas

lentamente que la rapidez con que el area de cada disco (7/N?) tiende a cero. Entonces
Niimero de discos ¥ Area por disco ~ Area total — (.

Si, con el t.:ubjetivo de decidir si la medida de Lebesgue en R? del cuadrado unitario
es cero, aplicamos el procedimiento anterior al cnadrado [0, 1] x [0, 1], usamos discos
centrados en los puntos (i/N,j/N), necesitaremos, al menos, (N + 1)? de ellos y,
entonces, el area total estard dada (aproximadamente) por (N +1)?.7/N? | la cual
no tiende a cero a medida que el radio de los discus tiende a cerv. Asi que la medida
de Lebesgue del cuadrado unitario no es cero.

La medida de Hausdorff, comunmente hablando, hace lo siguiente. Esta reconoce

que el niimero de discos ‘que cubren a [0, 1] no esta en balance con el area del disco

tipico, vy toma varias potencias « del area, hasta que encuentra un « para el cnal
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5 (area del disco)® se hace finita. Por ejemplo:

N ¥

S (w/NY)! = 0

J=0

N ,

> (7/N?)5 — <.

=0
N -
Y (7/N*)7 — un limite finito.
=0

Este proceso como podemos ver, identifica la dimension del conjuntu en cuestion. y
calcula el tamano o medida del conjunto en la dimensién correcta.

La definicién precisa de medida de Hausdorff funciona mejor con el radio de los
discus que con su area. Elevando el radio a varias potencias, se captura el cambio de
dimension. En dimensidn 1, la longitud es proporeional al radio a la potencia 1. En
dimensién 2, el drea es proporcional al radio a la 2 potencia. Esta idea se extiende
para potencias no enteras. Asi, por analogia, en dimensién 2/3, “el volumen” debe
ser proporcional al radio a la potencia 2/3. Ahora ya estamos preparados para dar la

definicién de una medida de Hanusdorff.

Definicién 3.3.1 Sea a > 0 dado, y sea A C R". Una z-cubierta de A es un
conjunto finito o numerable de bolas de radio menor que ¢, las unidn de las cudles

contiene a A. Sean 7,7y, ... los tadios de estas. Lo medida de Hausdorff de A en
dimension « estd definida por :
H&(A) = llir(l] ianr:f
r n

donde el inf se toma sobre todas las s— cubtertas de A.

L3

La definicién anterior realmente de hecho define una medida exterior de Hansdorff

2Una demostracién de este hecho aparece en :Harrison, Jenny. “An Introduction to Fractals”
Chaos and Fractals: The Mathematics Behind the Computer Graphics. Robert L. Devaney & Linda
Keen, eds. Providence, RI: American Mathematical Society, 1988. En esta misma referencia se
hece una presentacién de doce definiciones de dimensién, incluida, por supuesto, la dimensién de
Hausdorff.
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pues 1una medida se define sobre una o-algebra de conjuntos medibles. La expresion
H, no asigna medidas en una manera consistente a conjuntos arbitrarios. Es posible
demostrar que los borelianos son conjuntos Haudorff medibles.

La definicién de una medida de Hausdorff se entiende mejor si la descomponemos
en partes. Primero, sea (=) la coleccién de todas las cubiertas de A por bolas B, ,

n > 1 con radio r, < &. Paral € 0(¢) calculamos

Ahora sea

Ho(A €)= inf Hu(A.2,0)

led{s
La funcién H,(A,z) es creciente si £ — 0 decrecientemente, cuando « se mantiene
fijo. Para visnalizar mejor esto veamos el siguiente ejemplo: trateremos de calenlar

la medida de Haudorff en dimensién « del segmento de linea.
A={{z 10 3L 1 H=0FC RZ.

En el ejemplo con el que empezamos A fue cubierto por N + 1 bolas de radio 1/N:

llamemos a esta cubierta . Evidentemente
: N
Ho(A 1N, Iy) = 3 (1/N)* = (N +1)/(N)
7=0
El infimo sobre todas las cubiertas (de radio < 1//N) solo puede ser mas pequeno, de

modo que

Ha(A,1/N) < (N +1)/(V%).

Ahora si N — oo ( lo mismo que £ — 0 decrecientemente)

con esto podemos concluir que Hy(A) = 0 para o > 1, que Hy(4) < 1sia=1y

que H,(A) € oo cuando o < 1. Intuitivamente podemos asegurar que el conjunto A
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tiene dimensién 1. Esto sostiene la razén de que 4 mismo se ve delgado y pequenu
en cualquier dimensién mayor que 1 y por supuesto, su medida de Haudorff es cero
en dimension a > 1, justo como su medida de lebesgue es 0 en dimensién 2. Esto
revela qie la medida de Hausdorff de A en dimensién o < 1 es oc.

Podemos ahora considerar el problema de calcular la dimension de Hausdorff del
Conjunto de Cantor.

Como vimos al inicio de la Seccion 3.2 el conjunto de Cantor A puede ser cubierto
por 2" bolas disjuntas cerradas, cada una con un radio de (1/2) - 37", Llamaremos a

esta cubierta [, y sea =, el valor comiin de los radios. Entonces

. 2 1 o on
Halh0) S Halboml) = 3 (575 ) = 5am
L ; 2.3n Dex . Jan

Ahora hagamos que n — oo, lo cudl corresponde a que =, — 0. La expresion a la

ol . 3 il ¢
Lryam v ] limite es 0 si 2+ < 3. Para tal o. la

3

derecha puede ser escrita como -2%(
medida de Hausdorff es H,(A) = 0. Cuando 2% > 3 el limite es 0. Finalmente, el
limite es finito cuando 2% = 3, es decir, cuando o = % = 0.6309.... Se concluye
entonces que el conjunto de Cantor tiene dimension fractal % Y el valor de Hy gza9(A)
es 1.

En general se puede afirmar que si A C R", si @ > n A deberd “verse pequenc”,

porque estd en un espacio de dimensién menor que «. Mas precisamente:
Ho(A)=0 para toda o >n

Nada es posible decir de H,(A) cuando & < n ya que, en este caso, A piede ser
cualquier c:.osa desde un simple punto hasta todo R".

Estos ejemplos nos sugieren que H,(A) es entonces cero o infinito, excepto para
algiin valor en particular de @. Y como probaremos a continuacién esto es lo que

realmente sucede.

Proposicién 3.3.1 Sea A C R". Entonces, eriste una dnica o € [0, 1] tal que
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xcsil<ao<ao
[ i
0 sta>a

o s llamada la dimensién Haudorff de A.

Demostracion: Si b > 0 entonces
Hu.(A2) 2 g2~ H,(4.2).

Aceptemos esto por un momento, y analizemos las concecuencias. Supongamos
primero que lim._o H,(A,c) > 0. Entonces cuando el exponente o — b es nega-
tivo el lado derecho tiende a oc. Tenemos que si H,(A) > 0 entonces H,(4) =
para toda @ < b, es obvio que si Hy(A) = oo entonces Hy(A) = co . Supongamos
que H,(A) < oo, entonces la relacién que tenemos muestra que H,(A) =0si b > a.
Ahora podemos definir «. Sea A el conjunto de o para las cuales H,(A) = oo,
sea Ay el conjunto de « para las cuales H,(A) = 0. Hemos mostrado que A, < 4,
en el sentido que todo elemento en del primer conjunto es menor que cualquier el-
emento del segundo. El nimero especial o es la “cota” entre estos conjuntos, es
decir ap = inf Ay 6 oy = sup A... El siguiente pasov es probar la relacién con la que
iniciamos esta demostracién.

Sea I € 0(c) tenemos definido H,(A,&,0) =152, r8 = X2 7 comord™® <ey

a—b <0 el estimado ?‘,‘?'b > £2b e5 vdlido cuando:
H,(Ae,l) > g b irﬁ = ¢*H_(A,zg,1).
j=1
Ahora tomemos el infimo sobre [ € 8(g), y con ésto se concluye la demostracion de
la proposicién. [J
3.3.1 Otros Ejemplos de Fractales

El conjunto de Cantor puede verse como un fractal obtenido mediante una con-

struccién recursiva que consiste en remover “tercios medios” a partir del intervalo
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[0, 1].

Usando este mismo enfoque es posible construir otros fractales que son muy cono-
cidos. En esta subseccién consideraremos dos de tales fractales, el Tridngulo de
Sierpinski y y la Curva de Koch, y calcularemos sus correspondientes dimensiones
fractales.

(a) El triangulo de Sierpinski.

Comenzemos con el triangulo equilatero 1y, de lado unitario. Eliminemos de este
el triangulo medio, por esto nos referimos al tridngilo enyos vértices son los puntos
medios de los ladus de 7. La nueva figura 7) es la union de tres subtriangilos.
Repitamos este proceso indefinidamente, removiendo los tridngnlos medios de los tres
subtridngulos de Tj. vy asi suscesivamente(este proceso estd mostrado en la Figura
3.1). Los puntos qiie permanecen en la figura forman el Tridngulo de Sierpinski, al

que denotaremos con S..
s - - - > o4 8
S,
T, T I L z

Figura 3.1: Construccién grafica del triangulo de Serpinskii.

Se necesitan 3" circulos de radio £, = %% para cubrir al conjunto 1,,.n =
0,1,2,... . De manera que
. A )r.t i 1 3 \™
e S EE e L s Tl st (—) |
( ) ( n) ’;1 (\/3231 ona \/g‘ \/g Dex
Como
1 3 \" 0, si 3/2°<1
tim = (2) = GvE sy,
oo, si 3/2*>1

y la dimensién fractal es aquel valor de o para el que el limite anterior toma un valor
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positivo finito, concluimos que

In3
= — =1.5849
@ In2

(b) La Curva de Koch.

El procedimiento para obtener la Curva de Koch es el siguiente. Sea K, un
segmento recto, de longitud 1, digamos. Dividamos K| en tres segmentos iguales y
reemplazemos el segmento medio con dos lados de un triangulo equilatero de la misma
longitud del segmente removido. Llamemos K, al objeto obtenido. Repetimos el
procedimiento tomando cada uno de los cuatro segmentos de K, dividiendolo en tres
partes iguales y reemplazando cada uno de los segmentos medios con dos lados de un
tridngulo equilatero. Asi obtendremos Ky. La Curva de Koch, K, es el objeto limite

que se obtiene al aplicar la construccién anterior una infinidad de veces. Como,

Figura 3.2: Construccién gréfica de la Curva de Koch

Tl
para cada n, se necesitan 4" discos de radio &, = % (%) para cubrir al conjunto

K,,n=0,1,2,.... De manera que

ST LIRS 1 rARe
HolK £2) < Hal K 80, 1) = (- (_) ) =—(—_) .
}; 2 3 2r:c 3(1

Para que lim, .o, Ho(K,£5,0,) sea finito y no nulo es necesario tomar la dimensién
fractal o como
In4d

=——=1.26185
= In3

3.3.2 Conjuntos De Julia.

Consideramos finalmente en esta subseccién un tipo muy conocido de fractales, lla-

mados el conjunto de Mandelbrot y los conjuntos de Julia que surgen en el estudio de
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la dinamica de funciones complejas de variable compleja.

Sea (.(z) = 2% 4+ ¢, donde z es una variable compleja y ¢ = a+ 1b es una constante
también compleja.

Comenzaremos considerando la dindmica de este mapeo complejo cuando el parametro
¢ = 0. Entonces el mapeo (o (z) = 2* tiene un punto fijo atractor en z = 0 cuyo cuenca
de atraccién es {z: |z| < 1}, el interior del disco unitario. Un punto del circulo uni-

tario

mapea a otro punto en el circulo unitario (el dngulo es duplicadu). La drbita de
cualquier punto en {z : |z| > 1}, el exterior del disco unitario, diverge a infinitc. El
circulo S forma la cota entre la cuenca de atraccién de cero y la de infinito. Notemos
que los puntos en el conjunto invariante S no estan en ninguna de las cuencas.

Para distintos valores de la constante ¢, 2 = 0 va no es mas, un punto fijo. Como
queremos considerar a todos los puntos fijos, la ecuacién z*+¢ = =z debe tener raices.
Por lo tanto (. tiene puntos fijos. De hecho, existe una forma sencilla de encontrar a
todos los puntos fijos atractores y a los periddicos de (., esto es por un teorema de
Fatou: Cualquier ciclo atractor de un mapeo polinomial £ atrae por lu menos a 1n
punto critico de P. De hecho, Fatou probo este resultado para todas las funciones
racionales. Como nuestra funcién ¢, tiene solamente un punto critico (z = 0), debe
tener, a lo mas, una érbita periddica atractora.

Algunas veces (. no tiene atractores. Consideremos, por ejemplo, (_;(z) = 2% —i.
Entonces (?(0) = —1 — ¢, el cual es un punto repelente de perfodo dos. As{ que no
necesitamos buscar un atractor.

Reconaciendo el papel tan importante que juega la érbita de cero, en la dindmica

de (., definiremos a el conjunto de Mandelbrot como:

M = {c € C tales que 0 ¢ W*(cx) para (.(z)}
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donde W¥(o¢) es el conjunto de puntos = € C que divergen a o bajo iteraciones
de (.. En otras palabras, W¥(cc) es la cuenca de atraccién de infinito. Es decir. se
escoge un valor de ¢ € C y se empieza la iteracién de 0. Si la érbita no diverge. se
pone un punto en las coordenadas correspondientes a ¢. Si se hace ésto de manera
sistematica para todos los puntos ¢ € C, la fignra que se obtiene es el Conjunto de
Mandelbrot. Observemos que, por ejemplo, ¢ = 0 y ¢ = —i estan en el conjunto de
Mandelbrot, mientras que ¢ = 1 no estd. La Figura 3.3 muestra una imdgen * de la

frontera de este conjunto.

Imc

Re ¢

~-

Figura 3.3: El Conjunto de Mandelbrot

Para cada c en el conjunto de Mandelbrot, existen drbitas de (. que permanecen
acotadas, y otras que no, dependiendo de la condicién inicial z; que se escuja. De
aqui que, la cota de la cuenca de atraccién de infinito es no vacia. Esta cota es
conocida como el conjunto de Julia de (., en honor a el matematico Francés G.

Julia. Tecnicamente, el conjunto de Julia es definido como el conjunto de puntos fijos

3copiada de http://homestead.juno.com/johnrhg/files/outline. gif
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repelentes v puntos periddicos junto con el punto limite de este conjunto. En el caso
de los polinomios, las dos definiciones coinciden. A continuaciéon presentamos algiinas
graficas de los conjuntos de Julia, para distintos valores del parametro ¢. Para mayor
informacién sobre los conjuntos de Julia y Mandelbrot, puede consultar (Devaney.

1996), (Devaney & Keen, 1998), o (Peitgen & Richter, 1986).

Figura 3.4: Fl valle de los caballitos de mar. Un acercamiento (Zoom) a una de
las pequenas bulbas en el conjunto de Mandelbrot. asi como en este caso se pueden
encontrar distintos fractales en acercamientos a ufras regiones. Los cambios en los
colores nos indica la rapidez con la que los puntos, en esa regién, convergen. El color
negro nos indica la mayor rapidez y el blanco la ausencia de orbitas acotadas, es decir,
los puntos en blanco € W?(o0).
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Figura 3.5: Algunos conjuntos de Julia para disfintos valores del pardmetro c. Al

ignal que en el conjunto de Mandelbrot los colores indican la velocidad con la que
estas orbitas convergen. Para cada punto en el conjunto de Mandelbrot existe un
conjunto de Julia asociado con este. Muchos de ellos ya categorizados y con formas
muy interesantes.



Capitulo 4

Sistemas Dinamicos En Dimension
Mayor.

En los capitulos anteriores hemos revisado los principales conceptos y propiedades de la
dindmica de mapeos de dimension uno.

En este Capitulo expondremos los primeros elementos de sistemas dindmicos en di-
mension mayor que uno. La discusién se centrara principalmente en los mapeos de di-
mension 2. En la seccién 4.1 hacemos una rapida revisién de mapeos lineales. En particular
estudiamos la dindmica de mapeos lineales definidos por matrices en forma de bloque de
Jordan, dado que estos son representativos de todas las posibilidades que se pueden pre-
sentar. En la Seccién 4.2 estudiamos los elementos de mapeos no lineales y terminamos

presentando el concepto de caos para sistemas de dimensién mayor que uno, en la Seccidn

4.3

4.1 Mapeos Lineales.

Definicién 4.1.1 Un mapeo A(7) de R* a R? es lineal si para cada a,b € R, y
7,0 € R?, sucede que, A(av + b)) = aA(7) + bA(W). Equivalentemente, la accidn
de un mapeo lineal A sobre un vector i € R%, A(7), puede ser representado como la

multiplicacion Av de A por .

75
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El 1inico punto fijo de un mapeo lineal es el origen. exceptuando el caso del mapero
identidad, para el cudl todos los puntos son puntos fijos. Si la érbita de cada punto
en 1una vecindad del punto (0,0) se acerca al punto fijo bajo las iteradas del mapeo.
consideraremos al punto fijo como atractor. Si la érbita de puntos cercanos al origen
se alejan del origen, decimos que el origen es repelente.

La dinamica de los mapeos lineales esta deferminada por las propiedades espec-
trales de la matriz A.

Recordemos que A es un eigenvalor de la matriz A si existe un vector 7, distinto
de cero, tal que Av' = Ail. El vector ¥/ es llamado eigenvector de A correspondiente a

A. Notemaos que si 7y es un eigenvector con eigenvalor A, la drbita de i) es

0y = Allg = A, Ty = ANy = ANATy = Al = -

v, en general

) s
Ty, = A1,

Es decir el mapeo se comporta como el mapeo uni-dimensional z,,4; = Az,. En este
sentido, a los subespacios lineales determinados por los eigenvectores de A se les llama
subespacios tnvariantes.
A continuacién presentamos tres importantes ejemplos de mapeos lineales en R”
Caso 1.- [Eigenvalores reales distintos|. Sea 7 = (z,y) un vector en R? y sea
L(#7) el mapeo definido por L(z,y) = (az,by). El mapeo L puede representarse
matricialmente en la forma

L(7) = Ai = {g ﬂ H (4.1)

Y

Es prictica comiin identificar el mapeo L con la matriz

a 0 |
et ] s
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N
1

M
v
5

1
N
s,

v-l

Figura 4.1: El disco unitario y dos de sus imagenes bajo el mapeo lineal.

Las potencias enteras de A estan dadas por

w=a( o] (45)

Por lo tanto, el efecto de la matriz A™ sobre el vector (; ) es :
Yy

An 4 = g1 ar -+ ny
Y ay

Vemos entonces que el punto fijo (0,0) es un atractor si |a| < 1 v es repelente si
|a|>1.
Caso 3.-[Eigenvalores complejos]. Por 1ltimo, si los eigenvalores de una matriz

cuadrada de tamano 2 son complejos, entonces la matriz es equivalente

A=[‘; ‘j].

Los eigenvalores de A son a — b y a + ib, donde i = \/—1. Los eigenvectores corre-
spondientes son (1,—17) y (1,i), respectivamente. El efecto dindmico de A sobre un

vector 7 puede ser interpretado en términos sencillos. Si multiplicamos y dividimos

por 7 = v/a? + b? obtenemos

A=?“|: }:\/m[cosﬂ —Sil’lH] [46)

sinfl  cosf

o R
|
b B =T § |°-,
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El angulo ¢ puede ser identificado como 6 = arctan(Z). De aqui se ve que la
multiplicacién por esta matriz rota puntos con respecto al origen en un angulo 6, y
multiplica la norma (de 7) por va? + b%. Asi que el efecto de multiplicar por A es
una combinacién de una rotacién (en un angulo ) y dilatacién/contraccién (por el
factor va? + b?).

Asi se sigue que la estabilidad resultante es similar a la de los dos casos anteriores:
Si la magnitud de los eigenvalores es menor que 1, el origen es un atractor; Si es
mayor que 1 es repelente.

Los tres ejemplos de matrices en R? considerados anteriormente son, en escencia,
todos los posibles casos que se pueden considerar pues son los tres posibles bloques de
Jordan en R?. Cualquiera otra matriz en R? puede, dependiendo de sus propiedades
espectrales, transformarse (mediante una transformacién de similaridad) en una y
s6lo una de las matrices consideradas.

Estas conclusiones pueden facilmente establecerse en espacios de dimensién mayor
que dos. De manera que el siguiente resultado (cuya demostracién omitimos) es

verdadero:

Teorema 4.1.1 Sea L(7) un mapeo lineal en R™, el cudl es representado por la
matriz A. Entonces:

1.- El origen es un atractor si todos los eigenvalores de A son menores que uno
en valor absoluto.

2.- El origen es repelente si todos los eigenvalores de A son mayores que uno en

valor absoluto.

Como vimos en el Caso [, un mapeo puede ser tal que el origen es atractor en una

direccidn y repelente en otra. En estos casos el origen se dice ser un punto silla.

Definicion 4.1.2 Sea A un mapeo lineal en R™. Diremos que A es hiperbdlico si

A no tiene eigenvalores con valor absoluto 1. Si un mapeo hiperbolico A tiene por lo
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menos un eigenvalor de valor absoluto mayor que 1 y al menos un eigenvalor de valor

absoluto menor que 1, entonces el ortgen es llamado un punto silla,

4.2 Mapeos No Lineales y la Matriz Jacobiana.

Los comentarios hechos en la seccidn anterior son suficientes para nuestros propdsitos
de ilustrar la dindmica de mapeos lineales. Ahora deseamos hacer una breve incursion
en el terreno de los mapeos no-lineales y en particular en el problema de determinar la
estabilidad de los puntos fijos. Esencialmente las cosas son similares a lo que ocurre en
sistemas de dimensién 1. En particular, debemos considerar la derivada para estudiar

el comportamiento dinamico.

Definicién 4.2.1 Sea f un mapeo en R™. Es decir, f = (f1, fo...., fm) donde f; -
R*"—R,2=1.... ,m. Sea p € R™. La Matriz Jacobiana de f en p, denotada por

Ds(p) es la matriz de deriadas parciales, evaluadas en p:

Dy(p) = : LN : (4.7)
afp) -~ 3=(p)

Teorema 4.2.1 Sea f un mapeo en R™, y sea p un punto fijo de f; es decir, f(p) = p.
1.-Si la magnitud de cada eigenvalor de Dj(p) es menor que 1, entonces p es
atractor.
2.-Si la magnitud de cada eigenvalor de D;(p) es mayor que 1, entonces p es

repelente.

Justo como en los mapeos lineales de R™ para m > 1 podemos tener algunas
condiciones iniciales para las que las 6rbitas divergen de cero y en otras convergen a
cero. Los puntos fijos de mapeos no-lineales pueden también atraer érbitas en algunas

direcciones y repelerlas en otras.
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Deﬁniciéﬁ 4.2.2 Sea [ un mapeo en R™, m 2> 1. Supongumos que f(p) = p.
Entonces el punto fijo p es llamado hiperbolico $i ninguno de los eigenvalores de
D;(p) tiene magnitud 1. Si p es hiperbolico y al menos un eigenvalor de Dy (p)
tiene magnitud mayor que uno y al menos un ergenvalor tiene magnitud menor que
uno y entonces p es llamado un punto silla. (Para puntos periodicos de periodo k.,

reemplazaremos f por f*).

Hasta ahora, hemos visto que la clasificacién para la dindmica de los mapeos no-
lineales, es muy parecida a la de los lineales, sGlo que en en los primeros, se utiliza
la matriz Jacobiana é matriz de derivadas parciales, para la caracterizacién de lus
puntos a tratar. Otra diferencia estd en que en el caso lineal la estabilidad de los

puntos fijos es global, mientras que en el caso no lineal ésta es sélo local

4.3 Caos En Los Mapeos Dos Dimensionales.

Los Conceptos de “niimero” y “exponente de Lyapunov”, se pueden extender a los
mapeos en R™ para m > 1. En el caso uni-dimensional, la idea era medir las tazas de
separacion de las drbitas de condiciones iniciales cercanas, a lo largo de una linea real.
En dimensiones mayores, el comportamiento local de la dindmica puede variar con la
direccién, es decir puntos cercanos pueden acercarse en una direccién, y alejarse en
otra.

En esta seccidn trataremos de explicar la definicion de los mimeros Lyapunov y de
los exponentes de Lyapunov en dimensién mayor, con el fin de obtener una definicién

de caos a partir de estos.

4.3.1 Exponentes De Lyapunov En R™.

Para un mapeo en R™, cada érbita tiene m niimeros de Lyapunov, los cuales miden las

tazas de separacién de los puntos en la drbita a lo largo de m direcciones ortogonales.
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Estas direcciones estédn determinadas por la dinamica del mapeo. Lo primero que
haremos ser4 fijarnos en la direccién en la cudl, la separacién entre puntos cercanos es
mayor (6 en la cual se contrae menos, esto si el mapeo se contrae en todas direcciones).
Lo segundo serd fijarnos en la mayor separacién, de las direcciones escogidas como
todas las perpendiculares a la primera. Lo tercero consiste en ver cnal es la mas larga
de todas las direcciones tomadas como perpendiculares a las primeras dos, y es todo.
El factor de estiramiento en cada una de estas direcciones elegidas, son los niimeros
de Lyapunov de la 6rbita. La figura 4.2 nos ilustra este proceso pictorialmente.
Consideremos una esfera de radio pequeno centrada en el primer punto 1, de la
érbita. Si examinamos la imagen f (S) de la esfera pequena, bajo la iteracion del
mapeo, veremos algo aproximado a una forma elipsoidal, con ejes mayores a lo largo

de las direcciones expansoras y ejes menores a lo largo de las direcciones contrayentes.

Figura 4.2: Evolucion inicial de un disco infinitesimal.

Después de n iteradas del mapeo [, la pequena esfera habri evolucionado en 1un
largo y delgado objeto de forma elipsoidal. Los cambios en los ejes, por el efecto de

las iteradas en la imagen * elipsoidal ” son los niimeros de Lyapunov. Al igual que
en dimensién uno, el logaritmo natural de cada niimero de Lyapunov es el exponente

de Lyapunov.



4.3. Caos EN Los MaprEos Dos DIMENSIONALES. 83

Para una definicién formal, reemplazemos a la pequenia esfera sobre 7%, y al mapeo
f por la esfera unitaria U y la matriz de primeras derivadas D f (1), como estamos
interesados en el comportamiento infinitesimal cerca de 7 .

Sea J, = Df"(Uh) que denota la matriz de primeras derivadas de la n-ésima
iterada de f. Entonces J,U serd una elipsode con m ejes ortogonales. Esto porqie
para cualquier matriz A, la imagen AU es necesariamente una elipsoide. Los ejes serédn
mayores que uno en las direcciones expansoras y menores de unc en las contrayentes,
como podemos ver en la figura uno. El crecimiento de las m tazas de expansidn

multiplicativa de los m ejes ortogonales son los niimeros de Lyapunov.

Definicién 4.3.1 Sea f un mapeo suave en R™, sea J, = D f" (1) el Jacobiano de
la n-éstma wterada de [, evaluado en el punto 0y. Para k = 1,2, ....m, sea 7' lu
; ! 0 p Ly ey ML, Tk

longitud del k-ésimo eje ortogonal mds largo del elipsoide J,U para una drbita con
punto inicial 1. Entonces v mide la contraccidn o expansion cerca de la orbita de
Ty durante las primeras n tteractones. Bl k-ésumo niimerov de Lyapunov de v, esta
definido como

nJI,l"'rl

Ly = lim (v

si el limite existe. Fl k-ésimo exponente de Lyapunov de iy es hy = In L.

Notemos que, de la definicion, se cumple la propiedad de que Ly > Ly > ... > L,
y hy > hy 2 ... 2 hy. Usando el concepto de exponente de Lyapunov, podemos

extender la definicién de érbita cadtica a mapeos de dimensién mayor.

Definicién 4.3.2 Sea [ un mapeo de R™, m > 1, y sea {7y, 7,7y, ..., } una drbita
acotada de f. La drbita es cadtica si:

1. No es asintéticamente periodica,

2. Ningun nimero de Lyapunov es eractamente uno, y

3. Ly (i) > 1.
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En terminos de exponentes de Lyapunov, la parte 3 de la Definicién 4.3.2 es

equivalente a decir Ay (7)) > 0.

Ejemplo 4.3.1 Consideremos el mapeo B : A — A donde A es el cnadrado unitario
A =10,1] x [0, 1], definido por

(goeg 2y—1) s <Ll
El Jacobiano de B,

DB(z,y) = (l‘ 0)

2
es constante para cada punto (z,y) € A en el que esté definido
Consideremos un circulo y de radio 7 pequefio, con centro en algiin punto de A.

Después de una iteracién de B, v es transformado es una elipse con ejes de longitud
%?* en la direccién horizontal y 2r en la vertical. Asi que después de n iteraciones los
ejes seran (%)n 1y 2"r. Esto es vélido siempre y cuando ningnna de las elipses qie
aparecen en las iteraciones dce v cruza la linea y = 1/2. Concluimos que los niimeros
de Lyapunov de B son 1/3 y 2, o equivalentemente, los exponentes de Lyapunov

son —In3 y In2 para cualquier érbita. Ya que In2 > 0, cada drbita que no sea

asintoticamente periddica serd cadtica.

Bz

IR r

EREReRE

- Figura 4.3: Iteradas del mapeo del panadero (“baker’s map™)

Observando la grafica de algunas iteradas de B, como se muestra en la Figura

4.3, vemos que, dada la similaridad con el conjunto de Cantor, y dada la relacién que
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existe entre éste y el mapeo corrimiento, podemos describir, para cada punto en A,
un itinerario similar al del mapeo tienda. Entonces, podemos concluir que los puntos
cuyas Orbitas no son asintéticamente periddicas son aquellos que tienen un itinerario

que no se repite eventualmente.
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Capitulo 5

Aplicaciones.

En este dltimo capitulo tratamos tres aplicaciones de la teoria desarrollada a lo largo del
trabajo. Las tres aplicaciones corresponden al contexto de biologia matematica, basadas

en modelos ya establecidos y estudiados.

5.1 Aplicaciéon 1

Si iz, denota la poblacién (es decir, cantidad) de globulos rojos en el cuerpo de un

ser humano en un tiempo 7, entonces, un modelo para la evolucion de z,, es
I‘n-{»l = I, — d-n + p'n (51]

donde d, y p, representan respectivamente el niimerc de globulos destruidos (por
alguna infeccidn, por ejemplo) y creados (por la administracién de alguna vacuna,
por ejemplo), respectivamente, durante un intervalo de tiempo [n. n -+ 1]. En general
las funciones d, y p, dependen de x,, vy posiblemente de la poblacidn en un estado
previo z,_;. En este modelo, consideraremos el caso simple, en el cual d, y p,
dependen solo de z, . La forma de esta dependencia puede ser obviamente materia
de -debate, y hay distintas formas que podemos citar, y ninguna de ellas se puede

elegir como la mejor. La forma que propondremos es la de A. Lasota [Lasota, 1977].

87
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segin la cual

o
(]
—

Ao = 00h , P = bz )€ (5.
donde 0 < a < 1yb.,r,s>0son parametros. Asi que el modelo (5.1), toma la forma
Tny1 = (1 = a)zn + b(zn) €™, (5.3)

Si fijamos nuestro interés en los efectos de tasa de mortalidad a sobre la dindmica del

modelo, entonces (5.3) puede escribirse en la forma z,41 = F,(z,) donde
F.lz)=(1—a)z+bz"e ™ (5.4)

Notemos que F,(0) = 0 para cualquier a. Entonces -, = 0 siempre es un punto fijo.
Esperamos que este sea un punto atractor ya que. desde un punto de vista clinico. un
individuo no puede recuperarse cuando la poblacidn de globulos rujos cae por debajo
de 1un cierto nivel critico.

Como DF,(z) = 1 —a+ bzx" 'e *(r — sz) vemos que el origen es un atractor
si el pardmetro r > 1. En este caso DF,(0) = 1 — a < 1. Evidencia experimental
[Gearhart-Martelli1199[}] sugiere la presencia de un punto maximo x,y, tal que, el
valor maximo correspondiente Fy(z, ) es mayor que zy. Este hecho implica que,
ademés de z = 0, la funcién F,(xz) tiene otros dos puntos fijos positivos. En un punte

maximo la derivada de F, es cero; es decir,

E 1—id
e M = ———— (5.5)
Sy — T
De (5.5) se ve que necesariamente ocurre qie
T < SIpy. (56)

Como

Fa(iCM) > Lar (5?)
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entonces, por (3.5)

l1—a
(l == a):r:M + b:ﬂi,rﬁ_smm = (1 — a).'}'?,-u +Tap— > Tpi.
STy =T
Multiplicando por zy;:

l-a4+—>1,
8Ty — T

o, lo que es lo mismo,

l—a

< sy <+
il

En estos casos, lo mejor es usar datos obtenidos previamente (ver [10]) para determi- .
nar los valores de los pardmetros b, y s. Los valores sugeridos para algunos casos
son, r = 8,5 = 16 y b = 1.1 x 10°. Podemos mostrar que para cnalquier valor de

a > 0 el sistema dinamico gobernado por:
Fy(x) = (1 —a)z + 1.1 x 10528¢71% (5.9)

tiene tres puntos fijus, g, = 0 < xg, < wg,. Hemos observado previamente que 0
es siempre atractor. Mas precisamente, toda 6rbita O () tal que » < x5, converge
a cero. El segundo punto fijo zs, es siempre repelente vy ademds existe ay € (0.1)
tal que el tercer punto fijo es atractor para a < ap y repelente para a > ay. Ahora
determinemos .

En la figura 5.1 representamos la grafica de la funciéon F' para dos distintos valores
de 2 : 0.2 y 0.78. La derivada de [’ en zg, es negativa en ambos casos y observamos
que en el caso a = 0.2 el valor absoluto de la derivada es menor que 1, y para a = 0.78
es mayor que 1. Entonces ay € (0.2,0.78). La estabilidad se pierde para estos dos

valores ya que la derivada de F' en g, es menor que -1. Ya que zg, satisface la

ecuacion

1.1 x 10%(zs,) e 1% =4 (5.10)
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Figura 5.1: Gréfica de la funcién F paraa =02y a = 0.78

Y asi tenemos que
—1=DF,(zs,) = 14+ Ta — 16aug, (6.11)
De aqui que xg, = &% Sustituyendo en (5.10) obtenemos

16a 7

5 2+7a i o s _247a v .
1.1 x 109(2e)7e~5" = g 6 1.1 x 109(2 4+ 7a)Te "= = 2%q°

Tomando logaritmos a ambos lados de la ecuacidn, llegamos a la ecuacion
alnll +5aIln10+7aln(2+7a) —2—Ta—28aln2—8alna =0

La solucién de esta ectiacion es a = 0.2627.... De (5.9) vemos que el punto de equilibrio
es £, = .913279. En la Figura 5.2 usamos el valor a = 0.3. Observamos que surge
una orbita. periodica de periodo 2. Esto nos muestra que el pardmetru esta cruzando
un punto de bifurcacién de periodo doble.

De acuerdo con [10], la aparicién de estas drbitas periddicas de periodo dos, con-
cuerda con los resultados de laboratorio. Para el valor de a = 0.78 presentamos la
grafica de F' y la de su tercer iterada (Figura 5.3). Encontramos dos érbitas periodi-

cas de perfodo tres. Asi que, para este valor del parametro, el sistema es cadtico en
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Figura 5.2: Gréfica de la funcién F y F*? paraa = (.3

el sentido de Li y Yorke!. Este comportamiento también es respaldado por pruebas
de laboratorio. Un examen a los exponentes de Lyapunov en el sistema nos revela
que las trayectorias son inestables para valores cercanos a 0.8. Por ejemplo, el valor
a = 0.8 nos da la siguiente aproximacién sucesiva al exponente de Lyapunov, a lo

largo de la trayectoria que inicia en = = 0.8

Niumero de Exponente de

iteraciones Lyapunov
901 0.43703
902 0.438573
903 0.438806
904 0.436471
905 0.438063

Comenzando en 1.1 obtenemos la siguiente tabla:

!Esto se remonta a Edward Lorenz (meteorélogo del MIT), quién publicé en 1963 “Deteruiin-
istic Nonperiodic Flow” scbre el comportamiente no-lineal de un sistema de 3 ecuaciones lineales
correspondiente a un modelo simplificado de dindmica de fluidos. James Yorke descubrié en 1972
el trabajo de Lorenz, lo difundié y analizé con Robert May (matematico, bidlogo y ecélogista).
Analizando matematicamente el comportamiento de la ecuacién (que May puso en evidencia) Yorke
probé que cualquier sistema unidimensional (como el de la lineidn logistica), que muestra en algnin
mommento una érbita periédica de periodo 3, mostrara érbitas periodicas de todos los tipos v también
caos. Asi hizo el descubrimiento de que “sistemas simples tienen dindmica compleja”, el enal dié
a conocer en el articulo “Period three Implies Chaos” (1975). Se han descubierto efectos similares
ademés de en Biologia, en Genética, Economia, dindmica de fluidos, Epidemiologfa, Fisiologia. etc.
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.
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Figura 5.3: Gréfica de la funcién F y F* para a =0.78

Niimero de Exponente de

iteraciones Lyapunov
901 0.409193
902 0.410843
903 0.411094
904 0.410868
905 0.408586

Estos resultados son notables ya que sélo calculamos 900 iteraciones. Pero esto nos
sugiere que el sistema no tiene drbitas estables. Para los valores cercanos a 1 tenemos
Fo(Fa(zp)) < zs,. Esto es esperado. Cuando a =~ 1 el cuerpo trata de compensar el
gran indice de destruccién de globulos rojos, incrementando la produccién al maximo.
En consecuencia, un gran ntimero de globulos rojos entra en la sangre, causando una

1

acumulacion excesiva. Este “crecimiento” es detenido por el control antomaticy del
nivel de células y durante el siguiente intervalo de tiempo solo un pequeno niimero de
globulos es creado. Y ya que el indice de destruccién no ha cambiado, la poblacién

cae por debajo del nivel critico zs, y la drbita tiende a cero.
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5.2 Aplicacion 2.

El dano causado por el escarabajo de la harina, conocido comunmente como gorgojo,
representa un costo significativo a la industria de proceso de alimentos. Uno de los
mayores retos de los entomélogos es tener una vision dentro de la dindmica de la
poblacién de los escarabajos y otros insectos, como un modo de aprendizaje sobre la
fisiclogia de los insectos. Una aplicacién comercial del estudio de poblacién consta en
desarrollar estrategias para el control poblacional.

Un grupo de investigadores recientemente disenaron un estudio de la fliuctiacion
del escarabajo de la harina(Tribolium). La larva recién salida del cascarén pasa dos
semanas alimentandose antes de entrar al estado de pupa donde le tomara aproxi-
madamente el mismo tiempo. El escarabajo emerge, del estadu de pupa, como un
adulto. Los investigadores proponen un mapeo discreto que modela las tres pobla-
ciones de manera separada. Dados el niimero de larvas, pupas y adultos en algiin
tiempo t, denotaremos L, P, y A;, respectivamente. La salida del mapeo son tres
niimeros; las tres poblaciones Lyyq, Py v Ayyq, nna unidad de tiempo después, es
mas conveniente tomar la unidad de tiempo como dos semanas. Un modelo tipico
para las tres poblaciones de escarabajos es :

Lr+1 = bA;

Pip1= L (1 — )

A1 = P (1= pp) + A (1 — o)
donde b es la taza de nacimientos de la especie (El niimero de nuevas larvas por adulto
cada unidad de tiempo), y donde w, fty ¥ ito son las tazas de mortandad de las larvas,
pupas y adultos respectivamente.

LLamaremos a un mapeo discreto con tres variables, mapeo tri-dimensional, como
el estado de la poblacién en cualquier tiempo dado, esta especificado por tres nitmeros

Lf_. .P;}’Ap
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La especie Tribolium, agrega un giro interesante al modelo referido: Canibalismo
causado por el estrés sobrepoblacional. Bajo condiciones de sobrepoblacidn, los adul-
tos deben de comer pupas y huevos sin salir del cascaron (futuras larvas); Las larvas a

su vez comeran huevos. Incorporando estos refinamientos a nuestro modelo tenemos

Ly = 0A, EKP(*‘CeaAt = CeiLtJ

Py = L (1— )

A= F (1- )u'p) exp(—cpaAs) + A¢ (1 — pa)
Los parametros ¢y = 0.012, ¢, = 0.009, ¢, = 0.004, 1, = 0.267, p,, =0y b =7.43
fueron determinados por experimentos poblacionales. La taza de mortalidad en los
adultos fue determinada mediante experimentos y sera u, = 0.0036.

El efecto de llamar a un exterminador puede ser modelado por el cambio artificial
en la taza de mortalidad de los adultos. La figura 5.4 nos muestra nn diagrama
de bifurcaciéon de las ecnaciones anteriores. El eje horizontal representa la taza de
mortalidad p,. El valor asintético de Ly -calculado corriendo el modelo por un largo
tiempo en una g, fija v guardando la poblacién de larvas resultante- es graficada
verticalmente. la figura 5.4 sugiere que para una relativa taza de mortandad baja, la
poblacién de larvas alcanza un estado constante (un punto fijo). Para g, > 0.1 (lo
que representa una taza de mortandad del 10% de los adultos, por cada periodo de
dos semanas) el modelo muestra oscilacién entre dos estados totalmente diferentes.
Esto es un ciclo “Boom anld Bust”, muy conocido en poblaciones biolégicas. Una baja
poblacién (Bust) conduce a una condicién baja de vida y un gran crecimiento (Boom)
en la siguiente generacién. Hasta este punto el limite de crecimiento poblacional (lo
que produce la aparicién de canibalismo en el sistema) se puede presentar gniandole
a un decline catastréfico y repitiendo el ciclo. La bifurcacién de perfiodo doble cerca
de i, = 0.1 continua por un perfodo, teniendo bifurcacién hasta p, =~ 0.6. -Para muy

altas tazas de mortandad, cercano al 100 % vemos el complicado comportamiento
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Figura 5.4: Diagrama de bifurcacion para el modelo bioldgico.

no-periodico, caracteristico de la funcién logistica.

Esta es una manera de encontrar caos en un modelo matematico. Un significado
mucho mas importante encontrado fue demostrar que el modelo, que es lo suficiente-
mente acertado para un sistema real que muestra comportamiento cadtico, prede ser
reproducido en un laboratorio.

El experimento fue realizado colocando en recipientes cientos de escarabajos y
20gr. de comida. Se tomaron muestras por 18 periodos consecutivos de 2 semanas.
Para 6 distintas tazas de mortandad, g, = 0.036 (la natural), 0.04,0.27,0.50.0.73 y
0.96 fueron forzadas en distintos botes cada uno de los 6 experimentos fie reprodicido

en 4 botes por separado. El resultado se muestra en la Figura 5.5.

5.3 Aplicacion 3.

Durante la primera guerra mundial la poblacién de selachians, en el lado norte del

mar adridtico, se incremento de manera dramatica, confrontando a los biélogos con
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Figura 5.5: La poblacién como una funcién del tiempo.

un supuesto irresoluble rompecabezas. Umberto D Ancona. uno de ellos. presento el
problema a un experto matemaético, su suegro Vitu Volterra [Volterra, 1931], quien
le otorgo una brillante solucién al rompecabezas, construyendo un modelo simple,
pero objetivo y de gran ayuda. El dividié la poblacién de peces en dos categorias,
depredadores (Selachians) y presas. Dando por hecho, que el niimero de encuentros,
por unidad de tiempo, entre pares de los dos distintos griupos es proporcional a el pro-
ducto de sus tamanos y que esto favorece al crecimiento de los depredadores, mientras
el otro grupo decrece, Volterra propone el siguiente sistema elemental de ecuaciones

diferenciales, para estudiar la dindmica de las dos poblaciones. Las variables z (t)
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y y (t) representan la poblacidén de las presas y depredadores respectivamente en un
tiempo ¢, y a,b,c,d y ¢ son parametros no negativos.

z' (t) =az(t) — bz (t)y(t) — oz (t)
Y (6) =cy(t) = dz(t)y (L) = oy (1)

Los dos 1iltimos términos de las ecuaciones, —¢z (t) y —¢y (t), contabilizan las bajas

12)

n

(

por la pesca. Debido a las hostilidades en la guerra, esta actividad fue disminuida
significativamente de 1915 a 1919, el perfodo caracterizado por la gran disminucién
en la proporcién de selachians capturados por los pocos pescadores, operando en el
area.

Podemos discretizar el sistema original 5.12, usando el método de Euler. Elijamos

un intervalo de tiempo At = h y reemplazemos las dos derivadas, por x—{ri’—’%ﬂ y
ﬂﬁ—’:ﬁ;ﬂs—] respectivamente. Asi llegamos al sistema
x(t+ h) = (14 ah)z(t) — bhax (t) y (1) — ¢pha (1) (5.13)
':)1 1.

y(+h)=(1-ch)y(t)—dhz(t)y(t) — dhy(t)
Escogemos ¢ = 0, y el estado inicial = (0) = xg, 4 (0) = yy. Sustituyendo en 5.13
obtenemos

= (h) = (1 + ah + (,bh).’]:n = b}l.’f;[]yn

1 =y(h) = (1 — ch— ¢ph)yo — dhzoyy (5.14)
Tomemos t = h, v de 5.13 v 5.14 obtenemos
z9 =z (2h) = (1 + ah + ¢ph)z) — bhxyy .
y2 =y(2h) = (1 — ch — ¢h)y1 — dhzyy, c
Y en general, después de n + 1 pasos, llegamos a que
Tppr = x(n+1)(h) = (1 + ah + ¢h)z, — bhx,y, (5.16)

ynt1 = y(n +1)(h) = (1 = ch — $ph)yn — dhany,
Tomando el valor de los pardmetros ¢hz (t) y ¢hy (1) = 0, es decir considerando el
efecto de la pesca como nula, tenemos que :

Tni1 = (1 + ah)zn, — bhznyn

Yns1 = (1 = ch)y, — dhz,y, (5.17)
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(i

Los puntos fijos de nuestro sistema son (0,0) y (Er %) Queremos analizar el tipo de

estabilidad de estos estados. Como
F.(z,y) = (1 + ah) x — bhxy, (1 — ch) y + dhzxy)

obtenemos
v _ [ 14+ah—bhy —bhz
DFa(-Th .";r') = ( d)"l-',-‘} 1 —ch +dhx )

Asi que,

1 +ah 0
pr.0 = (15" 0, )

Los eigenvalores de DF,(0,0) son (1 + ah),(1 —ch). El primerv es mayor que 1 y

el segundo menor que 1. Por lo tanto el origen es un punto silla. Similarmente.

c a 1 —bch
_ =) = d
DFa (dv b) ( m;h l )

Los eigenvalores de DF, ("' 9) son 1+ ihy/ac y 1 —ihy/ac. Este segundo equilib-

obtenemos

d' b

rio es repelente. Para visualizar este comportamiento, elijamos los valores numéricous
1+ah=1:2,bh =0.2,1—ch = 0.8,dh = 0.2. El punto de equilibrio es (1,1). Comen-
zando en (1.3, 1) las dos poblaciones (ver Figura 5.6) desarrollan un comportamiento
oscilatario, fuera de fase y las amplitudes de las oscilaciones son decrecientes. Este
comportamiento es esperado, ya que los eigenvalores de D F,(z,) son complejos vy sus
modulos mayores que uno. En el sistema continuo, puede ser demostrado que, la
érbita que comienza en (1.3,1) es periodica. Este hecho nos muestra la importancia
de un cuidadoso andlisis cualitativo del sistema, antes de usar metodos numéricos,
para investigar sus comportamientos evolutivos.

El modelo de Volterra, estd basado en el hecho no realista del crecimiento expo-
nencial de las presas en ausencia de depredadores. Asf que se requieren refinamientos

al sistema. Por ejemplo, que el crecimiento de presas este gobernado por un mapeo
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Figura 5.6: El punto de equilibrio y la trayectoria que comienza en (1.3, 1)

logistico de la forma az(l — z) y el de los depredadores por —cy(1 +y). En conse-
cuencia, nuestra version discreta del modelo, en el cual usamos el metodo de Euler.
ahora se convierte en

Tni1 = (1 + ah)z, — ah(z,)* — bhz,y,

Yni1 = (1 = ch)yn — ch(y,)? + dha,y, (5.18)

donde el intervalo de tiempo h, debe ser considerado un pardmetro muy pequeno. El
origen es de nuevo, un punto fijo y con

Tl 0= ((1 + ah) z — ahz® — bhzy, (1 — ch)y — chy® + dh:cy)
encontramos

0 1—ch

Los eigenvalores de DT, = (0,0) son 1 4+ ah y 1 — ch. Por lo tanto, el origen es

DTa=(O,D)=(1+ah 0 )

nuevamente un punto silla. Existen tres equilibrios mas. Uno tiene coordenadas
(0,—1) y este no es 1itil para nuestros propésitos. Otro de ellos tiene coordenadas

(1,0). Denotaremos & este como ;. Asumiendo que ¢ < d tenemos un tercer punto

de equilibrio z3 = (ﬁ, 2‘3‘;;‘1) El estado estable de (0,1). es un punto silla ya que
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1—ah —bh
DTu(loj - ( 0 1—ch+dh )

para la cual, sus eigenvalores son 1—ah y 1+ i (d — ¢). El iltimo eigenvalor es mayor
que uno (ya que d > c). El anadlisis de la estabilidad del tercer punto de equilibrio es

un poco mas complicado. Notemos que T' = I + h(, donde
Go(x) = (az (1 — z) — bry, —cy (1 + y) + dzy).

Asi que, los eigenvalores de la derivada de T seran encontrados sumando 1 a los

eigenvalores de G multiplicados por h. Asi, tenemos que :

—ac(a+b) =bc(a+b
DGu (.'T-':i) = ar.‘-:-bd ( ad (fﬁ = r;)) —ar:énf = l’!g )

Ya que la traza de esta matriz es negativa y el determinante es positivo, sis eigenval-
ores tienen parte real negativa. Asi que, para h lo suficientemente pequena, el modulo
del eigenvalor de DT,(:r;) es menor que 1 y el equilibrio es un atractor.

Uno puede encuntrar también razones para criticar el modelo logistico de com-
petencia depredador-presa, argumentando que el origén debe ser un atractor, ya que
ambas poblaciones deben extinguirse si caen bajo un cierto nivel minimo. El siguiente

modelo depredador-presa presenta este comportamiento.

Tny = TIﬂ(I — Iy — yn)

Yny1 = TInln : (519)

Sean F.(z,y) = (rz(l —z —y),rzy) y v € (0,4]. Los puntos estables de este sistema
son Z1(r) = (0,0), Zy(r) = (1—=r"1,0),%(r) = (r!,1=2r"!) El primero es un atractor
para © < 1. En este valor del pardmetro tenemos un intercambio de estabilidad entre
los vectores Z1(r) y Ty(r); el equilibrio del primer vector se convierte en un punto
silla y el equilibrio del segundo es ahora un atractor. Notemos que el estado estable

del segundo vector, tiene sentido solo parar > 1y en r = 1 tenemos (1) = (0,0) =
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Figura 5.7: Gréfica de la trayectoria que comienza en (0.32,0.34). El circulo grande
representa a el punto de equilibrio z3 = (3.2, 3.2)

Z1(1). El conjunto estable del vector Z3(r) es aceptable sélo para valores de r > 2.

Es exactamente en r = 2 que #4(2) = 73(2). La matriz DF,.() evaluada a lo largo
del vector Z'y(r) es
0 ar

- 0 -1
DF.(Z5) = ( r—9 1 ) !

Los eigenvalores de esta matriz son Aj = ]—J-f—k——-—?_? i = '—l}l—u— Ambuos eigenvalores
son positivos, reales y menores que 1 en r € (2,2.25). Entonces, en r = 2 la caracter-
istica atractora del equilibrio, en el segundo vector se pasa al equilibric del tercero.
Los eigenvalores se vuelven complejos para r > 2.25 y su modulo es /7 — 2. Estén
dentro del circulo unitario en el plano complejo, para r € (2.25,3). En r = 3 los

eigenvalores son A} = —“—H;ﬁ , Ag = —1“;\/3

; es decir, los eigenvalores cruzan el circulo
unitario cuando r cruza a 3 y %\/'r —2 > 0. Ain maés, el argumento del niimero
complejo /\1 es O = arctan v/3, lo cuél implica que 6 = 7/3. De modo que, en r = 3
tenemos una bifurcacion de Hopf, es decir una bifurcacién en la que se genera un
ciclo invariante cuando el punto fijo atractor se hace repelente. Las drbitas cercanas

a (r"!,1—2r7') para r > 3 son atraidas por una 6rbita periodica de periodo 6 (ya

que § = /3 ) la cudl es a su vez, una funcién de r.
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La 6rbita esta dada por:

(r—l-l-m p—1-= r2—2r—3)
2 '
(r—l-.-\/Tl
1-r—1+\/ —2r—3
z3(r) = (‘r‘
L() ('.r'-—l— —2T T—1+V ) )
.4'!' =

zy(r) =

mgf’r) =

zs(r) =

T

lr—l— ?2—21 3)
S |

2r
7‘-1—1/12—21"-— 1)

zelr) =

Para valores grandes del parametro de control, el sistema parece ser cadtico, como lo

sugiere la figura 5.8.
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Figura 5.8: Gréfica de la trayectoria que comienza en (0.4,0.2) para r = 3.9
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