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Capitulo 1

El/ enfoque analitico-grafico para el estudio de /a
funcion cuadratica de variable compleja

Introduccion

Uno de los rasgos caracteristicos de la ensefianza formal de las matematicas, en casi todos sus
niveles pero muy especialmente en el nivel superior, es el caracter sumamente abstracto de los
conceptos que son objeto de ensenanza. Esto hace que su asimilacion por parte de los alumnos no
sea inmediata y exenta de dificultades, sino que se constituya en un proceso en el que
gradualmente se van aclarando el significado y las interpretaciones de los conceptos, v en el que
se presentan varias y enormes dificultades, sobre todo en lo que concierne a la visualizacion y la
transferencia de las nociones, conceptos y métodos ensenados.

A lo largo de la historia moderna, muchos de los matematicos involucrados en la ensefianza de
esta ciencia han intentado desarrollar formas de abordar los conceptos matematicos que los hagan
mas asequibles y visualizables para el alumno.

Sin embargo, hasta hace muy poco tiempo estos esfuerzos habian tenido poco impacto en la
ensefianza, debido en gran parte a la carencia de un soporte técnico o instrumental adecuado para
realizar muchas de las iniciativas planteadas incluso por algunos de los mejores matematicos.

Tal es el caso, por ejemplo, de las funciones de variable compleja. La ensefianza tradicional ha
tratado este tema (y, de hecho, todo el curso) de manera formal, es decir, desde el punto de vista
exclusivamente analitico, y los encomiables intentos de Polya (1974) de desarrollar un enfoque
geométrico para tales conceptos no encontraron eco en su tiempo en una comunidad de
matematicos desprovista de los instrumentos tecnologicos que hicieran posible materializar dicho
enfoque.

El gran desarrollo tecnologico que ha tenido lugar en los ultimos tiempos ha proporcionado a los
profesores e investigadores de los diferentes niveles educativos potentes herramientas para la
visualizacion de conceptos matematicos, tales como la computadora y el software matematico
especializado, las calculadoras simbolicas, programables y graficas, los multimedios, entre otros,
que permiten no solamente rescatar valiosas ideas pedagogicas propuestas en el pasado, sino
buscar y desarrollar nuevas estrategias y enfoques para abordar los conceptos matematicos,
inclusive los del mas alto nivel de abstraccion.

El uso de tecnologia tiende a ser el rasgo esencial y distintivo de la ensefianza de las matematicas
en nuestros dias. Por distintas razones, en nuestro pais la introduccion intensiva de computadoras
y calculadoras en el proceso docente ha dominado los niveles medios y las etapas iniciales del



nivel superior, mientras que su uso es poco frecuente o raro en el nivel basico y en los cursos
matematicos avanzados del nivel superior.

En este nivel, y especificamente en el caso del curso de Variable Compleja 1, enmarcado en el
Plan de Estudios de la Licenciatura en Matematicas que se imparte en la Universidad de Sonora,
en los ultimos afos he estado desarrollando como parte de mi trabajo de Tesis un enfoque
analitico y visual para el tratamiento de las funciones de variable compleja, a partir del uso de la
calculadora simbolica TI92 Plus.

El proyecto que nos hemos propuesto ha resultado ser demasiado ambicioso. Hemos querido
desarrollar un acercamiento visual para el tratamiento de las funciones elementales de variable
compleja que se abordan en el curso correspondiente de la Licenciatura en Matematicas. Pero ha
sido un proyecto demasiado extenso para reportarlo como trabajo de tesis. Es por esta razon,
fundamentalmente, que hemos decidido restringir este trabajo exclusivamente al tratamiento de la
funcion cuadratica de la forma w=az’, dondea € C. Aunque se tienen avances sustanciales en
el caso de otras funciones (en concreto: la funcion lineal w =az+b,dondea, bcC,a=0 y la

funcion w =1/z), su analisis y reporte sera motivo de otro trabajo.

El analisis que se presenta en este trabajo no pretende constituirse en una propuesta didactica para
el tratamiento de la funcién cuadratica de variable compleja en el curso correspondiente de la
Licenciatura en Matematicas. Tampoco pretende constituirse en una alternativa a la ensefianza
tradicional de este tema; mucho menos aspira a sustituirla. Simplemente pretende ser un apoyo,
tanto para profesores como para estudiantes, durante el estudio de este tema.

Las funciones de variable compleja como transformaciones

Uno de los conceptos matematicos basicos que se estudian en el curso de Variable Compleja I es
el de funcion de una variable compleja. Una interpretacion visual de este concepto es la siguiente.

Consideraremos que z y w son puntos' localizados en dos planos coordenados distintos, a los
que llamaremos respectivamente el plano z vy el plano w. Al punto z lo denominaremos el
punto original, mientras que al punto w lo llamaremos el punto imagen. Supongamos que
z=x+iy, donde x,yc R Entonces z estarepresentado en el plano original por el punto de

coordenadas (x,y), referido al sistema coordenado x(y. Analogamente, si w = +iv, donde
u,v R, entonces w esta representado en el plano imagen por el punto (u,v), referido al sistema
coordenado wO'v.

' Los nameros complejos también pueden ser representados como vectores. No es la interpretacién que se asume en
este trabajo.
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Figura 1 El plano Z (original) v el plano imagen w. Transformacion puntual.

Si es posible entonces establecer, para un conjunto dado de puntos z y w, una cierta relacion
W= f(z) entre el punto original z y su punto imagen w, entonces se dice que se tiene un mapeo
0 transformacion de :z a w(Fig.1). Por ejemplo, si w=az+b, se dice que el mapeo

correspondiente es una transformacion lineal. Si w = I—Ef-)l donde f(z)y g(z) son polinomios,
gz

se dice que el mapeo es una transformacion racional.

El analisis de una funcion como transformacion o mapeo se puede hacer desde dos perspectivas:
una puntual y otra global. Desde el enfoque puntual se estudian puntos aislados, tanto los
originales como sus respectivas imagenes.

Desde el punto de vista global, se estudian conjuntos o regiones del plano complejo original y sus
correspondientes regiones imagen. La Fig. 1 ilustra la primera de estas perspectivas (puntual),
mientras que la Fig. 2 ilustra la perspectiva global.
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Figura 2
Transformacion global: la region original D en el plano z se transforma en la region D' en el plano w.

Desde la perspectiva global, resulta interesante investigar, para una funcion (transformacion o
mapeo) dada, qué regiones concretas o conjuntos del plano en z se transforman en qué conjuntos
o regiones del plano en w. En otras palabras, resulta de interés averiguar las transformaciones de
ciertas figuras simples del plano original z al plano imagen w.
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El uso de tecnologia para el analisis de las funciones de
variable compleja como transformaciones

Es importante enfatizar el hecho de que, salvo el software especializado, no es posible manipular
directamente las funciones de variable compleja como transformaciones en las computadoras. E
inclusive en el caso del software especializado, las manipulaciones se realizan no sobre cualquier
figura arbitraria en el plano z, sino sobre el conjunto de figuras que el disefiador del software ha
considerado adecuado presentar, y que no necesariamente coinciden con las figuras de interés
para el profesor.

En el caso de la calculadora simbolica TI92 Plus, tampoco se dispone de opciones en los menus
del usuario para manipular las transformaciones de variable compleja. Por esta razon, para poder
realizar el enfoque visual de las transformaciones o mapeos que hemos descrito en el parrafo
anterior se requiere resolver dos problemas fundamentales:

I. Familiarizarse con el lenguaje de programacion de la calculadora, a fin de programar el
despliegue visual de una transformacion dada.

(S

Obtener las formulas generales de la imagen producida por una transformacion dada, a fin
de usar estas formulas en el programa mencionado en el punto anterior.

Para la realizacion del presente trabajo se han tenido que resolver estos dos problemas. El
primero de ellos nos ha conducido a la elaboracion de un paquete de programas para la
calculadora simbolica TI92 Plus, que se incluyen en el Apéndice, y que permiten explorar la

~ il - . - . - VL 2
transformacion de una serie de regiones del plano complejo bajo la funcion cuadratica w =az”.

La solucion del segundo problema constituye la parte medular del presente trabajo, pues ha hecho
posible programar los calculos y las graficas en la calculadora simbolica T192 Plus para la gama
de regiones del plano complejo original que han sido seleccionadas, al tiempo que ha permitido
descubrir nuevos hechos (tanto analiticos como graficos) relativos a dicho mapeo y que no se
consignan en los libros de texto tradicionales.

Un acercamiento analitico y grafico a la funcién cuadraitica
de variable compleja

En general, el problema de la graficacion de mapeos con ayuda de graficadores, como ya hemos
senalado, puede ser abordado de dos maneras distintas. A una de ellas le hemos denominado el
enfoque puntual, mientras que a la segunda la denominamos el enfoque global.

El enfoque puntual consiste en calcular por separado, a partir de la expresion analitica que define
a la funcion de variable compleja dada (por ejemplo w = az?), la imagen w que corresponde a
un valor dado de z y en graficar dicho punto en el plano imagen w. Se supone que z es un
punto que pertenece a una region incluida en el dominio de la funcion, es decir que z toma un
conjunto de valores permitidos en el dominio de la funcion. Cuando se grafica de este modo un
numero suficiente de puntos se puede llegar a obtener un esbozo suficientemente adecuado del



mapeo de la region imagen. Este enfoque tiene ventajas y desventajas. La principal ventaja de
este enfoque estriba en que no se requieren formulas complicadas para realizar los calculos; de
hecho, las unicas formulas requeridas son la expresion analitica de la funcion (por ejemplo,

w=3z%), y la regla que define los valores elegidos para la variable z, es decir, la regla que
define a la region original a ser mapeada (por ejemplo, la linea recta y =2, en cuyo caso
z=x+1y, esdecir, z=x+2i, —o <x<o). Estas dos formulas son suficientes para efectuar
todos los calculos necesarios y obtener la grafica del mapeo.

Las desventajas de este enfoque son basicamente dos. En primer lugar, el proceso de graficacion
tiende a ser lento por la gran cantidad de calculos que debe realizar la maquina (tipicamente,
obtener las imagenes de unos sesenta-setenta puntos en la pantalla normal de la calculadora). En
segundo lugar, la imagen asi obtenida del mapeo no es muy nitida y tampoco es continua: los
puntos imagen quedan a veces bastante separados.

El enfoque global consiste en obtener en forma de expresion analitica general (es decir,
dependiente de parametros) la ecuacion de la figura imagen. Si esta expresion analitica es una
funcion, se puede obtener un buen esbozo del mapeo. Por ejemplo, se puede intentar obtener la
expresion analitica general de la imagen de cualquier recta horizontal y=c¢ bajo la

transformacion w = az?. De lograrlo, se obtendra una funcion que depende de: la variable
compleja z y los parametros ayc. A partir de esta funcion se puede obtener la grafica del
mapeo de toda la familia de rectas horizontales (lo que se logra variando el parametro c¢), bajo
una amplia gama de funciones cuadraticas de variable compleja (lo que se logra variando el
parametro «). Claramente, las ventajas de este enfoque consisten en que el proceso de
graficacion es relativamente rapido (se grafican funciones, y no puntos aislados), mientras que la
imagen obtenida es nitida y continua. Quiza la principal desventaja de este enfoque es que
eventualmente puede resultar excesivamente complicado o laborioso encontrar la expresion
analitica general de la imagen. También, a veces no es posible observar el sentido en el que se
recorre la imagen; incluso la imagen “virtual” obtenida via formula analitica puede ser recorrida
en un sentido distinto al que realmente corresponde.

Pareceria legitimo entonces preguntarse cual de estos dos enfoques es el mejor. Nuestra opinion
personal es que no se trata de una cuestion facil y que su solucion es relativa. Es una decision
didactica que debe tomarse no solamente a partir de consideraciones de caracter teorico, sino
también con base en la evidencia empirica, a partir de datos experimentales y observaciones en el
salon de clase.

En el presente trabajo decidimos incorporar ambos enfoques. Hemos realizado el esfuerzo de
programacion necesario para que el estudiante o el profesor puedan obtener un esbozo por puntos
del mapeo deseado o una grafica continua de dicho mapeo, o ambas cosas, para una gama amplia
pero condicionada de regiones del plano original.

Por otro lado, y a diferencia de otros acercamientos al estudio de las funciones de variable
compleja como transformaciones, y que se apoyan en el empleo de paquetes de geometria
dinamica, permitiendo la visualizacion dinamica inmediata del mapeo, pero ocultando en cambio
el procesamiento algebraico, nuestro enfoque toma como eje central el marco algebraico.



Se propone obtener las expresiones analiticas generales de la transformacion y, a partir de ellas,
ofrecer al usuario (profesor o alumno) la posibilidad de explorar diversos casos particulares,
obteniendo en pantalla no solamente la representacion grafica (de acuerdo con los dos enfoques y
en dos variantes: en menor o mayor resolucion), sino también la representacion analitica del
mapeo dado, es decir, la ecuacion de la imagen. Esto resulta posible por poner en el centro del
desarrollo la busqueda de férmulas generales.

A fin de materializar este planteamiento, ha sido necesario sacrificar generalidad en lo que
respecta a la gama de objetos o figuras originales cuyas imagenes bajo la transformacion

w=az’ se investigan grafica y analiticamente. Se ha decidido restringir el estudio a las
siguientes figuras:

— Familias de rectas: horizontales, verticales y oblicuas.

— Familias de circunferencias: con centro en el origen y con centro fuera del origen.

— Familias de hipérbolas: equildateras y no-equildteras: horizontales y verticales.
En el siguiente capitulo se presentan en detalle los céalculos efectuados en cada caso para obtener
las formulas generales de la transformacion. Enseguida se procede a analizar dichas formulas y
extraer a partir de ellas ciertas conclusiones relativas a las propiedades de la transformacion.

Finalmente, tales conclusiones se ilustran a partir de ejemplos graficados usando el paquete de
programas para la calculadora.



Capitulo 2

Estudio analitico-grafico de la funcion cuadratica
de variable compleja

La funcion cuadratica w = az’

La transformacion w = az®, asi como cualquier otra, tiene sus ecuaciones generales bajo las
cuales un objeto geométrico es mapeado. La obtencion de las mismas se describe a
continuacion.

Sean z = x+i)y un punto cualquiera del plano complejo, a =a, +ia, un nimero complejo

arbitrario distinto de cero, y w=az’ =u +iv. Asi se tiene que:

u aq {X JCJ a \(x* -y ax’ —ay® —2a,xy
W = = o = .
P a J\Y\Y a )\ 2xy 2a,xy +a,x* —a,y’
De aqui se sigue que:
u=ax*—ay’-2a,xy (2.1)

v=2axy+ax —a,y’ (2.2)

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) son las ecuaciones generales de la transformaciéon w = az*. Un

punto arbitrario z del plano complejo, bajo esta transformacion, tiene como imagen al punto
w=u+iv,donde u yv estan dados por las ecuaciones (2.1) y (2.2). Estas ecuaciones son

puntuales. es decir, describen la transformacion de un punto arbitrario del plano complejo.

Analisis algebraico y grafico de la transformacion de
algunas regiones del plano complejo

Cabe mencionar que desde el punto de vista geométrico, el analizar como se transforma una
cierta region del plano complejo, a través de un determinado mapeo, puede brindar
informacion relevante del efecto que produce el mismo.

Asi, por ejemplo, para el mapeo w =az+b, el transformar una recta o una circunferencia,

permite ver claramente el efecto que provoca el mismo, o bien si tenemos w = ¢°, el ver como
se transforma una banda, proporciona una idea clara del efecto que produce este mapeo.



1. Rectas horizontales y =c¢, ce R.

Con el fin de analizar la transformacién global de una region del plano complejo formada por
la recta y = ¢, donde ¢ €R, tomemos un punto arbitrario z, = x, +i), perteneciente a dicha
recta. Este punto, entonces, es de la forma z,=x,+ic, de manera que las ecuaciones
generales (2.1) y (2.2) se reducen a las ecuaciones particulares:

u, =ax;, —ac’ —2a,cx, (2.3)

v, =2a,cx, +a,x; —a,c’ (2.4)

Vemos que las ecuaciones (2.3) y (2.4) estan dadas en funcion de x,, es decir, tanto # como
v dependen de x,: u,=f(x,) y v, =h(x,). De manera que para obtener la relacion que
existe entre las coordenadas de la imagen del punto z, = x, +ic a través del mapeo w =az’,
podemos llevar a cabo el siguiente procedimiento, cuyo objetivo es eliminar x, del sistema de
ecuaciones (2.3) y (2.4).

De (2.4) obtenemos la ecuacion de segundo grado en X, :
a,x; +2acx, — (v, +a,c’)=0,

cuyas soluciones son:

T e
f 2 3 7 5 2] 2
-2a,ct./4a; ¢’ +4a,(v, +a,c?) —a,{ciqj(:'(al2 +ay)+a,v, —aic:t\;'c al” +a,v,
x“ = —_—— - p— = —
2a, a, a,

siempre y cuando a, # 0.

Sustituyendo estos valores de x, en (2.3) obtenemos:

-

[ 2. o 2 [(2. = 5
(—ac+ [c*(a; +a;)+a,v, —actqc(a +a;)+a,v 5
u, =aIL 1 N I 2 270 _2%0 1 N 1 2 270 —a,c’
a, a,

Esta es la ecuacion de la imagen del punto z,=x,+ic, expresada en términos de las
coordenadas u,,v,. Sin embargo, esta expresion no esta escrita en la forma canonica.

Tratemos de reducir esta ecuacion de la imagen a su forma canonica. Para ello se requiere
gjecutar la siguiente serie de operaciones y manipulaciones algebraicas.

Desarrollando el binomio al cuadrado del primer término y realizando la multiplicacion
indicada en el segundo término, obtenemos:

& ( 22— [ 2] 12 2| 2 2 = f 2] .2 2
u, = —| aic® ¥ 2ac\c’la” +ay, +c’lal +ay, |+2ac” F2cc’la” +a,y, —ac
a; '

Luego, desarrollando las multiplicaciones indicadas en el primer término, juntando términos
semejantes y factorizando en toda la expresion, tenemos:

o —_ R

ac (, 5 . L\, aa, s a; a2
uy = —-R2ay +a; )+ —5=v, +ac” F 2 S +14/c ‘al +a, v,
a; a; a;

Agrupando términos semejantes y reacomodando, obtenemos:
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| 2]

2
+11/c%a +ay,

e
(] L3~

[ 2a’ G
Uy =ac’| —-+1+1 |+ 52y, F2¢
a, as

Sumando y factorizando en el primer y tercer término, y reacomodando la expresion, tenemos:

aa, 2ac’lal” _ 2c
ty =2+ — - F—
a; a; a;

A [ ram
\€lal” +ayv,

Multiplicando por a; en ambos lados:

2 2| 2 v T
au, = aa,v, +2a,c'la” - 2ca Jeta +ayv,

Pasando el primero y segundo término del miembro derecho al miembro izquierdo,

7 21 2 2
obtenemos: a,u, —(a,a,v, + 2a,c‘|agj) =-2¢al Vca !a’2 +a,v,

Ahora, elevando al cuadrado en ambos lados, obtenemos:

2

2 2 41 94 2
al' v, +4a;c’lal = 4c

2 2 2| 12 2.2 2
asu; —2a; (aya,vy +2a,¢%|a| Yu, +ayas vy + 4ala,c

Pasando el término del miembro derecho al izquierdo, luego desarrollando y factorizando (el
tercero y cuarto término del miembro izquierdo con el término del miembro derecho) y
reacomodando, llegamos a la expresion:

2

af* (@ e’ + v =0

a yu, +4ctlal’ (@ o) + 4a,c?

4 2 2 :
a,u, - 2a;(a,a,v, +2a,c

Desarrollando las restas indicadas en el tercero y cuarto término, obtenemos:

2

2 3 BLF
al v, +aja;v; =0

a - 4aic?

2 1.4
a u, —4ajce

a;u; —2ai(a,a,v, +2a,c

Finalmente, dividiendo entre @’ (a’ # 0) en ambos lados, obtenemos:

2.2 313 2|, |2 2| f? 4 |4
asu, —2a,a,u,v, +a; v, —4a,c |a‘ u,—4a,c’lal v, —4c ‘a‘ =0

Esta es la expresion general de la imagen del punto arbitrario z, =x, +ic, bajo la
transformacion w = az® reducida a su forma canoénica. Toda vez que se trata de un punto
arbitrario z,, tenemos que todos los puntos z = x+iy pertenecientes a dicha recta se

transforman de manera analoga, es decir, la ecuacion de su imagen bajo la transformacion
dada es de la forma:

s 2 2 |4
au’ =2a,auv+a’v’ —4a,c*la u-4a,c*la v-4ctla =0 (2.3)

Por lo tanto, ésta es la expresion global de la transformacion, la cual es valida solo si a, # 0.

Desde la perspectiva de la geometria analitica, la expresion (2.5) representa una ecuacion
general de segundo grado en las variables # y v, es decir, es de la forma:
A +Buv+CvV'+Du+Ev+F =0,

la cual representa una conica. La clase de conica representada por dicha ecuacién puede
determinarse a partir de los coeficientes de los términos de segundo grado, mas precisamente

por la expresion B> —4 AC. De manera que si:
a) B°—4AC <0, se tiene una elipse o un punto aislado.

b) B -4AC > 0, se tiene una hipérbola o dos rectas que se cortan.
c) B -4AC =0, se tiene una parabola, dos rectas paralelas, o una recta.



Asi, de (2.5) tenemos que:
A=da, B=-2aa, y C=ada.
Luego entonces:
B’ -4AC=(-2a,a,)’ -4d;a} = 4a}a; —4a;a’ = 0.

Esto significa que, independientemente del numero complejo @ =a, +ia, que se tome en la
transformacion w = az*, a condicion de que a =0, el discriminante B*-4AC de la
expresion canonica (2.5) resulta idénticamente igual a cero.

Por lo tanto, la imagen de una recta de la familia y = ¢, bajo la transformacion w = az’. es
una parabola, dos rectas paralelas, o una recta.

Recordemos que al obtener la expresion (2.5) hemos supuesto que a, # 0. De manera que el
resultado que acabamos de obtener puede ser enunciado mediante el siguiente

Teorema 1. Sean a = g, +/a, un numero complejo tal que a, # 0,y z=x+ic un
punto del plano complejo perteneciente a la recta y =c¢, donde ¢ es una
constante real: ceR. Entonces la imagen de dicha recta bajo la
transformacién w =@z es una parabola, dos rectas paralelas o una sola
recta.

Cabe mencionar que dicho resultado no es propuesto como ejercicio ni enunciado como
teorema en los libros de texto que se presentan en el apartado bibliografico.

Consideremos ahora que a, =0, entonces las ecuaciones (2.3) y (2.4) en el caso general se
reducen a las expresiones:
u=aq, x* -a, i (2.6)
v =2a,cx (2.7)

Nuevamente, estas ecuaciones representan la imagen de la recta y = ¢ bajo la transformacion
w=a, z’, dondea, eR—{O . Estas ecuaciones en las variables # y v dependen de x, es

decir, estan dadas en funcion de x. Intentemos eliminarla mediante las siguientes
manipulaciones algebraicas.

Despejando x de (2.7) se tiene que x=——o>lo que es valido solo si ¢ #0, luego

sustituyendo en (2.6) obtenemos:

v i W 3
———a,c” = ——ac
da; c” 4a,c”

Multiplicando ahora por 4a,¢® en ambos lados de la expresién anterior concluimos que:
4a,c*u = v -4a’c’
de donde obtenemos la expresion canénica:
v —da,ctu—-4alc* =0 4bien V' =4ac’(u+ac’),
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la cual representa una parabola horizontal con vértice en V (-a, ¢*,0). Este resultado podemos
expresarlo mediante el siguiente

Teorema 2. La imagen de la recta y=c, donde ceR-{0}, bajo la
transformacion w =a,z°, cona, e R — {0 , es una parabola horizontal con
i 2 . . 2 2 2
vértice en V(—a,¢*,0), y cuya ecuacion canonica es v- =4a,c”(u +ac”).
Si a, > 0, entonces la parabola se abre hacia la derecha, mientras que si
a, <0, entonces la parabola se abre hacia la izquierda.

Ejemplo 1.1 Mediante la transformacion w =z° determine cual es la imagen de la recta
horizontal y =1.

Solucion. Como a =1y c=1, entonces al sustituir estos valores en la expresion

v —4a,c’u—4a’c* =0 obtenemos la ecuacion v’ —4u—4=0. O sea que la imagen de la
recta horizontal y =1 es una parabola horizontal con vértice en V(—1,0), tal y como lo
muestran las imagenes obtenidas en la calculadora, dadas a continuacion.

e S G g e S e DR b | gy s s s s g
MAIN EAD EXACT FUNC MAIN RAD EXACT FUNC
Fig. 1.1(a) Recta y =1 en el plano original z. Fig. 1.1(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

v=1 en el plano w bajo la transformacion

w=2z" Se trata de la parabola v —du—4 =10,
cuyo vértice es el punto V(-10)

veody-4=0 . . . .
MalM EAD EXACT FUNC

Fig. 1.1(c) Gréfica continua de la imagen de la recta
v=1 en el plano w bajo la transformacion

w=2z

-

5 s & . , L
Ejemplo 1.2 Mediante la transformacion w =— Y determine cual es la imagen de la recta

horizontal y =1.



Soluciéon. Como a, =-1/2 y c=1, entonces al sustituir estos valores en la expresion
v —4a,c’u—4a’c* =0 obtenemos la ecuacion v’ +2u—-1=0. O sea que la imagen de la
recta horizontal y =1 es una parabola horizontal con vértice en V(1/2,0), tal y como lo
muestran las imagenes obtenidas en la calculadora, dadas a continuacion.

iEr‘af‘ cont iEc. 1naq]RepEL:riﬂpcmnes iSal ir |

1 F2 F3 FEv |_FEY
- a Zoa;n Trace ReGraph I"IatTh Draw|+

u=1 R S i et i R T e
|FiRiN FAD LRACT FINC
Fig 1.2(a) Recta y =1 en el plano original z. Fig. 1.2(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

y=1 en el plano w bajo la transformacion
w=-1/2z°. Se trata de la parabola

L T (o 0, cuyo wvértice es el punto
V(1/2.0).

@af‘ cont-TEc mag|Repet1r*|0pcmnesTSal ir ]

—_—

Z4=0 .
MAIN RAD EHACT FUNC

Fig. 1.2(c) Grafica continua de la imagen de la recta
y=1 en el plano w bajo la transformacion

W=—==z

Podemos observar que la ecuacion v +2uz —1 =0 dada en el parrafo anterior no coincide con
- 2 1 .
la ecuacion Zv" + Eu & =0 que se presenta en la pantalla de la calculadora; sin embargo,

dichas ecuaciones son equivalentes, solo es necesario multiplicar por 4 a la ecuacion descrita
en la figura de la imagen para llegar a la ecuacion obtenida en la solucion. Este hecho es
debido a que la calculadora obtiene la ecuacion de la imagen utilizando directamente la
expresion general (2.5) y no la ecuacion del Teorema 2, que es un caso particular.

Al obtener el Teorema 2 hemos supuesto que a, =0 y ¢ # 0. Si ahora aceptamos que ¢ =0,
entonces de las ecuaciones (2.6) y (2.7) obtenemos que:
u=ax (2.8)
v=0 (2.9)

Las ecuaciones (2.8) y (2.9) muestran que los puntos (x,0) y (-x,0), bajo esta
transformacion, tendran una misma imagen w =a,x* +i-0, esto implica que el eje horizontal

se transforma en un semieje horizontal, de tal manera que si @ >0 se obtiene el semieje
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positivo; en caso contrario se obtiene el semieje negativo. Por consecuencia el resultado
anterior puede ser enunciado en el siguiente

Teorema 3. La imagen del eje Ox, bajo la transformacion w =a,z°, donde
a,cR-1{0}, es el semieje horizontal positivo (v=0, u>0) si a >0,
mientras que si @, <0, entonces se obtiene el semieje horizontal negativo
(v=0,u<0).

Ejemplo 1.3 Mediante la transformacion w =z determine cual es la imagen de la recta

horizontal y = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a =1, y por lo tanto @, =1, a, = 0. También tenemos que

¢ = 0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.3) y (2.4) obtenemos las
ecuaciones (2.8) y (2.9). Estas dos ultimas expresiones implican que la ecuacion
correspondiente de la imagenes v=0,u>0.

|‘ 1 ‘l‘rz ‘l‘rs‘l‘ 2] ]’rs_]
Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

Fig.1.3(a) Recta y =0 en el plano original z. Se
trata del eje Ox.
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Fig. 1.3(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
v=0 en el plano w bajo la transformacion

2 ; i
w =z, Se trata de la semirrecta positiva v =0,

wuz0.

l Gr aif X conLTE??m?g(Rerg gti r |Gpc?ona;& isi r ]

MAIN RAD EXACT FUNC

Fig. 1.3(c) Grdfica continua de la imagen de la
recta y =0 en el plano w, esto es, de la recta
v =0,u 2 0. A diferencia de la imagen dinamica
que se muestra durante el proceso de aplicacion,
esta figura estatica no permite distinguir el hecho de
que la imagen correspondiente efectivamente es la
parte positiva del eje horizontal O'u. Esta parte del
eje es recorrida primeramente desde + oo hacia 0, y
luego a la inversa, de 0 a + .
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Ejemplo 1.4 Mediante la transformacién w =—z? determine cual es la imagen de la recta

horizontal y = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a = -1, y por lo tanto a, = -1, a, = 0. También tenemos

que ¢ = 0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.3) y (2.4) obtenemos
las ecuaciones (2.8) y (2.9). Estas dos ultimas expresiones implican que la ecuacion

correspondiente de la imagenes v=0,u <0.

Fsr FET JF7

F2r F3
ath|Draw|+

1 FY Fi Fe F3 F4 FS
- E Zoom|Trace ReGraphiM [Graf‘ c.c-nt.TEc imagTRepeti.r‘TDPcioneslSai ir |

TARIN WD ERACT

Fig.1.4(a) Recta y =0 en el plano original z Se

trata del eje Ox.

AlN RAD EXACT

Fig. 1.4(b) Gréfica puntual de la imagen de la recta
y=0 en el plano w bajo la transformaciéon

2 v .
w = —z", Se trata de la semirrecta negativa v = 0,

u<0.

(Graf{"cont]:ga rgnagTRelgéLirTﬂpc.ri‘Bnes Saisir ]
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Fig. 1.4(c) Gréafica continua de la imagen de la
recta y =0 en el plano w, esto es, de la recta
v =0,u < (0. A diferencia de la imagen dinamica
que se muestra durante el proceso de aplicacion,
esta figura estitica no permite distinguir el hecho de
que la imagen correspondiente efectivamente es la
parte negativa del eje horizontal O'u. Esta parte del
eje es recorrida primeramente desde — oo hacia 0, y
luego a la inversa, de 0 a — w.

Por otro lado, si consideramos que ¢ = 0, entonces las expresiones (2.3) y (2.4) se reducen a:
n=a § vt

Estas ecuaciones nos indican que los puntos (x,0) y (—x,0) tienen la misma imagen. Luego si
dividimos la segunda expresion entre la primera, lo que es valido si x # 0, concluimos que:

a

v=-"u,

a,
Ademas si x = 0, entonces las ecuaciones generales (2.1) y (2.2) indican que tanto # como v
son cero, por lo tanto, concluimos que el origen se transforma en si mismo, lo cual significa
que el origen es un punto fijo bajo la transformacion w = az°.
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Todo lo anterior significa que el eje x se transforma en una semirrecta que llega al origen y

. a, :
cuya pendiente es m = —. Nuevamente tenemos que este resultado puede expresarse a traves

a,

del siguiente

Teorema 4. La imagen del eje Ox, bajo la transformacion w =az’, donde

. a, rohee e
a=a, +ia,,cona,,a,cR—-{0}, es la semirrecta v=-—uwu. La direccion
a
1

de la semirrecta coincide con la direccion del nimero complejo a
considerado como vector.

Ejemplo 1.5 Mediante la transformacion w = (1+i)z° determine cual es la imagen de la recta

horizontal y = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a, =1,a, =1 y ¢ =0, de manera que al sustituir estos

a, 25 < ;
=1 obtenemos la ecuacion de la semirrecta v =u, u > 0, ubicada

valores en la expresion v =

en el primer cuadrante tal y como lo ilustran las imagenes obtenidas en la calculadora.

MIiIN == IIIHID E‘ﬂﬂl‘:T- FUNC

Fig. 1.5(a) Recta y =0 en el plano original z. Se
trata del eje horizontal Ox.

e
MAIN RAD EXACT FUNC

Fig. 1.5(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
y=0 en el plano w bajo la transformacion
w=(]+:’)22 Se trata de la semirrecta v = u,
© 2 (0. Dado que la imagen de los puntos (-x,0) v
(x,0) es la misma, entonces en la figura solamente
se distingue la imagen del origen, esto es debido a
que la calculadora primero grafica la imagen de los
puntos (-x,0) avanzando sobre la semirrecta
v =u, u 2z 0, hacia el origen, y después la de los
puntos (x,0). avanzando otra vez sobre la
semirrecta v = u ., w = 0, alejandose del origen y
borrando los puntos ya graficados.



Fig. 1.5(c) Grafica continua de la imagen de la recta
=0 en el plano w bajo la transformacion

2 .
w=(l+i)z" Se trata de la semirrecta v = u,
u 2 0. Esta semirrecta es recorrida dos veces:
primero, avanzando sobre ella hacia el origen y
luego alejandose de €l en sentido inverso.

Ejemplo 1.6 Mediante la transformacion w = —~(1+i)z* determine cual es la imagen de la

recta horizontal y = 0.

Solucion. En este caso tenemos que @, =—1,a, =—1 y ¢ =0, de manera que al sustituir estos

- 5 a" . - . -
valores en la expresion v = —wu obtenemos la ecuacion de la semirrecta v =u, u <0, ubicada
a'l

en el tercer cuadrante tal y como lo ilustran las imagenes obtenidas en la calculadora.
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Fig. 1.6(a) Recta y =0 en el plano original z. Se
trata del eje horizontal Ox.
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Fig. 1.6(b) Grifica puntual de la imagen de la recta
y=0 en el plano w bajo la transformacion

w=—(1+ i}zz. Se trata de la semirrecta v = u,
u £ 0. Dado que la imagen de los puntos (-x.0) ¥
(x,0) es la misma, entonces en la figura solamente
se distingue la imagen del origen, esto es debido a
que la calculadora primero grafica la imagen de los
puntos (-x,0) avanzando sobre la semirrecta
v =u, u <0, hacia el origen, v despu¢s la de los
puntos (x.,0), avanzando otra vez sobre la
semirrecta v = u, u < 0, alejandose del origen y
borrando los puntos ya graficados.
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Fig. 1.6(c) Grafica continua de la imagen de la recta
y=0 en el plano w bajo la transformacion
w=—(1 +r‘}zz. Se trata de la semirrecta v = u.

u <0. Esta semirrecta es recorrida dos veces:
primero, avanzando sobre ella hacia el origen y
luego alejandose de €l en sentido inverso.

Por otra parte, si @, = 0 entonces, las ecuaciones (2.3) y (2.4) se transforman en:

u =—2a,cx (2.10)
v=a2(x3—cl) (2.11)
Despejando x de (2.10) tenemos: x = — ZZL . Luego sustituyendo en (2.11) obtenemos:
a,c
u g u "
V) ——=-¢" |=—=—a,¢
4a;c” 4a,c”

Multiplicando por 4a,c’ en ambos lados de la expresion anterior llegamos a:
4agczv =u? —4a’ct,
de donde obtenemos la expresion canonica:

u*—4a,c’v-4aic* =0 oObien u’ =4a,c’(v+ac’),

la cual representa una parébola vertical con vértice en V(0,—a,c’). Asi tenemos que este
nuevo resultado se puede expresar mediante el siguiente

Teorema 5. La imagen de la recta y = ¢, donde ceR - {0}, bajo la transformacion
w= iazzz, cona,cR—-{0}, es una parabola vertical cuya ecuacion
canonica es u’ =4a,c’(v+a,c?), y cuyo vértice esta localizado en el
punto V(0,—a, ¢*). Si a, > 0, entonces la parabola se abre hacia arriba,
mientras que si a, < 0, entonces la parabola se abre hacia abajo.

Ejemplo 1.7 Mediante la transformacion w =iz® determine cual es la imagen de la recta

horizontal y =1.

Solucion. En este caso tenemos que a, =0,a, =1 y ¢ =1, luego entonces al sustituir dichos
valores en la expresion u° —4a,c’v—4ajc* =0 obtenemos la ecuacion u’ —4v—4=0, que
representa una parabola vertical que abre hacia arriba y cuyo vértice esta localizado en el
punto V(0,-1), tal y como lo ilustran las siguientes imagenes obtenidas en la calculadora.
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Fig. 1.7(a) Recta y =1 en el plano original z. Fig. 1.7(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

y=1 en el plano w bajo la transformacion
w =iz". Setratadela parabola W —dv-4 = 0,
cuyo vértice es el punto V(0,-1).
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Fig. 1.7(c) Grafica continua de la unagen de la recta
y=1 en el plano w bajo la transformacion

w = iz”. Se trata de la parabola w-4v-4=0,
cuyo vértice es el punto V(0.-1).

Ejemplo 1.8 Mediante la transformacion w = —Ezz determine cual es la imagen de la recta

horizontal y = 1.

Solucion. En este caso tenemos que g, =0,a, =-1/2 y ¢ =1, luego entonces al sustituir

a i ) ] 2 g 5
dichos valores en la expresion #° —4a,c’v —4aic* = 0 obtenemos la ecuaciéon #° +2v—1= 0,

que representa una parabola vertical que se abre hacia abajo y cuyo vértice esta localizado en
el punto V(0,1/2), tal y como lo ilustran las siguientes imagenes obtenidas en la calculadora.

Graf‘ cont.lEc mag|RepeL1r~|0pc.10ne5|Salw l
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Fig. 1.8(a) Recta y =1 en el plano original z. Fig. 1.8(b) Grifica puntual de la imagen de la recta

y=1 en el plano w bajo la transformacion

z, Se trata de la

parabola

uz +2v=1=0,
V(0.,1/2).

cuyo  vértice es el punto
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Fig. 1.8(c) Grifica continua de la imagen de la
recla vy =1 en el plano w bajo la transformacion

”
w=-_z . Se trata de la paribola

Ut =2w-1=0, cuyo  vértice es el punto
V(0.1/2).

Finalmente, si consideramos que @, =0 y ¢ = 0, entonces tenemos que:

#=0 y v=ax,
estas ecuaciones nos indican que los puntos (x,0) y (—x,0) bajo esta transformacion, tendran
una misma imagen w =0+ia,x’, esto implica que el eje horizontal se transforma en un
semieje vertical, de tal manera que si a, > 0 se obtiene el semieje positivo, en caso contrario

se obtiene el semieje negativo. Por consecuencia el resultado podemos expresarlo mediante el
siguiente

Teorema 6. La imagen del eje Ox bajo la transformacion w =ia,z’, donde

a,eR—{0}, es el semieje vertical positivo si @, >0, mientras que si
a, < 0 se obtiene el semieje vertical negativo.

Ejemplo 1.9 Mediante la transformacion w =iz® determine cual es la imagen de la recta
horizontal y = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a =i, y por lo tanto a; = 0, a, = 1. También tenemos que
¢ = 0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.3) y (2.4) obtenemos las
ecuaciones # =0y v=x’ Estas dos ultimas expresiones implican que la ecuacion
correspondiente de la imagen es # =0, v > 0 : el semieje vertical positivo.

Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir
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Fig. 1.9(a) Recta y = 0 en el plano original z. Se Fig. 1.9(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
trata del eje horizontal Ox. v =0 bajo la transformacién w = iz"en el plano

w. Se trata de la semurrecta w = 0, v 2 0 .
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Ejemplo 1.10 Mediante la transformacion w =—iz> determine cual es la imagen de la recta

horizontal y = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a = —i, y por lo tanto g, = 0, @, = —1. También tenemos
que ¢ = 0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.3) y (2.4) obtenemos

las ecuaciones # =0y v=x". Estas dos ultimas ecuaciones implican que la ecuacion

1 F2 F3 | (] S
Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir
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Fig. 1.9(c) Grifica continua de la imagen de la
recta y =0 bajo la transformacion w = J'z: en el

plano w, esto es, la semirrecta w =0, v20. A
diferencia de la imagen dindmica que se muestra
durante el proceso de aplicacion, esta figura estatica
no permite distinguir el hecho de que la imagen
correspondiente es el semieje vertical positivo.
Dicho semieje es recorrido primeramente desde
+ o0 hacia 0, y luego a la inversa, de 0 a + .

correspondiente de la imagen es # =0, v < 0: el semieje vertical negativo.
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Fig, 1.10(a) Recta y =0 en el plano original z
Se trata del eje horizontal Ox.

Fig. 1.10(b) Grafica puntual de la imagen de la
recta y =0 bajo la transformacion w = —iz enel
plano w. Se trata de la semirrecta u = 0, v £ 0.
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Fig. 1.10(c) Grifica continua de la imagen de la
recta y =0 bajo la transformacion w = —iz” enel

plano w, esto es, la semirrecta # =0, v<0. A
diferencia de la imagen dindmica que se muestra



durante el proceso de aplicacion, esta figura estatica
no permite distinguir el hecho de que la imagen
correspondiente es el semieje vertical negativo.
Dicho semieje es recorrido primeramente desde
— oo hacia 0, y luego a la inversa, de 0 a — o

Cabe mencionar que todos los resultados particulares presentados anteriormente, también se
obtienen a partir de la ecuacion (2.5), realizando las sustituciones correspondientes, como se
muestra a continuacion.

Por un lado tenemos que cuando a, = 0 la expresion (2.5) se reduce a:

5 5 3 2 4 . 2 2 :
a’v’ —4a,c’la] u—4c'a” =0 obien @V’ —4a c*u—4c’al =0

Dividiendo primero la ecuacion entre a; (a, # 0), luego pasando los términos lineal en u e
independiente hacia el miembro derecho de la ecuacion, y ademas factorizando 4a,c’,
obtenemos la expresion: v? = 4(:102(?.' +a]cz). la cual representa una parabola horizontal con

veértice en V(— a]cz,{)) (Teorema 2).

Si ademas consideramos que ¢ =0, entonces de (2.5) obtenemos: afvl =0, de donde
concluimos que v =0 (Teorema 3).

Si solamente ¢ = 0, entonces de (2.5) obtenemos:

au’ -2a,auv+av’ =0
Esta expresion es un trinomio cuadrado perfecto, por lo cual se puede factorizar como el
binomio al cuadrado (a,u —a,v)?= 0. De aqui se sigue que a,u —a,v = 0, luego despejando v,

a':

tenemos v=—u, a, #0 (Teorema 4).
(2}
1

Por otro lado, si a, = 0, entonces de (2.5) obtenemos:

N o 2 E3 . 2 2
au” - 4(13c2fa| v—4c* a‘ =0 obien alu’ —4a,c’v-4a;c’ =0

Dividiendo primero la ecuacion entre a;, luego pasando los términos lineal en v e
independiente, hacia el miembro derecho de la ecuacién, y ademas factorizando 4a:c3,
obtenemos la expresion ? :4azcz(v+azcz), la cual representa una parabola vertical con
vértice en V(O,—azc:) (Teorema 5).

Si ademas ¢ =0, entonces de (2.5) obtenemos ain'2 =0, de donde concluimos que w =0
(Teorema 6).

El hecho de que todos estos resultados particulares puedan ser derivados directamente de la

ecuacion canonica (2.5), implica que ésta es precisamente la ecuacion general (es decir, que
es valida para todos los casos posibles) de la imagen de la recta y = ¢ bajo la transformacion
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w=az’ dondeaeC,a # 0. Ademas dicha imagen o es una parabola o es una semirrecta. En

virtud de ello, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 7. Sean ¢ € C,a # 0, y ¢ € R. Entonces la imagen de la recta horizontal

3 A ] = ¥
y =c bajo la transformacion w =az" es una parabola o bien una

semirrecta y ademas la ecuacion canonica general (es decir, valida para
todos los casos posibles) de la imagen correspondiente es la expresién:

au’ - 2a,auv+av’ —4a.c’la u-4aclal v—-4ci|al =

Para ilustrar un caso en el cual se obtengan todos los términos que contiene la ecuacion
general dada en el teorema anterior, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11 Mediante la transformacién w = (1+i)z* determine la imagen en el plano w de
larecta y=1/2 del plano z.

Solucion. En este caso tenemos que tanto @, como a, son iguales a uno, ademas ¢ =1/2. De
manera que al sustituir estos valores en la ecuacion general dada en el Teorema 7, obtenemos
la expresion u* —2uv+v? —2u—~2v—-1=0, la cual nos indica que la imagen ya no es una

parabola ni vertical ni horizontal (como en los ejemplos 1, 2, 5 y 6), sino mas bien es una
parabola rotada un angulo @ =arga=n/4. Ademas, las imagenes obtenidas en la

calculadora nos ilustran los siguientes resultados:

Fer F5 F& i
hd f— Zoon Trace ReGraPh Math|oraw|~ f

[Graf‘ cont|Ec maglRepeLl.r"DPc.:ones'Sal1P |

I'TNZ + [ENTERI=OK AND [ESCISCANCEL HMAIN RAD ERACT FUNC

Fig. 1.11{a) Recta y =

1/2 en el plano original z.

Fig. 1.11(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
y=1/2 en el plano w bajo la transformacion

w = (1 +f)22.

|Gr‘af‘ c.ont.TEc. magTRepet.l F"IDPGI DnesTSal ir ]

MAIN EAD EXACT

Fig. 1.11(c) Grafica continua de la imagen de la
recta y =1/2 enel plano w bajo la transformacion

w={] +:')zz,



2. Rectas verticales x = ¢, ce R.

Con el fin de analizar la transformacion global de una region del plano complejo formada por
la recta x = ¢, donde ¢ €R, procederemos ahora de una manera ligeramente distinta a la que

usamos en la seccion anterior. Alli tomamos primeramente un punto z, =X, +1y, V

obtuvimos las coordenadas u,, v, de su imagen, y luego concluimos que las coordenadas u, v
de cualquier punto z =x+/)y perteneciente a la misma region se obtienen a partir de las
mismas formulas. Aqui tomaremos directamente un punto arbitrario z = x +17y perteneciente
a dicha recta. Este punto, entonces, es de la forma z =c+iy, de manera que las ecuaciones
generales (2.1) y (2.2) en este caso se reducen a las ecuaciones particulares:
u=-ay*-2a,cy+ac’ (2.12)
v=—a,y’ +2a,cy+a,c’ (2.13)

Tenemos que las ecuaciones (2.12) y (2.13) estan dadas en funcion de la variable y, es decir,
que tanto ¥ como v dependen de y, esto es: w = f(y)y v=~Ah(y). De manera que para
obtener la ecuacion del lugar geométrico en términos de # y v de la imagen en la cual se
transforma la recta x =c¢ a través del mapeo w = az’, podemos llevar a cabo el siguiente
procedimiento, con el fin de eliminar la variable y del sistema de ecuaciones (2.13) y (2.14).

De la ecuacion (2.13) obtenemos la ecuacion de segundo grado en y :
a,y’ -2acy+(v-a,c’)=0,
cuyas soluciones son:
. 2 2 2 3 27,2 2 ; 2 1%
_2ac i\/4a1 ¢’ —4a,(v-a,c’) ac iJc (af +ay)—a,v acx \e |a| a,v

X = ;
2a, a, a,

donde a, # 0.

Sustituyendo estos valores de y en (2.12) obtenemos:

7 2 » 2 2
actqc’la] —a,v a,ct4/cla] —a,v ;

u=—a ~2a.c +a,c
a, a,

Esta es la ecuacion que estabamos buscando, de la imagen de la recta x = ¢, bajo la

transformacion w = az’, expresada en términos de las variables u y v.

Intentemos ahora reducir esta ecuacion a su forma canonica, mediante la siguiente serie de
manipulaciones algebraicas.

Desarrollando el binomio al cuadrado del primer término y realizando la multiplicacion

indicada en el segundo término, obtenemos:
al S % -r__")- _1 = ) 2 e [ 1 2 .
u=-—|ac’ £2ae,c’|a —a,v+cla” —ay |- 2a,c* F 2¢/c?|a —a,v +ac’

Luego, desarrollando las multiplicaciones indicadas en el primer término, juntando términos
semejantes y factorizando en toda la expresion, tenemos:
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2 2
ac 2, 2), 4% 2= q 2| 12
u=——+r2a +a; [+ ——2v—ac” F2| —+1}c"|q
a; a; a;

a

- a,v

Agrupando términos semejantes y reacomodando, obtenemos:
2

2 2(1] a]a-, . | |2 [ 21 j2
u=-ac’| =-+1+1|+—2vF2cal \€ a” —ay
2 az 1 pg
2 2

Sumando y factorizando en el primer y tercer término, y reacomodando la expresion, tenemos:

12 12
aa, 2ac’a’ _2da’ oz
i e Bl B

\ela —ay

u

2 2

-
a, a; a;

Multiplicando por a; en ambos lados:

2 2| IR 2 |f_':l 2
au = aa,v-2a,c*la]” F2cla \[c*|a - a,v

Pasando el primero y segundo término del miembro derecho al miembro izquierdo,

2 - g 2
obtenemos: au+(2a,c’la” - aa,v) =F2ca’[c*|a - a,v

Ahora, elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion, obtenemos:
2 > e e 2l 4, 212
a| v+ara v = 4c“‘a| (c“|a‘ -a,v)

aiu’ +2d;(2a, czia[2 —a,a,v)u + 4a:1fc4|a'|'1 —4al a,c’

Pasando el término del miembro derecho al izquierdo, luego desarrollando, factorizando (el
tercero y cuarto término del miembro izquierdo con el término del miembro derecho) y
reacomodando, llegamos a la expresion:

au’ + 2a§(’2alcl‘a‘: —a,a,v)u + 4c“|ar(af —‘a‘z) ~ 4a2c3‘ar(af —‘af)v +aiaiv’ =0

Desarrollando las restas indicadas en el tercero y cuarto término, obtenemos:

r % 2 2 4
ayu’ + 2a§(2alcz‘a‘ —a,a,Vu+4ac’la v+ala v’ - 4a§c‘*‘a| =4

Por altimo, dividiendo entre a§ en ambos lados, obtenemos:
a’v-4c|d =0 (2.14)

> ] s 2 2 7 5
asu” —2aauv+av” +4alc“|a| u+4a,c”

Esta es la expresion general canonica de la imagen del punto arbitrario z=x+iy,

perteneciente a la recta x = ¢, bajo la transformacion w =az®. Toda vez que se trata de un
punto arbitrario z, tenemos que todos los puntos pertenecientes a dicha recta se transforman
de manera analoga, y por lo tanto ésta es la expresion global de la transformacion, la cual es
valida solo si a, # 0.

Asi como en el caso de rectas horizontales, tenemos que la expresion obtenida en (2.14) es de
la forma:

Au* +Buv+Cv +Du+Ev+F =0,
con coeficientes:

A=a, B=-2aa, y C=a.

td b

De manera que:
B’-4AC=(-2a,a,)’ —4a;a’ =4a’a; —4ala] = 0.



Esto significa, de nuevo, que para todo acC,a#0, el discriminante B*-4AC de la
ecuacion canonica (2.14) resulta ser idénticamente igual a cero.

Por lo tanto, la imagen de la recta x = ¢, bajo la transformacion w = az?, es una parabola, dos
rectas paralelas, o una recta. Consignemos formalmente este resultado importante.

Teorema 8 Sean a =a, +ia, un numero complejo tal que a, #0,y z=c+iy
un punto del plano complejo perteneciente a la recta x = ¢,dondec € R.
Entonces la imagen de dicha recta bajo la transformacion w = az’ es una
parabola, dos rectas paralelas o una sola recta.

Es importante destacar que este teorema no esta enunciado ni planteado como ejercicio en los
libros de texto que aparecen en las referencias bibliograficas citadas en el presente trabajo.

Dado que la expresion (2.14) es valida solo si a, # 0, entonces consideremos ahora que
a, = 0, con ello las ecuaciones (2.12) y (2.13) se reducen a las expresiones:

u=-a, y2 +a, et (2.15)
v=2acy (2.16)
Despejando y de (2.16) tenemos que y = 2]—}, y sustituyendo en (2.15) obtenemos:
a.c
U=—a— _+act=- —+a,c’
da’c” 4a,c

Luego multiplicando por 4q,¢* en ambos lados de la expresion anterior concluimos que:
—4a,c’u=v’ -4a’c’
de donde, obtenemos la expresion:
v +dac’u—4aic® =0 O6bien Vv =-4dac’(u-ac’)

la cual representa una parabola horizontal con vértice en V (q, ¢*,0).

Teorema 9. La imagen de la recta x = ¢, donde ce R— {0}, bajo la transformacion
w:aizz, con a, ER—{O}, es una parabola horizontal con vértice en
V(a,¢’,0), y cuya ecuacion candnica es v’ = —dac’(u—ac®). Si a, >0,
la parabola se abre hacia la izquierda, en caso contrario, la parabola se
abre hacia la derecha.

Ejemplo 2.1 Mediante la transformacion w =z’ determine cuél es la imagen de la recta
vertical x =1.

Solucion. En este caso tenemos que a, =1 y ¢ =1, de tal manera que al sustituir estos valores

en la expresion v’ +4a c’u —4a’c* = 0 obtenemos la ecuacion v’ +4u —4 =0, es decir, que
la imagen de la recta vertical x =1 es una parabola horizontal con vértice en el punto
V(1,0), tal y como lo ilustran las imagenes obtenidas en la calculadora:
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Fig. 2.1(a) Recta x =1 en el plano original z Fig. 2.1(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

x=1 en el plano w bajo la transformacion

w = z°. Se trata de la paribola v +du-4=0,
cuyo vertice es el punto V(1,0).

wsdy—d=0_~" . . .
[FRIN RAD EZRCT FIING

Fig. 2.1(c) Grafica continua de la imagen de la recta
x=] en el plano w bajo la transformacion

w =z, Se trata de la parabola v 4+au-4=0,
cuyo vértice es el punto V(1.0).

Ejemplo 2.2 Mediante la transformacion w = —z* determine cual es la imagen de la recta
vertical x =1.

Solucion. En este caso tenemos que @, =—1y c¢=1, de tal manera que al sustituir estos

valores en la expresion v’ +4a,c’u—4aic* =0 obtenemos la ecuacion v —4u—4=0, es
decir, que la imagen de la recta vertical x =1 es una parabola horizontal con vértice en el
punto V(-1,0),tal y como lo ilustran las imagenes obtenidas en la calculadora

r FL T T i s T ™ T TS ]
Graf cont|Ec imag|[Repetir|Opciones|Salir
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Fig. 2.2(a) Recta x =1 en el plano original z.

Fig. 2.2(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

x=1 en el plano w

w=-z", Se trata

vz -4u -4 =0, cuyo
V(-1,0).

bajo la transformacion
de la  pardbola

vértice es el punto



Fig. 2.2(c) Grafica continua de la imagen de la recta
x=1 en el plano w bajo la transformacion
i gl Se trata de la  pardbola
vi-au-4=0, cuyo vértice es el punto
V(-1,0).

Para obtener el Teorema 9 consideramos que @, = 0y ¢ # 0. De manera que si aceptamos que
¢ =0, entonces de las ecuaciones (2.15) y (2.16) obtenemos que:
u=-ay (2.17)
V=i (2.18)
A partir de las ecuaciones (2.17) y (2.18) podemos concluir que los puntos (—x,0) y (x,0),
bajo esta transformacion, tendran una misma imagen w = —a,y* +i-0, lo cual significa que el
eje vertical se transforma en un semieje horizontal, de tal manera que si @, > 0 se obtiene el

semieje negativo, en caso contrario se obtiene el semieje positivo. Por consecuencia el
resultado anterior puede ser enunciado en el siguiente

Teorema 10. La imagen del eje Oy, bajo la transformacion w =a,z°, donde
a,cR-{0}, es el semieje horizontal negativo si @, >0, mientras que si
a, <0, se obtiene el semieje horizontal positivo.

Ejemplo 2.3 Mediante la transformacion w =z* determine cual es la imagen de la recta
vertical x = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a =1, y por lo tanto @, = 1, @, = 0. También tenemos que
¢ = 0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.12) y (2.13) obtenemos
las ecuaciones #=-—y° y v=0. Estas dos ultimas expresiones implican que la ecuacion
correspondiente de la imagen es la semirrecta v=0, # <0.

[Gr‘afE 1clcarﬂ..TEu:. r§ nagTR eprét. i r*TOpc TanesTS_a ﬁr ]

Fig. 2.3 (a) Recta x =0 en el plano original z. Se
trata del eje Oy.

........... o T PP e T T
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Fig. 2.3(b) Gréfica puntual de la imagen de la recta

; 3 2
x =0 en el plano w bajo la transformacion w = z°~.

Se trata de la semirrecta negativa v =0, ¢ < 0.

27



1 F2 F3 ] FS.
Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

MAIN KAD EXACT FUMC

Fig. 2.3(c) Grifica continua de la imagen de la
recta x=0 en el plano w, esto es, de la recta

v =0, £ 0. A diferencia de la imagen dinamica

que se muestra durante el proceso de aplicacion,
esta figura estatica no permite distinguir el hecho de
que la imagen correspondiente efectivamente es el
semieje horizontal negativo. Este semieje es
recorrido primeramente desde — oo hacia 0. y luego

ala inversa, de 0 a — .

Ejemplo 2.4 Mediante la transformacion w =—z? determine cual es la imagen de la recta
vertical x = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a = —1, y por lo tanto @, = —1, a, = 0. También tenemos
que ¢ =0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.12) y (2.13)
obtenemos las ecuaciones u =y” y v=0. Estas dos ultimas expresiones implican que la
ecuacion correspondiente de la imagenes v=0,u20.

1w _Fev Fév |F7

73 ™
v §—|Zoom|Trace|ReGraph|Math|Draw|y

THRIN D ERACT

I'ig. 2.4 (a) Recta x = 0 enel plano original z. Se

trata del eje Oy.
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Fig. 2.4(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

x=0 en el plano w

bajo la transformacion

w = —z°. Se trata de la semirrecta positiva v = 0,
u

Fig. 2.4(c) Grafica continua de la imagen de la
recta x =0 en el plano w, esto es, de la recta
v =0,u = 0. A diferencia de la imagen dinamica



que se muestra durante el proceso de aplicacion,
esta figura estatica no permite distinguir el hecho de
que la imagen correspondiente efectivamente es el
semieje horizontal negativo. Este semieje es
recorrido primeramente desde + oo hacia 0. y luego

alainversa,de 0 a + o,

Por otra parte, si consideramos que ¢ = 0, entonces de las expresiones (2.12) y (2.13) tenemos
que:
u=-ay’ y v=-a,y’.
Estas ecuaciones nos indican que los puntos (—x,0) y (x,0) tienen la misma imagen. Luego si
dividimos la segunda expresion entre la primera, lo que es valido si y # 0, concluimos que:
v="2y,
&
Ademas si y =0, entonces las ecuaciones generales (2.1) y (2.2) indican que tanto # como v

son cero, por lo tanto, concluimos que el origen se transforma en si mismo. Este hecho ya
habia sido mostrado en el caso de rectas horizontales.

Todo lo anterior significa que el eje y se transforma en una semirrecta que llega al origen y

. a"| -
cuya pendiente es m = —. Nuevamente tenemos que este resultado puede expresarse a traves

a,

del siguiente
Teorema 11. La imagen de eje Oy, bajo la transformacién w =az’, donde

: : a, s
a=a, +ia,, con a, a,cR—{0}, esla semirrecta v="2u_ La direccion
al
de la semirrecta es en el sentido contrario al del nimero complejo a
considerado como vector.

Ejemplo 2.5 Mediante la transformacion w = (1+47)z° determine cual es la imagen de la recta
vertical x = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a, =1, a, =1yc =0, de manera que al sustituir estos

i a i ; :
valores en la expresion v = —2u obtenemos la ecuacion de la semirrecta v =u, # <0, ubicada
1
en el tercer cuadrante, tal y como lo ilustran las imagenes obtenidas en la calculadora.

1 F2w F3 L] - 7
v §#—|Zoon|Trace|ReGraph|Math|Draw|«
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Fig. 2.5(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

Fig. 2.5 (a) Recta x =0 en el plano original z. Se
x=0en el plano w bajo la transformacion

trata del eje Oy.

29



Ejemplo 2.6 Mediante la transformacion w = —(1+i)z* determine cual es la imagen de la

recta vertical x = 0.
Solucion. En este caso tenemos que ¢, = -1, a, =—1yc =0, de manera que al sustituir estos

. a, . . :
valores en la expresion v = —u obtenemos la ecuacion de la semirrecta v =, u > 0, ubicada

a,

en el primer cuadrante, tal y como lo ilustran las siguientes imagenes obtenidas en la
calculadora.

w=(l+ :')zz. Se trata de la semirrecta v = u,
u < 0. Dado que la imagen de los puntos (=x.0) v
(x,0) es la misma, entonces en la tfigura solamente
se distingue la imagen del origen, esto es debido a

que la calculadora primero grafica la imagen de los
puntos (-x0) avanzando sobre la semirrecta

v =u. u <0 hacia el origen, vy después la de los
puntos (x,0), avanzando otra vez sobre la
semirrecta v = u, u < 0, alejandose del origen y

borrando los puntos ya graficados.

¥ 1 PO (R Ak
MAIN EAD EXACT FUNC

Fig. 2.5(c) Gréfica continua de la imagen de la recta

x=0 en el plano w bajo la transformacion
2

w=(l+1i)z" Se trata de la semirrecta v = u,

u < 0. Esta semirrecta es recorrida dos veces:

primero, avanzando sobre ella hacia el origen. y
luego alejandose de ¢l en sentido inverso.

| F1 Fz F3_ (] TS,
|Gr\af‘ conL'Ec 1nag|RepeL1r|Dpc-mne5|Sal1r |
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Fig. 2.6 (a) Recta x = 0 en el plano original z. Se
trata del eje Ov.

HAIN RAD ERACT FUNC

Fig. 2.6(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
x=0en el plano w bajo la transformacion

w==(l +:’}22. Se trata de la semirrecta v = u,
1 = 0. Dado que la imagen de los puntos (-x,0) y
(x.0) es la misma, entonces en la figura solamente

se distingue la imagen del origen, esto es debido a
que la calculadora primero grafica la imagen de los



puntos (-x.0) avanzando sobre la semirrecta
v =u,u =0 hacia el origen, vy después la de los
puntos (x,0), avanzando otra vez sobre la
semirrecta v = w, u = 0, alejandose del origen y
borrando los puntos ya graficados.

__u=y ETArETETE I T
{HAIN KAD ERACT FUNC

Fig. 2.6(c) Grafica continua de la imagen de la
recta x=0 en el plano w bajo la transformacion
w=—(1 +f)z2, Se trata de la semirrecta v = w,
u = 0, Esta semirrecta es recorrida dos veces:

primero, avanzando sobre ella hacia el origen, v
luego alejandose de €l en sentido inverso.

Por otra parte, si @, = 0, entonces, las ecuaciones (2.12) y (2.13) se transforman en:

u=-=2a,cy (2.19)
V= —alz(y2 *cz): a, ((.‘2 -yz) (2.20)
Despejando y de (2.19) tenemos: y = — TR Luego sustituyendo en (2.20) obtenemos:
a,.c
u’ , u’ 4y
v=—a,| ——-cC" |=- —+a,c”
\dajc da,c”

Multiplicando por 4a,c” en ambos lados de la expresion anterior llegamos a:
—4a,c’v =u’ —4a;c’
de donde obtenemos la expresion canonica:
u’ +4a,c’v—4ac* =0 obien wu’ =-4a,c’(v-a,?),

la cual representa una parabola vertical con vértice en V(0,a,c’). De hecho, este resultado
podemos expresarlo a traves del siguiente

Teorema 12 La imagen de la recta x=c, donde ceR-{0}, bajo Ia
transformacion w = iaazz, cona,cR —{0}, es una parabola vertical cuya
ecuacion candnica es u’ =-4a,.c’(v-a,c’), y cuyo vértice estd
localizado en el punto V(0,a,¢*). Si a, > 0, entonces la parabola se abre
hacia abajo, mientras que si a, <0, entonces la parabola se abre hacia
arriba.

Ejemplo 2.7 Mediante la transformacion w =iz’ determine cuil es la imagen de la recta
vertical x =1.
31



Solucion. En este caso tenemos que @, =0,a, =1 y ¢ =1, de manera que al sustituir dichos

valores en la expresion #° —4a,c’v—4aic* =0 obtenemos la ecuacion u?+4v-4=0, que
representa una parabola vertical que se abre hacia abajo y cuyo vértice esta localizado en el
punto V(0,1), tal y como lo ilustran las siguientes imagenes obtenidas en la calculadora.

F1 3 5 ™ TS,
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Fig. 2.7(a) Recta x =1 en el plano original z.

FAD EXACT

Fig, 2.7(b) Gréfica puntual de la imagen de la recta

x=1len el plano w

bajo la transformacion

w = iz". Se trata de la pardbola W’ +4v-4 =0,
cuyo vértice es el punto V(0,1).
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Fig. 2.7(c) Grafica continua de la imagen de la recta
x=1]en el plano w bajo la transformacion

w =iz’ Se trata de la parabola u” +4v -4 =0,
cuyo vértice es el punto V(0.1).
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Ejemplo 2.8 Mediante la transformacion w =——3—z' determine cual es la imagen de la recta
vertical x =1

Solucion. En este caso tenemos que a, =0,a, =-1/3 y ¢ =1, luego entonces al sustituir

dichos valores en la expresion u’—4a,c’v—4ajc* =0 obtenemos la ecuacion
, 4 4 . ; ; ) .
u”+-v—— =0, que representa una parabola vertical que se abre hacia arriba y cuyo vértice
3 9

esta localizado en el punto V(0,-1/3), tal y como lo ilustran las siguientes imagenes
obtenidas en la calculadora.
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Fig. 2.8(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
x=1 en el plano w bajo la transformacién

Fig. 2.8(a) Recta x =1 en el plano original z.

w=—_z Se trata de la

= parabola

, 4 4
u +—v——=10,cuyo
3 9
V(0.-1/3).
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vértice es el punto

_1r9u2=4,07y=4-81=0
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Fig. 2.8(c) Grafica continua de la imagen de la recia

x=1 en el plano w bajo la transformacion

w== %-22 Se trata de la  pardbola
. 4 4 Ly

v +—v-—=0, cuyo vértice es el punto

3 9
V(0.-1/3).

B 2 4 4 i . ..
Podemos observar que la ecuacion #* + —v—— =0 dada en el parrafo anterior no coincide con
g5 b o

con Mamo @ 4 :
la ecuacion —u~ ——v—— =0 que se presenta en la pantalla de la calculadora; sin embargo,
9 27 81

dichas ecuaciones son equivalentes, solo es necesario multiplicar por 9 a la ecuacion descrita
en la figura de la imagen para llegar a la ecuacion obtenida en la solucion. Este hecho es
debido a que la calculadora obtiene la ecuacion de la imagen utilizando directamente la
expresion general (2.14) y no la ecuacion del Teorema 12, que es un caso particular.

Finalmente, si consideramos que @, =0 y ¢ = 0, entonces tenemos que:

v=-a,y %
estas ecuaciones nos indican que los puntos (—x,0) y (x,0) bajo esta transformacion, tendran

u=0 vy
una misma imagen w = 0—ia,y’, esto implica que el eje vertical se transforma en un semieje
vertical, de tal manera que si a, >0 se obtiene el semieje negativo, en caso contrario se

obtiene el semieje positivo. Por consecuencia, el resultado podemos expresarlo mediante el
siguiente

J
wd



Teorema 13.

La imagen

del

eie Oy  bajo

la  transformacion

w =ia,z° dondea,eR—{0}, es el semieje vertical negativo si @, >0,

mientras que si a, < 0 se obtiene el semieje vertical positivo.

Ejemplo 2.9 Mediante la transformacion w =iz* determine cual es la imagen de la recta

vertical x = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a =/, y por lo tanto a, = 0, @, =1. También tenemos que
¢ = 0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.12) y (2.13) obtenemos
las ecuaciones # =0y v=—y° Estas dos uGltimas expresiones implican que la ecuacion

correspondiente de la imagen es # =0, v <0 : el semieje vertical negativo.
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Fig. 2.9(a) Recta x =0 en el plano original z. Se

trata del eje vertical Oy.

Ejemplo 2.10 Mediante la transformacién w =—iz> determine cuél es la imagen de la recta

vertical x = 0.

Solucion. En este caso tenemos que a = —i, y por lo tanto a, =0, a, =—1. También tenemos
que ¢=0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.12) y (2.13)
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Fig. 2.9(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
x=0 bajo la transformaciéon w = iz en el plano
w. Se trata de la semirrecta # =0, v <0,
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Fig. 2.9(c) Grafica continua de la imagen de la

recta x=0 bajo la transformacion w =iz~ en el
plano w, esto es, la semirrecta # =0,v<0. A
diferencia de la imagen dinamica que se muestra
durante el proceso de aplicacién, esta figura estatica
no permite distinguir el hecho de que la imagen
correspondiente efectivamente es el semieje vertical
negativo. Dicho semieje es recorrido primeramente
desde —ohacia0., y luego a la inversa, de

0 a-—oo.



obtenemos las ecuaciones # =0 y v =y’ Estas dos ultimas ecuaciones implican que la

ecuacion correspondiente de la imagen es w =0, v 2 0 : el semigje vertical positivo.
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Fig. 2.100(a) Recta x =0 en el plano original z. Se
trata del eje vertical Oy.

Fig. 2.10 (b) Grafica puntual de la imagen de la

g ..
recta x =0 bajo la transformacién w = —iz” en el
plano w. Se trata de la semirrecta w =0, v 2 0 .

| f{:. 3 & TR &) is_
Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

el = S ——
II"!MN KAD EXRACT FUNC

Fig. 2.10(c) Gréfica continua de la imagen de la

: v ;3
recta x =0 bajo la transformacion w = —iz” en el
plano w, esto es, la semirrecta w =0, v 20, A

diferencia de la imagen dinamica que se muestra
durante el proceso de aplicacion, esta figura estatica
no permite distinguir el hecho de que la imagen
correspondiente efectivamente es el semieje vertical
positivo. Dicho semieje es recorrido primeramente
desde +eohacia 0, y luego a la inversa, de

0 a4 oo,

Al igual que en el caso de las rectas horizontales, los resultados particulares anteriores se
obtienen también de la expresion (2.14), al realizar las sustituciones correspondientes.

Por un lado tenemos que cuando a, = 0, la expresion (2.14) se reduce a:

av* +4a,c*al u-4c'ld’ =0 obien  a'v’+4a'c’u—4a’c* =0

Dividiendo primero la ecuacion entre a;, luego pasando los términos independiente y lineal
en u hacia el miembro derecho de la ecuacion, y ademas factorizando —4a, ¢*. obtenemos la
expresion v* = —4a,c2(u—a]cz), la cual representa una parabola horizontal con vértice en

V(a1c3,0). Esto es lo mismo que ha quedado establecido en el Teorema 9.

Si ademas ¢ =0, entonces de (2.14) obtenemos a’v’ =0, de donde concluimos que v =0
(Teorema 10).



Si solamente ¢ = 0, entonces de (2.5) obtenemos:

2 2..2
au’ -2aauv+alv: =0

Esta expresion es un trinomio cuadrado perfecto, por lo cual se puede factorizar como el
binomio al cuadrado (a,u —a,v)*= 0. De aqui se sigue que a,u —a,v =0, luego despejando v,

a,
tenemos v=-—-u,a, #0 (Teorema 11).
a,

Por otro lado, si a, = 0, entonces de (2.14) obtenemos:

5 = 2 2 4 . ;
au’ +4a,c’|al v—-4cta =0 obien i’ +4alctv-4dajct =0

Dividiendo primero la ecuacién entre a?, luego pasando los términos independiente y lineal
en v hacia el miembro derecho de la ecuacion, y ademas factorizando —4a,c’, obtenemos la
expresion  u’ :—4a263(1?—a2(:2), la cual representa una parabola vertical con vértice en
v(0,a,¢”) (Teorema 12).

Si ademas, ¢ =0, entonces de (2.14) obtenemos afuz =0, de donde concluimos que # =0
(Teorema 13).

El hecho de que todos estos resultados particulares puedan ser derivados directamente de la
ecuacion canonica (2.14), implica que ésta es precisamente la ecuacion general (es decir, que
es valida para todos los casos posibles) de la imagen de la recta x = ¢ bajo la transformacion

w=az’ dondeaeC,a # 0. Ademas, dicha imagen o es una parabola o es una semirrecta. En
virtud de ello, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 14. Sean ae C,a # 0, y c € R. Entonces la imagen de la recta vertical

x=c bajo la transformacién w=az’ es una parabola o bien una

semirrecta, y ademas la ecuacion canonica general (es decir, valida para
todos los casos posibles) de la imagen correspondiente es la expresion:

alzv - 4c4|a’4 =0

7 3 2 2 ) 2 e
a,u” —2a,a,uv+a v +4a, c"a| u+4a,c”

Para ilustrar un caso en el cual se obtengan todos los términos que contiene la ecuacion
general dada en el teorema anterior, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11 Mediante la transformacion w = (1+i)z® determine cual es la imagen de la
recta vertical x = 1.

Solucion. En este caso tenemos que tanto g, comoa, son iguales a uno, ademas ¢ =1. De
manera que al sustituir estos valores en la ecuacion general dada en el Teorema 14, obtenemos
la expresion u” —2uv+v’ +8u+8v—16=0, la cual nos indica que la imagen ya no es una
parabola ni vertical ni horizontal (como en los ejemplos 2.1, 2.2, 2.7 y 2.8), sino mas bien es
una parabola rotada un angulo @ =arga=7x/4. Ademas, las imagenes obtenidas en la
calculadora nos ilustran los siguientes resultados:
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Fig. 2.11(a) Recta x =1 en el plano original z. Fig. 2.11(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
x=1 en el plano w bajo la transformacion
w=(1+i)2’.
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Fig. 2.11(c) Gréfica continua de la imagen de la
recta x=1 en el plano w bajo la transformacion

w=(1 +:‘)22_

3. Rectas oblicuas y=mx+c, mceR,m=0.

Analicemos ahora la transformacion global de una region del plano complejo formada por la
recta y =mx+c, donde m,c eR,m# 0. Para ello tomemos un punto arbitrario z=x+iy

perteneciente a dicha recta. Este punto, entonces, es de la forma z = x +i(mx +¢), de manera
que:

¥ =(mx+c) =m’x? + 2mex + ¢*.
xy = x(mx +c) = mx* +cx.
Sustituyamos estas expresiones en las ecuaciones generales (2.1) y (2.2) para encontrar la
imagen correspondiente a dicho punto z =x+i(mx+c¢). Luego de realizar los calculos y
agrupar términos semejantes obtenemos:

W= (a, (1-m*)- 2a:m):r2 ~2c(am+a,)x—ac’ (2.21)
V= (a2 (1-m*)+ 2a,m)x3 +2¢(a, —a,m)x —a,c? (2.22)

Las ecuaciones (2.21) y (2.22) son las ecuaciones particulares de la imagen de la recta
y=mx+c bajo la transformacion w=az”, las cuales estan en funcion de la variable x.

Intentemos llevar estas ecuaciones a su forma canonica, eliminando la variable x. Las
manipulaciones algebraicas necesarias para tal efecto son bastante complicadas, y en lo que
sigue bosquejamos las principales etapas del proceso y los resultados intermedios.



De (2.22) se obtiene la ecuacion de segundo grado en x :
(az(l -m’)+ 2a-]m)x2 +2¢(a, —a,m)x - (azc2 + v) =0

la cual tiene como soluciones:

-c(q, —a,,m)i‘jc?' a|2 +(a,(l—m2)+2a]m}z 5 g
= = s . acondicion deque a,(1—m")+ 2am = 0.
a,(1-m>)+2am r

Ahora sustituyendo en (2.21) estos valores de x tenemos:

—c(ay—a,m) = ch|a‘2 + (az(l —m?)+ 2a1m)v

a,(1-m*)+ 2aym

2

= (al(l —-m?) - 2a2m)

—c(a, —azm)i\/cz‘a‘l +(a3(1—m2)+2a1m)v i
—ac

- 2clam+a
( 1 2) a,(1—m*) + 2am

Esta ecuacion ya no contiene al parametro x, sin embargo, tampoco esta reducida a su forma
canonica. Por lo cual continuamos desarrollando el siguiente proceso.

Elevando al cuadrado en el primer término y simplificando en el segundo término obtenemos:

{ a(l-m*)-2am J c’(aj —2a,a,m+a.m’)F 2c(a, — a;,m)vfcz!aj: + (az(l -m)+ 2a,m)v

(@,(1—m")+2am)” ) | cliaiz + (02(1 -m*)+ 2a]m)|f

i | e

2¢% (am +a, )@, —a,m) F 2c(oym +ay)ycPla)” + (az(l -m*)+ 2a]m)) .
— -ac’
a,(1-m*)+2am ;

Desarrollando las multiplicaciones indicadas en el primer término y factorizando en toda la
expresion obtenemos:

i i ?20[ (a] (1- m:) - ZaEmXcE;—(;rin;z:; tr;;c)r;)(az(l —m*) + za]m)}v.“lcz‘a‘l 5, (a2 a —m)+ Za,m)J
2 1

{(2(:12 ~2a,a,m+a;(1+m’ )Xal(l -m) - 2a2m)— a (af(l -m*) +daam(l—m*) +4a'm’ )\
(= - h |

1 2(afm +aa,(1-m*)— a;mX.a3 (1-m)+ Zalm)

+ — — = = — —

a,(1—-m*)+2am f
( i

a,(1-m?)—2a,m
+ = V
a,(1-m*)+2am

Ahora, realizando las multiplicaciones indicadas dentro del primero y segundo paréntesis y
reacomodando llegamos a la expresion:



L 20\/C2'ai2 + (ag(l -m’)+ 2a,m)v a’(1-m*) -aa,m(1—-m*) - 2aa,m+2a;m’
(az(] —m)+ 2a]m)2 +aam(l—-m*)+2aim* +a;(1-m*) + 2a,a,m

y 2a}(1- m*) —data,m — 2ala,m(l —m*) +4a;am’ +aa;(1—m*) )

c?

- _| —2a&2m(1+ m*) + 2a’a,m(1 - m*) + da'm* + 2aia,(1- m*)* + 4a’a,m(l—m*)
(a2 (1=-m")+ Zalm)'

—2&m(1- m*) - daaim® - aa:(1-m*) —dala,m(1—m’)—4a;m’
2 i L 155 1 )

+a](l —m:)—2a2mv

a,(1-m*)+2am

Luego, agrupando términos semejantes y factorizando las expresiones m’y 1—m’,

aa; y —2a;m, en el primero y segundo término respectivamente, obtenemos:

_F 2c((l —m*a’® + 2m2\a;2)\/cl\a|2 - (az(l -m?)+ 2a,m}u Ll m*)—2am
: (.01 +-2am) a,(1-m) +2am’
. ¢ (Zaf(l -m?) —4ata,m + aa; (l —m* +(1- ml)z)— 2a;m(1+m* +1— mz))
(a,(1- m?) +?.¢:1t,m)2

U

Factorizando [a|' en el primer término y ademas desarrollando, agrupando términos

. v 2 " »
semejantes y factorizando Z‘a‘ en el segundo término, resulta que:

. +* 2c‘|a|2(l + mz)\/cz‘a e (ag(l fmz) + 2“1"7)" 1 (1= m*) —2am v
et=ry+ 2] e Y

. 2::2ja‘2 (a,(1— m*) - 2a,m)

(az(l -m*)+ 2a1m)2

Multiplicando por (az (1-m’)+ 2(.1!1,*141)2 en ambos lados obtenemos:

(az(] —m’)+ Zdlm)zu = $2c‘a|2(1 +mz)ﬁ\/c:‘a‘3 +(a2 (1-m*)+ 2a1m}}
+ (al (1-m*)- 2a2mx2c'2\a‘2 + (az(l -m)+ Za]m)v)

Luego se pasa restando el segundo término del miembro derecho de la igualdad hacia el
miembro izquierdo, y se eleva al cuadrado en ambos lados, para asi obtener:

((az('l —m*) + 2a,m)2u - ((a1 (1-m*)- 2a2m) (Zcz‘a‘z + (a2 (1-m*) + 2a1m.) v))] %

_ ($ Zc‘af(l r mz)\fcz‘ar + (ﬁ‘z(] _mz) + 2a,m)v]2

Ahora desarrollando en ambos lados de la igualdad se llega a la expresion:
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(r.r2 (1-m*)+ 2alm)4uz — 2(a2(l —m*)+ 2a,m)2(a, (1-m*)- 2a2m)(2c2]a‘2 + (a2 (1-m*)+ Zalm) v)u
5 % 5 4c*ld) + 4c*|al*la, (1 — m?) + 2aym ) v
+(a,‘(l —m?)? —4alazm(1—m“)+4a§m2) ‘ | | ‘ ( a( ) : ) 2
+ (ag(l -m*)? +daa,m(1-m*) + 4a,2mZ) Ve
= 4c4‘a‘6 (1 + m2)2+ 4(:2‘0]4(] + mz)z(az(l ~m?)+ ZaIm) Vv
Pasando el término del miembro derecho al izquierdo, luego desarrollando y factorizando en
los dos ultimos términos de este miembro, ademas haciendo B = a,(1—m’)+2am tenemos:

Bu* - ZBz(al(I —m*) - 2azm)(2cz|a‘2 + Bv)u + (a, (1-m*)- Zazm)szvz
1- 464‘0‘4((a|2(1 —2m* +m") — dayam(l - m*)+ 4a€m2 )— (alz + a%)(l +2m* + m4))
- 402\@'28((:5 (1-2m* +m*)— daya,m(1 — m*) + 4a;m* - (a'l2 + azz)(l +2m* + nﬁ)) w=0

Desarrollando, agrupando términos semejantes y factorizando en los dos altimos términos de
la ecuacion obtenemos:

Bu* - 2B*(a,(1 - m?) - 2a2m)(2c21af + Bv)u + (@, - m?) - 2a,m)?B*?
+ 4r_'4ia|4(— 4a;m® —4aa,m(1-m’)—ai(l- mz)z)
+ 4c'2jff|28(— dalm® - daa,m(1-m*) - az(1-m*)? )v =0
Ahora factorizando en los dos Gltimos términos obtenemos:;
BY? ~ 28 (- m?) - 2aym)oclaf’ + Bv)u +
(al (1-m?*) - zazm)sz v? - 464!01432 - 4cz|a[2b’3 v=0

Finalmente, dividiendo entre B* se llega al resultado:

(uz (1—m? )+ 2alm)2w2 - 2({:2 (1- mz) - 2c'rln?)(al(l -m?)- 2a2m)u v+ (al(l —m? )= 2(51211'1)2v2

- 4(.'2‘51‘2 (a, (l-m*)— 2a2m)rf - 4(;2‘a|2(a2(1 -m*)+ ZaIm)v = 4c4|a|4 =0 (2.23)

Esta es la expresion canonica general de la imagen del punto arbitrario z=x+iy,

perteneciente a la recta y = mx +c¢, bajo la transformacion w = az®. Toda vez que se trata de

un punto arbitrario, tenemos que todos los puntos pertenecientes a dicha recta se transforman
de manera analoga, y por lo tanto ésta es la expresion global de la transformacion, la cual es

valida solo si a,(1—m?*)+2am = 0.

Al igual que en los casos de las rectas horizontales y verticales, tenemos que la expresion
(2.23) representa una ecuacion general de segundo orden en las variables # yv. De manera

que para determinar qué tipo de curva representa esta ecuacion, tenemos que:
A= (az(l —m’)+ Za]m)z
B=-2 (a2 (1-m*)+ 2a1m)(a1(1 -m*) - 2a2m)
C = (&,(1-m*) - 2a,m)*
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Luego entonces:
B’ -4AC = (— Z(az(l -m*)+ 2a]m)(a| (1-m*) - 2.:121?1))2

- 4(a2 (1-m*)+ 2511;11')2 (a, (1-m?) - 2a3m)2: 0

De aqui se sigue que para todo aeC,a #0, B> -~4AC =0, de manera que una recta del tipo
y =mx+c, bajo la funcion w =az’, se transforma en una parabola, dos rectas paralelas, ¢
una recta.

Consignemos de manera formal este resultado importante.

Teorema 15. Sea a = a, +ia, un namero complejo arbitrario distinto de cero. Sea
también z = x +i(mx+c¢) un punto del plano complejo perteneciente a la
recta y=mx+c donde mcecRym=0, tales que satisfagan la
condicion  a,(1—m*)+2a,m =0 . Entonces la imagen de dicha recta
bajo la transformacion w = az’ es una parabola, dos rectas paralelas o
una sola recta.

Dicho resultado no aparece demostrado ni propuesto como ejercicio en los libros de texto que
se encuentran en el apartado de bibliografia del presente trabajo.

Dado que la expresion (2.23) es valida a condicion de que a,(1—-m’)+2am # 0,
consideremos entonces que a,(1—m*)+2am=0. Por lo que las ecuaciones particulares
obtenidas para este caso a partir de (2.21) y (2.22) son las siguientes:

= (al (1-m*)- 2azm}r2 -2¢c(am+a,)x-ac’ (2.24)
v =2c(a, — am)x —a,c? (2.25)

Despejando x de la ecuacion (2.25) tenemos:

v+ a,c’
s

= ——=——_ siempre que c(a, —a,m) = 0.
2c(al =5 azm)

Luego, sustituyendo en la ecuacion (2.24), obtenemos:

2
-

V+a,c

: v+a,.c’
9= 1-m*) =2 5 et ol | F o ——— | 2
u (“1( m*) aum{z(: reen )J clam a_)[ % g )J a.c

Esta expresion representa la ecuacion general de la imagen del punto arbitrario
z = x+i(mx+c) bajo la transformacion conforme w =az’ cuando a,(1-m*)+2am=0 vy
c(a, —a,m) = 0. Reduzcamos esta ecuacion a su forma canonica.

Desarrollando el producto notable del primer término y simplificando en el segundo, tenemos:

. (al(l—m:)—Zazm v2+2azczv+a§c‘) (a1m+a:)(v+aacz) o
e : - —ac
4¢* (a, —a,m) a, —a,m
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Desarrollando las multiplicaciones indicadas en el primer y segundo término, luego juntando
términos semejantes y simplificando, obtenemos:

(a1 (1-m")— Zlazm)v2 " (a2 (a, (1-m*)- .’Zazm)- 2(a,m+a,)(a, - azm))v
g z(al —asz

=

4c*(a, —a,m)

” o (a§ (a] (1-m?)- Zazm)— 4a,(am+a,)(a, —am)—4a(a, - agm)z)

4a, —a,my

Realizando las multiplicaciones del numerador del término lineal en v y factorizando
4(a, — a,m) en el numerador del término independiente, tenemos:

FA 2 2 i) 2
(a., (1-m")— Zaﬁm) > (a] a, —aa,m’ —2a;m—2a'm+ 2aa,m’ — 2a,a, + 2a;m )
U =-= =—Ly° + = = = - —Ly

P

4¢* (a, —a,m)’ 2(“1 - a:m)2
5 cg(af (a] (1- m?) — 2a,_,m)— 4 (aI - .azm)(m2 (a] m+ az) +a (a] - azm)))
4(9'1 - alm)z

Juntando términos semejantes en el término en v, ademas realizando la multiplicacion

indicada en el segundo factor del segundo término del numerador del coeficiente
independiente, obtenemos:

i (a, (1-m*) - 2a2m) 2 (— a a, +aa,m’ - Zalzm)

4¢? (a] = a2n1)2 Z(a1 - azm)2
e cz(ag (al (1- mz) = 2a2m)— 4(51!1 = ::irzm)(ar,2 +a§ ))
4(a1 = azm)z

Factorizando consecutivamente —a, y a, en el término lineal en v y realizando las
multiplicaciones indicadas en el término independiente, tenemos:

(a] (1—-m*)— 2a2m)v2 4 (— a (az (1-m*)+ 2a1m))v
4¢? (aI = azm)2 2 (al = azm)2

u =

¥ c? (ar]az2 (1-m*)-2aym - 4a; + 4ala,m — daal + 4a§m)
Hay - az’”)z

2
a

Si multiplicamos toda la ecuacién por 4c’(a, —a,m)’, pero si ademas en el término
independiente reacomodamos, juntamos términos semejantes y descomponemos el término
4aia,m como 2a’a,m+2ala,m, como ademas tenemos que a,(1—m>)+2am = 0, entonces
la ecuacion se transforma en:
% 2 2
4¢* (a, - a,m)'u = (a1 (1-m )—2a2m)v

+c* (alai (1-m?) + 2ala,m + 2a’a,m — 4a;) + 2a3m — 4ala§)
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Desarrollando el binomio del término lineal en %, luego si en el término independiente se

factoriza aa,, 2a y 2a;, en la primera, segunda y tercera pareja de términos
respectivamente, llegamos a:

2

4¢* (af -2aa,m+a:m )u = (ai (1-m*)— Zazm) v

+c* (a,a2 (af3 (1-m*) + 2a]m)+ 2al(a,m - 2a,)+ 2a’(a,m - 24, ))

Sumando y restando a@; en el término lineal en u; luego factorizando 2(a,m—2a,) en el

término independiente, y ademas como a,(1—m?>)+ 2am = 0, obtenemos:

4¢c* (af —2a,a,m+am* —a? +a§)u :(a] (l—mz)—2agm)v2 +2¢* (af +a? )(a:m—2a])

. ; . . > v s
Si en el término en u factorizamos —a, en —2aa,m, a;m* y —a;, luego multiplicamos

toda la expresion por (a, (1-m)— Za:m) y reacomodamos, obtenemos:

4c? (012 +a; —a, (a2 (1-m*)+ 2alm))(al(1 -m*) - 2a2m)u = (a] (1-m*) - 2a2m)2 v

+ 2(:4‘(:[2 (@,m - 2a, )(aI (1-m") - 2a2m)
Desarrollando la multiplicacion indicada en el término independiente y considerando ademas
que a,(1—m’)+ 2am = 0, entonces obtenemos:
4¢* (af +a; )(afi (A -m*) - Zan)z = (ai (1-m*) - 2c1r2m)2 v

2 3 2
+2¢|d| (a]agm —aam’ —2a;m* - 2a’ +2a°m* + 4a]a2m)

- . . v . 3 9
Factorizando am y a, consecutivamente en los términos aa,m,—aa,m’ y 2aim’ del
coeficiente del término independiente, obtenemos:

o

il.:'z‘ar(a1 (1-m*)— ZaZm)u = (a1 (1-m*)- 2a2m) v
+ 2(.‘4|a|2 (a,irn(.f,x2 (1-m*) + 2aim)- 2aim® - 2al + 4a,a2n-:)

Sumando y restando 2a; en el término independiente y como a,(1—m®)+ 2am = 0, entonces
tenemos:

4.:'3‘51[2((1, (1-m*)— 2a2m)u = (a, (1-m*)— 2a2mf v

3
+ 204‘a| (— 2aim® - 2a} + d4a,a,m + 2a; - 2a§)

Ahora factorizando en el coeficiente independiente —2 en los términos —2a; y—2a:,

también 2a, y @, consecutivamente en los términos -2a;m’, 4aa,m,2a;, luego
reacomodando, obtenemos:

4c?|al’ (a, (1 =m*) = 2a,mu = (a,(1 -m*) - Z.aZm)J v
+ 2(:“|a‘2 (— 2.(::112 + a§)+ 2a2(a3(1 -m?) + 2a1m))



Finalmente, pasando el término del miembro izquierdo hacia el miembro derecho, ademas
teniendo en cuenta que a,(1—m*)+ 2a,m = 0, obtenemos la ecuacion:

(a,(1-m*) - Zazm)2 V- 4c3|a‘2(al (1=m*) = 2a,m)u — acla] =0

De este modo, hemos obtenido la ecuacion canonica general de la imagen del punto arbitrario

-

z=x+i(mx+c)(mce R m=#0) bajo la transformacion w=az", cuando

o bien:

a‘z((q (1-m*) - 2a2m)u. + cl‘a

(aI (1-m*) - Zaam‘)g

2
, dc
b Vo —

a,(1-m*)+2am=0y c(a, —a,m)#0 Se trata de la ecuacion de una parébola horizontal

3

-

C

ad

con vértice en V|- 0| Es importante mencionar que dicha ecuacion

a,(1-m*)—2a,m’
también se obtiene al sustituir directamente la condicion a,(1—m®) +2am =0 en la ecuacién

(2.23).

Teorema 16. La imagen de la recta y =mx+c, donde m,ce R—{0}, bajo la
transformacion w = az*, cuando a,(1-m*)+2am =0y c(a,—a,m) #0
es una parabola horizontal con vértice en el punto

2 2
c’la > o
Y| = j | ,0 y cuya  ecuacidbn  candnica  es
a(l-m~)—=2a,m
5 403[.{;‘2 cz|a i
a,(1-m*)—2a,m a,(1-m*)—2a,m

Dado que en el resultado anterior se tiene la condicion c¢(a, —a,m) # 0, entonces podria
pensarse que las condiciones a,(1-m*)+2am =0 y c(a,—a,m)=0 generan un caso
especial. Pero para verificar si este hecho es cierto analicemos lo siguiente. Primeramente
dado que « +a; #0 la condicion a,(1-m*)+2am =0 se cumple Gnicamente en los
siguientes casos:

i. Sig,=0ym=0.

ii. Sig=0ym==1

B S Eﬁl;

a, # 0.

a,
Luego entonces para la expresion c(a, —a,m) se tienen las siguientes conclusiones:

a) Si @, =0 y m =0, entonces ¢(a, —a,m) = a,c
b) Si @, =0 y m = %I, entonces c(a, —a,m) = Fa,c
: a, *|d .
¢)Sim=—"; a #0 y a, #0, entonces c(a, —a,m)=Fcla.
a'*.
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Con base en lo expuesto anteriormente, podemos concluir que la condicion c(a, —a,m) =0 se

cumple solamente si ¢ = 0. Esta situacion genera un caso especial, el cual expondremos mas
adelante. Por consiguiente, podemos concluir que si c¢#0 las condiciones

a,(1-m*)+2am=0 y c(a, —a,m)=0 no se cumplen simultaneamente y por lo tanto no
generan otro caso especial. Sin embargo, debemos verificar qué ocurre en cada una de las
situaciones que se originan cuando se cumple la condicion a,(1—m*)+2am = 0. Para ello
tenemos el siguiente desarrollo.

Primeramente, consideremos que a, =0 y m=0 (logicamente a, # 0), a partir de estas
condiciones tenemos que la recta a mapear es una recta horizontal (y=c) bajo la

transformacion w = a, z*, de manera que este es un caso ya estudiado en el apartado de rectas
horizontales. De hecho la imagen resultante en este caso es una parabola horizontal (véase el
Teorema 2, ejemplos 1y 2).

Ahora analicemos el resultado que se obtiene al tomar la segunda de las condiciones, es decir,
cuando a, =0 y m=*1. En este caso tenemos que al sustituir estas condiciones en las
ecuaciones particulares (2.24) y (2.25), obtenemos las nuevas ecuaciones:

u =¥F2a,x’ —2a,cx

v=F2a,cx— agc2

Con el fin de eliminar la variable x y de llevar a la forma canodnica la ecuacion de la imagen
resultante en este caso desarrollemos el siguiente trabajo.

Despejando x de la segunda ecuacion anterior obtenemos:
v+a,c’

+24,¢
Luego sustituyendo en la primera ecuacion tenemos:
2 2 2
- v+aze” v+a,c”
u=TFa,| —2— | —2a,e] —2—
+ 2a,c +2a,c

Desarrollando el binomio al cuadrado en el primer término, realizando la multiplicacion
indicada en el segundo término del miembro derecho y simplificando obtenemos:

u=%

oy
A2
2[.

(2 +2a,c*v+ alct )t v tae?
Realizando la multiplicacion indicada en el primer término, luego simplificando y juntando
términos semejantes, tenemos:

_ 1 a,c’
u="7F v+ 22

2a,c’ 2

Pasando el término en # del miembro izquierdo de la ecuacion hacia el miembro derecho,
ademas multiplicando la ecuacién por 2a,c® obtenemos:

Fvi-2acutaic® =0
Finalmente multiplicando la ecuacion por +1 obtenemos:
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vl

2 0 2 - 7 p— a c
v t2a,c’u—-ac*=0 obien v =F2a,c’|u +ZT

2

g : | s a,c
Tal ecuacion representa una parabola horizontal con vértice en V| * ?T L0
Podemos ahora formalizar este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 17 La imagen de la recta y=*x+c dondeceR-{0}, bajo la

transformacion w =ia,z>,cona, € R—{0}, es una parabola horizontal

con vértice en V|z* '2 ,0| y cuya ecuacibn candnica es

g o  ~ac” ; ; ; : ;
V' =F2a,c’| u +"T . St m y a, tienen signos iguales la parabola abre

hacia la izquierda, pero si tienen signos contrarios abre hacia la derecha.

Nota. FEste resultado también se obtiene a partir de la ecuacion (2.23) sustituyendo

directamente los valores de a, =0 y m = *1.

Ejemplo 3.1 Mediante la transformacion w =iz’
oblicua y = x +1.

determine cual es la imagen de la recta

Solucion. Aqui tenemos que a, =1 y ¢ =1, de tal manera que al sustituir estos valores en la

expresion v’

+2a,c’u —aie* =0 obtenemos la ecuacion v’ +2u—1=0, es decir, la imagen

resultante es una parabola horizontal con vértice en el punto (l;’2, 0), tal y como lo muestran

las figuras 3.1(b) y 3.1(c).

1 Fzv FSY | F6
v a Zaom Trace ReGraph Mat.h Pavu -

¥

F4
Gra{‘ c.cnt..lEr:. l.nagEEPet.lr'lec.loneslSal1r* |

Jg=x+]

FARIN —FAD EARCT

Fig. 3.1(a) Recta y = x +1 en el plano complejo z.
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Fig. 3.1(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
y=x+1 en el plano w bajo la transformacion

"

w=iz", Se trata

v+ 2u-1=0,cuyo
V(1/2.0).

vértice es el

de la  pardbola

punto
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Fig. 3.1(c) Grafica continua de la imagen de la recta

y=x+1 enel plano w bajo la transformacion
2 2

w = iz". Se trata de la parabola v~ +2u -1 =0,

cuyo vértice es el punto V(1/2,0).

Podemos observar que la ecuacion v’ +2u —1=0 dada en el parrafo anterior no coincide con

la ecuacion 4v> +8u—4=0 que se presenta en la pantalla de la calculadora; sin embargo,
dichas ecuaciones son equivalentes, solo es necesario dividir entre 4 a la ecuacion descrita en
la figura de la imagen para llegar a la ecuacion obtenida en la solucion. Este hecho es debido a
que la calculadora obtiene la ecuacion de la imagen utilizando directamente la expresion
general (2.23) y no la ecuacion del Teorema 17, que es un caso particular.

a, x|
—),co

Finalmente, indaguemos qué ocurre en el caso de tener la condicion m = n

a,
a,,a, # 0. Para ello recordemos primeramente que a partir de la ecuacion (2.25) obtuvimos

para x la expresion:
v+a,c’

. :Zc(a1 = azm)

a ta
= e 1 i =
Luego al sustituir la condicion m = | ‘ en este resultado y también en las expresiones

a's
a(1-m’)—2a,m y —2c(am+a,), es facil verificar que se llega a las conclusiones:
= Q‘a‘z(al 2 ‘a‘)

2 2 2 2 4
V+a,c v +2a.cv+asc

x =———, deaqui tenemos x° = e , a(1- m*) — 2a,m = =
F 2¢|al 4c®|al @
—2clal\al + a
y —20(a1m+a,):-—‘ m J 1).
2 a,
Ahora sustituyendo estos resultados en la ecuacion (2.24) obtenemos:
2 2 2 ) 2
~2af* (@, +[a))[ v? + 2a,¢v +ae* | (~2ddla] £ a )\ v+an? 3
U= - e ——— |—ac
a; 4¢*lal” a, F 2|l

Realizando las multiplicaciones indicadas en los dos primeros sumandos del miembro derecho
de la ecuacion y simplificando, obtenemos:
u=- (aI il‘:sz - (a, S lal)v - C‘(a' ilal)+ (i ]a‘ +a')v+ cz(i ‘al 3 a,)— ac’
2a,¢” a, 2 a,
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Juntando términos semejantes ocurre que el término lineal en v se cancela, quedando asi la
nueva ecuacion:
(@ 2la) . e Fla))
= P =

2a;¢’ 2

Finalmente, pasando los términos del miembro derecho hacia el izquierdo y multiplicando la
ecuacion por 2a;c¢” obtenemos la ecuacion general:
(a] £ |a‘)v3 +2aic’u +a§cd(a| ¥ ‘a\): 0

P 24:15302 e C‘l(aI ?‘a‘)
a, ila‘ 2

o bien la ecuacion canonica; v¥ =

, L , , e c*la Fla
Dicha ecuacion representa una parabola horizontal con vértice en V —(—'ZLL), 0| De

nueva cuenta este resultado podemos expresarlo en el siguiente teorema.

Teorema 18. Sean a = a, +ia, un numero complejo arbitrario tal que a, #0,
a; !a’ ;
———. Entonces la imagen de la recta y =mx+c

2

CER-{O} y m=

bajo la transformacion w = az® es una parabola horizontal con vértice en

*(a, ¥|d|) e "
st ) y cuya ecuacion canonica es
> 2a5¢* c“(al ?lal) : : : .
Vi ———u+ . St m y a, tienen signos iguales la
a, i}a‘ 2

parabola abre hacia la izquierda, pero si tienen signos contrarios abre
hacia la derecha.

Nota. Cabe senalar que este resultado también se puede obtener al sustituir la condicion

G a o ‘a]

m= en la ecuacion (2.23), realizando una serie de manipulaciones algebraicas.

a,

Ejemplo 3.2 Mediante la transformacién w = (1+i)z* determine cual es la imagen de la recta
oblicua y = (l - «/E)x +1.

Solucion. Dado que a, =l a, =1, c=1y m= 1++/2, entonces al sustituir dichos valores en
la expresion (a, i]a\)vz +2aic’u +a§(;4(a1 ?]aj): 0 obtenemos que la ecuacion de la imagen

es (1 + \E}f: +2u+(1 —\/E) = 0. Ademas la grafica nos muestra los siguientes resultados.
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Bigs 3.208) Bedla s (I 4 \E)t 51, ai el it Fig. 3.2(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

complejo z. y =(|+\[2‘).t+l en el plano w bajo Ila

transformacion w = (l+i}zz. Se trata de la

pardbola (] + Jg}a: +2u+(1- \E) = 0. cuyo

V2-1
vértice es el punto V[ = .0).
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Fig. 3.2(c) Grafica continua de la imagen de la recta
y = (l + \E)x +1 en el plano w bajo la

transformacion  w =(l+f)zl. Se trata de la

paribola (I - \[2').»2 +2u+(1- \E} =0. cuyo

V2-1
vértice es el punto V[ 0 ]
2

Podemos observar que la ecuacion (l + \/E)vz +2u+(1- \E) =0 dada en el parrafo anterior
no coincide con la ecuacion 16(2\5+3)v2 +32(-\E+1)u—16 = 0 que se presenta en la
pantalla de la calculadora; sin embargo, dichas ecuaciones son equivalentes, solo es necesario

multiplicar por /2 -1/16 a la ecuacion descrita en la figura de la imagen para llegar a la
ecuacion obtenida en la solucion. Este hecho es debido a que la calculadora obtiene la
ecuacion de la imagen utilizando directamente la expresion general (2.23) y no la ecuacion del
Teorema 18, que es un caso particular.

En suma, todo este analisis nos permite concluir que siempre que se satisfaga la condicion
a,(1-m*)+2am =0, entonces la imagen de una recta oblicua y=mx+c bajo la

transformacion w = az” es una parabola horizontal.

De una forma analoga se puede demostrar que si se satisface la condicion
a,(1-m*)—2a,m =0, entonces la imagen de la recta y=mx+c bajo la transformacion

w =az" esuna parabola vertical. Mas precisamente, esta condicion se satisface cuando:
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a) a, =0,m=0 (Esel casode una recta horizontal) .
b) a, =0, m ==+1.

—-a, T ‘a\

c) m= ,a,a, # 0.

a,

Para ilustrar lo anterior utilicemos la calculadora y veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3 Determine en que se transforma la recta y = (\/E —1)x+1 mediante el mapeo
w=(1+i)z’.

Solucion. Como podemos ver este ejemplo nos ilustra el caso (c¢), en donde tenemos que
ag=la,=Lc=1y m= (\5—1), de manera que al sustituir dichos datos en la ecuacion
(2.23) obtenemos la siguiente expresion:

16(3-2J2)u* =32(v/2-1)v =16 =0. 6 bien -16(2v2 -3)u*>-32(+2 -1)v-16=0.

Ademas mediante la calculadora obtenemos las siguientes imagenes.

1 [F3
v P oonTrace ReGraph MathlDraw|~

F5* Fav

ral

=2 =1kl .

HMAIN

FAD EXACT

Fig. 3.3(a) Recta y = (\E = l)x +1 en el plano

complejo

£,

fGr af _con LTEC i nagTRepebl r‘lﬂpc 0753 lir
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Fig. 3.3(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

y=(\E—l)x+l en el

transformacion

perkbols  16(3 - 22 ¢* -

w = (1 +a']z:, Se

plano w bajo la

trata de la

- horo0

. ~J2 +1
cuye vertice es el punto V| 0, — ) g
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Fig. 3.3(c) Grafica continua de la imagen de la recta

y= \E—-l)x+l en el plano w bajo la

transformacion

parabola ]6( — 24 ")

cuyo vértice es el punto V(

T

Se trata de la

32(y2 - 1) -16= 0,
B




Dichas ilustraciones nos muestran efectivamente, como ya sea habia anticipado, que la imagen
delarecta y = («E —1)x+1 mediante la transformacion w = (1+i)z° es una parabola vertical.

También tenemos que otros casos especiales son los que se muestran a continuacion.

Si consideramos que ¢ = 0, entonces de las ecuaciones (2.21) y (2.22) obtenemos:
U= (al (1-m*)— Zazmlr3
P (a2 (1-m*)+ 2::1!»:'1)3‘3

Estas ecuaciones nos dicen que la imagen (u#,v) de un punto de abscisa x es exactamente la
misma que la del punto de abscisa — x. Luego dividiendo la segunda ecuacion entre la primera
obtenemos:
v (az(l -m*)+ 2a,m)x3
u  la(-m*)-2a,mk*’
Anteriormente ya sea habia sefialado que bajo ésta transformacion si x = 0, entonces resultaba
que #=0,v=0. Lo cual implica que el origen es un punto fijo, es decir, el origen se

a(l-m*)-2am+#0, x#0.

transforma en si mismo. De manera que cancelando x* y pasando # multiplicando hacia el
miembro derecho, obtenemos la ecuacion:

a,(1-m*)+ Za,m’
= /

v =

a,(1-m~)—-2a,m
Esta expresion representa una semirrecta que toca al origen y cuya pendiente es:
a,(1-m*)+ 2am

- . donde a,(1-m*)-2a,m = 0.
a,(1-m>)—2a,m

Teorema 19. Sean a = g, +ia, un numero complejo arbitrario distinto de cero, y
me R—{0} . Entonces la imagen de la recta y = mx bajo la transformacion

w=az’, cuando q,(1-m?>)—2a,m =0, es una semirrecta que llega y luego
a,(1-m*)+ 2am

parte del origen, con pendiente - ;
a,(1-m~)—2a,m

Nota. Il resultado también se obtiene al sustituirc = 0 en la ecuacion (2.23)

Ejemplo 3.4 Mediante la transformacion w = (1+)z° determine cual es la imagen de la recta
oblicua y = x.

Solucién. En este caso tenemos que @, =1, a, =1,m=1y ¢ =0, de manera que al sustituir

a.(1-m*)+2am i
2( ) L—u, obtenemos la ecuacion v=-u, u<0.

estos valores en la expresion v = -
a(l-=m”)-2a,m
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Fig. 3.4(a) Recta y = x en el plano complejo z.
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Fig. 3.4(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
v=x en el plano w bajo la transformacion

w = (1 +r‘]zz. Se trata de la semirrecta v = —u,
u < 0. Dado que la imagen de los puntos (-=x.0) v

(x,0) es la misma, entonces en la figura solo se
distingue la imagen del origen, esto es debido a que
la calculadora primero grafica la imagen de los
puntos (-x,0) avanzando sobre la semirrecta
v = —u. 1 = 0 hacia el origen, y después la de los
puntos (x,0), avanzando otra vez sobre dicha
semirrecta alejandose del origen y borrando los
puntos va graficados.
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Fig. 3.4(c) Gréfica continua de la imagen de la recta
y=x en el plano w bajo la transformacion

w=(l +r'}z2. Se trata de la semirrecta v = —u,

u < (. Esta semirrecta es recomda dos veces:
primere, avanzando sobre ella hacia el ongen v
luego alejandose de él en sentido inverso.

Ejemplo 3.5 Mediante la transformacion w = (1+/)z* determine cuél es la imagen de la recta
oblicua y = —x.

Solucion. En este caso tenemos que @, =1, a, =1, m=-1y ¢ =0, de manera que al sustituir
a,(1-m*)+2a,m

- #, obtenemos la ecuacion v=—-u, u>0.
a(l-m~)-2a,m

estos valores en la expresion v =
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Fig. 3.5(a) Recta y = —x en el plano complejo =z
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Fig. 3.5(b) Gréfica puntual de la imagen de la recta
vy =-x en el plano w bajo la transformacion

w=(1+ :')z2 Se trata de la semirrecta v = —u,
u 2 0. Dado que la imagen de los puntos (-x.0) y
(x,0) es la misma, entonces en la figura solo se
distingue la imagen del origen, esto es debido a que
la calculadora primero grafica la imagen de los
puntos (-x,0) avanzando sobre la semirrecta

v = —u. u 2 0 hacia el origen, v después la de los
puntos (x,0),

semirrecta alejandose del origen v borrando los
puntos ya graficados.
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Fig. 3.5(c) Grafica continua de la imagen de la recta
y=-x en el plano w bajo la transformacion

5 2 i .
w=(l+i)z Se trata de la semurecta
v =-u,u = 0. Esta semirrecta es recorrida dos
veces: primero, avanzando sobre ella hacia el origen

y luego alejandose de €l en sentido inverso.

Si ademas g, = 0, entonces las ecuaciones (2.21) y (2.22) se reducen a:

U= —2(13mx3
2 2
v=a, (1 -m }x

Dichas ecuaciones nos indican que los puntos (—x,0) y (x,0) bajo esta transformacion,

tendran una misma imagen w =—2a,mx* +i-a,(1-m?*)x*. Luego dividiendo la segunda

ecuacion anterior entre la primera, ademas cancelando x’ y a,, lo cual es valido si
a, #0, x # 0, y pasando multiplicando a # hacia el miembro derecho tenemos:

Y=

m* -1

2m

u, m=0,
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Asi de nueva cuenta tenemos que la imagen es una semirrecta que pasa por el origen y cuya
2

pendiente es m#0,

2m

Teorema 20. La imagen de la recta y =mx dondemeR—{0}, bajo la
transformaciéon w = ia,z’,cona, # 0, es una semirrecta que llega y parte

2

del origen y cuya pendiente es Si me(-1,00U(,>) la

2m
semirrecta tendra pendiente positiva, pero si m € (—0,—1)U(0,1) tendra
pendiente negativa.

Nota. £/ resultado también se obtiene de Ec. (2.23) si sustituimos a, =0, ¢ = 0.
Ejemplo 3.6 Mediante la transformacion w =iz’ determine cual es la imagen de la recta
oblicua y = x/2.

Solucion. En este caso tenemos que a, =1 y m =1/2, de tal manera que al sustituir dichos

5 i 3 :
valores en la expresion v = u obtenemos la ecuacion v=—4—u, u<0. Ademas las

2m
imagenes obtenidas en la calculadora son:
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Fig. 3.6(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

Fig. 3.6(a) Recta ¥ = x/2 en el plano complejo z.
y =x/2 en el plano w bajo la transformacion

w=iz". Se trata de la semirrecta v = —3u /4,
u < 0. Dado que la imagen de los puntos (-x.0) v
(x.0) es la misma, entonces en la figura solo se

distingue la imagen del origen, esto es debido a que
la calculadora primero grafica la imagen de los
puntos (—x,0) avanzando sobre la semirrecta

v =-3u/4,u <0 hacia el origen, y después la de
los puntos (x,0), avanzando otra vez sobre la
semirrecta v = =3u /4, u < 0 alejandose del origen
y borrando los puntos ya graficados.
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Fig. 3.6(c) Grafica continua de la imagen de la recta
vy =x/2 en el plano w bajo la transformacion
w=iz" Se trata de la semirrecta v = —3u/4,
u < 0. Esta semirrecta es recorrida dos veces:
primero, avanzando sobre ella hacia el origen y
luego alejandose de é] en sentido inverso.

Altn mas, si tenemos que m =*l entonces a partir de las expresiones (2.21) y (2.22)

obtenemos:
u=+2axy v=0

Dichas ecuaciones nos indican que los puntos (—x,0) y (x,0), bajo esta transformacion,
tendran una misma imagen w = ¥2a,x” +i-0, esto implica que la recta y = +x se transforma

en un semieje horizontal, de tal manera que si a, y m tienen signos opuestos se obtiene el
semieje positivo, en caso contrario se obtiene el semieje negativo. Por consecuencia, el
resultado podemos expresarlo mediante el siguiente

Teorema 21. La imagen de la recta y = £x bajo la transformacion w =ia,z*, con
a, # 0, es un semieje horizontal. Si @, >0 y m=-1o0sia, <0y m=1
se obtiene el semieje horizontal positivo, mientras que si a, >0 y m =1
osi a, <0y m=—1 se obtiene el semieje horizontal negativo.

Nota. £/ resultado tambien se obtiene sustituyendo a, =0,c =0y m==x]1 enla Lc. (2.23).

Ejemplo 3.7 Mediante la transformacion w =iz® determine cual es la imagen de la recta
oblicua y = —x.

Solucion. En este caso tenemos que a =/, y por lo tanto @, = 0, @, = 1. También tenemos que
m = —1,¢=0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.21) y (2.22)

obtenemos las ecuaciones u =2x’ y v=0. Estas dos Ultimas expresiones implican que la
ecuacion correspondiente de la imagen es v =0, u > 0: el semieje horizontal positivo.
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Fig. 3.7(a) Recta y = —x en el plano complejo =z.
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Fig. 3.7(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

y = —x bajo la transformacién w = iz" en el plano

w. Se trata de la semurrecta v = 0, 2 0.
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Fig. 3.7(c) Gréifica continua de la imagen de la
: . o
recta ¥ = —x bajo la transformacion w = iz” enel
planow, esto es, la semirrecta v=0,u20. A
diferencia de la imagen dindmica que se muestra
durante el proceso de aplicacion, esta figura estitica
no permite distinguir el hecho de que la imagen
correspondiente  efectivamente es el semigje
horizontal positivo. Dicho semieje es recorrido
primeramente desde +cohacia 0, y luego a la

mnversa, de 0 a + o,

Ejemplo 3.8 Mediante la transformacion w = —iz® determine cuél es la imagen de la recta
oblicua y = —x.

Solucion. En este caso tenemos que a = —i, y por lo tanto a, =0, @, = —1. También tenemos
que m =—1,¢=0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.21) y (2.22)
obtenemos las ecuaciones # =-2x* y v=0. Estas dos tltimas expresiones implican que la
ecuacion correspondiente de la imagen es v =0, u < 0: el semieje horizontal negativo.
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Fig. 3.8(a) Recta y = —x en el plano complejo z. Fig. 3.8(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
y = —x bajo la transformaciéon w = —iz"enel plano

w, Setratalarecta v =0, u € 0.
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Fig. 3.8(c) Grafica continua de la imagen de la
recta y = —x bajo la transformacién w = —iz” en
el plano w, esto es, la semirrecta v =0, 8 0. A

diferencia de la imagen dinamica que se muestra
durante el proceso de aplicacion, esta figura estatica
no permite distinguir el hecho de que la imagen
correspondiente  efectivamente es el semieje
horizontal negativo. Dicho semieje es recorrido
primeramente desde —eohacia 0. y luego a la

inversa, de 0 a — =

Por el contrario, si ¢ =0 y a, =0 resulta que las ecuaciones (2.21) y (2.22) se reducen a las
nuevas ecuaciones particulares:
Y = al(l—ml}r2

v = 2a,mx’

Dichas ecuaciones nos indican que los puntos (-x,0) y (x,0), bajo esta transformacion,
tendran una misma imagen w = a,(1—m*)x” +i-2a,m. Luego dividiendo la segunda ecuacion

anterior entre la primera, ademas cancelando x* y a,, lo cual es valido si ¢, #0, x#0, vy

pasando multiplicando a # hacia el miembro derecho tenemos:
2m

V= —1,

I-m

m# *1.

Una vez mds tenemos en este caso que la imagen e€s una semirrecta que pasa por el origen y

cuya pendiente es —.
1—m”

Teorema 22. La imagen de la recta y =mx,dondeme R—{-1, 0,1}, bajo la
transformacién w = a,z°, cona, =0, es una semirrecta que pasa por el

origen y cuya pendiente es ; 2 = Si me(-0,~1)U(0,]) la semirrecta

tendra pendiente positiva, pero si me (—1,0)U(l,©) la pendiente sera
negativa.

Nota. el resultado también se obtiene sustituyendo a, =0,c¢ =0 en la Ec. (2.23).

Ejemplo 3.9 Mediante la transformacion w = z* determine cual es la imagen de la recta
oblicua y = x/2.



Solucién. En este caso tenemos que o, =1y m =1/2, de tal manera que al sustituir dichos
g 2m i < i
valores en la expresion "2172“ obtenemos la ecuacion v:?{u, 1 >0 Ademas, las
-m
imagenes obtenidas en la calculadora son:
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Fig 3.9(a) Recta y = x/2 en el plano complejo z. Fig. 3.9(b) Grafica puntual de la imagen de la recta

vy =x/2 en el plano w bajo la transformacion

w=z' Se trata de la semirrecta v = 4u/3,
# = 0. Dado que la imagen de los puntos (-x.,0) y
(x.0) es la misma, entonces en la figura solo se
distingue la imagen del origen, esto es debido a que
la calculadora primero grafica la imagen de los
puntos (-x.0) avanzando sobre la semirrecta

v=4u/3, u =0 hacia el origen, v después la de
los puntos (x.0), avanzando otra vez sobre la
semirrecta v = 4u /3, u 2 0 alejandose del origen
y borrando los puntos va graficados.
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Fig. 3.9 (c) Grafica continua de la imagen de la
recta y=x/2 en el plano w bajo la

. i 2 ;
transformacion w =z° . Se trata de la semirrecta
v =4u /3 u = (0. Esta semirrecta es recorrida dos

veces: primero, avanzando sobre ella hacia el
origen, y luego alejandose de él en sentido inverso.

Ejemplo 3.10 Mediante la transformacion w =—z* determine cuél es la imagen de la recta
oblicua y = x/2.

Solucién. En este caso tenemos que a, =—1 y m =1/2, de tal manera que al sustituir dichos
: 2m " B ;
valores en la expresion v=——wu obtenemos la ecuacion v=—w,u <0. Ademas las
1—m” 3
imagenes obtenidas en la calculadora son:
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Fig. 3.10(a) Recta y = x/2 en el plano complejo z.
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Fig. 3.10(b) Grifica puntual de la imagen de la recta
v =x/2 en el plano w bajo la transformaciéon

w =—z:. Se trata de la semirrecta v = 4u /3,
u < 0. Dado que la imagen de los puntos (-x.0) v
(x.0) es la misma, entonces en la figura solo se

distingue la imagen del ongen, esto es debido a que
la calculadora primero grafica la imagen de los
puntos (-x,0) avanzando sobre la semirrecta

v=4u/3,u <0 hacia el origen, y después la de
los puntos (x,0), avanzando otra vez sobre la
semirrecta v = 4u /3, u £ 0 alejandose del origen

y borrando los puntos ya graficados.

Fig. 3.10(c) Grafica continua de la imagen de la
recta y=x/2 en el plano w bajo la

transformacion w =— 2z~ Se trata de la semirrecta

v = 4u /3, u = 0. Esta semirrecta es recorrida dos

veces: primero, avanzando sobre ella hacia el
origen, y luego alejandose de él en sentido inverso.

Pero si ademas tenemos que m = £1, entonces de las expresiones (2.21) y (2.22) obtenemos

las ecuaciones:
5
u=0y v==*2ax

Dichas ecuaciones nos indican que los puntos (—x,0) y (x,0), bajo esta transformacién,
tendran una misma imagen w = 0 +2a,ix*, esto implica que la recta y = +x se transforma en

un semieje vertical, de tal manera que si @, y m tienen signos opuestos entonces se obtiene el

semieje negativo, en caso contrario se obtiene el semieje positivo. Por consecuencia el
resultado podemos expresarlo mediante el siguiente

Teorema 23. La imagen de la recta y = +x bajo la transformacion w = a,z*, con
a, # 0, es un semieje vertical. Si @, >0y m=-1o0si g <0y m=1 se
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obtiene el semieje vertical negativo, mientras que si @ >0 y m=1 o si
a, <0 y m=-1 se obtiene el semieje vertical positivo.

Nota. £/ resultado también se obtiene sustituyendo a, =0,c =0y m = %1 en la Ec. (2.23).

Ejemplo 3.11 Mediante la transformacién w = z* determine cual es la imagen de la recta
oblicua y = —x.

Solucién. En este caso tenemos que @ =1, y por lo tanto @, =1, @, = 0. También tenemos que
m=—1,¢=0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.21) y (2.22)
obtenemos las ecuaciones w# =0 y v=-2x’. Estas dos ultimas expresiones implican que la
ecuacion correspondiente de la imagen es u = 0, v <0 : el semieje vertical negativo.
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F Fig. 3.11(b) Grafica puntual de la imagen de la

g 3.11(a) Recta y = —x en el plano complejo z.
recta y = —x bajo la transformacion w = Zenel
plano w. Se trata de la semirrecta u = 0, v < 0 .
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Fig. 3.11(c) Grafica continua de la imagen de la
recta y = —x bajo la transformacion w = z~ enel
plano w. esto es, la semirrecta # =0, v < 0. A

diferencia de la imagen dinamica que se muestra
durante el proceso de aplicacion, esta figura estatica
no permite distinguir el hecho de que la imagen
correspondiente efectivamente es el semieje vertical
negativo. Dicho semieje es recorrido primeramente
desde —ochacia0, vy luego a la inversa, de

0 a—oo.

Ejemplo 3.12 Mediante la transformacién w = —z" determine cual es la imagen de la recta
oblicua y = —x.
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Solucion. En este caso tenemos que @ = —1, y por lo tanto @, = —1,a, = 0. También tenemos
que m =—1,¢=0. Sustituyendo directamente estos valores en las ecuaciones (2.21) y (2.22)

obtenemos las ecuaciones # =0 y v=2x". Estas dos Ultimas expresiones implican que la
ecuacion correspondiente de la imagen es # =0, v 2 0: el semieje vertical positivo.
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Fig. 3.12(a) Recta y = —x en el plano complejo z.
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recta y = —x bajo la transformacion w = —z enel
plano w. Se trata de la semirrecta v = 0, v 2 0.
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3.12(b) Grafica puntual de la imagen de la

MAIN RAD EXACT

Fig. 3.12(c) Grafica continua de la imagen de la
: ! " 2
recta y = —x bajo la transformaciéon w = -z~ en
el plano w, esto es, la semirrecta u =0, v2 0. A
diferencia de la imagen dindmica que se muestra
durante el proceso de aplicacion, esta figura estatica
no permite distinguir el hecho de que la 1magen
correspondiente efectivamente es el semieje vertical
positivo. Dicho semieje es recorrido primeramente
desde +owhacia 0, vy luego a la inversa, de

0a+ow.

El hecho de que todos estos resultados particulares puedan ser derivados directamente de la
ecuacion canonica (2.23), implica que ésta es precisamente la ECUACION GENERAL (es
decir, que es valida para todos los casos posibles) de la imagen de la recta y = mx+c¢, m = 0,

bajo la transformacion w = az*, donde aeC,a # 0. Ademas dicha imagen o es una parabola o
es una semirrecta. En virtud de ello, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 24. Sean ae C,a# 0,y m,c € R,conm # 0. Entonces la imagen de la

recta oblicua y=mx+c¢ bajo la transformacion w=az’ es una

parabola o bien una semirrecta y ademas la ecuacion canonica general
(es decir, valida para todos los casos posibles) de la imagen

correspondiente es la expresion:
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(a (1-m*)+ 201m)2-u: - 2(a1(1 -m’)+ 2tcr,mXa1 (1-m*) - 2.:13m).rv + (a] (1-m*) - 2a1m):v:

- 4(:3!.::!2 (a] (1-m*)—2a,m — A’-h:'z‘afg(azr2 (1-m*)+ 2a,m)v = 4(:4|a‘4 =0

Para ilustrar un caso en el cual se obtengan todos los términos que contiene la ecuacion
general dada en el teorema anterior, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.13 Mediante la transformacion w = (1+4)z* determine cual es la imagen de la
recta oblicua y = x +1.

Solucion. En este caso tenemos que tanto « comoa, son iguales a uno, ademas
¢=1y m=1 De manera que al sustituir estos valores en la ecuacion general dada en el
Teorema 24, obtenemos la expresion 4u” +8uv +4v’ +16u —16v—16 = 0, la cual nos indica

que la imagen ya no es una parabola ni vertical ni horizontal como en los ejemplos anteriores,
sino mas bien es una parabola rotada un angulo @ =arga = /4. Ademas las imagenes

obtenidas en la calculadora nos ilustran los siguientes resultados:
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Fig. 3.13(a) Recta y = x +1 en el plano original z. Fig. 3.13(b) Grafica puntual de la imagen de la recta
¥ =x+1 en el plano w bajo la transformacion

w = (1l +i)z:_
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Fig. 3.13(c) Grafica continua de la imagen de la
recta y=x+1 en el plano w bajo la

: - o 2
transformacion w = (1 +1)z".
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4. Circunferencias con centro en el origen, x* + y* = r°.

Para determinar analiticamente en qué se transforma una circunferencia con centro en el
origen y radio r, elevemos primeramente al cuadrado las ecuaciones generales de la

transformacion w = az*, es decir, las ecuaciones (2.1) y (2.2). Esto nos da como resultado las

expresiones:
2

=g (x2 —yzy - 4a]azxy(x3 —y2)+ 4aix’y’

W 2 af(x2 —yz)' +4a]a3xy(x3 -y )+ 4a’x’y’
Ahora, con el objetivo de obtener la ecuacion candnica general de la imagen debemos eliminar

las variables xey. Para ello primeramente sumamos las ecuaciones anteriores, ademas

juntamos términos semejantes y factorizamos las expresiones (xz —~ y:)' y x°y° en los
términos respectivos del miembro derecho de la ecuacion, con lo cual obtenemos:
u’> +v* = (af +.:z;'XJc2 —yz)' + 4Jc:y2(a,3 +a§)
Luego, factorizando @ +a; en los términos del miembro derecho y desarrollando el binomio
al cuadrado indicado en el primer término, llegamos a:
u +v =\a’ +c:;'§Xx‘l -2x’y* + y* +4x2y3)
Ahora juntando términos semejantes en el segundo factor del miembro derecho, tenemos:
u'+v’ = [a['(x4 +2x%y? +y")
Como la expresion resultante en el segundo factor del miembro derecho es un trinomio
cuadrado perfecto, entonces al factorizarlo obtenemos:
2 2 2f » PR
u’ +v*' =|al (x' +y')

)

Por lo cual finalmente obtenemos que la ecuacion canonica de la imagen es:

4 2 )
Dado que x” + y* = r’, tenemos entonces que: u° +v’ =|a

2 2 (2. 4
u+v =ar

De manera que una circunferencia con centro en el origen y radio » en el plano complejo z se
transforma en otra circunferencia con centro en el origen en el plano complejo w, pero de

radio R =|a|r’. Este resultado podemos enunciarlo en el siguiente Teorema.

Teorema 25. Sean a = a, +ia, un numero complejo arbitrario distinto de cero, y

r un numero real mayor que cero. Entonces la imagen de la
circunferencia con centro en el origen y de radio r bajo la

transformacion w = az’ es una circunferencia con centro en el origen de
radio R =|alr’.

A continuacion presentamos algunos ejemplos que ilustran este resultado.



Ejemplo 4.1 Determine cual es la imagen de la circunferencia x*+y*=4 bajo la
transformacion w = iz*.
Solucion. En este caso tenemos que a =i, por lo tanto |a‘ =1, ademas el radio es » =2, de

L S . 2 2 2 4 Vi
manera que al sustituir estos datos en la expresion u” +v* =|a|'r* obtenemos la ecuacion

u® +v* =16. Por otro lado, los resultados obtenidos en la calculadora son los siguientes:

ﬁn T T s T ] T TS 1
raf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

(SERLPrt {drd ki SUPERRENN S G DRI
MAIN RAD EXACT FUNC

Fig. 4.1(a) Circunferencia 5 +yz — 4 enelplano Fig. 4.1(b) Gra[:lca pzuutual de la umagen de la
complejo z. circunferencia x° +v° =4 en el plano complejo
w bajo la transformacion w = iz". Se trata de la

: o B 2
circunferencia u~ +v~ = 16.

fn. Tr;irz,Tn Ers,i
Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

Fig. 4.1(c) Gréfica continua de la imagen de la
circunferencia x° + y2 =4 en el plano complejo
w bajo la transformacion w = iz*, Se trata de la

- . 2 2 5
circunferencia u” +v” =16. La misma es
recorrida dos veces en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj, a partir del punto (0.4).

Ejemplo 4.2 Determine cuil es la imagen de la circunferencia x’+y®=- bajo la
25
(+1)
V2
(1+1)

Solucion. En este caso tenemos que a = 5 por lo que |a| =1, ademas el radio es r =

transformacion w = z%.

£

|

2. 5 50 3 5 e s
de manera que al sustituir estos datos en la expresion u” +v* =|a|"r* obtenemos la ecuacion

el 2 - 6 . - .
T e o Por otro lado, los resultados obtenidos en la calculadora son los siguientes:
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XEy2=16/25. . S S ey e ey Wity=(4-5574. . . e S
MalN RAD EXACT FUNC e [11]:] FEAD EXACT FUNC

Fig. 4.2(a) Circuriferencia & +y2 = 16/25 @d Fig. 4.2(b) Grafica puntual de la imagen de la

plano complejo z. circunferencia  x° +_v2 =16/25 en el plano
complejo w bajo la transformacion w = iz". Se

trata de la circunferencia #° +v> = 256/625

I[Gr*af".l‘cnn_t.kc: n’;nquF{e;;pi‘rTochzpquSeris} r ]

L2+y2=(4,5)%. . . | . .
MAIN RAD ERACT FUNC

Fig. 4.2(c) Gréfica continua de la imagen de la

i ; : P -
circunferencia x™ +y~ =16/25 en el plano

complejo w bajo la transformacion w = iz”. Se

trata de la circunferencia u° +v* = 256/625. La
misma es recorrida dos veces en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj, a partir del punto

(555)

Es facil verificar que la ecuacién obtenida en la solucién 2* +v? = 25 es equivalente a la

ecuacion presentada en la pantalla de la calculadora #* +v? = (4/5)*, solamente es necesario

desarrollar la potencia (4/5)* para obtener 256/625.

Ejemplo 4.3 Determine cual es la imagen de la circunferencia x°+)° =1 bajo la

transformacion w = z°,

Solucion. En este caso tenemos que a =1, por lo tanto ‘a] =1, ademas el radio es r = |, de

5o .y 2 2 5l
manera que al sustituir estos datos en la expresion u” +v* =|a| r* obtenemos la ecuacion

u” +v* =1. Por otro lado, los resultados obtenidos en la calculadora son los siguientes:
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HAIN RAD EARCT FUNC

Fig. 4.3(a) Circunferencia X +_1,)2 =1 en el plano
complejo z.

AEeQEm] ooy - e 5o R e G A w
MAIN RAD EXACT FUNC

Fig. 4.3(b) Grafica puntual de la imagen de la
circunferencia x’ +"|J2 =1 en el plano complejo
w bajo la transformacion w = 2%, Se trata de la

5 i 5 2 2
circunferencia - +v" =1,

Grat’E i cont |Ec. r% Mag |Repet.i r=|0pc il'on eslSa lir |

MalN RAD EXACT FUNC

Fig. 4.3(c) Grafica continua de la imagen de la
. - . (T :
circunferencia x” + »~ =1 en el plano complejo

; 5 o 2
w bajo la transformacion w = z~, Se trata de la

. ; 2 2
circunferencia »° +v =1. La misma es
recorrida dos veces en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj, a partir del punto (1,0).

Ejemplo 4.4 Determine cual es la imagen de la circunferencia x*+)° =1 bajo la

transformacion w = (1 +i)z°.

Solucion. En este caso tenemos que a =1+, por lo tanto |a| = \/E ademas el radio es r =1,

— v 2 2 2.4 .4
de manera que al sustituir estos datos en la expresion u” +v° = ‘a] r” obtenemos la ecuacion

u-
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+v* = 2. Por otro lado, los resultados obtenidos en la calculadora son los siguientes:

HIN — RAD ERACT FUNC

Fig. 4.4(a) Circunferencia 'S +y: =1 en el plano
complejo z.

[Gr'afflcoanEc FEnagTReprgt-ir‘]’GPc.EﬂonesTSaisir ]

wi+pe=(fCRooz. . .

MAIN RAD ERACT

Fig. 4.4(b) Grafica puntual de la imagen de la
circunferencia x° -i-y2 =1 en el plano complejo
w bajo la transformacion w = (1 + i)zz. Se trata

: PN ..
de la circunferencia ™ +v" =2,
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Fig. 4.4(c) Gréfica continua de la mmagen de la
circunferencia x’ +y2 =1 en el plano complejo
w bajo la transformacion w = (1 + f)z:. Se trata
de la circunferencia u’ +v> = 2. La misma es
recorrida dos veces en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj, a partir del punto (L1).
Para este caso también sucede que la ecuacion obtenida en la solucion u’ +v’ =2 es
equivalente a la ecuacion presentada en la pantalla de la calculadora u* +v? = (2)*, ya que

al desarrollar la potencia (aﬁ )*> obtenemos como resultado 2.

Ejemplo 4.5 Determine cual es la imagen de la circunferencia x°+y° =1 bajo la

- 1+7 5
transformacion w = Tz !

. ademas el radio es

® |5

i 1+
Solucion. En este caso tenemos que a = Tk por lo tanto |cr| -

(=]

S .y 7] 2
F = 1.. de manera que al sustituir estos datos en la expresion # +v = ‘a\ 1'4 obtenemos la

ecuacion u’ +v’ = Por otro lado, los resultados obtenidos en la calculadora son los

T

siguientes:

stdgz=l . . . o Voo | laur=dgezyonse | Tt
[FiniN Ao En

AD_EAACT FINC

Fig. 4.5(a) Circunferencia ¥ +y =1enel plano Fig. 4.5(5) Gréfica punhial db 1a idiagen dela

s . S . :
complejo z. circunferencia x° + ¥~ =1 en el plano complejo

_ ; 2y L+d 2
w bajo la transformaciéon w = Tz . Se trata

3 s
de la circunferencia u~ +v- =1/2.
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Fig.. 4.5(c) Grafica continua de la imagen de la
circunferencia x° +y2 =1 en el plano complejo

. . 1+
w bajo la transformacion w = —2-—22_ Se trata de

! i 3 2 2 .
la circunferencia #~ +v" =1/2 La misma es
recorrida dos veces en el sentido contrario al de las

11
manecillas del reloj, a partir del punto [Z : :)

En este ejemplo también ocurre que la ecuacidén obtenida en la solucion u* +v* =1/2 es
equivalente a la ecuacion presentada en la pantalla de la calculadora u® +v?* = (+/2/2)%, dado

que al desarrollar la potencia (v/2/2)? y simplificarla obtenemos como resultado 1/2.

. . . . . - 2 s 9 .
Ejemplo 4.6 Determine cual es la imagen de la circunferencia x”+y  =— bajo la
4

transformacion w = (1—i)z°.
Solucién. En este caso tenemos que a=1-i, por lo tanto |a| = V2, ademas el radio es

r =3/2, de manera que al sustituir estos datos en la expresion u° +v* =|a|"r" obtenemos la

. ... o B .
ecuacion u- +v- =—. Por otro lado, los resultados obtenidos en la calculadora son los

8
siguientes:

17| _Fer Fav YF?

3 4 5v
+ f—|Zoomn|Trace|ReGraph|Math|Draw|+

Wedpe=( (2 202
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xityi=0sd . .
MAIN KAD ERACT FUNC

RAD ERACT FUNC

Fig.. 4.6(a) Circunferencia < +y2 =9/4 enel Fig. 4.6(h) oaihea punival.de: 14 mmgen-de 14

i ; 3. .8
plano complejo z. circunferencia x” +y =9/4 en el plano
complejo  w bajo la  transformacion
2 “ - .
w=(l-7)z"., Se trata de la circunferencia

wt +v? =8l1/8.
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Fig.. 4.6(c) Grafica continua de la imagen de la

F - . 2 2

circunferencia x” +p” =9/4 en el plano
b i 2

complejo w bajo la transformacion w = (1-1i)z".

Se trata de la circunferencia #° +v” = 81/8. La
misma es recorrida dos veces en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj, a partir del punto

2

Nuevamente, en este ejemplo ocurre que la ecuacion obtenida en la solucion u” +v° = 81/8 es
equivalente con la ecuacion presentada en la pantalla de la calculadora u* +v* = (\/5)3(3;’ 5

puesto que al desarrollar la potencia (\/5)2 (3/4)" y simplificarla obtenemos como resultado
81/8.

Dado que todos los ejemplos ilustrados anteriormente nos muestran como y en qué se
transforma una circunferencia con centro en el origen, veamos ahora ejemplos que nos
muestre como y en qué se transforma una circunferencia con centro fuera del origen.

Ejemplo 4.7 Determine cual es la imagen de la circunferencia x*+(y-1)> =1 bajo la

i -
transformacion w = (1-14)z".

Solucion. A continuacion se presentan las imagenes obtenidas por medio de la calculadora:

KE+(y-=1)2=1. . . .
MAIN RAD_ERACT FUNC RN RAD_EXACT FUNC

Fig.. 4 7(a) Circiinferencia o +(_v—l)2 — 1 &l Fig.. 4.7(b) Grafica puntual de la imagen de la

i : 2 2
plano complejo z. circunferencia x" +(y-1)" =1 en el plano

complejo w bajo la transformacion w = (1 - J‘)zz,

Como podemos apreciar en las imagenes anteriores, una circunferencia con centro fuera del
origen ya no se transforma necesariamente en otra circunferencia. De hecho en este caso ya no

es tan sencillo obtener las ecuaciones de la imagen bajo la transformacion w = az”.

Otro ejemplo que ilustra lo anterior es el siguiente:
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Ejemplo 4.8 Determine cual es la imagen de la circunferencia (x—1)" +(y+1)* =1 bajo la

transformacion w = (1+1)z>.

Solucion. En este caso, la calculadora nos presenta los siguientes resultados.

T _Fev [ F3 i F5v =5 |7 F1 T Fe T FE T & T FE ]
v §—|Zoomn|Trace|ReGraph|Math|Draw|« i Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

s
.......... ;f
xmtd2bCyatde=y . | oo L i Iy el iy 1D o o
FMAIN KAD ERACT FUNC MAIN RAD ERACT FUNC
i y ' 2 2
Fig. 4 8(a) Circunferencia (x - 1)" +(» +1)" =1 Fig. 4.8(b) Gréfica puntual de la imagen de la
en el plano complejo z. . . 2 3
circunferencia (x—=1)" +(p+1)" =1 en el plano

; . s i
complejo w bajo la transformacion w = (1+1)z".

Como podemos apreciar en la ilustracion anterior, la imagen, nuevamente resulta no ser una
circunferencia, al igual que en el ejemplo anterior.

S. Hipérbolas.

Tenemos que las hipérbolas pueden ser equildteras y no-equildteras, éstas a su vez pueden ser
del tipo x*—y* =c¢ o bien del tipo y*—x* =c,dondec >0, de manera que a continuacion
presentamos un desarrollo analitico que nos muestra como se mapea cada tipo de hipérbola
mediante la transformacion w = az”,

5.1. Hipérbolas equildteras xy =c¢, ceR

Para determinar analiticamente en qué se transforma una hipérbola equildtera (xy =c),
primero multipliquemos las ecuaciones (2.1) y (2.2) por a, y @, respectivamente, esto nos da
como resultado que:

au = a,az(x2 —yz)— 2a;xy

2 2 2

ayv = a]az(x =y )+ 2a;xy
Si restamos la primera ecuacion a la segunda, obtenemos:

ay—au = 2a12xy + 2a22 xy

Factorizando en los términos del miembro derecho 2xy, y teniendo en cuenta que xy =c
tenemos:

)

a

av—au=2xy(a; +a;) obien av-—au=2c
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De manera que si despejamos v obtenemos:
2
a, 2dd
=2y +———;

a, a,

a, #0. (2.26)

Dicha expresion representa una recta con pendiente m =a,/a, y con ordenada en el origen

b =2cla’ /a,. De hecho, este resultado podemos expresarlo a través del siguiente Teorema.

Teorema 26. Sean a = a, +ia, un numero complejo arbitrario distinto de cero, tal
que a, #0, y ce R—{0}. Entonces la imagen de la hipérbola equilatera

xy = ¢ bajo la transformacién w = az* es una recta oblicua con pendiente

m = a,/a, y ordenada en el origen b = 2c’a‘2a’al.

Ejemplo 5.1 Determine cual es la imagen de la hipérbola equilatera xy =1/2 bajo la

transformacion w = (1+1)z>.

Solucion. Para este caso tenemos que tanto a, y @, son iguales a 1, ademas ¢ =1/2, de tal
manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.26) obtenemos la ecuacionv = u + 2,
ademas, mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.

r—Tﬁﬁ_u Fe 3 &) T FE. ‘l
Graf cont|Ec imag|Repetir|Opcicnes|Salir

17 |_Fer F3 FY F5v FET TF7

+ f—|2oon|Trace|ReGraph|Math|Draw|»

MAIN RAD EHACT FUNC

Fig. 5.1(a) Hipérbola equilatera xy = 1/2 en el

MAIN RAD EXACT

Fig. 5.1(b) Grafica puntual de la imagen de la

plano original z. hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo

la transformacion w = (1 +.-')zz. Se trata de la
recta v=u+2 Dado que la imagen de los
puntos (—x,~¥)y(x,¥) es la misma, entonces en
la figura no se distingue la imagen de tal recta,
esto es debido a que la calculadora primero grafica
la imagen de los puntos (-x,—y) avanzando sobre
la recta v =u+2 en una cierta direccién, y
después la de los puntos (x,y). avanzando de
nueva cuenta sobre la recta v=u+2 en la

direccidn contraria, para asi borrar los puntos va
graficados.
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Fig. 5.1(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola equilatera xy = 1/2 enel plano w bajo
la transformacion w = (1 +;')z2. Se trata de la
recta v = w + 2, Dicha recta se grafica dos veces,

primero en el sentido indicado por la flecha, y
después en el sentido contrario al de la flecha.

Es de resaltar que a partir de la expresion (2.26) no se concluye tan facilmente que la recta
imagen se recorre en dos ocasiones, dichos recorridos se realizan primero en la direccion que
indica la flecha en la figura y posteriormente en la direccion contraria.

Para explicar analiticamente esta situacion de manera general, consideremos un numero M
positivo suficientemente grande (M — ), y un nimero § positivo suficientemente pequefio

(6 — 0). Dado que primero se transforman los puntos que se encuentran sobre la rama
izquierda de la hipérbola, tomemos primeramente x = —A/, lo cual significa que x — —oxo,

luego entonces y =-c/M, de tal manera que al sustituir lo anterior en las ecuaciones

generales de la transformacion obtenemos los resultados:
2
¢
u=a M? ~i— =20
M
2

; [ &
V:azM _W +2alc

Luego al tomar el limite cuando A —> o0, concluimos que:
u — (ay)(+0) - 2a,c
v = (@) (+0) + 2a,c
De aqui se sigue que
u—>+o si >0 y w—>-o si a<0

vo+o si a4,>0 y vo-xo si oa,<0

Si ahora consideramos que x =-d, lo cual significa que x se aproxima a cero por la

izquierda (x — 07 ), entonces y =-c¢/Jd, de tal manera que al sustituir lo anterior en las
ecuaciones generales de la transformacion obtenemos que:
2
c
u=a) s e o DC
)
2

{
v=ay) 82 -

P +2a¢
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Calculando el limite cuando & — 0~ de las expresiones anteriores, concluimos que:
u — (a,)(-o) - 2a,c
v = (a,)(~©) + 2a,c
De aqui se sigue que
u—>-© si >0 y wu—>+o si a <0
vo-—o© s§si a,>0 y v+ si a,<0

De hecho, el analisis realizado anteriormente nos permite concluir que la recta imagen de la
rama izquierda de una hipérbola equilatera se empieza a graficar ya sea en los puntos
(+90,40) O (4+90,-20) 6 (-20,40) 6 (—o0,—o0) y se va hacia los puntos (—o0,—0) 6 (—o0,+x)
0 (+9,~0) O (4o0,+x) respectivamente.

Una vez mapeados los puntos de la rama izquierda de la hipérbola, inmediatamente después se
transforman los puntos localizados sobre la rama derecha de la hipérbola. Por ello tomemos
primeramente x =&, lo cual significa que x se aproxima a cero por la derecha (& — 07),
entonces y =c¢/J, de tal manera que al sustituir lo anterior en las ecuaciones generales de la

transformacion obtenemos que:
2
c
u=als* —— |—2a5
o
2

5 e
y=a,| 52 -

p +2a,c

Calculando el limite cuando & — 0" en las expresiones anteriores concluimos que:
u = (a,)(—o) - 2a,c
v — (a,)(—=©)+ 2a,c
De aqui se sigue que
u—>—-o0 si a>0 y wu—>+o si a <0
vo>-o si a,>0 y vo+xe si a,<0

Supongamos ahora que x =M, lo cual significa que x — +o, luego entonces y =c¢/M, de

tal manera que al sustituir lo anterior en las ecuaciones generales de la transformacion
obtenemos los resultados:

c
u=a| M*-— |-2a,
M

=
]
=
5
I
i
[
R
o

Luego al tomar el limite cuando M — 400, concluimos que:
U — (a,)(+0) - 2a,c
v = (a,)(+>) + 2a,c
De aqui se sigue que
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u—>+0 si >0 y w—>-o si a<0
v+ si a,>0 y v—o>-o si a,<0
Esto significa que la recta imagen de la rama derecha de una hipérbola equilatera se empieza a

graficar ya sea en los puntos (—o0,—00) O (—0,+%) O (+9%,—20) & (+o0,+0) y se va hacia los
puntos (+oc,+0) & (+%,—%) O (—0,+0) O (—0,—w) respectivamente.

En suma, lo expuesto anteriormente nos demuestra que la recta imagen de una hipérbola
equilatera es recorrida en dos ocasiones en sentidos opuestos.

Ejemplo 5.2 Determine cual es la imagen de la hipérbola equilatera xy =1/2 bajo la
transformacion w = (—1+)z2.
Solucion. Para este caso tenemos que a = —1+/, porlo tanto @, = —1,a, =1, ademas ¢ =1/2,

de tal manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.26) obtenemos la ecuacion
v = —u — 2, ademas mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.

1 Fzv |_F3 ™
- a Zoom|Trace |ReGraph

FARIN RAD EACT FUNC [FiRIN D EERCT FINC
Fig. 5.2(a) Hipérbola equilatera xy = 1/2 en el Fig. 5.2(b) Gréfica puntual de la imagen de la
plano original z hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo

la transformacion w = (-1 +a‘)zz. Se trata de la
recta v = -u—2, Dado que la imagen de los
puntos (—x,—y)y(x,») esla misma, entonces en la
figura no se distingue la imagen de tal recta, esto es
debide a que la calculadora primero grafica la
imagen de los puntos (-x,—y) avanzando sobre la
recta v=-u-2. en una cierta direccion, v
después la de los puntos (x,y). avanzando de
nueva cuenta sobre la recta v = -u-2. en la
direccion contraria, para asi borrar los puntos va
graficados.

Fig. 5.2(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo
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la transformacion w = (-1 +:’)zz. Se trata de la
recta v = —u — 2. Dicha recta se recorre en dos
ocasiones, primero en el sentido indicado por la
flecha y posteriormente en el sentido contrario de
la misma.
Ahora consideremos que a, = 0, entonces las ecuaciones generales de la transformacion (2.1)
y (2.2) se reducen a:
u=-2a,xy
V=, (x2 - yz)
Teniendo en cuenta que xy=c, entonces sustituyendo en las expresiones anteriores
obtenemos las ecuaciones:
u=-2a,c (2.27)

v=ay(¥* - y?) (2.28)

A partir del analisis desarrollado en el caso anterior y de las ecuaciones (2.27) y (2.28)
concluimos que la imagen en este caso es una recta vertical, a saber la recta u = —2a,¢, la cual
se recorre en dos ocasiones, es decir, que cuando a =0 una hipérbola equilatera se

transforma en una recta vertical. Este resultado podemos expresarlo mediante el siguiente
Teorema.

Teorema 27. La imagen de la hipérbola equilatera xy =c,conc#0, bajo la
transformacion w = iazzz, con a, #0, es la recta vertical #=-2a,c, la
cual se recorre en dos ocasiones. Si a, > 0, la recta se recorre primeramente

de arriba hacia abajo y luego de abajo hacia arriba. Pero si a, <0, entonces
la recta se recorre primero de abajo hacia arriba y después en la direccion
contraria.

Ejemplo 5.3 Determine cual es la imagen de la hipérbola equilatera xy =1/2 bajo la
transformacion w = iz2.
Solucion. Para este caso tenemos que a =i, por lo tanto a, =1, ademas ¢=1/2, de tal

manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.27) obtenemos la ecuacion u = —1,
ademas, mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.

1 Fer F3 [£] F5* F6v ? HiH i r ] 4 Fs
b @ Zoon|Trace|ReGraphiMath|Draw|- ﬁGr‘aF cunLiEc 1Mag iRepetiriDpcionesEal ir |
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Fig. 5.3(a) Hipérbola equilatera xy = 1/2 en el Fig. 5.3(b) Grifica puntual de la imagen de la
plano original z. hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo

la transformacién w = iz>. Se trata de la recta
#=-1. Dado que la imagen de los puntos



(—x.—y)y (x,y) eslamisma, entonces en la figura
no se distingue la imagen de tal recta, esto es debido
a que la calculadora primero grafica la imagen de
los puntos (-x,—y) avanzando sobre la recta
u = -1 de arriba hacia abajo, y despu¢s la de los
puntos (x,y), avanzando de nueva cuenta sobre la
recta u = -1 en la direccion contraria, para asi

borrar los puntos ya graficados.

L A g il 1] (i O e
MAIN EAD EXACT FEH{

Fig. 5.3(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola equilatera xy = 1/2 enel plano w bajo

la transformacién w = iz'. Se trata de la recta
u = —1. Dicha recta se recorre en dos ocasiones,
primero en el sentido indicado por la flecha v
posteriormente en el sentido contrario.

Ejemplo 5.4 Determine cual es la imagen de la hipérbola equilatera xy =1/2 bajo la

transformacion w = —iz>.

Solucion. Para este caso tenemos que a = —i, por lo tanto @, = -1, ademas ¢ =1/2, de tal
manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.27) obtenemos la ecuacion u =1,
ademas, mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.
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Fig. 5.4(a) Hipérbola equilatera xy =1/2 en el
plano original z.
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Fig. 5.4(b) Grafica puntual de la imagen de la
hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo

la transformacion w = —iz* . Se trata de la recta
u=1 Dado que la imagen de los puntos
(-x,—v)y(x.») es la misma, entonces en la figura
no se distingue la imagen de tal recta, esto es debido
a que la calculadora primero grafica la unagen de
los puntos (-x,—y) avanzando sobre la recta

u =1 de abajo hacia arriba, y después la de los
puntos (x,y), avanzando de nueva cuenta sobre la
recta u =1 en la direccion contraria, para asi
borrar los puntos ya graficados.
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Fig. 5.4(c) Gréfica continua de la imagen de la
hipérbola equildtera xy = 1/2 en el plano w bajo

s i g
la transformacién w = —iz ~ . Se trata de la recta
u = 1. Dicha recta se recorre en dos ocasiones,

primero en el sentido indicado por la flecha y
posteriormente en el sentido contrario.

Por el contrario, si a, = 0, entonces las ecuaciones generales de la transformacion (2.1) y (2.2)
se transforman en las nuevas ecuaciones particulares:

u=4q (x2 7 yz)
v =2axy
Recordando que xy = ¢, entonces tenemos, que:
u=ax-y) (2.29)
v=2aqc (2.30)

De aqui se sigue que cuando a, =0, entonces la imagen de una hipérbola equilatera es la
recta horizontal v = 2a,c. Analogamente al caso anterior, concluimos que dicha recta se
recorre en dos ocasiones, es decir, que cuando a, =0 una hipérbola equilatera se transforma
en una recta horizontal. Este resultado podemos expresarlo mediante el siguiente Teorema.

Teorema 28. La imagen de la hipérbola equilatera xy =c,conc #0, bajo la

transformacion w = a,z>, con a, # 0, es la recta horizontal v =2ac, la
cual se recorre en dos ocasiones. Si @ >0, la recta se recorre
primeramente de derecha a izquierda y luego de izquierda a derecha. Pero
si a, <0, entonces la recta se recorre primero de izquierda a derecha y
después en la direccion contraria.

Ejemplo 5.5 Determine cudl es la imagen de la hipérbola equilatera xy =1/2 bajo la
transformacion w = z%.

Solucion. Para este caso tenemos que a =1, por lo tanto @, =1, ademas c¢=1/2, de tal
manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.30) obtenemos la ecuacion v = I,
ademas, mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.

i)



1 54
- !-E Zoomn

%A

T2 S
Trace Regr'a h

F7T

1 Fz F3 F4 S
iGr‘ af contiEc imag iRe peti r]Opc iones Eal ir |

L=
MAIN KAD EXACT FUNC

MAIN RAD EXACT

Fig. 5.5(b) Grafica puntual de la imagen de la
hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo

Fig. 5.5(a) Hipérbola equilitera xy =1/2 en el
plano original z.

la transformacion w =z, Se trata de la recta
Dado que la 1magen de los puntos
(—x,—y)y(x,y) es la misma, entonces en la figura
no se distingue la imagen de tal recta, esto es debido
a que la calculadora primero grafica la imagen de
los puntos (-x.—y) avanzando sobre la recta
v =1 de derecha a izquierda, y después la de los
puntos (x,y). avanzando de nueva cuenta sobre la
recta v =1 en la direccion contraria, para asi
borrar los puntos ya graficados.
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Fig. 5.5(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo

. v 2
la transformacion w = z". Se trata de la recta

v =1, Dicha recta se recorre en dos ocasiones,
primero en el sentido indicado por la flecha vy
posteriormente en el sentido contrario.

Ejemplo 5.6 Determine cual es la imagen de la hipérbola equilatera xy =1/2 bajo la

- 2
transformacion w = —z°,

Solucion. Para este caso tenemos que a = -1, por lo tanto g, = -1, ademas ¢ =1/2, de tal
manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.30) obtenemos la ecuacion v = —1,
ademas, mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.
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Fig. 5.6(b) Grifica puntual de la imagen de la

Fig. 5.6(a) Hipérbola equilatera xy = 1/2 en el
hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo

plano original z.
la transformacion w = -z°. Se trata de la recta
v=-1. Dado que la imagen de los puntos
(—x.—»)y(x.y) es lamisma, entonces en la figura
no se distingue la imagen de tal recta, esto es debido

a que la calculadora primero grafica la unagen de
los puntos (-x.—y) avanzando sobre la recta

v = -] de izquierda a derecha, y después la de los
puntos (x,y). avanzando de nueva cuenta sobre la
recta v = —| en la direccion contraria, para asi

borrar los puntos ya graficados.
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Fig. 5.6(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola equilatera xy = 1/2 en el plano w bajo

la transformacion w = —z°. Se trata de la recta
v = —|. Dicha recta se recorre en dos ocasiones,
primero en ¢l sentido indicado por la flecha y
posteriormente en el sentido contrario de la misma.

5.2. Hipérbolas del tipo x* —y* =¢; ¢>0.

Para determinar analiticamente en qué se transforma una hipérbola horizontal, es decir, de la
forma x’ -y’ =c¢, bajo la transformacion w = az’, primero multipliquemos las ecuaciones
generales (2.1) y (2.2) por a,y a, respectivamente, con ello obtenemos los siguientes
resultados:
2{..2 2
au = a (x -y )— 2a,a,xy
_ 2( 2 2)
a,y = a;\x* — y° )+ 2a,a,xy
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Ahora, sumando estas ecuaciones, obtenemos:
g e s 32 2

Factorizando en los términos del miembro derecho x? — »*, y ademas teniendo en cuenta que

i 2
x“ =y =c¢, obtenemos:

2 2)(,.2 2 : o 2
av+au=\a’ +a; \x* -y obien  av+au =clal
De manera que, despejando v, concluimos:
|2
a, cla
vV=——u+ ;o a, #0. (2.31)
a, a,

Al igual que para una hipérbola equilatera, el resultado de la transformacion es una recta con
pendiente m = —a,/a, y con ordenada en el origen b= c{a‘zfaz. Este resultado podemos

expresarlo formalmente en el siguiente Teorema.

Teorema 29. Sean a = g, + ia, un nimero complejo arbitrario distinto de cero, tal
que a,#0, y ceR,c>0 Entonces la imagen de la hipérbola

x?—y? =¢, bajo la transformacion w =az’ es una recta oblicua con

5 . 2
pendiente m = —qa,/a, y ordenada en el origen b = c|a| /a,.

Ejemplo 5.7 Determine cual es la imagen de la hipérbola horizontal x*—y* =1 bajo la

a) )
transformacion w = (1+17)z°.

Solucion Para este caso tenemos que tanto a, ya, son iguales a 1, ademas ¢ =1, de tal
manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.31) obtenemos la ecuacion
v = —u + 2. ademas, mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.
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Fig. 5.7(a) Hipérbola horizontal x* — y* =1 enel
plano original z.

Fig. 5.7(b) Grafica puntual de la imagen de la
hipérbola horizontal X —_1;2 =1 en el plano w

bajo la transformacion w = (1 +:‘)zz. Se trata de la
recta v=-u+2 Dado que la imagen de los
puntos (—x.ty)y(x.xy) esla misma, entonces en
la figura no se distingue la imagen de tal recta, esto
es debido a que la calculadora primero grafica la
imagen de los puntos (-x,=y) avanzando sobre la
recta v = —u +2 en direcciones convergentes, y
después la de los puntos (x,xy), avanzando de
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nueva cuenta sobre la recta v=-u+2 en
direcciones divergentes, para asi borrar los puntos
ya graficados.
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Fig. 5.7(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola horizontal = y2 =1 en el plano w

: 5 > i
bajo la transformacion w = (1 +i)z". Se trata de la
recta v = —u + 2. Dicha recta se grafica dos veces,
primero de manera convergente al punto (L.1), v

posteriormente de forma divergente a partir de
dicho punto.

Es importante destacar que a partir de la expresion (2.31) no se concluye tan facilmente que la
recta imagen se recorre en dos ocasiones, dichos recorridos se realizan primero en direcciones
convergentes (como lo indica la flecha en la figura 5.7) y posteriormente en direcciones
divergentes (en el sentido opuesto de la flecha).

Para analizar analiticamente esta situacion de manera general, consideremos un nimero M
positivo suficientemente grande (M — ). Dado que primero se transforman los puntos que
se encuentran sobre la rama izquierda de la hipérbola horizontal, tomemos x = —-M, lo cual

significa que x — —oo, luego entonces y =+yM?*—c, de tal manera que al sustituir lo
anterior en las ecuaciones generales de la transformacion obtenemos los resultados:

u :a,c+2azM(ir\fM3-c):alcizalju( ME—C)
v:azc—ZalM(i\JMz—c)z azc¥2a]M( Mz—c)

Luego al tomar el limite cuando M — oc, concluimos que:
u — ayc £ 2a,(+0)
v = a,c + 2a,(+x)
De aqui se sigue que:
u—>two si a,>0yu—>Fo si a,<0

v—o>Fo si >0y v—to si a <0

Dado que x ¢ (— e, JE) consideremos ahora que x — —/c, entonces implica que y — 0, de
tal manera que al sustituir lo anterior en las ecuaciones generales de la transformacion
obtenemos que:

u—ac

V= a,c
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De hecho, el analisis realizado anteriormente nos permite concluir que la recta imagen de la
rama izquierda de una hipérbola horizontal se empieza a graficar ya sea en los puntos
(+90,+%0) y (—0,-20) O (+%0,~®) y (—0,+x), y converge hacia el punto (a,c,a,c).

Una vez mapeados los puntos de la rama izquierda de la hipérbola, inmediatamente despues se
transforman los puntos localizados sobre la rama derecha de la misma. Por ello consideremos

primeramente que x — +/c, luego entonces y —» 0, esto implica que:
u — ac
vV —> a,c
Considerando ahora que x=M, lo cual significa que x — +o0, luego entonces

Vv =+yM? —¢, de tal manera que al sustituir lo anterior en las ecuaciones generales de la
transformacion obtenemos los resultados:

u = atc—2a3M(i VM? —c):a1c$2a3M(VM: —c)
V= azr.ur2ar144";4'(i\h’vf2 —c): a._.thalM( M —c)

Luego al tomar el limite cuando M — o, concluimos que:
u = aic F 2a,(+w)
v = a,c + 2a;,(+»)
De aqui se sigue que:
u—>Fo si a,>0yu—>10 si a,<0
vt si >0 yv—>Fo si <0

Esto significa que la recta imagen de la rama derecha de una hipérbola horizontal se empieza a
graficar alejandose del punto de convergencia de la otra rama (gc,a,c), ya sea hacia los
puntos (+%,—®) y (—9%,+0) 0 (+%0,4+0)y (—oc,—©), respectivamente.

En suma, lo expuesto anteriormente nos demuestra que la recta imagen de una hipérbola
horizontal es recorrida en dos ocasiones. primeramente en direcciones convergentes, hacia el
punto (ac,a,c) y posteriormente en direcciones divergentes, ya sea hacia los puntos

(+%,—©) y (—w,+0) 6 (+w0,+®)y (—o0,—w).

Ejemplo 5.8 Determine cual es la imagen de la hipérbola horizontal x*—y* =1 bajo la
transformacion w = (1-14)z*.

Solucion. Para este caso tenemos que a =1-i, por lo tanto, ¢, =1 y @, = -1, ademas ¢ =1,

de tal manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.31) obtenemos la ecuacion
v =u — 2, ademas mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.
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Fig. 5.8 (a) Hipérbola horizontal X —y2 =1 en Fig. 5.8(b) Grafica puntual de la imagen de la
¢l plano original z. 3 ' 3 _ I
hipérbola horizontal x™ —y~ =1 en el plano w

bajo la transformacién w = (1 - f‘)zz, Se trata de la
recta v = ¢ — 2. Dado que la imagen de los puntos
(—x.2y)y(x,zy) es la misma, entonces en la
figura no se distingue la imagen de tal recta, esto es
debido a que la calculadora primero grafica la
imagen de los puntos (-x,+y) avanzando sobre la
recta v = » — 2 en direccion convergente al punto
(1.-1), vy después la de los puntos (x.tv).
avanzando de nueva cuenta sobre la recta
v = u— 2 en la direccion contraria, para asi borrar
los puntos ya graficados.
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Fig. 5.8(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola horizontal x° _y: =1 en el plano w

bajo la transformacion w = (1 — i)z, Se trata de la
recta v = » - 2. Dicha recta se grafica dos veces,
primero en la direccion convergente al punto
(1,-1), y después en la direccién divergente a dicho

punto.

Pero si a, =0, entonces las ecuaciones generales de la transformacion se reducen a las
ecuaciones particulares:

u=a, (x2 —yz)
v =2a,xy
Recordando que x* — y* = ¢, entonces sustituyendo las ecuaciones anteriores obtenemos:
u=ac (2.32)
v =2a,xy (2.33)

A partir del analisis desarrollado en el caso anterior y de las ecuaciones (2.32) y (2.33)
concluimos que cuando @, =0, la imagen de una hipérbola horizontal es la recta vertical
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u = ac, la cual se recorre en dos ocasiones, primero de manera convergente al punto (g,c,0),

posteriormente de manera divergente a partir de dicho punto. Este resultado podemos
expresarlo mediante el siguiente Teorema.

Teorema 30. La imagen de la hipérbola horizontal x* —y> =¢ conc >0, bajo la

transformacion w = a,;z>, con a, # 0, es la recta vertical v = a,c, la cual

se recorre en dos ocasiones, primero de manera convergente al punto
(a,c,0), y posteriormente de manera divergente a partir de dicho punto.

Ejemplo 5.9 Determine cual es la imagen de la hipérbola horizontal x*—y* =1 bajo la

transformacion w = z°2.

Solucion. Para este caso tenemos que a = 1, por lo tanto g, =1, ademas ¢ =1, de tal manera
que sustituyendo estos datos en la expresion (2.32) obtenemos la ecuacion # =1, ademas
mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.
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Fig. 5.9(a) Hipérbola horizontal X —yz =1 enel
plano original z.
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Fig. 5.9(b) Grafica puntual de la imagen de la
hipérbola horizontal s y1 =1len el plano w

bajo la transformacién w = z’. Se trata de la recta
u=1 Dado que la imagen de los puntos
(-=x.ty)y(x.ty) es la misma, entonces en la
figura no se distingue la imagen de tal recta, esto es
debido a que la calculadora primero grafica la
imagen de los puntos (-x,£y) avanzando sobre la
recta u =1 en direccién convergente al punto
(1.L0), y después la de los puntos (x.ty).
avanzando de nueva cuenta sobre larecta v = 1 en
la direccién contraria, para asi borrar los puntos ya
graficados.
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Fig. 5.9(c) Grafica continua de la imagen de la

hipérbola horizontal x —y2 =1 en el plano w



bajo la transformacion w = 2% Se trata de la recta
# =1 Dicha recta se recorre en dos ocasiones,
primero en forma convergente al punto (1,0), v
luego de manera divergente a partir de dicho punto.

Por el contrario, si @, = 0, entonces las ecuaciones generales de la transformacion se reducen a
las ecuaciones particulares:

u=-2a,xy

v=a, (x2 — yl)

-

Dado que x° — y* = ¢, entonces tenemos las nuevas ecuaciones equivalentes:
u=-20,xy (2.34)
v=a,é (2.35)

De aqui se sigue que la imagen de una hipérbola horizontal cuando a, =0, es la recta
horizontal v = a,c. Analogamente al caso anterior concluimos que dicha recta se recorre en

dos ocasiones, primero de manera convergente al punto (0,a,¢), y posteriormente de manera

divergente a partir de dicho punto. Este resultado podemos expresarlo mediante el siguiente
Teorema.

Teorema 31. La imagen de la hipérbola horizontal x* —y* = ¢ conc >0, bajo la

transformacion w = ia,z*, con a, # 0, es la recta horizontal v =a,c, la

cual se recorre en dos ocasiones, primero de manera convergente al punto
(0,a,¢), y posteriormente de manera divergente a partir de dicho punto.

Ejemplo 5.10 Determine cual es la imagen de la hipérbola horizontal x*—3* =1 bajo la

transformacién w = iz*,
Solucion. Para este caso tenemos que a =1, por lo tanto @, =1, ademas ¢ =1, de tal manera

que sustituyendo estos datos en la expresion (2.35) abtenemos la ecuacion v =1, ademas
mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.
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F1g. 5.10(a) Hipérbola horizontal x —y2 =1 en
el plano original z.
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Fig. 5.10(b) Grafica puntual de la imagen de la
hipérbola horizontal X —yz =len el plano w

bajo la transformaciéon w = iz'. Se trata de la recta
v=1. Dado que la imagen de los puntos
(—x,xy)y(x,xy) es la misma, entonces en la
figura no se distingue la imagen de tal recta, esto es
debido a que la calculadora primero grafica la
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imagen de los puntos (—x.%£y) avanzando sobre la
recta v =1 en direcciébn convergente al punto
(1,0), y después la de los puntos (x.ty).
avanzando de nueva cuenta sobre larecta v =1 en
la direccion contraria, para asi borrar los puntos va

graficados.
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Fig. 5.10(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola horizontal X —y2 =1 en el plano w

bajo la transformacion w = iz*. Se trata de la recta
v = 1. Dicha recta se recorre en dos ocasiones,
primero en forma convergente al punto (0.1), y
luego de manera divergente a partir de dicho punto.

5.3 Hipérbolas del tipo yi-x*=¢ ¢>0.

Para determinar analiticamente en qué se transforma una hipérbola vertical, es decir, de la
forma y*-x*=c, primero multipliquemos las ecuaciones generales (2.1) y (2.2) por
—a, y —a, respectivamente, esto nos permite obtener los siguientes resultados:
—au=a; (y’ - )+ 2a,a,xy
—ayv=a;(y’ - xz)— 2a,a,xy
Ahora, sumando estas ecuaciones, obtenemos:
-y —a,u = af(yz - x2)+a§(y2 - x?

Factorizando en los términos del miembro derecho y* —x?*, y ademas teniendo en cuenta que

2 el
y°—=x" =¢, obtenemos:

. 2 2 2 . 2
~ay-au = (a? +a2)(y? - x*) o bien —ayv—ayu = clg
de manera que despejando v, obtenemos:
a, clal”
ve——py——— a, #0. (2.36)
a, a, ’

Al igual que en los casos anteriores tenemos que una hipérbola vertical, es decir, del tipo
y*—x’=¢, se transforma en una recta con pendiente m =-a,/a, y con ordenada en el

: 2 : . i
origen b = —c|d| / a,. Dicho resultado podemos expresarlo a través del siguiente Teorema.
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Teorema 32. Sean a = a, +ia, un numero complejo arbitrario distinto de cero, tal
que a,z0, vy ceR,c>0 Entonces la imagen de la hipérbola

y2 -’ =c, bajo la transformacién w = az?® es una recta oblicua con

5 . 2
pendiente m = —a,/a, y ordenada en el origen b = —c|a‘ /a,.

Ejemplo 5.11 Determine cual es la imagen de la hipérbola vertical y®>—-x* =1 bajo la

transformacion w = (1+4)z>.
Solucion. Para este caso tenemos que tanto a, ya, son iguales a 1, ademas ¢ =1, de tal

manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.36) obtenemos la ecuacion
v = —u + 2, ademas, mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.
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Fig. 5.11(a) Hipérbola vertical _v? _x' =lenel Fig. 5.11(b) Grafica puntual de la imagen de la

plano original z. -, i 2 2 )
hipérbola vertical ¥* - x” =1 en el plano w bajo
la transformacion w = (1 +r’)zz. Se trata de la
recta v =-n—2. Dado que la iumagen de los
puntos (-x,%£y)v(x,xy) es la misma, entonces en
la figura no se distingue la imagen de tal recta, esto
es debido a que la calculadora primero grafica la
imagen de los puntos (-x,=y) avanzando sobre la
recta v = -u—2 en direcciones convergentes, y
después la de los puntos (x.£y). avanzando de
nucva cuenta sobre la recta v = -w-2 en
direcciones divergentes, para asi borrar los puntos

ya graficados.

FIAIN RAD EZACT —FNE

Fig. 5.11(c) Grifica continua de la imagen de la
hipérbola vertical yl x'=lenel plano w bajo

4 iz 5 72
la transformacion w = (l+1)z . Se trata de la
recta v = —u — 2. Dicha recta se grafica dos veces,
primero de manera convergente al punto (=1,-1). y

posteriormente de forma divergente a partir de
dicho punto.
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Cabe sefialar que a partir de la ecuacion (2.36), no es facil detectar que la recta imagen de una
hipérbola vertical se recorre en dos ocasiones, y mas todavia que dichos recorridos se llevan a
cabo de manera convergente primeramente, (como lo indica la flecha en la figura 5.11) y
después de manera divergente (en el sentido opuesto de la flecha). Para aclarar este hecho lo
analizaremos analiticamente de la siguiente manera. Debemos tener presente que en este tipo
de hipérbolas, las ramas se recorren simultaneamente, esto nos indica que los puntos de
analisis son cuando x — —, cuando x — 0, cuando x — +o.

Por lo anterior, consideremos un nimero M positivo suficientemente grande (M — ). Sea

x=-M, lo cual significa que x — -0, como y=+yx*+c, entonces y —> +oo de tal
manera que al sustituir lo anterior en las ecuaciones generales de la transformacion
obtenemos:
u — —act2a,
V = —a,c+ 2a0
De donde se sigue que:
u—te si a,>0yu—>Fo si a,<0

vo>Foo st a>0yv—>to si g <0

Ahora consideremos que x — 0™, entonces y —> +yc, luego sustituyendo en las ecuaciones
generales de la transformacion obtenemos:

U = —ac

vV — —a,c

Hasta este momento hemos obtenido la imagen de los puntos de la mitad de la hipérbola, es
decir, de la mitad de cada una de las ramas, lo cual nos indica que la recta imagen de una
hipérbola vertical se inicia graficando ya sea en los puntos (+o0,—0) y (—0,4+x) O

(+00,+00) y (—o0,—0), y converge hacia el punto (—a,c,—a,c).

Por otro lado, veamos que ocurre cuando recorremos la otra mitad de la hipérbola. Por tal
motivo consideremos que x — 0%, entonces y — +Je, de manera que sustituyendo estas
condiciones en las ecuaciones generales de la transformacion concluimos nuevamente:

u — —ac

V= -a,c

Ahora, sea x = M, lo cual significa que x — +oo, entonces y — +oo, por lo tanto al sustituir
en las ecuaciones generales de la transformacion obtenemos:
U — —ac+ 2a,%
¥ — —a,c t 2q,0
De aqui se sigue que:
u—>Fo si ,>0 y u—>tx si a,<0
v—>two si ¢,>0 y v>Fo st g <0
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Esto significa que la recta imagen de la otra mitad de una hipérbola vertical diverge
inicialmente del punto de convergencia (—a,c,—a,c) hacia los puntos (+e0,—0) y (—o0,+%) 0
bien a los puntos (+90,+%) y (—o0,—0).

En conclusion, la recta imagen de una hipérbola vertical es recorrida en dos ocasiones,
primeramente en direcciones convergentes, hacia el punto (-a,¢,—a,c¢) y posteriormente en
direcciones divergentes, ya sea hacia los puntos (+w0,+)y (—,—%) o bien hacia los puntos
(+%0,—©) y (—o0,+0).

Ejemplo 5.12 Determine cual es la imagen de la hipérbola vertical y*-x*=1 bajo la

transformacion w = (1-#)z>.

Solucion. Para este caso tenemos que a =1—14, porlo tanto ¢, =1y a, =-1, ademas ¢ =1,

de tal manera que sustituyendo estos datos en la expresion (2.36) obtenemos la ecuacion
v = —u + 2, ademas mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.

|‘ F1 T F2 T R T ™ F5.
Graf cont|Ec imag|Repelir DpclonesTSallr‘ }

1 Fov |_F3 & FE
v ﬂ Zoon|Trace |[ReGraph|M

ygf=x2=1
MAIN RAD_ERACT FLNC

Fig. 5.12 (a) Hipérbola vertical yl x* =1lenel

2
MAIN RAD ERACT

Fig. 5.12(b) Grafica puntual de la imagen de la

plano original z. o5 : 3 1 ;

hipérbola vertical »* - x” =1 enel plano w bajo
la transformacion w = (1 - i)zz. Se trata de Ia
recta v =u+2. Dado que la imagen de los
puntos (—x.Zp)y(x.Ey) es la misma, entonces
en la figura no se distingue la imagen de tal recta,
esto es debido a que la calculadora primero grafica
la imagen de los puntos (—x,+y) avanzando sobre
larecta v = w + 2 en direcciones convergentes, v
después la de los puntos (x.ty), avanzando de
nueva cuenta sobre la rtecta v=w+2 en
direcciones divergentes, para asi borrar los puntos
va graficados.

HIN RAD ERACT FUNC

Fig. 5.12(c) Grafica continua de la unagen de la

hipérbola vertical )y"'1 _¥" =1enel plano w bajo
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la transformacion w = (1-i)z". Se trata de la
recta v = u + 2. Dicha recta se grafica dos veces,
primero de manera convergente al punto (=11), y

posteriormente de forma divergente a partir de
dicho punto.

Pero si consideramos que a, =0, entonces las ecuaciones generales de la transformacion se
reducen a las ecuaciones particulares:
B al(x: _yz): _al()’2 _xz)
v =2axy

Como y” —x* = ¢, entonces tenemos las ecuaciones equivalentes:
u=-ac (2.37)

v =2a,xy (2.38)

A partir del analisis desarrollado en el caso anterior y de las ecuaciones (2.37) y (2.38)
concluimos que la imagen de una hipérbola vertical cuando a, =0, es una recta vertical, a

saber, la recta u = —a,c, la cual se recorre en dos ocasiones, primero de manera convergente al
punto (-ac,0), posteriormente de manera divergente a partir de dicho punto. Este resultado
podemos expresarlo mediante el siguiente Teorema.

2=¢.conc>0, bajo la

Teorema 33. La imagen de la hipérbola vertical y? —x
transformacion w =alzz, con a #0, es la recta vertical v = —ayc, la
cual se recorre en dos ocasiones, primero de manera convergente al punto

(—a,c,0), y posteriormente de manera divergente a partir de dicho punto.

Ejemplo 5.13 Determine cudl es la imagen de la hipérbola vertical y*—x*>=1 bajo la
transformacion w = z2.
Solucion. Para este caso tenemos que a =1, por lo tanto a; =1, ademas ¢ =1, de tal manera

que sustituyendo estos datos en la expresion (2.37) obtenemos la ecuacion « = —1, ademas
mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.

||’=n. T rﬁa ¥3 &) T FE j
Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

gd-x2=1 .

MalN RAD EHHI‘:I 5 5 ‘LI..I.IE( MAIN RAD EXACT FUNC

Fig. 5.13(a) Hipérbola vertical y‘1 %’ =lenel Fig. 5.13(b) Grafica puntual de la imagen de la

plano original z. - ; s 2 .
hipérbola vertical »~ - x~ =1 en el plano w bajo

la transformacién w = z'. Se trata de la recta
u=—-l. Dado que la imagen de los puntos
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(—x.£y)y(x.ty) es la misma, entonces en la
figura no se distingue la imagen de tal recta, esto es
debido a que la calculadora primero grafica la
imagen de los puntos (—x,ty) avanzando sobre la
recta w =-1 en direcciones convergentes, Y
después la de los puntos (x.xy), avanzando de
nueva cuenta sobre la recta # = -1 en direcciones

divergentes, para asi borrar los puntos vya
graficados.

= PR
MAIN RAD EXACT FUNC

Fig. 5.13(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola vertical _v2 _x =lenel plano w bajo

la transformacion w = z . Se trata de la recla
u = —1. Dicha recta se grafica dos veces, primero
de manera convergente al punto (=10). ¥

posteriormente de forma divergente a partir de
dicho punto.

Por otro lado, si a, =0, entonces las ecuaciones generales de la transformacion se reducen a
las ecuaciones particulares:

u=-2a,xy
v=a, (x3 - yz)
Como y° —x* =c, entonces tenemos las ecuaciones equivalentes:
u=-=2a,xy (2.39)
v=—a,c (2.40)

De aqui se sigue que la imagen de una hipérbola vertical cuando ¢, =0, es la recta vertical
v =-a,c. Analogamente al caso anterior concluimos que dicha recta se recorre en dos
ocasiones, primero de manera convergente al punto (0,-a,c), y posteriormente de manera

divergente a partir de dicho punto. Este resultado podemos expresarlo mediante el siguiente
Teorema.

2

Teorema 34. La imagen de la hipérbola horizontal y2 —x“ =c¢,conc >0, bajo la

transformacion w = f'azzz, con a, # 0, es la recta horizontal v = —a,c, la
cual se recorre en dos ocasiones, primero de manera convergente al punto
(0,—a,c), y posteriormente de manera divergente a partir de dicho punto.
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Ejemplo 5.14 Determine cual es la imagen de la hipérbola vertical y*—x?=1 bajo la

transformacion w = iz*.

Solucion. Para este caso tenemos que a = i, por lo tanto a, =1, ademas ¢ =1, de tal manera
que sustituyendo estos datos en la expresion (2.40) obtenemos la ecuacion v = -1, ademas

2

2

mediante la calculadora se obtienen los siguientes resultados.
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Fig. 5.14(a) Hipérbola vertical _v2 ~x’ =1enel
plano ongmal z.

f Fi Tr;Trz,T{u rrsli
Graf conb|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

L]
MAIN RAD EXACT FUNC

Fig. 5.14(b) Grafica puntual de la unagen de la
hipérbola vertical y1 _x =1enel plano w bajo

la transformacion w = iz". Se trata de la recta
v==1. Dado que la imagen de los puntos
(-x.xy)y(x.tpy) es la misma, entonces en la
figura no se distingue la imagen de tal recta. esto es
debido a que la calculadora primero grafica la
mmagen de los puntos (-x,+y) avanzando sobre la
recta v = -1 en direcciones convergentes, vy
después la de los puntos (x.ty), avanzando de

nueva cuenta sobre la recta v = —1 en direcciones
divergentes, para asi borrar los puntos va
graficados.

[=n ﬁr: T T & 'F TS ']‘
Graf cont|Ec imag|Repetir|Opciones|Salir

ol b ooy~ i
VRS
[FTAIN BAD EXACT

Fig. 5.14(c) Grafica continua de la imagen de la
hipérbola vertical ,vz -x' =lenel plano w bajo

la transformacion w = iz". Se trata de la recta
v = —1. Dicha recta se grafica dos veces, primero
de manera convergente al punto (0.-1), v
posteriormente de forma divergente a partir de
dicho punto,



Conclusiones

Con el fin de ilustrar la relevancia del trabajo que hemos realizado, en este apartado
procedemos a consignar aquellos aspectos que, en nuestra opinion, constituyen sus principales
aportaciones.

‘l\-.)

La combinacion de los dos enfoques graficos para la representacion de las funciones de
variable compleja: el enfoque analitico-grafico global y el enfoque puntual. Aunque
aqui hemos aplicado s6lo a las funciones cuadraticas del tipo w = @z, esta claro que
se puede extender al resto de las funciones basicas de variable compleja. La utilidad de
esta combinacion de enfoques es que permite descubrir una serie de caracteristicas
especificas de cada caso particular, tales como el recorrido que se hace sobre la
imagen, y a los cuales se le presta escasa o nula atencion en los enfoques tradicionales
centrados exclusivamente en el tratamiento analitico.

La obtencion de formulas generales para la transformacién de rectas horizontales,
verticales y oblicuas bajo la funcion cuadratica w = az*. En los libros de texto que se
han consultado y que aparecen en las referencias bibliograficas, se consignan estas

formulas para el caso particular de la funcién cuadratica w = z°. En concreto, se trata
de las formulas 2.5, 2.14 y 2.23.

La formulacion de una serie de propiedades especificas importantes, de la
transformacion w = az®, que en este trabajo han sido presentadas como teoremas. En
particular, se trata de los Teoremas 1, 4, 7, 8, 11, 14, 15, 16, 19y 24.

La observacion y consignacion de una serie de caracteristicas especificas de
transformaciones cuadraticas particulares, relativas al caracter concreto de la imagen y
al recorrido que se hace sobre ella, y a los cuales se presta escasa o nula atencion en los
cursos tradicionales que privilegian el enfoque analitico. Estas caracteristicas
singulares estan consignadas en las observaciones al pie de las figuras 1.3(c), 1.4(c),
1.5(c). 1.6(c), 1.9(c),1.10(c), 2.3(c), 2.4(c), 2.5(c), 2.6(c), 2.9(c), 2.10(c), 3.4(c), 3.5(c),
3.6(c), 3.7(c), 3.8(c), 3.9(c), 3.10(c), 3.11(c) y 3.12(c).

Por supuesto, el paquete de programas que hemos tenido que desarrollar para
materializar el enfoque analitico-grafico y llevarlo hasta sus ultimas consecuencias.
Este paquete de programas puede ser usado como auxiliar didactico que posibilita la
visualizacion de las funciones cuadraticas de variable compleja w = az*, consideradas
como mapeos o transformaciones de ciertas regiones del plano complejo especialmente
elegidas.
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Apéndice

Subprograma auxiliar PARG1 (). Este programa se utiliza para calcular el argumento del
nimero complejo a. Ocupa una memoria de 237 bytes.

()

Prgm

If al=0 Then
If a2>0 Then
n/2=argu
Else
-n/2=argu
EndIf

Elself al>0 Then
If a2=0 Then
O=argu
Else
tan*(a2/al)=argu
EndIf

Elself al<0 Then
If a2=0 Then
n=argu
Elself a2<0 Then
tan*(a2/al)-nsarqu
Elself a2>0 Then
tan?*(a2/al)+n=argu
EndIf

EndIf

EndPrgm

Subprograma auxiliar PERHVIFC(): Determina la ecuacion de rectas horizontales y
verticales, ocupando una memoria de 43 bytes.

()

Prgm
plk]|x=u=st
string(st)-stv
EndPrgm

Subprograma auxiliar PFCR1(): Almacena y procesa los datos de una recta oblicua. Ocupa
una memoria de 190 bytes.

()

Prgm

expr(rinc)-g(x)

g(x)-tlk]

tlk]|x=0=cc[k]
(t[kl|x=1)-ccl[k]>m[k]
(1-m[k]*2)*a2+2%al*m[k]-=n[k]
(1-m[k1*2)*al-2*a2*m[k]=d[k]
n[kl*x/(d[k])>h(x)

h(x)>plk]

EndPrgm



Subprograma auxiliar PGCHE () : Traza la grafica continua de la imagen de una hipérbola
equilatera. Ocupa una memoria de 92 bytes.

()

Prgm

For j,xmin,xmax,Ax/2
IT j=0

Goto sig

Jrix(tlk]|x=])-=z
progconal()

Lbl sig

EndFor

EndPrgm

Subprograma auxiliar PGCHH ( ) : Traza la grafica continua de la imagen de una hipérbola
horizontal. Ocupa una memoria de 283 bytes.

]

Prgm

For j,xmin,xmax,Ax

If abs(J)<¥(cc[k]) Then
approx(¥(cclk]))=]

Goto ab

EndIf
J+ix(tlk]|x=])-2
progal)

If j=xmin Then
u=u0

v=v0

Goto aa

EndIf

Line uQ,v0,u,v
u=ul

v=v0
J-ix(tlk]l|x=])>z
progal()

Line uu,vv,u,v
U-=uu

Vavy

Lbl aa
J-ix(t[k]|x=])=z
progal()

u-uu

EA'AY

Lb1 ab

EndfFar

Circle al#cc[k],a2%cc[k],1/10
EndPragm
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Subprograma auxiliar PGCHV () : Traza la grafica continua de la imagen de una hipérbola
vertical. Ocupa una memoria de 235 bytes.

()

Prgm

For J,xmin,xmax,Ax
Jrix(tlk]|x=])=z
progal)

If J=xmin Then
u=uo

y=v0

Goto aa

EndIf

Line uO,vO,u,v
u=uo

v=v0
J-ix(tlk]|x=])»z
proga()

Line uu,vv,u,v
u-uu

V=V v

Lb1l aa
J-ix(t[k]|x=])=2
progal()

u=uu

VvV

EndFor

Circle -al#ccl[k],-a2*cc[k],1/10
EndPrgm

Subprograma auxiliar PGHE ( ) : Traza la grafica puntual de la imagen de una hipérbola
equilatera. Ocupa una memoria de 85 bytes.

()

Prgm

For J,xmin,xmax,Ax
If j=0

Goto sig
JHix(tl[k]|x=j)=z
progal()

Lbl sig

EndFor

EndPrgm

Subprograma auxiliar PGHH ( ): Traza la grafica puntual de la imagen de una hipérbola
horizontal. Ocupa una memoria de 134 bytes.

()

Prgm

For J,xmin,xmax,AX

If abs(j)<v¥(cc[k]) Then
approx(v¥(cclkl))=]
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Goto bb

EndIf

Jrix(t[k]|x=])~»z

progaf()

J-ix(t[k]|x=])~>z

progaf)

Lb1 bb

EndFor

Circle al®cc[k],a2*cc[k],1/10
EndPrgm

Subprograma auxiliar PGHV () : Traza la grafica puntual de la imagen de una hipérbola
vertical. Ocupa una memoria de 86 bytes.

()

Prgm

For J,xmin,xmax,Ax
JHix(t[k]|x=])»z

progal()

J-i=(t[k]|x=])»z

progaf()

EndFor

Circle -al#ccl[k],-a2*cc[k],1/10
EndPrgm

Subprograma auxiliar POPC () : Presenta un menti de opciones para graficar cualquier tipo de
rectas. Ocupa una memoria de 135 bytes.

()

Prgm

Disp "Fl: Una recta”
Disp "F2: Dos rectas"
Disp "F3: Tres rectas”
Disp "F4: Opciones”
Disp "F5: Inicio"

Disp "F6: Salir"
EndPrgm

Subprograma auxiliar PPECFC () . Determina la ecuacion de la imagen de una circunferencia
con centro en el origen. Ocupa una memoria de 313 bytes.

()

Prgm

"Ul+vZ'sstuvw
string(aa)->staa
string(rrfk])=str

If aa=1 and rr[kl=1 Then
string(l)sstrw

Elself aa=1 Then
"("&Str&")"&""4"sstrw
Elself rr[kl=l Then
"("&staa&k")"&"%"sstrw
Elself aazl and rr[k]zl Then
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"("&staa&")"&"E"&"("&Str&")"&""4">strw
EndIf

stuvwd"'="&strw>strwi

EndPrgm

Subprograma auxiliar PPPW () : Escribe el nombre del plano imagen en la grafica. Ocupa una
memoria de 65 bytes.

()

Prgm

Cirele ~=10.5.4.1
PtText "w",-10.8,4.4
EndPram

Subprograma auxiliar PPTCFC( ) : Almacena y procesa los datos de una circunferencia con
centro en el origen a transformar. Ocupa una memoria de 109 bytes.

()

Prgm

O=zp[k]

Oshowl[k]

O=kpwlk]

exprird)-=rrik]
v(alr2+a222)#rr[kl1*2-rrw[k]
EndPrgm

Subprograma auxiliar PPTRHVFC( ) : Almacena y procesa los datos de una recta horizontal
o vertical a transformar. Ocupa una memoria de 62 bytes.

()

Prgm
expr(rhrz)=cclk]
az#x/al=h(x)
h(x)=plLk]
EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGA( ) : Obtiene las coordenadas de un punto imagen y cambia su
estado. Ocupa una memoria de 49 bytes.

()

Pragm
W(zZ)-sww
real(ww)=u
imag(ww)->v
PtChg u,v
EndPrgm
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Subprograma auxiliar PROGCONA( ) : Une dos puntos consecutivos de la imagen de una
figura cualquiera. Ocupa una memoria de 80 bytes.

()

Pram

progal()

If  J=xmin

Goto aa

Line uQ,v0,u,v
Lb1l aa

u-u0

v=v0

EndPrgm

Subprograma auxiliar GRAGGRAC () : Traza la grafica puntual de la imagen de una
circunferencia. Ocupa una memoria de 80 bytes.

()

Prgm

For ¢,0,2*%n,n/48
zolkl+rr[klxer(i*xd)=z
progn()

EndFor

EndPrgm

Subprograma auxiliar GRAGGRCC () : Traza la grafica continua de la imagen de una
circunferencia con centro en el origen. Ocupa una memoria de 157 bytes.

()

Prgm

zolkJ+rrlkl=z1

w(zi)=wi

real(wi)=ui

imag(wi)-vi

Circle wui,vi,1/10

Circle hew[k],kew[k],1/10
Circle hewlk],kewlk],rrwlk]
EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGN () : Obtiene las coordenadas de un punto imagen y si no esta
iluminado lo ilumina. Ocupa una memoria de 49 bytes.

()

Prgm
wW(z)>ww
real{ww)=u
imag(ww)=v
PtOn u,v
EndPrgm
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Subprograma auxiliar PROGQ () : Ayuda a determinar la ecuacion de la imagen de cualquier
tipo de recta. Ocupa una memoria de 1283 bytes.

()

Prgm

If aal=0

Goto eci

If aal=1 Then
"u?'sstel

Else
string(aal)-=saal
saal&"u?"sstel
EndIf

Lbl eci

If bbl=0 Then

stelsste?

Goto ecil

Elself bbl=1 Then
IT aal=0 Then

"yElagta?
Else
stel&"+ve"sste?
EndIf
ElselIf bbl#1l Then
string(bbl}=stab

If aal=0 Then
stab&"v?"sste?2
Else
stel&"+"&stab&"vi"»ste?2
EndIf

EndIf

Lbl ecil

If ggl=0 Then

ste2sste3l

Goto eci2

Elself ggl<Q Then
If ggl=-1 Then
ste2&"-uv"->steld
Else
abs(ggl)-ac
string(ac)-stac
ste2&"-"&stac&"uv"=sstel
EndIf

ElselIf ggl>0 Then
If ggl=1 Then
sted&"+uv'"->stel
Else
string(ggl)->stac
ste?&"+"&stac&"uv"sste3d
EndIf

EndIf

Lbl eci2

IT dd1=0 Then
ste3-ssted
Goto eci3

103



Elself ddl<0 Then
If ddl=-1 Then
ste3&"-u"-»sted
Else
abs(ddl)-ad
string(ad)-stad
ste3&"-"&stad&"u"=ste4
EndIf

ElselIf ddl1>0 Then
If ddl=1 Then
ste3&"+u">sted
Else
string(ddl)-»stad
ste3"+"&stad&"u"=»sted
EndIf

EndIf

Lbl eci3

If eel=0 Then

sted4ssteb

Goto ecid

Elself eel<0 Then
If eel=-1 Then
sted4d"-v"ssteb
Else
abs(eel)=ae
string(ae)sstae
sted4&"-"&stae&"v">sted
EndIf

Elself eel>0 Then
If eel=1 Then
sted4&"+v">steb
Else
string(eel)->stae
stedd"+"&staed"v" "»>s5teb
EndIf

EndIf

Lbl eci4

If ffl=0 Then
steb&"=0">steb

Else

string(ffl)-staf
steb&"-"&staf&"=0">steb
EndIf

EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGQRH () : Determina la ecuacion de la imagen de una recta
horizontal. Ocupa una memoria de 187 bytes.

()

Prgm

a2~2=aal

al*2-bbl

-2*¥al*a2»gqgl
-4xalxaa~2*cc[k]*2-ddl
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-4%g2%aa”2%ccl[k]*2=eel
4xga~dxcc[k]4>Tfl

progq()
EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGQRI () : Determina la ecuacion de la imagen de una recta
oblicua. Ocupa una memoria de 273 bytes.

()

Prgm
azx(1-m[k]*2)+2*al*m[k]>chl
alx (1-m[k]*2)-2%a2*m[k]=ch2
chl”2-aal

ch222-bbl

-2%chl*ch2=qggl
-d%cc[k]*2*aa”2*ch2-ddl
-4xcc[k]*2*aa”2%chl-seel
4xcc[k]*4xaar4->Ff1

progq()

EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGQRV () : Determina la ecuacion de la imagen de una recta
vertical. Ocupa una memoria de 187 bytes.

()

Prgm

a2*2-aal

al~2-bbl

-2*al*a2»qgl
4+al*aa”*2#%cc[k]"2>ddl
4xa2+aa”2xccl[k]”2»eel
4xgardxcc[k]*4>FT1

progq()
EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGRH1 () : Traza la grafica puntual de la imagen de una recta
horizontal. Ocupa una memoria de 58 bytes.

()

Prgm

For J,xmin,xmax,AXx
J+ixcclk]»z

proga()

EndFor

EndPrgm
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Subprograma auxiliar PROGRH22 () : Traza la grafica continua de la imagen de una recta
horizontal. Ocupa una memoria de 80 bytes.

()

Prgm

DelVar uO,vO0,u,v

For J,xmin,xmax,ax/2
J+i*cclk]l=z
progconal)

EndFor

EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGRI1( ) : Traza la grafica puntual de la imagen de una recta
oblicua. Ocupa una memoria de 59 bytes.

()

Prgm

For j,xmin,xmax,Ax
JHix(tlk]|x=])»z
proga()

EndFor

EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGRI22 () : Traza la grafica continua de la imagen de una recta
oblicua. Ocupa una memoria de 73 bytes.

{2

Prgm

Delvar wu,v

For J,xmin,xmax,Ax/2
JHix(t[k]|x=])=z
progcona()

EndFor

EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGRV1( ) : Traza la grafica puntual de la imagen de una recta
vertical. Ocupa una memoria de 58 bytes.

()

Prgm

For J,ymin,ymax,Ay
cclkl+ixjoz

proga()

EndFor

EndPrgm
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Subprograma auxiliar PROGRV22 () : Traza la grafica continua de la imagen de una recta
vertical. Ocupa una memoria de 132 bytes.

()

Pram

DelVar u0,vO0,u,v

For J,ymin, ymax,Ay/2
celk]+ixjsz

progn()

If J=ymin

Goto bb

Line u0,vO,u,v
LbTl bb

u-=ul

v=>v0

EndFor

EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGT1 () : Pregunta si desea transformar una recta. Ocupa una
memoria de 63 bytes.

()

Pragm

ClrlQ

Dialog

Text "iDesea transformar una recta?"
EndOlog

EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGT2 () : Pregunta si desea transformar dos rectas. Ocupa una
memoria de 64 bytes.

()

Prgm

CirlO

Dialog

Text "éDesea transformar dos rectas?”
EndDlog

EndPrgm

Subprograma auxiliar PROGT3 () : Pregunta si desea transformar tres rectas. Ocupa una
memoria de 65 bytes.

()

Pragm

ClrlIO

Dialog

Text "iDesea transformar tres rectas?"
EndDlog

EndPrgm
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Subprograma auxiliar PTHE () : Almacena y procesa los datos de una hipérbola equilatera a
transformar. Ocupa una memoria de 103 bytes.

()

Prgm

expr(ht)sccl[k]

ce[k]/x=f(x)

fix)=>tlk]
az2xu/al+2*(abs(a_))~2*ccl[k]l/al-plk]
EndPrgm

Subprograma auxiliar PTHH () : Almacena y procesa los datos de una hipérbola horizontal a
transformar. Ocupa una memoria de 106 bytes.

()

Prgm

expr(ht)=cc[k]

Y{-cc[k]+x*2)=>f(x)

fix)»>tlk]
-al*ufa2+(abs{a_))r2%cc[k]/a2-»p[k]
EndPrgm

Subprograma auxiliar PTHV () : Almacena y procesa los datos de una hipérbola vertical a
transformar, Ocupa una memoria de 105 bytes.

()

Prgm

expr(ht)=cclk]

Yicc[k]+x*2)>f(x)

fix)=t[k]
-alxu/a2-(abs(a_))~2%cc[k]/a2-»p[k]
EndPrgm

Programa PROG2 () : Es el programa principal sirve para transformar rectas, circunferencias e
hipérbolas, por lo cual ejecuta todos los programas auxiliares descritos anteriormente. Ocupa
una memoria de 26816 bytes.

()
Prgm

CirlO

FnOff

PlotsOff

ClrGraph

ClrDraw
setMode("Exact/Approx", "Exact")
setGraph("Axes","0On")
setGraph("Grid","0On")
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ZoomDec

LbT  ww

CirlO

Dialog

Title "Funcién cuadratica compleja"
Request "a=",inst

EndDlag

expr(inst)-sa_

If abs(a_)=0
Goto w

real(a_J)=al
imag(a_)=a2
Y(al~2+a2~2)=absa

pargl()

getNum(argu)-=numa
getDenom(argu)-=denoma

If denomazl Then
string(numa)=stnuma
string(denoma)->stdenoma
stnuma&"/"&stdenoma=arge
Else

numa-=arge

EndIf

ClrlO

Disp " MODULO de &"
Qutput 15,85,"|a|="

Qutput 15,110,absa

Diygps MM

Disp " ARGUMENTO de a"
Qutput 60,75,"arg a="

Output 60,115,arge

Disp

Disp " Presione ENTER para continuar .
Pause

abs(a_)-aa

a_*z7°2sw(z)
Goto uno

Lbl w
CirlIO
Disp " i ATENELEB N I”
Disp
Disp " a=0 no es valido"
Disp " introducir un nuevo valor"
Disp

Disp " presione ENTER para continuar"”

Pause
Goto ww

Lbl uno
CirlO
Disp " OPCIONES"
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Disp "F1l: Rectas horizontales"
Disp "F2: Rectas verticales"
Disp "F3: Rectas oblicuas”
Disp "“F4: Circunferencias”
Disp "“F5: Hipérbolas”

Disp "“F6: Inicio”

Disp "F7: Salir"

Toolbar

Title "Hrz",horiz
Title "Vrt" K vert
Title "Inc",inc]
Title ™MCre", clirc
Title "Hpr", hiper
Title "Ini", ww
Title "Fin",6fin
EndTBar

Lbl horiz

cirl0

Dbsp: ™ RECTAS HORIZONTALES"
popc ()

Toolbar

Title "1 rec",unarh
Title "2 rec",dosrh
Title "3 rec”,tresrh
Title "Opciones",uno
Title "Inicio",ww
Title “Sal3r",f4n
EndTBar

Lbl unarh
progtl()

If ok=0
Goto horiz

CirIO

Disp " UNA RECTA HORIZONTAL"
Dialog

Title "Recta horizontal"

Request "y=",rhrz

EndDlog

1=k

pptrhvfc()

Goto grafy

Lb1l dosrh
progt2()

If ok=0
Goto horiz

CirIO

Disp " DOS RECTAS HORIZONTALES"
Dialog

Title "Recta horizontal 1"

Request "yl=",rhrz

EndDlag

1=k

pptrhvfc()
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CirlO

Disp " DOS RECTAS HORIZONTALES"
Dialog

Title "Recta horizontal 2"

Request "y2=",rhrz

EndDlog

2=k

pptrhvfc()

Goto grafy?

Lbl tresrh
progt3()
If ok=0
Goto horiz

CirlO

O1sp " TRES RECTAS HORIZONTALES"
Dialog

Title "Recta horizontal 1"

Request "yl=",rhrz

EndDlog

1=k

pptrhvfc()

€l

Disp " TRES RECTAS HORIZONTALES"
Dialog

Title "Recta horizontal 2"

Request "y2=",rhrz

EndDlog

2=k

pptrhvfc()

CirlO

Disp " TRES RECTAS HORIZONTALES"
Dialog

Title "Recta horizontal 3"

Request "y3=",rhrz

EndDlog

3k

pptrhvfc()

Goto grafy3

Lbl grafy
ClrDraw
CirGraph
1=k
progrhl()
Goto hmenu

Lbl grafy?
ClrDraw
ClrGraph
1-k
progrhl()

2K

progrhl()
Goto hmenu?2

Lbl grafy3
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ClrDraw
ClrGraph
1=k
progrhl()

2=k
progrhl()

3k
progrhl()
Goto hmenu3

Lb1 hmenu

Toolbar

Title "Graf cont",conty
Title "Ec imag",hecua
Title "Repetir”, grafy
Title "Opciones",horiz
THEle "salir",fin
EndTBar

Lbl hmenu?

Toolbar

Title "Graf cont",contv?2
Title "Ec imag",6 hecua?
Title "Repetir",grafy2
Title "Opciones",horiz
Title "Salir",fin
EndTBar

Lbl hmenu3

Toolbar

Title "Graf cont",contv3
Title "Ec imag",6hecua3
Title "Repetir",grafy3
Title "Opciones",horiz
Title "Salir",fin
EndTBar

Lbl contv
ClrDraw
ClrGraph
1sk
progrh22()
Goto hmenu

LbTl contve
ClrDraw
CirGraph
1=k
progrh22()

2k
progrh22()
Goto hmenu2

Lb1 contv3
ClrDraw
ClrGraph
1sk
progrh22()
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2K
progrh22()

3k
progrh22()
Goto hmenu3

Lbl hecua
DelVar u,v
1sk

If cc[k]=0
Goto hecuav
progqrh()

PtText ste6,-11,-4.

pppw()
Goto hmenu

Lbl hecua?
DelVar u,v
1=k

If welki=0
Goto hecuav?
progqrh()

PtText ste6,-11,-3.

Lbl hecuaZa
2=k

If cc[kl=0
Goto hecuavZza
progqrh()

PtText ste6,-11,-4.

pppw()
Goto hmenu?

Lbl hecua3
DelVar wu,v
1=k

If ccl[k]l=0
Goto hecuav3

progqrh()

PtText ste6,-11,-2.

Lbl hecua3a
2=k

If ccl[k]=0
Goto hecuav3a
progqrh()

PtText ste6,-11,-3.

Lbl hecua3b
3=k

IT ccl[k]=0
Goto hecuav3b
progqrh()

PtText ste6,-11,-4.

pppw()
Goto hmenu3

Lbl hecuav
If al=0
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Goto hecuau
perhvifc()
"v="&stvsstrv

PtText strv,-11,-4.

pppw()
Goto hmenu

Lbl hecuav?

If al=0

Goto hecuau?
perhvifc()
"vl="&stvsstrv
PtText stryvg=11.73.
Goto hecuaZa

LbT hecuav2a

If al=0

Goto hecuauZa
perhvifc()
"v2="&stvsstrv
PtText strv,-11,-4.

pppw()
Goto hmenu?

Lb1 hecuav3

If al=0

Goto hecuau3l
perhvifc()
"yl="&stvastrv
PEText strv,-11,-2.
Goto hecua3a

Lbl hecuav3a

If al=0

Goto hecuau3a
perhvifc()
"y2="&stvastrv
PtText strv,-11,-3.
Goto hecua3db

Lb1 hecuav3b

If al=0

Goto hecuau3b
perhvifc()
"v3="&stv=sstrv
PtText strv,-11,-4.

pppw()
Goto hmenu3

Lb1l hecuau

"u=0"=sstru
PEText steu,-171. -4,
pppw()

Goto hmenu

Lb1l hecuau?
"ul=0"-»stru

PEText stru =11, =8
Goto hecuaZa

Lbl hecuau?a
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"u2=0"sstru
PtText stru,-11,-4.5

pppw()
Goto hmenu?

Lbl hecuaul
"ul=0"=stru

PtText stru,-11,-2.5
Goto hecua3a

Lbl hecuau3a
"y2=0"=stru

PtText stru,-11,-3.5
Goto hecua3b

Lb1l hecuau3b
"u3=0"-»stru
PtText stru,-11,-4.5

pppw()
Goto hmenu3

Lb1 vert

ClrlQ

Disp " RECTAS VERTICALES"
popc()

Toolbar

Title "1 rec",unarv
Title "2 rec",dosrv
Title "3 rec",tresrv
Title "Opciones",uno
Title "Inicio",ww
Title "Salir",fin
EndTBar

Lb1l unarv
progtl()
If ok=0
Goto vert

ClirlID

Disp " UNA RECTA VERTICAL"
Dialog

Title "Recta vertical"

Request "x=",rhrz

EndDlog

1=k

pptrhvfc()

Goto grafx

Lbl dosrv
progt2()
If ok=0
Goto vert

ClrlO

Disp " DOS RECTAS VERTICALES"
Dialog

Title "Recta vertical 1"

Request "x1=",rhrz

EndDlog
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1=k
pptrhvfc()

CirlO

Disp " DOS RECTAS VERTICALES®
Dialog

Title "Recta vertical 2"

Request "x2=",rhrz

EndDlog

2=k

pptrhvfc()

Goto grafx2

Lbl tresrv

progt3()

If ok=0

Goto vert

CirIO

Disp " TRES RECTAS VERTICALES"
Dialog

Title "Recta vertical 1"
Request "x1=",rhrz
EndDlog

1=k

pptrhvfc()

Cirl0

Disp " TRES RECTAS VERTICALES"
Dialog

Title "Recta vertical 2"

Request "x2=",rhrz

EndDlog

2=k

pptrhvfc()

E1EI0

Disp " TRES RECTAS VERTICALES"
Dialog

Title "Recta vertical 3"

Request "x3=",rhrz

EndDlog

3=k

pptrhvfc()

Goto grafx3

Lbl grafx
ClrDraw
ClrGraph
1-k
progrvl()
Goto vmenu

Lbl grafx2
ClrOraw
ClrGraph
1=k
progrvl()

2=k

progrvl()
Goto vmenuZ2
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Lbl grafx3
ClrDraw
ClrGraph
1=k
progrvl()

2=k
progrvl()

35k
progrvl()
Goto vmenu3

Lb1l wvmenu

Toolbar

Title "Graf cont",contx
Title "Ec imag",vecua
Title "Repetir",grafx
Title "Opciones™,vert
Title "Salir",fin
EndTBar

Lbl vmenu2

Toolbar

Title "Graf cont”,contx?2
Title "Ec imag",vecua?
Title "Repetir",grafx2
Title "Opciones",6vert
Title "Salir",fin
EndTBar

Lb1 vmenu3

Toolbar

Title "Graf cont”,contx3
Title "Ec imag",vecua3
Title "Repetir",grafx3
Title "Opciones",vert
TEtle ™Saldr".fin
EndTBar

Lbl contx
ClrDraw
ClrGraph
1=k
progrv22()
Goto vmenu

Lbl contx2
ClrDraw
ClrGraph
1=k
progrv22()

2=k
progrv22()
Goto vmenu?

Lb1 contx3
ClrDraw
ClrGraph
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1-k
progrv22()

2=k
progrvz2()

3k
progrv22()
Goto vmenu3

Lb1 wvecua

DelVar wu,v

1k

IfT ccl[k]=0

Goto vecuav
progqrv()

PtText ste6,-11,-4.

pppw()
Goto vmenu

Lb1 vecua2
DelvVar u,v
1=k

If ccl[k]=0
Goto vecuav?2
progqrv()
PtText ste6,-11,-3.

Lbl vecuaZa

2=k

IT ccl[k]=0

Goto vecuavia
proggrv()

PtText steb,-11,-4.

pppw()
Goto vmenu?

Lbl vecua3

DelVar u,v

1=k

It ecik]=0

Goto vecuav3
progqgrv()

PtText ste6,-11,-2.

Lb1l vecua3a

2=k

If cc[k]l=0

Goto vecuav3a
progqrv()

PtText ste6,-11,-3.

Lb1 vecua3b

3=k

If cclk]=0

Goto vecuav3b
progqrv()

PtText ste6,-11,-4.

pppw()
Goto vmenu3
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Lbl vecuayv

If al=0

Goto vecuau
perhvifc()
"y="&stv=sstrv

PETaxt Strv,=11,74.

pppw()
Goto vmenu

Lbl vecuav?

If al=0

Goto vecuau?
perhvifc()
"yl="&stv=sstrv
PtText strv,-11,-3.
Goto vecuaZza

Lb1l vecuavZ2a

If al=0

Goto vecuauZa
perhvifc()
"v2="&stvasstry
PtText strv,-11,-4.

pppw()
Goto vmenu?

Lbl vecuav3

IT al=0

Goto vecuaul
perhvifc()
"vl="&stvsstrv
PtText strv,-11,-2.
Goto vecua3a

Lbl vecuav3a

If al=0

Goto vecuau3a
perhvifc()
"v2="8stv=>strv
PETeExt strv,=11,73.
Goto vecua3db

Lbl vecuav3b

If al=0

Goto vecuau3b
perhvifc()
"y3="&stv>strv
PtText strv,-11,-4.

pppw()
Goto vmenu3

Lb1l wvecuau

"u=0"=stru
PtText stru,-11,-4.
pppw()

Goto vmenu

Lb1l vecuau?
"u=0"sstru

PtText stru,-11,-3.
Goto vecuaZa



Lbl vecuauZa

"u=0"-=stru
PtText stru,-11,-4.5
pppw()

Goto vmenu2

Lbl wvecuau3
"u=0"sstru

PtText stru,-11,-2.5
Goto vecua3a

Lbl vecuau3a
"u=0"=stru

PtText stru,-11,-3.5
Goto vecuadb

Lbl wvecuau3b
"u=0"=stru
PtText stru,-11,-4.5

pppw()
Goto vmenu3

Lbl incl

CirlQ

Disp " RECTAS INCLINADAS"
popc()

Toolbar

Title "1 rec",unarf
Title "2 rec",dosr
Title "3 rec",tresri
Title "Opciones",uno
Title "Inicio",ww
Title "Salir",fin
EndTBar

Lbl unari

progtl()

If ok=0

Goto incl

ClrlIO

Disp " UNA RECTA INCLINADA"
Dialog

Title "Recta inclinada”
Request "y=",rinc
EndDlog

1-k

pfcri()

Goto grafyt

Lbl dosri

progt2()

If ok=0

Goto incl

CirlO

Disp " DOS RECTAS INCLINADAS"
Dialog

Title "Recta inclinada 1"

Request "yl=", rinc

EndDlog
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1-k
pferi()

CilrIO

Dsp- ™ DOS RECTAS INCLINADAS"
Dialog

Title "Recta inclinada 2"

Request "y2=",rinc

EndDlog

2k

pferi()

Goto grafyiz

Lbl tresri

progt3()

If ok=0

Goto incl

Clrlo

Disp " TRES RECTAS INCLINADAS"
Dialog

Title "Recta inclinada 1"
Request "yl=",rinc
EndDlog

1=k

pferi()

CirlIO

Disp " TRES RECTAS INCLINADAS"
Dialog

Title "Recta inclinada 2"

Request "y2=",rinc

EndDlog

2K

pferi()

CirlO

Disp " TRES RECTAS INCLINADAS"
Dialog

Title "Recta inclinada 3"

Request "y3=",rinc

EndDlog

3sk

pferi()

Goto grafyi3

LbT grafyt
ClrDraw
ClrGraph
1=k
progril()
Goto 1imenu

Lbl grafyi2
ClrDraw
ClrGraph

1k
progril()

2-k
progril()
Goto imenu?
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Lbl grafyi3
ClrDraw
ClrGraph

1=k
progril()

2=k
progril()

33k
progril()
Goto 1imenu3

Lbl  imenu

Toolbar

Title "Graf cont",conti
Title "Ec imag",iecua
Title "Repetir",grafyi
Title "Opciones",incl
TiEle. “salirY Fin
EndTBar

Lbl 1imenu?

Toolbar

Title "Graf cont",conti2
Title "Ec imag",iecua?
Title "Repetir",grafyi2
Title *“"Opciones”,incl
Title ™MSalir".,.f1n
EndTBar

Lb1l imenu3

Toolbar

Title "Graf cont",conti3
Title "Ec imag",lecua3
Title "Repetir",grafyi3
Title "Opciones",incl
Title "Salir",fin
EndTBar

Lb1l contt
ClrDraw
ClrGraph
1-k
progri22()
Goto imenu

Lbl conti2
ClrDraw
ClrGraph
1=k
progriz2()

2=k
progri22()
Goto 1imenu2

Lbl conti3

ClrDraw
ClrGraph
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1=k
progriz2()

2=k
progriz22()

3=k
progri22()
Goto imenu3

Lbl tecua
DelVar u,v
1=k

If cc[k]=0
Goto ecuav
progqri()

PtText ste6,-11,-4.

pppw()
Goto imenu

Lbl iecua?
DelVar wu,v
1-k

If ccl[k]=0
Goto iecuav?
progqri()

PtText stee.-11.-3.

Lbl fecuaza
2=k

If cc[k]=0
Goto iecuav?a
progqri()

PtText ste6,-11,-4.

pppw()
Goto imenu?2

Lbl iecua3
DelVar wu,v
1=k

If cec[k]=0
Goto iecuav3
progqri()

PtText ste6,-11,-2.

Lbl jecua3a
2K

IT cclk]l=0
Goto Jecuav3a
progqri()

PtText ste6,-11,-3.

Lbl iecua3b
3=k

If cclk]=0
Goto jecuav3b
progqri()

PtText steb,-11,-4.

pppw()
Goto imenu3
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Lbl iecuav

If d[k]1=0

Goto lecuau
perhvifc()
"y="&stvastryv

PtText strv,-11,-4.

pppw()
Goto 1imenu

Lbl decuav?

If d[k]=0

Goto iecuau?
perhvifc()
"vl="&stv=strv
PtText strv,-11,-3.
Goto iecuala

Lbl 1iecuav?a

If d[k]1=0

Goto lecuau2a
perhvifc()
"vZ2="&stvsstrv
PtText strv,-11,-4.

pppw()
Goto imenu2

Lbl iecuav3

If d[k1=0

Goto Jecuaul
perhvifc()
"vli="&stvsstrv
PtText stry,-11.,-2.
Goto iecuala

Lbl iecuav3a

If d[k]=0

Goto iecuau3a
perhvife()
"y2="8&stv=s5trv
PtText stey,=11,-3.
Goto iecua3b

Lbl jecuav3b

If d[k]=0

Goto iecuau3b
perhvifc()
"y3="&stvasstrv
PtText strv,-11,-4.

pppw()
Goto imenu3

Lb1" iecuau
string(d[k])=stu
"u="&stusstru

PtText stru,-11,-4.

pppw()
Goto 1imenu

Lbl decuau2

string(d[k])=stu
"Ul="&stusstru
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PtText stru,-11,-3.5

Goto iecuaZa

Lbl 1ecuau?a
string(d[k])—=stu
"u2="&stu-=stru

PtText stru,-11,-4.5

pppw()
Goto imenuZ

Lbl iecuau3
string(d[k])=stu
"ul="&stu=stru

PtText stru,-11,-2.5

Goto iecua3a

Lbl iecuau3a
string(d[k])=stu
"uz="&stu=stru

PtText stru,-11,-3.5

Goto jecua3b

Lbl iecuau3b
string(dfk])=stu
"u3="&stu=stru

PtTrext wstru,~11,~4.5

pppw()
Goto imenu3

Lbl circ

Cirlo
Disp

Disp "F4:Salir"

Toolbar

Title "x%+y?=r?",circo

Title "(x-h)2+(y-k)Z=r®" circhk
Title "Opciones",uno

Title ™“Salie',fin

EndTBar

Lbl circo
CirlIO

Disp " CIRCUNFERENCIAS CON C(0,0)"
Disp “Fl: Una circunferencia"

Disp "F2: Dos circunferencias"”

Disp "F3: Tres circunferencias”

Disp "F4: Opciones"

Disp "F5: Inicio”

Disp "F6: Salir"

Toolbar

Title "1 circ”",unac
Title ™2 clre" . dosc
Title "3 circ",tresc

Title "Ops",circ

Title "Inicio",ww
Title "Salir",fin

' CIRCUNFERENCIAS"
Disp "Fl:Circunferencias con C(0,0)"
Disp "F2:Circunferencias con C(h,k)"
Disp "F3:0pciones”
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EndTBar

Lb1 unac

CirlO

Dialog

Text "éiDesea transformar una circunferencia?"
EndDlog

If ok=0

Goto circo

CirlO

Disp " UNA CIRCUNFERENCIA"
Dialog

Title "Una circunferencia”

Request "Radio",rd

EndDlog

1-k

pptcfe()

Goto grafc

Lb1l dosc

CirlIO

Dialog

Text "iDesea transformar 2 circunferencias?"
EndDlog

If ok=0

Goto circo

Clrl0

Disp * DOS CIRCUNFERENCIAS"
Dialog

Title "circunferencia 1"

Request "Radio",rd

EndDlog

1=k

pptcfc()

¢lerlo

Disp " DOS CIRCUNFERENCIAS™
Dialog

Title ‘"circunferencia 2"

Request "Radio",rd

EndDlog

2=k

pptcfe()

Goto grafc?

Lbl tresc

ClrlOD

Dialog

Text "iDesea transformar 3 circunferencias?"
EndDlog

If ok=0

Goto circo

ClrlIQ

Disp " TRES CIRCUNFERENCIAS"
Dialog

Title "circunferencia 1"

Request "Radio",K rd

EndDlog
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1-k
pptcfc()

CirIO

Disp " TRES CIRCUNFERENCIAS™
Dialog

Title "circunferencia 2"

Request "Radio",rd

EndDlog

2k

pptcfc()

CirlO

Disp " TRES CIRCUNFERENCIAS™
Dialog

Title “circunferencia 3"

Request "Radio",rd

EndDlog

3=k

pptefe()

Goto grafc3

Lbl grafc
ClrGraph
ClrDraw

1=k
proggrac()
Goto cmenu

Lbl grafc?
ClirGraph
ClrDraw

1=k
proggrac()

2-k
proggrac()
Goto cmenu2

Lbl grafcd
ClrGraph
CirDraw

1=k
proggrac()

2=k
proggrac()

3=k
proggrac()
Goto cmenu3

Lbl cmenu

Toolbar

Title "Graf cont”,contc
Title "Ec imag",cecua
Title "Repetir",grafc
Title "Opciones",circo
Title "Salir", fin
EndTBar
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Lbl cmenu2

Toolbar

Title "Graf cont",contc2
Title "Ec imag",cecua?
Title "Repetir",grafc?2
Title "“Opciones",circo
Title "Salir",fin
EndTBar

Lbl cmenu3

Toolbar

Title "Graf cont",contc3
Title "Ec imag",cecual
Title "Repetir",grafc3
Title "Opciones",circo
Title "Salir",fin
EndTBar

Lb1l contc
ClrGraph
ClrDraw

1=k
proggrcc()
Goto cmenu

Lbl contc2
ClrDraw
CirGraph
1sk
proggrcc()

2=k
proggrcc()
Goto cmenu?

Lbl contc3
ClrDraw
ClrGraph
1=k
proggrcc()

2=k
proggrec()

3=k
proggrcc()
Goto cmenu3

LbT cecua

DelVar u,v

1=k

ppecfc()

PtText strwi,-11,-4.5
pppw()

Goto cmenu

Lbl cecua2

Delvar wu,v

1=k

ppecfc()

PETlext stewl,~11l.,-3.5
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2=k
ppecfc()
PrText: strw) ~11.~4.5

pppw()
Goto cmenu?

Lbl cecua3

DelVar u,v

1=k

ppecfc()

PtText strwi,-11,-2.5

2=k
ppecfc()
PtText strwi,-11,-3.5

3=k
ppecfc()
PtText strwi,-11,-4.5

pppw()
Goto cmenu3

Lbl circhk

CirIO

Disp " CIRCUNFERENCIAS CON C(h,k)"
Disp "Fl: Una circunferencia”

Disp "F2: Dos circunferencias"

Disp "F3: Tres circunferencias”

Disp "F4: Opciones”

Disp "F5: Inicio”

Disp "F6: Salir"

Toolbar

Title "1 circ”",unachk
Title "2 circ",doschk
Title "3 circ",treschk
Title "Ops",circ

Title "Inicio",ww
Title "Salir",fin
EndTBar

Lb1l unachk

CirlIO

Dialog

Text "iDesea transformar una circunferencia?"
EndDlog

If ok=0

Goto circhk

CirIO

Disp " UNA CIRCUNFERENCIA"
Dialog

Title "Una circunferencia"
Request "Centro",cent
Request "Radio",rd

EndDlog

1=k

expr(cent)=zal[k]
expr(rd)>srr[k]

Goto grafchk
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Lbl grafchk
ClrGraph
ClrDraw

1=k
proggrac()
Goto cmenuhk

Lb1 cmenuhk

Toolbar

Title "Graf cont",contchk
Title "Ec imag",cecuahk
Title "Repetir",grafchk
Title "Opciones",circhk
Titie ™Salier".fin

EndTBar

Lbl hiper

CirlO

Disp " HIPERBOLAS"

Disp "Fl:Hipérbolas equilateras”

Disp "F2:Hipérbolas no-equildteras horizontales"
Disp "F3:Hipérbolas no-equilateras verticales"
Disp "F4:0pciones”

Disp “FSslniclo”

Disp "F6:Salir"”

Toolbar

Title "xy=C",hipere
Title "x%-y*=C",hipernh
Title "y?-x%=C",hipernv
Title "Opciones",uno
Title "Ini",ww

Title ™"EAn",Fin

EndTBar

Lbl hipere

CirlO

Disp " HIPERBOLAS EQUILATERAS"
Disp "Fl: Una hipérbola"

Disp "F2: Dos hipérbolas”

Disp "F3: Tres hipérbolas"

Disp "F4: Opciones”

Disp "F5: Inicio"

Disp "F6: Salir"

Toolbar

Title "1 hip",unahip
Title "2 hip",doship
Title "3 hip",treship
Title "Opciones",hiper
Title "Inicio",ww
Title "Salir",fin
EndTBar

Lb1 unahip

CirlO

Dialog

Text "éDesea transformar una hipérbola?"
EndDlog
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If ok=0
Goto hipere

CirlIO

Disp " UNA HIPERBOLA"

Dialog

Title "Hipérbola equilatera"
Request "xy=",ht

EndDlog

1=k

pthe()

Goto grafhe

Lb1 doship
CirlQ
Dialog

Text "iDesea transformar dos hipérbolas?"

EndDlog
If ok=0
Goto hipere

Cirl0O

Disp " DOS HIPERBOLAS™"
Dialog

Title "Hipérbola equilatera 1"
Request "xy=",ht

EndDlog

1=k

pthe()

Cirl0

Disp " DOS HIPERBOLAS"
Dialog

Title "Hipérbola equildtera 2"
Request "xy=", ht

EndDlog

2k

pthe()

Goto grafhe2

LbT treship
glrlo
Dialog

Text "éiDesea transformar tres hipérbolas?"

EndDlog
If ok=0
Goto hipere

Cirl0

Disp " TRES HIPERBOLAS"
Dialog

Title "Hipérbola equilédtera 1"
Request "xy=",6ht

EndDlog

1=k

pthe()

CirlO

Disp " TRES HIPERBOLAS"
Dialog

Title "Hipérbola equildatera 2"
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Request "xy=",ht
EndDlog

2=k

pthe()

CirlO

Disp " TRES HIPERBOLAS"
Dialog

Title "Hipérbola equilatera 3"
Request "“xy=",6ht

EndDlog

3=k

pthe()

Goto grafhe3

Lbl grafhe
ClrDraw
ClrGraph

1=k

pghe()

Goto hemenu

Lbl grafhe?
ClrDraw
ClrGraph

1-k

pghe()

2=k
pghe()
Goto hemenu?

Lbl grafhe3
ClrDraw
ClrGraph

1=k

pghe()

2=k
pghe()

3k
pghe()
Goto hemenu3

Lb1 hemenu

Toolbar

Title "Graf cont",conthe
Title "Ec 1imag",6ecuahe
Title "Repetir",grafhe
Title "Opciones",hipere
Title "Salir",fin
EndTBar

Lbl  hemenu?2

Toolbar

Title "Graf cont",conthe2
Title "Ec imag",ecuahe2
Title "Repetir",grafhe?2
Title "Opciones", hipere
Title "Salir",fin
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EndTBar

Lbl hemenu3

Toolbar

Title "Graf cont",conthe3
Title "Ec imag",ecuahe3
Title “Repetir",grafhe3
Title "Opciones",hipere
Title "Salir",fin

EndTBar

Lbl conthe
CirDraw
ClrGraph

1sk

pgche()

Goto hemenu

Lb1 conthe?
ClrDraw
ClrGraph

1-k

pgche()

2=k
pgche()
Goto hemenu?

Lb1 conthe3
ClrDraw
ClrGraph

1-k

pgche()

2=k
pgche ()

3=k
pgche()
Goto hemenu3

Lbl ecuahe

DelVar wu,v

1=k

If al=0 Then
string(-2*a2*cc[k])=>sth
"u="&sthsstrh

PtText strh,.=11,-4.5
pppw()

Else

DelVar u,v
perhvifc()
"y="&stvsstrh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

EndIf

Goto hemenu

Lbl ecuahe2
DelVar wu,v
1=k




If al=0 Then
string(-2*a2*cc[k])=sth
"ul="&sth=strh

PtText strh,-11,-3.5
Else

DelVar u,v

perhvifc()
"yl="&stvsstrh

PETaxt steh,=11,.-3.5
EndIf

2=k

If al=0 Then
string(-2*xa2*cc[k])=sth
"u2="&sth=strh

PEText strh,=11,=4.5
pppw()

Else

DelVar wu,v
perhvifc()
"v2="&stv=strh

PtText strh,=11.-4:5
pppw()

EndIf

Goto hemenu2

Lbl ecuahe3

DelVar u,v

1=k

If al=0 Then
string(-2*aZ2*cc[k])»sth
"ul="&sth»strh

PtText strh,-11,-2.5
Else

DelVar wu,v
perhvifc()
"vi="&stv=strh

PtText: steh,-11_-2.5
EndIf

2k

If al=0 Then
string(-2*%a2*cc[k])=sth
"u2="&sthsstrh

PtText strh,-11,-3.5
Else

DelVar wu,v
perhvifc()
"y2="&stvsstrh

PtText strh,-11,-3.5
EndIf

3k

If al=0 Then
string(-2*%xa2*cc[k])=sth
"u3="&sth=strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

Else

DelVar wu,v

perhvifc()
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"y3="&stv=strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

EndIf

Goto hemenu3

Lb1 hipernh

CirlIO

Disp " HIPER NO-EQUI HORIZONTALES"
Disp "Fl: Una hipérbola”

Disp "F2: Dos hipérbolas"

Disp "F3: Tres hipérbolas”

Disp "F4: Opciones”

Disp "F5: Inicio"

Disp "F6: Salir"

Toolbar

Title "1 hip",unahiph
Title "2 hip",doshiph
Title "3 hip",treshiph
Title "Opciones”, hiper
Title "Ini",ww

Title "Salir",fin
EndTBar

LbT unahiph

CirlIO

Dialog

Text "iDesea transformar una hipérbola?"
EndDlog

If ok=0

Goto hipernh

Ciri0

Disp " UNA HIPERBOLA"

Dialog

Title "Hipérbola no-equildtera horizontal"
Request "x2%-y?=" ht

EndDlog

1=k

pthh()

Goto grafhh

Lb1 doshiph

CirlO

Dialog

Text "iDesea transformar dos hipérbolas?"
EndDlog

If ok=0

Goto hipernh

Cirl0

Disp " DOS HIPERBOLAS"

Dialog

Title "Hipérbola no-equilatera horizontal 1"
Request "x?-y*=" ht

EndDlog

1=k

pthh()

ClrlO



Disp " DOS HIPERBOLAS"

Dialog

Title "Hipérbola no-equilatera horizontal 2"
Request "xZ%-y?=" ht

EndDlog

2=k

pthh()

Goto grafhh?

Lb1 treshiph

CirlO

Dialog

Text "iDesea Transformar tres hipérbolas?"
EndDlog

If ok=0

Goto hipernh

Cirl0

Disp " TRES HIPERBOLAS"

Dialog

Title "Hipérbola no-equildtera horizontal 1"
Request "xZ%-yZ=" ht

EndDlog

1-k

pthh()

CirlO

Disp " TRES HIPERBOLAS"

Dialog

Title "Hipérbola no-equildtera horizontal 2"
Request "x%-y?=" ht

EndDlog

2=k

pthh()

CirlO

Disp " TRES HIPERBOLAS"

Dialog

Title "Hipérbola no-equildatera horizontal 3"
Request "x%2-y?*=" ht

EndDlog

3k

pthh()

Goto grafhh3

Lbl grafhh
ClrDraw
ClrGraph

1=k

pghh()

Goto imenuh

Lb1 grafhh2
ClrDraw
ClrGraph

1-k

pghh()

2=k
pghh()
Goto 1imenuh?
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Lb1 grafhh3
ClrDraw
ClrGraph

1k

pghh()

2=k
pghh()

3sk
pghh()
Goto imenuh3

Lb1 imenuh

Toolbar

Title "Graf cont",conthh
Title "Ec imag",iecuah
Title "Repetir",grafhh
Title "Opciones",hipernh
Title "Salir",fin
EndTBar

Lbl imenuh2

Toolbar

Title "Graf cont",conthh2
Title "Ec imag",iecuah2
Title "Repetir",grafhh2
Title "Opciones",hipernh
Title "Salir",fin

EndTBar

LbT 1imenuh3

Toolbar

Title "Graf cont",conthh3
Title "Ec imag",iecuah3
Title "Repetir",grafhh3
Title "Opciones",hipernh

Title "Salir"”,fin
EndTBar

Lbl <conthh
ClrDraw
ClrGraph

1sk

pgchh()

Goto imenuh

Lbl conthh2
ClrDraw
ClrGraph

1sk

pgchh()

2=k
pgchh()
Goto imenuh2

Lb1 conthh3
ClrDraw
ClrGraph
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1=k
pgchh()

2=k
pgchh()

3=k
pgchh()
Goto 1imenuh3

Lb1 iecuah

DelVar wu,v

1=sk

If a2=0 Then
string(al#*cc[k])=>sth
"u="&sth-=strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

Else

perhvifc()
"y="&stv=strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

EndIf

Goto imenuh

Lbl 1iecuah2

DelVar wu,v

1=k

If a2=0 Then
string(al*cc[k])=sth
"ul="&sth-=strh

PtText strh,-11.-3.5
Else

perhvifc()
"vl="&stv=strh

Ptlext sSErh.c11.53.5
EndIf

2=k

If a2=0 Then
string(al*cc[k])=sth
"uz="&sthsstrh

PEText strh,=11,.-4.5
pppwl)

Else

perhvifc()
"vZ2="&stv=strh

PETeXt strh; =11:-24.5
pppw()

EndIf

Goto imenuh?

LbT iecuah3

DelVar wu,v

1-k

If a2=0 Then
string(al*cc[k]l)=»sth
"ul="&sth=strh

PtText strh,-11,-2.5
Else
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perhvifc()
"vl="&stv=>strh

PtText strh,-11,-2.5
EndIf

2=k

If a2=0 Then
string(alxcc[k])=>sth
"u2="&sth=strh

PtText strh,-11,-3.5
Else

perhvifc()
"v2="&stvastrh

PtText strh,-11,-3.5
EndIf

3k

If a2=0 Then
string(al*xcc[k])»>sth
"u3="&sth=strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

Else

perhvifc()
"v3="&stv=strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

EndIf

Goto 1menuh3

Lb1 hipernv

ClrIO

Disp " HIPER NO-EQUI VERTICALES"
Disp "F1: Una hipérbola"

Disp "F2: Dos hipérbolas"

Disp "F3: Tres hipérbolas"

Disp "F4: Opciones”

Disp "F5: Inicio"

Disp "F6: Salir"

Toolbar

Title "1 hip",unahipv
Title "2 hip",doshipv
Title "3 hip",treshipv
Title "Opciones", hiper
Title "Ini", ww

Title "Salir",fin
EndTBar

Lb1 unahipv

CirlIO

Dialog

Text "iDesea transformar una hipérbola?”
EndDlog

If ok=0

Goto hipernv

CirIO
Disp " UNA HIPERBOLA"

Dialog
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Title "Hipérbola no-equilatera vertical”
Request "yZ-xZ=" ht

EndDlog

1sk

pthv()

Goto grafhv

Lb1l doshipy

CirlO

Dialog

Text "iDesea transformar dos hipérbolas?"”
EndD1og

ITf ©k=0

Goto hipernyv

CirlIO

Disp " DOS HIPERBOLAS"

Dialog

Title "Hipérbola no-equilatera vertical 1"
Request "y2-x2=" ht

EndDlog

1=k

pthv()

Cirl0

Disp " DOS HIPERBOLAS"

Dialog

Title “"Hipérbola no-equildtera vertical 2"
Request "y?-x?=",ht

EndDlog

2=k

pthv()

Goto grafhv2

LbT treshipv

Cirl0

Dialog

Text "iDesea transformar tres hipérbolas?"
EndDlog

If ok=0

Goto hipernv

Clnln

Disp " TRES HIPERBOLAS"

Dialog

Title “"Hipérbola no-equilatera vertical 1"
Request "y?%-x*=",ht

EndDlog

1-k

pthv()

CirlO

Disp " TRES HIPERBOLAS"

Dialog

Title "Hipérbola no-equildatera vertical 2"
Request "y?-x!=" ht

EndDlog

2=k

pthv()

CirlO
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Psp ™ TRES HIPERBOLAS"

Dialog

Title "Hipérbola no-equildtera vertical 3"
Request "y?%-x%=" ht

EndDlog

3=k

pthv()

Goto grafhv3

Lb1 grafhv
ClrDraw
ClrGraph

1k

pghv()

Goto 1imenuv

Lbl grafhv2
ClrDraw
ClrGraph

1=k

pghv()

2=k
pghv()
Goto imenuv2

Lbl grafhv3
ClrDraw
ClrGraph

1=k

pghv()

2=k
pghv()

3=k
pghv()
Goto imenuv3

Lb1l imenuv

Toolbar

Title "Graf cont",conthv
Title "Ec imag",lecuav
Title "Repetir”,grafhv
Title "Opciones",hipernv
Titlke "Satir yfin
EndTBar

Lbl 1imenuv2

Toolbar

Title "Graf cont"”,conthv?
Title "Ec imag",iecuav?
Title "Repetir",grafhv2
Title "Opciones",hipernv
Title "Salir",fin

EndTBar

Lbl imenuv3

Toolbar

Title “Graf cont”,conthv3
Title "Ec imag",iecuav3
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Title "Repetir",grafhv3
Title "Opciones" hipernv
Title "Salir", fin
EndTBar

Lbl conthy
ClrDraw
ClrGraph

1=k

pgchv()

Goto imenuyv

Lbl conthve
ClrDraw
ClrGraph

1=k

pachv()

2=k
pgchv()
Goto imenuv?

Lbl conthv3
ClrDraw
ClrGraph

1-k

pgchv()

2=k
pgchyv ()

3sk
pgchv ()
Goto imenuv3

Lbl ecuav

DelVar u,v

1-k

1f a2=0 Then
string(-alxcc[k])=sth
"u="&sth=strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

Else

perhvifc()
"y="&stv>strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

EndIf

Goto imenuv

Lbl fecuav?

DelVar u,v

1-k

If a2=0 Then
string(-al*cc[k])=sth
"ul="&sth-sstrh

Ptlext strh,-11.-3.5
Else

perhvifc()
"vl="8&stv=sstrh
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PtText strh,-11,-3.5
EndIf

2-k

If a2=0 Then
string(-alxcc[k])=>sth
"u2="&sth>strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

Else

perhvifc()
"v2="&stvsstrh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

EndIf

Goto imenuv?2

Lbl iecuav3

DelVar wu,v

1=k

If a2=0 Then
string(-al*cc[k])=sth
"ul="&sthsstrh

PtText strh,-11,-2.5
Else

perhvifc()
"vl="&stv=strh

PtText strh,-11,-2.5
EndIf

22k

If a2=0 Then
string(-al*xcc[k])»sth
"u2="&sth=strh

PEText strh/~11,.%3.5
Else

perhvifc()
"y2="8&stv=strh

PtTéxt 'steh.<11,-3.5
EndIf

3=k

If a2=0 Then
string(-al*cc[k])=sth
"u3d="&sthesstrh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

Else

perhvifc()
"y3="&stv=strh

PtText strh,-11,-4.5
pppw()

EndIf

Goto imenuv3

Lbl fin

CirlO

Dialog

Text "éDesea salir del programa?"
EndDlog
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If ok=0
Goto uno

Lbl ffin

DelVar
a_,al,a2,aa,aal,absa,ac,ad,ae,argu,arge,bbl,cc,chl,ch2,ccl,cc2,cc3,cent,d,dd
1,denoma,eel,f,ffl,g,g9l,h,hew,ht, inst,j,k,kew,m,n, numa,p,rd,rhrz,rinc,rr,rr
w,stru,strv,strw,strwi,stuvw,stu,stv,st,str,staa,stab,stac,stad,stae,staf,st
rh,sth,saal,stel, ste2,ste3 sted4,ste5,ste6,stnuma,stdenoma,t,u,uu,uld,ul,v,vi,
vv,v0,w,wi, ww,z,21,20,0

Disp

Disp " Presione ? Q para volver”
Disp " a Home"

EndPrgm
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