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Introduccion

La teoria de conjuntos estd presente practicamente en todas las dreas de las
matematicas, algunos ejemplos son los conjuntos abiertos y conjuntos cerrados (los
cuales son esenciales en Topologia), o los grupos que son conjuntos con ciertas carac-
teristicas (especialmente estudiados en Algebra Moderna ), etc. En este trabajo nos
enfocaremos en estudiar los conjuntos compactos, los cuales son de gran importan-
cia en Analisis Matematico y Ecuaciones Diferenciales. s6lo por mencionar algunas
areas. Especificamente, nuestro objetivo principal serd caracterizar los conjuntos
compactos en los espacios LP, y presentar algunas consecuencias importantes de este
resultado. Para ello desarrollaremos el trabajo The Kolmogorov-Riesz compaciness
theoremn elaborado por los matematicos Helge Holden y Harald Hanche-Olsen [6].

El concepto de compacidad surgié en uno de los periodos mds productivos de
la actividad matematica, a mediados del siglo XIX. Con la intervencién de grandes
matematicos como Cantor, Weierstrass, Hausdorfl y Dedekind, comenzaron a hacer
rigurosas muchas de las ideas que durante siglos habian sido dadas por sentadas.
Dos de los primeros matematicos en dar resultados importantes con respecto a la
compacidad de conjuntos, fueron Edward Heine y Emile Borel, mientras Heine traba-
jaba sobre funciones continuas, Borel trataba de caracterizar la recta real mediante
cubiertas abiertas. Gracias al trabajo de ambos se encontré una caracterizacion de
los conjuntos compactos en R, que afirmaba lo siguiente: Un subconjunto de R es
compacto si y sélo st es cerrado y acotado. Después se demostré que la afirmacion
anterior se cumplia para subconjuntos de R?. Al momento de querer generalizar el
concepto de conjunto compacto en espacios métricos, notaron que el ser cerrado y
acotado no implicaba el ser compacto. con ello surgié un nuevo problema. Cuando

se encontré una caracterizacién para los conjuntos compactos en espacios métricos,

X



Introduccién

introdujeron el concepto de totalmente acotado, de hecho, en un espacio métrico un
conjunto es compacto si v sélo si es completo v totalmente acotado.

Uno de los principales objetivos en esta tesis es caracterizar los conjuntos total-
mente acotados en distintos espacios normados, donde dichos espacios normados son
de Banach y por tanto caracterizamos los conjuntos compactos en dichos espacios.
Dos resultados de compacidad de gran importancia en este trabajo son el teorema
de Arzela-Ascoli y el teorema de Kolmogorov-Riesz, este iitimo siendo el resultado
principal.

La tesis consta de tres capitulos distribuidos de la siguiente manera: En el capitu-
lo 1 daremos un repaso acerca de la compacidad en espacios métricos, haciendo es-
pecial énfasis en el teorema Arzeld-Ascoli y tratando de mostrar un breve desarrollo
histérico del concepto de compacidad. Finalmente definiremos los espacios LP(IR?)
y recordaremos algunas de sus propiedades bésicas.

En el capitulo 2 estudiaremos los conceptos de transformada de Fourier y espacios
de Sobolev que son relevantes en analisis. Para definir la transformada de Fourier
de forma natural recordaremos los resultados mas importantes de los espacios de
Hilbert, asi como los conceptos de convolucién y espacios de Sovolev, para finalmente
definir la transformada de Fourier para el espacio L?(RY) mediante el teorema de
Plancherel. Por tltimo en este capitulo veremos los espacios de Sobolev, daremos
algunas de las propiedades principales y demostraremos que son completos bajo una
norma dada.

En el capitulo 3 daremos una caracterizacion de los conjuntos totalmente acota-
dos en los espacios de funciones continuas sobre un conjunto compacto K, el espacio
de sucesiones {7 y el espacio de funciones L?(R%), éste tltimo conocido como el teo-
rema de Kolmogorov-Riesz. Finalmente, se veran tres consecuencias que surgen a
partir del teorema de Kolmogorov-Riesz, la primera de ellas caracteriza los conjun-
tos totalmente acotados en el espacio LP(R"), tal que el conjunto de la transformada
de Fourier de las funciones sea uniformemente acotada, la segunda nos da una ca-
racterizacion de los conjuntos totalmente acotados en los espacios de Sobolev, y el

ultimo es el llamado principio de seleccién de Helly.



Capitulo 1

Historia y Preliminares

La teoria de conjuntos ha sido de gran importancia para el desarrollo de la
matemadtica en general, en la cual han surgido conceptos de gran importancia, tales
como los conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, entre otros. En este capitulo nos
enfocaremos en los conjuntos compactos, estudiaremos como fueron evolucionando
a través de los anos, primero mostraremos algunos resultados de compacidad en
cspacios métricos, y daremos varias equivalencias al concepto de compacidad. En la
segunda parte del capitulo, veremos un teorema muy conocido que nos caracteriza
los conjuntos compactos en el espacio de funciones continuas definidas sobre un
conjunto compacto en R. Por tltimo definiremos el espacio de funciones LP(R?) y
veremos algunas de las propicdades que mds nos interesan para el desarrollo de este

trabajo.

1.1. Compacidad en espacios Métricos

Recordemos la definicion de espacio métrico.

Definicién 1.1.1. Dado un conjunto X, definimos la funcién d: X x X - R*u {0},

tal que para todo x,y,2 € X, tenemos
1. d(z,y) =0 si y sélo si x = y.

2. dizy) 20,
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3. d(z.y) = d(y. ).

4. d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) a esta desigualdad se le conoce como destgualdad

del tridngulo.
A la funcidn d se le conoce como métrica.

Un espacio métrico es un conjunto X provisto de una métrica d. Lo denotare-
mos (X, d) , o simplemente por X si 1o es necesario especificar su métrica. Diremos
que un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy en X es convergente
en X.

Desde inicios de la topologia se admitié que el intervalo [a,b] tenfa una cierta
propiedad que era de vital importancia para la demostracién de teoremas tales como
el teorema del valor maximo y el teorema de la continuidad uniforme. Esto llamé
el interés de muchos matemaéticos, se pensaba que la propiedad era el hecho de que
cualquier subconjunto infinito de puntos de [a,b] tiene un punto limite, y a esta
propiedad se le llamé compacidad. Con el paso del tiempo encontraron una nueva

definicién en términos mas generales.

Definicion 1.1.2. Sea X un espacio métrico con métrica d.

i) A la coleccion {G,}aer de conjuntos abiertos se le llama cubierta abierta de X, si
cada x € X pertenece por lo menos a un G,, a € I. Una cubierta abierta es finita si
el conjunto de indices I ¢s finito.

it) X es compacto st cada cubierta abierta de X contiene una subcubierta finita.

Es posible definir compacidad en un subconjunto del espacio, es decir, si X es
un espacio métrico con métrica d y sea A c X. Decimos que A es un subconjunto
compacto si el espacio métrico A con la métrica heredada por d, es compacto.

Borel y Lebesgue, intentaban caracterizar la recta real en términos de cubiertas
abiertas, mientras que Bolzano y Weierstrass intentaban caracterizarla en términos
de sucesiones. Heine demostrd en 1872 que una funcién continua en un intervalo
cerrado es uniformemente continua. Por otro lado, Borel demostrd en 1894 un lema
que serfa de gran importancia para la teoria de conjuntos y para la matematica en

general.
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El lema dice lo siguiente: Si en una linea uno tiene un nimero infinito de subin-
tervalos, de manera que cada punto de la linea es intertor de por lo menos uno de
los intervalos, entonces uno puede determinar efectivamente un nimero limitado de
subintervalos de entre los subintervalos dados, que tienen la misma propiedad.

Aqui la linea es un intervalo acotado. Schonflies se dio cuenta de la conexion
que existia entre el trabajo de Borel y el de Heine, por lo que Schonflies hizo una
generalizacion de ambos trabajos y lo llamé el teorema de Heine-Borel, el cual afirma
que un subconjunto de R es compacto si y sdlo si es cerrado y acotado.

En un espacio métrico general el teorema de Heine-Borel no se verifica. de hecho
se sabe que si un conjunto es compacto, entonces es cerrado y acotado, pero el
reciproco no necesariamente es cierto, en la siguiente seccidén veremos un ejemplo
de un conjunto cerrado y acotado tal que no es compacto. Una caracterizacion de
los conjuntos compactos en un espacio métrico en general es que X es un espacio
métrico compacto si y sélo si es completo y totalmente acotado, donde un conjunto
es totalmente acotado si para todo € > 0 existe una cubierta finita de abiertos con
diametro menor igual a ¢.

El origen de la compacidad secuencial se remonta a menudo a un teorema, de-
mostrado rigurosamente por Weierstrass en 1877, que se refiere al comportamiento
de funciones continuas definidas en intervalos cerrados y acotados de la recta real,
el enal es conocido como el teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual afirma que si
(7,)%2, es una sucesion acotada en R, entonces ()22, tiene una subsucesion conver-
gente (z,,)52,. El cual dio paso a definir espacio métrico secuencialmente compacto,
diremos que un espacio X es secuencialmente compacto si toda sucesion en X con-
tiene una subsucesion convergente.

Una de las caracterizaciones mas importantes de los conjuntos compactos en
espacios métricos, es la relacién que existe entre ser compacto y secuencialmente

compacto. Para demostrar este teorema recordemos el siguiente resultado.

Lema 1.1.3. Sea X un espacio secuencialmente compacto. Sea {Ga}uesa una cu-
bierta abierta de X. Existe € > () tal que para cada abierto B con diametro menor

igual a €, se tiene que B c G,, para algin o € A.
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Para su demostracion ver [7], pagina 180. A ¢ se le conoce como niimero de

Lebesgue.

Teorema 1.1.4. Sea X un espacio métrico con métrica d. Entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

i) X es compacto.

it) X es secuencialmente compacto.

1) X es completo y totalmente acotado.

Demostracion. (i = i) Lo demostraremos por contradiccién.

Supongamos que existe una sucesién {yy}7°, tal que no contiene una subsucesién
convergente, llamemos A = {y; : k € N}. Existe € > 0 tal que B,(yx) n A = {y} para
toda ke N.

Por otro lado tomemos la cubierta de X dada por & = {By(z) : x € X}, como
X es compacto, existen xq,...,7, € X tal que X ¢ UF=1B§ (z;), por el principio del
palomar existen k., kz € N tales que yy,, Yr, € By (zs,) para algin i = 1,...,n. Usando

la desigualdad del tridngulo obtenemos que

d(ykpykz) < d(ykum'io) + d(-'r'i.n'. yk'g) <E.

Lo cual es una contradiccion, de esta manera existe una subsucesién convergente de
(Ui

(ii = id)

Sean ¢ > 0 y A el conjunto de todos los puntos que distan mutuamente més que %
es decir, si p, q € A, entonces d(p,¢) > . Entonces A es finito, pues si A fuera infinito,
entonces existe una sucesién en A tal que no tiene una subsucesién convergente, ya
que cualquiera dos elementos distintos en A, distan més que 5. Sea A = {2;,....z,},
tomemos # = Bg(z;), veamos que % es una cubierta de X. Sea z ¢ X tal que
z ¢ A, supongamos que ¢ U], B¢ (x;), entonces tenemos que x ¢ Beg(z;) para toda
i =1,..,n, lo que nos dice que d(z,z;) 2 § para toda i = 1,...,n, lo cual implica
que x € A, que es una contradiccién, va que A sélo tiene a los elementos . ..., T,.
Ademas diam(Bg(2:)) <€, por lo que & = {Bg(x;)} es una ¢ cubierta de X por

lo cual X es totalmente acotado.
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Veamos que X es completo. Sea {z,};2, una sucesién de Cauchy en X usando
el hecho de que X es secuencialmente compacto, existe una subsucesion convergente
{Zn,}32, de {zn}2,. Sea z el elemento al que la subsucesion {z,, }72, converge. Sea
¢ > 0, como {:1,3,1]»n , es de Cauchy, existe N; € N tal que si n,m > Ny, entonces
d(:rn,:rm) < 5. Por otro lado tenemos que {z,, }°, converge a x, es decir, existe

2 € N tal que d(zn,,z) < § si k> No. Tomemos N = mdx{Ny, No} y fijemos ko > N,
entonces

d(zn,z) £ d(Tn, Tny,) + d(Tp,, z) <€ si n>N

Por lo tanto X es completo.

(12 = 1)

Sea & = {G,}aca una cubierta abierta de X. Como (ii = #ii), tenemos que
X es totalmente acotado. por lo cual podemos tomar una e- cubierta finita % =
{B....,B,} de X tal que ¢ es el nimero de Lebesgue, y cada abierto B; € & tiene
didmetro menor igual a €. Usando el lema 1.1.3 se sigue que existen Gy, ..., G, € & tal
que B; c G; para cada i = 1,...,n. De esta manera se obtiene que X c U B, c U, G;.
Por lo tanto el subconjunto {Gl, ... Gp} € & es una subcubierta finita de X.

(i1 = i)

Sea {z,}22, una sucesion de X y asumamos que X es totalmente acotado y com-
pleto. Como X es totalmente acotado. existe una l-cubierta de X. Por el principio
del palomar, existe una bola B, que contiene una infinidad de elementos {z,}. por
lo que podemos tomar una subsucesién {zn l)} de {z,} tal que z' ) ¢ B, para toda
n € N. Ahora tomemos una 3-cubierta de X, de nuevo por el principio del palo-
mar, existe By que contiene una infinidad de elementos de {:r,(f)}, entonces podemos

(

tomar una subsucesién {z”} de {z{"} tal que z{? € B,. Procediendo de manera

inductiva obtenemos que para k > 2 existe una subsucesién {:.,'",1 MY de {'r(A D} tal
que estd contenida en una bola By, de radio 2%

k
Tomemos la sucesion {’L( )}A °,» que es una subsucesion de {z,}:2,. Mostremos

n=1*

que {zk )} es una sucesion de Cauchy. Sea 7 < 7 por la desigualdad del triangulo

d(:r_gj)‘xfi)) < d(a:;j],m‘g{_ll)) +o d(:c(”l), .

i+l

o
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Observemos que :rirj} v 3:_5.{_11} € B;_;, por tanto d(xg-j). xg‘:l)) < 2277, De la desigualdad

anterior se desprende que
d(:s;j},x,s”) <2277 4 .o 4 92-(i41) £ 9271

Por lo tanto la subsucesion {:n}ck}};f’zl es de Cauchy. Como X es completo, {z}"}
converge a uu elemento x € X cuando k tienda a co. Por tanto X es secuencialmente
compacto como queriamos.

a

1.2. Espacios Normados

Como mencionamos anteriormente queremos dar una caracterizacion de los com-
pactos en los espacios L?, para ello es necesario ver algunas propiedades en los
espacios normados. También daremos una caracterizacion de compacidad en el es-
pacio normado C' = {f : [a,b] - R|  es continua}, que es conocido como el teorema
de Arzela-Ascoli.

Si tomamos un espacio vectorial X v le definimos una métrica d, podremos

observar las siguiente propiedades:
s d(z+a.y+a)=d(z.y). es decir. d es invariante bajo traslaciones.
= d(az,ay) = |ald(z,y). es decir, aumenta proporcionalmente a la dilatacién.

Con ésto sélo falta conocer la distancia de z a 0 (para todo x € X) para conocer
cualquier distancia entre dos elementos cualesquiera de X, ya que d(z,y) = d(z-y,0).
Entonces podemos definir una funcién | | : X - R* U {0} como |z| = d(z,0). De

manera mas formal la podemos definir de la siguiente manera.

Definicion 1.2.1. Definimos una norma sobre un espacio vectorial X como una

funcién | | : X = R*u{0} que cumple las siguientes propiedades:
1. ||z|| > 0 para todo x € X.

2. |z|| =0 si y sélo st z =0.
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3. | A\z| = |M||z]| para todo z€ X y X eK.
4. llz+yl < lz| + |yl para todo z,y e X.

Un espacio normado es un espacio vectorial X provisto de una norma | |.
Lo denotaremos (X,| |) , o simplemente por X si no es necesario especificar su
norma. Diremos que un espacio normado es de Banach si el espacio métrico (X, d)
es completo, donde d(z,y) = |z - y|. Es facil probar que d es una métrica.
A la métrica definida de esta forma se le conoce como métrica inducida por la norma
| |. Diremos que la funcién | || es una semi-norma si cumple (1), (3), (4) de 1.2.1,
y ademas si x = 0, entonces |z| = 0. En una semi-norma pueden existir elementos
distintos de 0, tal que al evaluarlos en | | sea igual a 0.

Para ilustrar las definiciones anteriores, daremos algunos ejemplos de espacios

normados.

Ejemplo 1.2.2. En el espacio R™ definamos la funcion | x|z = V212 + 2% + ... + 2,2,
donde x e R" y x = (x1,T9, ..., Tn).

Se puede probar facilmente que (R",| ||») es de Banach.

Sea (z,)> una sucesién en un espacio normado X, diremos que z, converge a

z€X enlanorma | |, si |z, - z|| = 0 cuando n — co.

Ejemplo 1.2.3. Tomemos C = {f : [a,b] - R| f es continua} y definamos |f]e =
sup {|f(z)|}, esta funcion define una norma sobre C. La norma en C es conocida
Q:nb(]) la norma del supremo y es equivalente a la convergencia uniforme, es decir,
st fn es una sucesion de funciones en C, y f € C, tal que [, — [ en la norma del
supremo, entonces [, converge uniformemente a f. Ademds se puede demostrar que

(C,|l lleo) €s un espacio de Banach.

Dado gue un espacio normado también es un espacio métrico, de manera natural
podemos tomar las definiciones de compacidad en los espacios métricos y definirlas
en un espacio normado con la métrica inducida por la norma. Por lo que todos
los resultados de compacidad en espacio métricos, los podemos tomar para espacios
normados. Una obsevacion facil de obtener es que si X es un espacio normado,

entonces X no es compacto. Con anterioridad vimos el teorema de Heine-Borel que

=l
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nos da una caracterizacion de los conjuntos compactos en R, después se mencioné que
estas condiciones no son suficientes en espacios métricos, y se dio una generalizacién.
Daremos un ejemplo de un subconjunto cerrado y acotado de un espacio normado

tal que no sea compacto.

Ejemplo 1.2.4. Constderemos el espacio métrico C = {f : [0,1] = R| f es coniinua}
con la norma del supremo del ejemplo 1.2.8 y sea B={f ¢ C: | f|e < 1} tenemos
gue B es cerrado y acotado, entonces tomaremos una subsucesion en B tal que no
contenga una subsucesién convergente. Por el teorema 1.1.4 obtendremaos que B no
es compacto.

Sea (fn)2, una sucesion en B tal que f, = 2™, tenemos que | ful = 1. Se puede

demostrar que la sucesion (fn)=, converge puntualmente a la funcién f tal que

1 siz=1
f(z)=

0 six<l.

La cual es una funcidn discontinua, por lo que f no estd en C, lo que nos dice que

=]

v o que converja en C.

no existe una subsucesion de (fy)

Teorema de Arzela-Ascoli
El teorema de Arzela-Ascoli nos presenta una caracterizacién de compacidad en el es-
pacio de funciones continuas, este resultado nace en medio del desarrollo de la teoria
general de conjuntos de curvas y funciones, propuesta y desarrollada parcialmente
por G. Ascoli v C. Arzeld entre mediados y finales del siglo XIX.

El primero en querer introducir la compacidad en los espacios de funciones con-
tinuas fue G. Ascoli, intenté usar la teoria de Cantor en los espacios n-dimensionales
para encontrar resultados, sin embargo, poco tiempo después se tuvo que retirar de
esta teoria. Ascoli observé que tenfa que introducir otras condiciones necesarias para
que en un conjunto de funciones existiera la funcién limite. Como primera defini-
cién, Ascoli introdujo el concepto de equicontinuidad que mas adelante obtendria

alta difusién en teoria de funciones y en analisis funcional.

Definicion 1.2.5. Sea F una fm;niiiia de funciones en C, decimos que F es equi-

continua si para cada ¢ > 0 existe 6 = d(¢) > 0, tal que si |x — y| < & entonces

|f (z) - f(y)| < € para toda f € F.
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Una observacion inmediata de lo anterior es que si F es un familia finita, entonces

F es equicontinua.

Teorema 1.2.6. Arzela-Ascoli

Sea F una familia de C'. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
1. La familia F es acotada y equicontinua.

2. Toda sucesion de F tiene una subsucesion la cual es uniformemente conver-

gente.
Por el teorema 1.1.4 obtenemos que la familia F es compacta.
Para demostrar este teorema necesitamos los siguientes lemas.

Lema 1.2.7. 5i F = (fu), © C es una sucesion de funciones la cual converge

uniformemente sobre un compacto [a,b] en R, entonces F es acotada.
Demostracion. Como ()2, es una sucesién uniformemente convergente, digamos
a f, dado € > 0 existe N € N tal que si n 2 N, entonces

|[fa(x) = f(x)]| < € para todo z € [a,b] y n 2 N,

y asi |fa(z)| < € +|f(z)| para todo z € [a,b] ¥y n > N. Por otro lado la convergencia
de las f, es unifome, por lo que f es continua en el compacto [a,b], de esta manera

f alcanza su valor maximo, digamos M. Se sigue que
| fn(z)| < € + My para todo z € [a,b] y n2 N.

Para cada funcién f; conz=1,..., N-1, existen My, My, ..., Mx_; tal que |f;(z)| < M;
para todo z € [a.b], tomemos M = max{My+e¢, M1,.... Mn_1}, vy asi || fn] e < M para

toda n € N. Por tanto F es acotada. O

Lema 1.2.8. St F = (f,)%, ¢s una sucesion de funciones la cual converge unifor-

memente, entonces F es equicontinua.
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Demostracién. Sean € > 0, f el limite uniforme de la sucesién (f,)2, y sea N tal
que |fu(z) = f(2)| < | fa = flleo < § para toda z € [a,b]. Como f es el limite uniforme
de una sucesién de funciones continuas, se sigue que f es continua en el compacto
[a,b], y por tanto uniformemente continua, existe d(e, /) tal que si z,y € [a,b] ¥
|z - y| < d(e, f), entonces |f(z) - f(y)| < 5.

Por tanto, sin2> N

|[fa(@) = FuW)| < | fu(2) - f(2)]
+|f(@) - f(y)l
+ |f(y) s f‘n(y)| <E.

Asi tomando § = min{d(e, f1),9(e, f2),.... (€, fn-1),0(¢, f)}, se sigue que si [z-y| < d,
entonces |f,(z) - fa(y)| < € para toda z,y € [a,b] y para todo n € N. O

Demostraciéon. 1.2.6 (Arzela-Ascoli)

(2 = 1) Demostraremos esta implicacién por contraposicién, es decir probaremos
que si F no es acotada o no es equicontinua, entonces F no es secuencialmente
compacto.

Supongamos que F no es acotada o que no es equicontinua. Si F no es acotada
entonces existe una sucesion (f,)re, ¢ F tal que | f,| > n para todo n € N, por el
lema 1.2.7 la sucesién (fy )=, no tiene subsucesiones uniformemente convergentes,
y acabamos.

Ahora supongamos que F no es equicontinua, entonces existe una sucesion
(fn)Z, de elementos en F tal que dado € > 0 para cada f, existe § = d,(e, f,,) > &
que hace continua a cada f,,, entonces por el lema 1.2.8 se sigue que no existe una
subsucesién uniformemente convergente.

(1 = 2) Supongamos ahora que F es acotada y equicontinua, sea (f,)>, una
sucesién de F. Demostraremos que existe una subsucesién de ( f,, )2, la cual converge
uniformemente.

Como estamos trabajando en [a,b], existe un subconjutno denso y numerable,

digamos A = {z1,29, 23, }. Como F es acotada, se sigue que (fn(z1)),., €s una

10
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sucesion acotada en R, entonces por el teorema de Bolzano-Weiastrass se sigue que

(fu(21))2, tiene una subsucesién convergente, digamos

(fix(21)) g = (fra(z1). fra(zr), ).

Ahora la sucesién (fix(22))5., es acotada y de nuevo por Bolzano-Weiastrass
existe una subsucesién convergente, digamos (foi(22))s.,. Procedemos inductiva-

mente v obtenemos que

fu(zy), fiz(z), fra(z), - fin(z1), -
f‘zl(i'z)s fzz(-’l‘z)- f23(11’-‘2)= fzn(ﬂfz)a

fnl(mn)l fﬂ?(:rn)e .f?!3(I!1)1 "ty fnn(In):

Tomemos g, = fan, probaremos que la sucesion ( gn);‘;‘il converge uniformemente
en [a,b]. Por construccién g, converge en A, Dado ¢ > 0, por la equicontinuidad de
F existe d = d(e) > 0 tal que hace continuas a g, para toda n € N. Falta probar que
converge para todo elemento z en [a,b], como la sucesién (g, (z;)), converge para
cada x; € A, entonces existe M tal que si n,m > M se sigue |gn(2:) — gm(z:)| < €.

Por otro lado sea z € [a,b] sabemos que existe un z; € A tal que si | —z;| < ¢
entonces |g, () - gm(z;)| <€

Ahora si tomamos n, m > M tenemos

19n(2) = gm(x)| € |gn(x) = gn ()] + |gn(25) = gm(2;)] + lgm(25) — gm(2)] < 3e.

Por lo tanto

lgn = gml = sup |gn(z) - gm(z)| < 3e.

zefab
Usando el criterio de Cauchy, se sigue que (g,)s2, converge uniformemente en [a, b].

O

11
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1.3. Espacios L?

Los espacios funcionales, en particular los espacios LP, desempefian un papel
importante en muchas aspectos del andlisis. Se puede decir que la importancia de
los espacios L? proviene del hecho de que ofrecen una generalizacion parcial pero
de gran utilidad del espacio de las funciones integrables cuadraticas L2. De interés
independiente es el espacio L2, cuyos origenes estan ligados con aspectos bdsicos del
analisis de Fourier, el cual estudiaremos mas a detalle en el siguiente capitulo. En
esta seccidn nos enfocaremos en definir nuestros espacios LP, asi como también dar

resultados importantes en esta teoria.

Definicién 1.3.1. Para cada 1 < p < oo, definimos el espacio LP(RY), de las funcio-

nes medibles f : R? — R tales que

_/;d|f|?’dx<oo,

1ty ( [ 1pas)’

Observemos que para 1 < p < oo, LP(R?) es un espacio vectorial. Para el caso

y para cada f € LP(RY)

p = oo, definamos el supremo esencial de una funcién f medible como

fnf{a < 00 [f(2)] < ctp.}.

El espacio £L*(R4), como todas las funciones tal que el supremo esencial es finito.

Diremos que 1 < p, ¢ < o0 son exponentes conjugados si se verifica que

=1.

ol
q

- L

Observemos que si p = 2, entonces g = 2, el cual es un caso especialmente impor-
tante. Por otro lado tenemos que si p — 1, entonces ¢ — oo, por lo que decimos que
1 y oo también son exponentes conjugados.

Tenemos que la funcién | |, define una semi-norma sobre £F(IR?), puesto que si

[, rr=o0, (13.1)

12
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entonces f =0 casi en todas partes.

Por lo que no cumple el inciso 2 de la definicién de norma. Sin embargo, identi-
ficando convenientemente funciones podemos conseguir que la funcién | |, sea una
norma, mas aun, podemos dar una identificacién que no depende de p.

Diremos que dos funciones integrables f.g : R? - R son equivalentes, f ~ g,
si f = g casi en todas partes, es decir el conjunto {z € R? : f(z) # g(z)} es de
medida cero ([2], pagina 19). Es facil demostrar que ~ es una relacién de equivalencia.

Mediante ella definiremos para 1< p < oo los cocientes
Lr(R?) = LP(RY)[ ~.

Para 1 < p < oo, es sencillo demostrar que LP(IR¢) es un espacio vectorial con las

operaciones

a[f]1=[of]. [f + 9] = [f]+[g].

y ademés(L?(R9),| |,) es un espacio normado con la norma H[f]”p = | flp-

Para un estudio mas riguroso de los espacios L? remitimos al lector a [2]. Nosotros
usaremos los siguientes resultados.

Sean f € LP(R?), y g € L9(R?) tal que p v ¢ son exponentes conjugados, entonces

fg esta en L'(R9), mads atin

I gl < 1 £1n0glle-

La cual es llamada la desigualdad de Holder. También necesitaremos la de-
sigualdad de Minkowski, la cual afirma que si f,g € L?(R?) con p > 1, entonces
f+ge LP(RY) y ademds

If+glp < [ flp+ gl

Por otro lado, sabemos que el espacio LP(R?) es de Banach con la norma | |,.

Por 1ltimo, un resultado importante en teoria de la medida es el Teorema de
convergencia dominada ., que dice lo siguiente:

Sea (f,) una sucesién en LP(R?) que converge puntualmente a f. Si existe g ¢
Lr(R4) tal que para todo n, |f,| < g: entonces f € LP(R?) v (fn) converge a f en
Lr(R9).

13



Capitulo 2

Transformada de Fourier y

Espacios de Sobolev

En este capitulo estableceremos las bases para obtener algunas consecuencias del
Teorema principal de esta tesis, para ello serd necesario desarrollar dos conceptos de
gran importancia en Analisis. El primero de ellos, la Transformada de Fourier. Inten-
taremos definirla de forma natural, para ello estudiaremos. el espacio de Schwartz,
convolucion y la teorfa de espacios de Hilbert. Por 1iltimo definiremos los espacios
de Sobolev y demostraremos algunos resultados importantes de estos espacios. Ca-
be mencionar que el objetivo principal de esta tesis no es desarrollar la teorfa de
Transformada de Fourier, daremos algunos resultados sin demostracion, remitimos

al lector a [5] para un estudio mas profundo.

2.1. Transformada de Fourier

2.1.1. Espacio de Schwartz

Definimos el soporte de una funcién f como la cerradura de todos los = € R? tal

que f(z) =0, es decir

{zeRd: f(z) =0},

y lo denotamos por sop(f).

14
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Si U es un abierto de R y k € N, denotamos por C*(U) a todas las funciones tales
que sus derivadas parciales de orden menor o igual a k, existen y son continuas, v el
conjunto C*(U) = U2, C*. Ademds si E ¢ R? denotaremos por C°(E) al espacio de
todas las funciones en C*°(E) con soporte compacto en E. Denotaremos por Cj al
conjunto de las funciones tales que | f(z)| = 0 cuando |z| - oo. Para reducir notacién
llamaremos a los espacios LP(R4) = LP, C¥(R4) = Ck, C=(R?) = C>, C=(RY) = C2.

Es conveniente tener una notacién compacta para las derivadas parciales. Escri-

biremos

s o
aj_ ar;’

para derivadas parciales de orden superior usaremos la notacion de multi-indices.

Definicion 2.1.1. Un mulii-indice es una d-tupla de enteros no negativos. Si o =

(a1,...,04) es una d-tupla, entonces
d
(43 o
|a|=zlcrj, al = oqlas!--ay!, 8= (%) 1(3%) %
=

Siz= (1, 2q4) € R? y @ un multi-indice, entonces

a _ 01,02 0
T =2y Ty ozt

Uno de los principales objetivos de este capitulo es definir el concepto de trans-
formada de Fourier y aunque ésta puede introducirse directamente sobre funciones
de L' y adquiere pleno sentido, comenzaremos estudiandolo sobre el espacio de Sch-
wartz S(R?) (por razones que serdn expuestas mas adelante). constituido por las
funciones de clase C*™ que junto con sus derivadas, decrecen mas rapido que cual-
quier potencia de |z|. Mas precisamente, para cualquier natural N, y multi-indice a,

definimos
| Flln.a) = Supzea{(1 +|z])¥|0" f ()]}

El espacio de Schwartz esta definido por

S(RY) ={f:R? > CeC>:|f|(na) < o para toda N,a}.

15
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Para reducir notacién, denotaremos al espacio de Schwartz como S. Un ejemplo
clasico de funciones en S son f,(z) = z%~1! donde a es cualquier multi-indice. A
partir de la definicién del espacio de Schwartz, podemos obtener que S es un espacio
completo con la topologia definida por las seminormas | | (x.q)-

Observemos ademds que S c L!, pues si f € S, entonces

: (1 + Ja])@1|f ()]
_/;., |f(z)|dz e L [ dz
—dr < 00
Re (1 +|z])e+

A

I£ 1l a+1,09

por lo que f e L.

Definiciéon 2.1.2. Sean £ = {f ‘R - C}, y € R4, Definimos el operador de trasla-

cion con respecto ay, T, : £— £, como

(T,f)(z) = f(z-y)

Observemos que si f € LP con 1 < p < oo, entonces [T, f|, = | f|l, paratoday e R, y
que || Ty flleo = | f|e- Decimos que f converge uniformemente si [T, f - f[| = 0 cuando
y — 0, equivalentemente a la convergencia dada en el ejemplo 1.2.3 del capitulo
1. Una observacién inmediata de lo anterior es, si f € C. entonces 7,f converge
uniformemente a f cuando y — 0. La demostraciéon se sigue de la compacidad del

soporte de las funciones T, f.

Proposicién 2.1.3. Si 1 < p < oo, la traslacién es continua con la norma LP, esto

es, si fe L y z e RY, entonces |T,f - T.fllp, > 0 siy - z.

Demostracion. Sean T, y T. operadores de traslacién y sea f una funcion, entonces
T.(Ty(f)) = Tosy(f). por lo que la proposicién 2.1.3 es equivalente a demostrar que
|7, (T-f) - T-f|, = 0 cuando y — 0. Solamente probaremos que [T, f - f[, = 0
T.fl.

Para hacer la demostracion primero tomaremos el caso que f sea de soporte

cuando y — 0, pues en el caso general basta sustituir f por 7. f ya que | f|, = |

compacto, vy usando la densidad de C. sobre L? concluiremos la demostracion.

16
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Supongamos que f = g € C,, por tanto

IT(9)- 9l = [ lo(z-y) - g(@)Pda.

Tomemos y € R? tal que |y| < 1. Necesitamos que

z -y € sop(g).

es decir

x € sop(g) +y c sop(g) + B1(0) = K compacto.

Se sigue que

I7,(9) - g1z = [ lo(w~y) - g(@)Pda < IT,(9) - glon(K),

de la observacion que nos dice que si f € C, entonces T, f converge uniformemente a

f cuando y — 0, obtenemos

I17,(g) - gl% < |T,(g) - glEn(K) - 0,

cuando y — 0.
Para el caso general, supongamos que f € LP, como (. es denso en L?, dado ¢ > (

existe g € C, tal que | f — g|, < €. De esta manera obtenemos que

IT,(f) = fl = 1Ty (f) - Ty(g) + Ty (9) - g + g - f
< T (f) - Tyl + 1T, (9) - 9l + g - fI
=lg- I+ 1T,(g) - gl + g - fl
=2lg - fll + Ty (g) - gll <3¢,

para y suficientemente pequena. O
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2.1.2. Convolucion

La convolucién es una operacién matematica muy importante entre dos funciones,
tiene aplicaciones que incluyen probabilidad, estadistica, visién por computadora,
procesamiento de lenguaje natural, procesamiento de imagen y sefial. ingenieria y
ecuaciones diferenciales. Algunas propiedades importantes de la convolucion las vere-
mos en este capitulo, ademas tiene gran relevancia para la demostracién de teoremas

posteriores tales como el Teorema de Plancherel.

Definicién 2.1.4. Dadas f,g:R? - C , definimos la convolucidn f * g como

(F+9)@) = [, Fla-pgly)dy,
siempre que esta integral exista.

Algunas de las propiedades importantes de esta operacion son:

Asumiendo que las siguientes integrales existen, tenemos que

i, Feg=gel

9. (Fxg)sh=fx(g+h)

3. Paratodo z e R4, T.(f+g)=(T.f) »g=f*(T.9).

4. Si A eslacerradurade {z+y:x € sop(f), y € sop(g)}, entonces sop(f*g) c A.

Para su demostracion ver [5], pagina 240. También sabemos que si f. g son
funciones tales que f € L', g € C* y 9°g es acotada para toda |a| < k, entonces
(f*g)eCkyd2(fxg)=fx(0%g) para todo |a| < k.

Los espacios de funciones LP son muy importantes para el desarrollo de este
trabajo, por lo que seria de gran interés estudiar algunos resultados de convolucion
en este espacio. Algunos de ellos es la Desigualdad de Young, el cual establece
quesi fe L'y geLP conl<p< oo, entonces (f * g) existe en casi todas partes,
(f*g) € LP y ademés | f*g|, < || fll1]g[,. También tenemos que si p y ¢ son exponentes
conjugados, ademds f € L? v g € L9, entonces (f * g)(z) existe para toda x, f * g es

acotada, uniformemente continua, y

17 * gloe < 1 follglla:
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ademads si 1 < p < oo, entonces f * g € Cy.
De este resultado se puede obtener una generalizaciéon para la desigualdad de
Young, llamada la Desigualdad de Young Generalizada, la cual afirma que si

1< p.g.r < oo, tal que :—? +§ =141 yademds feLP y ge L9, entonces fxge L y
1f * glr < [ flalgle-
Por otro lado veamos que
Proposicion 2.1.5. Si f, g€ S, entonces f *ge S.

Demaostracion. Dado que f € L' y g € C*, tenemos que (f * g) € C* y ademas

9e(f * g) = °(f) » g. Ahora para cada z € R se tiene
(L+z[)N|ox(f * g) (@) = (1 + |z)V|(0*(f) * g)(@)],

por lo que obtenemos

(1+[el)"

I

(1 + =" Ld 18° £ (x - )llg(y)|dy
jp:d (1+)N@* £ (x - ) llg()|dy.

Jo -y

Por otro lado tenemos que

Al = (elery-yl)Y
< (1+|z-yl+ )Y
< (L+lz-yhN@+)Y,

por lo cual

[ b7 @ - wllgwldy < [ [+l -u)¥6°F =)+ ) ¥lo(w)ldy
< [ 1 oy (L ) law)dy

- d
=Uflvay [, 0+ W)™ * oWl Sz
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dy
<[ Fllve ﬁd l[9||(n‘+d+1.o)m)-ﬁ;g:l'

dy
— = Tade —— O |
[£llcv.o) 9l (vsd-10) fw T phret

Asi obtenemos que
(1 +1]z|)N|6=(f * g)(z)| < oo para todo multi-indice a y natural N.
Por lo tanto
fxgeb.
O
Para continuar estudiando propiedades de la convolucién vamos a introdueir una

nueva notacién. Dada una funcién ¢ : R? - C y t > 0, podemos definir la funcién

¢ : R? - C tal que
&(z) = t-9¢(t~1z) para cada t > 0.

Estas nuevas funciones nos ayudardn para demostrar resultados muy importan-
tes, tales como el teorema de Plancherel. Una observacién que se puede obtener
facilmente es que si una funcién ¢ € L', entonces ¢, € L' independientemente de ¢,

mds aun, las integrales coinciden, es decir,
[ o(z)dz = [ ¢;(x)dz para toda t > 0.

Cuando se toma la convolucién de nna funcién f y ¢, tal que e L'y [ d=a,
es natural preguntarse cémo es (f * ¢,) cuando t tiende a cero, qué condiciones
se necesitan para que (f * ¢;) converja, v si converge, a qué funcién lo hace. En
el siguiente teorema daremos condiciones necesarias para que (f * ¢;) converja en

distintos espacios de funciones cuando t tiende a 0.
Teorema 2.1.6. Supongamos que ¢ € L* y [ é(z)dz = a, entonces

1. Si f e LP tenemos que f * ¢, converge a (af) en LP sit tiende a 0.
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2. Si f es acotada y uniformemente continua, entonces f * ¢; converge uniforme-

mente a (af) cuando t tiende a 0.

3. 81 fel>yf es continua en un conjunto abrerto U € R?, entonces (f * &)

converge uniformemente a (af) cuando t trende a 0.
Demostracion. Ver [5], pagina 242. O

Para hacer la demostracién del teorema de Plancherel, primero definiremos la
transfromada de Fourier en un subconjunto denso de L?, y de esta manera obtener
una extension en todo L2. Para ello usaremos el hecho de que para 1< p < oo, C es

denso en (L7, |[-|,), también C* es denso en (Co, |-|«) y por tanto, S es denso en

(Co. [ee)-

2.1.3. Espacios de Hilbert

Vamos a desarrollar los resultados bésicos acerca de los espacios de Hilbert, un
tipo muy particular de espacios de Banach con propiedades especiales que estan muy
lejos de verificarse en espacios de Banach generales. Los espacios de Hilbert ocupan
un lugar de enorme importancia dentro del conocimiento matematico. El desarrollo
de estos espacios son de ayuda para poder dar una introduccion a la transformada
de Fourier. Lo que haremos es dar una base para el espacio de funciones cuadrado
integrables periddicas, para asi definir la transformada de Fourier discreta mediante

la serie de Fourier,

Definicién 2.1.7. Sea H un espacio vectorial sobre K. Diremos que una funcion

(. ):HxH > K es un producto interior en H si cumple
1. (z,2) 20 para toda x € H.

2. (x.x2)=0 s1 y sdlo si z=0.

3. (x,y) = (y,x) para todo x,y € H.
4. {(x+y.2)=(z,2)+{y,2) para toda z,y,z € H.

5. Para A e K (Az,y) = Mz, y).
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Se dice que H es un espacio con producto interno o H es un espacio pre-Hilbert.

Sea H un espacio pre-Hilbert, entonces el producto interno define una norma
sobre H, dada por |z| = (=, I)%. A la norma que queda definida de esta manera se
le conoce como la norma inducida por el producto interno { , ).

Si (H,(,)) es un espacio con producto interior, y ademas el espacio es completo
bajo la norma inducida por el producto interior, se dice que H es un espacio de
Hilbert.

Al surgir los espacios de Hilbert de manera natural como una generalizacion a
dimensién infinita de los espacios euclidianos, éstos preservan muchas de sus propie-

dades deseables. Una de estas propiedades es el concepto de ortogonalidad.

Definicién 2.1.8. Sea (H.(, )) un espacio vectorial con producto interior. Diremos
que = y z € H son ortogonales si {x,z) = 0. Sea A ¢ H diremos que A es un

subconjunto ortogonal si x y z son ortogonales para todo x, z € A.

Definicién 2.1.9. Sea {u.} un subconjunto de vectores de H, donde o varia sobre
un conjunto I de indices. Decimos que {u,} es ortonormal si
1 sta=p8

(umuﬁ) =
0 siazp.

Dicho de otra forma {u,} es ortonormal si es ortogonal y ||ua| = 1 para todo

acel.

Al agregar a los conjuntos ortonormales la condicién de maximalidad, surgen
conjuntos de gran importancia para la teoria de espacios de Hilbert: Bases Orto-
normales. La importancia de estos conjuntos radica en el hecho de que cualquier
elemento de un espacio de Hilbert se puede expresar en términos de su base, asi
como también provee féormulas explicitas para expresar la norma y el producto in-

terior.

Definiciéon 2.1.10. Diremos que un subconjunto £ = {e; : i € I} de un espacio
de Hilbert H, es un sistema ortonormal completo o una base ortonormal, si € es

ortonormal y es mazrimal con respecto a la ortogonalided.
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Esta ultima condicién de maximalidad se puede reescribir como sigue: € tiene la
propiedad de que si existe algin x € H tal que (z,¢;) = 0 para todo e, € £, entonces

z=0.

Teorema 2.1.11. Caracterizacion de Bases Ortonormales
Sea € = {e; : i € I} un subconjunto de H. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. € es una base ortonormal.

g

. El subespacio generado por £, (£), es denso en H.

o

. Para cada x € H se tiene que x = Z (z,e;)e;.
el

4. Para cada z € H se tiene que |z[>= )" z, ).

iel

5. Siz,yeH, entonces (z,y) = Z(Ire;)(y,ei).

el

Demastracion. Ver (3], pagina 16. d

La propiedad (3) es llamada la representacion en serie de Fourier de z con res-
pecto a la base £, a los escalares (z.€;) se les conoce como coeficientes de Fourier

respecto a £, y a la propiedad (4) se le denomina “igualdad de Parseval”.

Teorema 2.1.12. Sea {u;}, una base ortonormal del espacio de Hilbert H, y sea

= con &= ((x,u;))2,, entonces” es un isomorfismo enire espacios de Hilbert.
Demaostracion. Ver [3], pagina 20. |

El resultado anterior establece que todos los espacios de Hilbert de dimension
infinita con base ortogonal numerable. son isomorfos.

Para cumplir el objetivo de esta seccién, necesitamos estudiar el espacio L*(T?),
donde T* es el toro d-dimensional o bien, el espacio cociente de R? con Z?. Los resul-
tados que daremos nos permitiran definir la Transformada de Fourier discreta,
y de esta manera poder hacer una generalizacion para el caso continuo. El espacio

L2(T9) es el conjunto de todas las funciones cuadrado integrables periddicas, con
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periodo 27. Lo primero que veremos es ver que L?(T¢) es un espacio de Hilbert.

Sean f, g € L2(T9), definamos la funcién (,) : L2(T4) x L2(T¢) - K como

(f.9)= _ﬁ fgdz, (2.1.1)

para toda f.g € L?(T?). Es fdcil demostrar que 2.1.1 es un producto interno en

L?(T4), y que su norma inducida es

Ufla=( [, IPas)"

Con esto obtenemos que L?(T?) es un espacio pre-Hilbert.de hecho tenemos que
el espacio L2(R?) es de Hilbert, haciendo unas modificaciones sobre el dominio, se
sigue que L?(T?) es de Hilbert. Por otro lado se puede demostrar que la familia
{& : k € Z} donde & = {€*™*}, ;4 es una base ortonormal de L%(T%) (ver [5],
pagina 248).

Por el teorema de caracterizacién de bases ortonormales, tenemos cualquier ele-
mento de H se puede expresar como su serie de Fourier con respecto a una base,
en particular tomando H = L2(T%) y como base a {& : k € Z4}. De modo que f se
puede escribir como

f= Y f(k)&  en L3(TY),

keZd

donde f(k) =(f, ) = ﬁd f(z)e 2™ *=dz son los coeficientes de Fourier. Sea f €
L?(T9), por la identidad ée Parseval se deduce

1113 = 2145 6P

Definamos a la Transformada de Fourier discreta como el ismomorfismo °
L2(T?) - 12, tal que
f < ((f gk))kezd 3

Una de las propiedades de la transformada de Fourier discreta, la cual se puede

generalizar para el caso continuo, es la desigualdad de Hausdorff-Young, la cual
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afirma que si 1 < p < 2, ¢ es el exponente conjugado de p, y si f € LP(T?) entonces
f €l9(Z%) y ademés

| flg < 1 £ (2.1.2)

2.1.4. Transformada de Fourier

El concepto matematico que hoy conocemos como transformada de Fourier fue
introducido por Joseph B. Fourier en 1811. La transformada de Fourier y el analisis
armonico en general constituye hoy una de las herramientas mas 1tiles para el estu-
dio v el tratamiento de multiples aspectos de las ecuaciones diferenciales parciales.
Podria decirse que en este &mbito desempena un papel andlogo al de la transformada
de Laplace en el campo de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Es también signifi-
cativo el papel que la transformada de Fourier juega en el terreno de las aplicaciones,
fundamentalmente en teorfa de la senal, teorfa cuantica de campos, tomografia y tra-
tamiento y digitalizacién de imédgenes.

Hemos visto como las series de Fourier representan un espacio de funciones pe-
riodicas. Ahora nos proponemos extender esto para funciones no periddicas reem-

plazando la serie por una integral.

Definicion 2.1.13. Dado f € LY(RY). La transformada de Fourier de f la definimos

de la stquiente manera
(FNEO) =)= [ fla)eeds.

Claramente se tiene que e 27| = 1. De esta manera podemos asegurar que la

transformacion estd bien definida pues

@)1= [, f@e*ds|s [ 1f@)e o= [ |f@)de<oo.

Ademés se puede probar que f es continua. De esta manera f estd en BC(RY),
donde BC(R?) son las funciones continuas y acotadas.

Usaremos la notacién de % de transformada de Fourier para dar claridad en
ciertas situaciones, Algunas propiedades de la transformada de Fourier son las si-

gulentes

Dadas f,g e L'(R)

%)
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L (Tyf) (§) = e*€v f(€) y T.(f) = h donde h(z) = 272 f(z). (2.1.4)

2. SiT:Rd - R es lineal e invertible y S = (7)1, entonces (foT)" = |detT|" fo
S.

3. (f+g) =7a.
Por otro lado, se puede observar que

1. Si z%f € L? para toda || < k entonces f € Ck y 8= f = ((-2miz)2f)".
2. Si feCk, 9=f e L! para todo a tal que |a| < k y 9°f € Cy. |o| < k entonces

(8*)°(€) = (2mi€)* f(£). (2.1.3)

El siguiente resultado determina el comportamiento de la transformada de Fou-
rier de cualquier funcion f € L. El cual es uno de los resultados mas importantes
del analisis de Fourier y del analisis asintético. Tiene muchas aplicaciones fisicas,

especialmente en estudios de fendmenos ondulatorios.

Lema 2.1.14. Lema de Riemann-Lebesgue

Si f e L', entonces

i(e) = f f(@)e ™% de » 0 cuando |€] - oo.
R
Demostracion. Ver [5], pdgina 249. (]

En &lgebra lineal se estudian algunos tipos de transformaciones lineales, si tene-
mos una transformacion lineal 7', bajo ciertos criterios se puede definir una trans-
formacion lineal S, tal que SoT =T ¢S y esto a su vez sea igual a la transformacion
identidad. A S se le llama inversa de T. Es natural preguntarse si existe una transfor-
macién que actie como inversa de la transformada de Fourier. Una transformacion

~ que funciona como “inversa” de nuestra transformada de Fourier es la siguiente

Definicién 2.1.15. Transformada de Fourier Inversa

Sea f e LY(R?). Definimos la transformada de Fourier inversa como el operador

tal que
f(z)= f(—l') = .[Rd f(z)e* &2 dz,
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Necesitamos los siguientes lemas para demostrar que efecivamente la transfor-
mada ", es la inversa de la transformada de Fourier en el sentido f= f=fov fo=f

casl en todas partes.

Lema 2.1.16. Sca a > 0, entonces

d
I;= f e~ g = (1)2
Rd a

Demostracion. Por un lado tenemos que

d oo =
R4 F=14"2

Ahora tomemos el caso particular donde d = 2, veamos que

_Tg:f el 4,
z2

haciendo cambio a coordenadas polares, se sigue que

12=j; j; re” d9dr=2?'rj; re " dr,

haciendo un cambio de variable u = ar, asi du = 2ardr, entonces

w - =T __,
Ig=—f e "du=—e™
a Jo a

o0

0 )

(S

Por otro lado tenemos que I = ([1)?, entonces [; = (Ig)% = (f) :

d
Por tanto obtenemos que [ = (g) % O

Lema 2.1.17. 81 f, ge L', entonces f fg 2 ;fﬁ‘
]Rd ke

Demostracion. La demostracion se sigue de aplicar el teorema de Fubini en ambos

lados de la igualdad. O

Proposicién 2.1.18. Sea a >0 y sea f(z) = ek para z ¢ RY, entonces

2

]

fe)=a%eme.
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Demostracién. Consideremos primero el caso cuando d = 1, como f(z) = e =,

tenemos f'(z) = (2rax)e ™", asi

(£)(©) = ((-2miz) £)"(€)
= ((-2miz)e ™) (€)
: %(f’)“(é)
= ~(-2mi€) f(§)
- e,

Por otro lado, usando la derivada del producto tenemos que

d%[e'-*?f(é)] - [%&f(&)] +f(€) [2”&"?] = 0.

a

2
22 2 2
de esta manera sabemos que e f(£) es una constante. Usando el lema 2.1.16 y

tomando a £ = 0 se sigue que
£(0) = f‘” f(z)dz = fw e s

por lo tanto

- =1 i ‘2
f(§)=a%e™e.
Para el caso general, consideremos

2

d
f(il’?) 5 e—rm|x|" = H e
3=1
aplicando Fubini a f, se sigue que

d d

H —max? -2mik- ]_—I ¢ 2 _opi.-
-/‘d( é rcwj)e 2r3£3_-dx = fde TaTG 2rig; i dr.
E ; ; R

J=1 J=1

Para cada j podemos aplicar el caso n = 1, por tanto

2

d d -

2 i} =1 5
II_[ e ™ ie T dy =[] ate,
j=1 /R j=1
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de esta manera se tiene
g2

f(&) =aFe™
O

En el siguiente teorema mostraremos que la Transformada de Fourier Inversa

realmente funciona como “inversa” de la Transformada de Fourier.

Teorema 2.1.19. Teorema de inversion de Fourier

Si fe LY(RY) y f e L'(RY), entonces existe una funcidn continua fy tal que
f=f=fouf=fo casi en todas partes.

B + \ 2112
Demostracion. Tomemos t > 0, z € RY fijos, y sea ¢(§) = e2m€%e~7"k" | Veamos como

es la transformada de Fourier de @

o(y) =T ((e™F) "(v)),

por la proposicion 2.1.18, tenemos

r—.v:2

dy) =T, (rf‘e‘—“ﬁﬂ‘ﬂ) e M Sl

donde g(z) = e~kl’.

Notemos que [, g(z)dx =1, usando el lema 2.1.17 se sigue que

Nz fﬁd e?rieze-mClP f(e)de = fmd F(&)o(€)de
= [ F©d()ds
- [ f@alz-y)dy = (£ *9)(@).

Por las observaciones 2.1.6 sabemos que (f * g;) converge a f en L' cuando ¢ tiende
a 0. Por otra parte tenemos que e27&<e-mt*lKF f(£) - e2ri€= f(£) cuando ¢ — 0. De

esta manera obtenemos que
w22 2 i .
emieremE F(o)] - [ f(e)]| < [ (€)).
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Por el teorema de convergencia dominada, se sigue que

5 2mit-z ~wt2|E]? £ i . Ormifw -wt|€]? £
lig [ eeiee ™6 f()da = [ limeriere = ()
_ fkd ¢27i€% f(€) dx

-‘:"H):

Por otro lado, de (I) se tiene

lim ‘3 szl f(€)dy = lim (f * ¢.)(z) = f(z) casi en todas partes.

De esta manera obtenemos que f = f casi en todas partes.
Para ver que f = f casi en todas partes, se hace un cambio de variable £ = —u en

(I) y se procede del mismo modo. Como f vy f son continuas, se tiene

f = f=f casi en todas partes.

Un corolario de gran importancia del resultado anterior es
Corolario 2.1.20. .# : S — S es un tsomorfismo topoldgico.

Demostracion. Sabemos que % : S — S es continuo y “: S — § es continuo.
Ademis, d: S — S es tal que d(g)(z) = g(-z) es un isomorfismo topolégico. Por
tantosi fe€ S

f(z) = f(-2) = (F o d)(f)(2),

" es un isomorfismo topoldgico, y como "o . F = F o =Iden S.

De esta manera se sigue que % : S = S es un isomorfismo topolégico. a
El siguiente lema se usa para demostrar el teorema de Plancherel.
Lema 2.1.21. Sean 1 <p<q<r < oo entonces LPn L™ c LA,

Demostracion. Sir =00 y si fe LPn L7, se sigue

Jie= [ispiser<isizr [ 1P <oo
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; Tooe i L agh 1.4, 00 o
Ahora, si 7 < co, tenemos que ; < o < -, existe A € (0,1) tal que S Sk e

1= ip‘i + @. por lo que obtenemos que {’E v h'LA)G" son exponentes conjugados.

[ ifln= [ 1gpesci-de,

Por tltimo usando Holder, obtenemos que

Jisestr e __=( i) (fur) <o

Por tanto si fe LPn L™

O

El teorema de Plancherel hace posible extender la transformada de Fourier, me-
diante un argumento de continuidad, a un operador unitario en L?. En L' nL?, esta

extension coincide con la transformada de Fourier original definida en L!.

Teorema 2.1.22. Teorema de Plancherel
Si f e LY(R?) n L3(RY), entonces f € L2(RY). Ademds el operador F : L}(R?) n
L?(R?) - L2(R?) se puede extender continuamente a todo L?>(R?) como un isomor-

fismo entre espacios de Hilbert.

Demostracion. Tomemos el conjunto x = {f € L' : f € L'}. Es facil demostrar que y
es un subespacio lineal. Observemos que f € L™ va que f = f casi en todas partes
v sabemos que fe L=, entonces por lo anterior y por el lema 2.1.21 obtenemos que
fel?

Dado que S ¢ L! y por el corolario 2.1.20 concluimos que S ¢ y, entonces como
S es denso en L? se sigue que x es denso en L2. Més atin () = x. pues si g € ().
existe f € x tal que _f =gasi felly f ¢ L', y por el teorema de inversién de
Fourier obtenemos que f = f(--) casi en todas partes. Asi g € ¥ v andlogamente

para el reciproco. Por tanto ™ : x — x es biyectiva,
Ahora tomemos el producto interior de L? y veamos que " preserva el producto

interior en y. Sean f, g € x¥ lo que haremos es ver que (f,g) = (fg)

Definimos h = ¢, y veamos como es h
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W)= [ h@)eende= [ Gaje*da= [ gl)ereedo
- = 2mik-x :—
[ a@eenda = g(a)

Ahora veamos como es el producto interior de f vy g

(£.9)= [, 1@)s@dz= [ 1@)h()dz.

Usando el lema 2.1.17

(£.9)= [, f@hi@)dz = [ )5z = (£.3)

Asi ": y = x es un isomorfismo de espacios con producto interior y y es denso en
L2, Por tanto " : x — x se puede extender continuamente a todo L? como isomorfismo
entre espacios de Hilbert. Definimos a la extension de ~ como una funcién .% : L2 —» L2
tal que Z(f) := Al;n.}o.?(fn), donde (f,)32, es una sucesién tal que (f,)2, € x ¥

converge a f en L?. La cual esta bien definida pues

|Z(fa) = Z(fm)ll2 = |# (fu = fn)l2 = | fa = fin]2 = O cuando n.m — oo,

por tanto lim F(fn) existe.

Observemos que # (f) no depende de la sucesién elegida, pues si (f,), (g,) son
sucesiones de x tal que (f,) v (gn) convergen a f en L?, entonces f, — gn — 0 en
L2. Por lo que .Z (f, — gn) converge a 0, ya que .# es continua en y. Asi obtenemos
lim Z(fa) = lim F (gn).

Por lo que podemos definir a .%# como

FNE©) = lim [ fa(€)e* % da para f ¢ L2

Por definicion .% : L? - L? es continua, veamos que .% preserva la norma. Dado

f e L? existe (f,)2, c x tal que f, - f en L2, entonces
122 = | lim Z Sl = lim | £l = 11

Por tltimo ~: ¥ = x es continuo, preserva la norma y (\) = x. Aplicando los
mismos argumentos que usamos para definir .#, podemos mostrar que existe una
extension “: L2 —» L2 que preserva la norma y es continua. Se puede probar facilmente
que "= &L

Falta demostrar que si f € L! n L? entonces f = .Z(f).
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En efecto: Sean f e L' n L2y g(z) = el ¢ S.

Notamos que Ld gdzr = 1.

Ahora, por la desigualdad de Young obtenemos que (f*g) € L'nL2y (f*g) =
f(€) e L.

Por lo tanto (f*g;) € L' y (f * g)" € L! por lo que tenemos que (f * g;) € x para
toda t > 0. Ademéds (f * ¢;) - f en L? cuando t - 0. Entonces .Z(f x g;) = .Z(f)
en L2 cuando ¢ — 0.

Tenemos que existe una sub-red ([5], pagina 126) de (F (f #9:))es0 tal que F(f =
gr) converge a & (f) casi en todas partes. Por otra parte Z(f+*g,)(§) = (f*g:) (&) =

f(&)ekR | se sigue que
F(&)e R - f(€) cuando t - 0.
Por lo tanto .Z(f) = f casi en todas partes. O

Por 1ltimo para el caso general también tenemos la desigualdad de Hausdorfi-
Young. que afirma que si 1 < p £ 2, ¢ es el exponente conjugado de p, y si f € L,

entonces F(f) e L1y [ F(f)lq < | flp.

2.2. Espacios de Sobolev

En la siguiente seccién estudiaremos los espacios de Sobolev que resultan ser
importantes cn analisis funcional para obtener informacion sobre ccuaciones dife-
renciales parciales, y serd un espacio en el que posteriormente caracterizemos los
conjunto compactos.

Sea U un abierto de R%. Tomemos f € C'(U), y ¢ € C=(U) usando integracién
por partes y el hecho de que ¢ vale cero en la frontera de U por estar en C(U).

tenemos

[ f6ude=18| - [ ofedz=- [ e

De forma general, si k es un entero positivo, y f € Ck(U), para cada multi-indice

a tal que |af < k, tenemos que

[ 10 @)dz = (1)l [ 007 (f)da. (2:2.1)
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Lo que haremos sera estudiar la ecuacion 2.2.1, sabemos que la ecuacion 2.2.1 se
cumple si la funcién f esta en C*(U), pero nos preguntamos qué pasara si la funcién
f no es k veces diferenciable. El problema radica en que si f ¢ C*(U), entonces el
término D*(f) del lado derecho de la ecuacién 2.2.1, no tiene sentido. Para resolver
esto queremos ver si existe una funcién localmente integrable v, tal que cumpla la

ecuacién 2.2.1, es decir

_/{:-fDu(‘?})d": = =1)" j{;rpvdx,

para toda ¢ € C2(U).

Definicién 2.2.1. Sean u, v € L} (U), y a un multi-indice. Decimos que v es la

loc

a-esima derivada débil si

| upe(@)dz = (-1)* [ puda,

para toda funcion ¢ € Ce(U).

En otras palabras diremos que v es la derivada en sentido débil de u, y a v
lo denotaremos por D*(u). Si no existe v tal que cumpla 2.2.1, entonces diremos
que u no tiene a-ésima derivada en sentido débil. Un resultado que se puede seguir
facilmente es que si la a-ésima derivada débil de una funcién u existe, entonces es
tinica salvo conjuntos de medida cero. La demostracién se puede ver en [4], pagina
243.

Para ilustrar los resultados anteriores daremos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.2.2. Seann=1,U =(0,2) y

&t &0<pL]l
)=

1 sil<ex<2.

Definamos
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I s50<a<l
v(z) =

0 stl<z<2.

Demostremos que u' = v en sentido débil. Sea ¢ € C°, necesitamos probar que

2 2
f uep'dr = f vader.
0 0
2 1 2
f u@b’dx:f Ié'd:r+f ¢'dz.
0 0 1

Usando integracion por partes en la primera integral e integrando en la sequnda

_[02 ud'dx = uc;>|; - -[01 o'dr + ¢'|?

Como ¢ esta en C2(U) tenemos que ¢(0) = ¢(2) = 0. De esta manera

2 2
f ud'dr = f vodz.
1] ]

Asi obtenemos que v es la derivada de u en sentido débil.

Veamos que

Para definir los espacios de Sobolev, fijemos 1 < p € oo y k un entero positivo.
Tomaremos el conjunto de todas las funciones que tienen derivadas débiles de orden

menor o igual a k, que estén en el espacio LP(U).

Definicién 2.2.3. Definimos el espacio de Sobolev como el conjunto Wkr(U) de
todas las funciones localmente integrables u : U — R tales que D%(u) existe en

sentido débil para toda |a| < k y D*(u) € LP(U).

Es decir el espacio de Sobolev es un subconjunto de LP(U), tal que todas sus de-
rivadas débiles estén en LP(U). Algunas propiedades basicas de las derivadas débiles

en los espacios de Sobolev son las siguientes:
Teorema 2.2.4. Supongamos que f,g e WEP(U) y |a| < k, entonces

1. Do(f) e Wkilelp(U) y Do(D?(f)) = D?(D*(f)) para todos multi-indices a,
B, tal que |a| +|8] < k.
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2. Para cada X, p € R, A\f + pg € W*P(U) y ademds D*(Af + pg) = AD*(f) +
uD=(g), con |af < k.

3. 8iV es un subconjunto abierto de U, entonces f € Whr(V).

4. Si (e C®, entonces (f e Wrk»(U) y

(e = ¥ (5)PHoD=2(),

Bza

donde (;) = ﬁ

El nimero (4) es conocida como la féormule de Leibniz.
Demostracion. Ver [4] pdgina 247. O

El inciso 2 del teorema 2.2.4 nos dice que el espacio W*?(U) es un espacio
vectorial, nos preguntamos si podemos definir una norma sobre este espacio, como
cada funcién en W*?(U) junto a sus derivadas pertencen a L?(U), es natural pensar

el una norma gue tenga algo en comin con la norma conocida para los espacios L.

Definicién 2.2.5. Si f e Wk»(U), entonces definimos la norma de f por

nE

(Z [|D“f|”d:r) sil<p<oo

| fllwes = { \latsk 7 (2.2.2)
Y esssup|D°f| sip = o00.
|ex|<k v

Para ver que 2.2.2 es una norma en W*?(U) solamente nos enfocaremos en la
desigualdad del tridngulo, para demostrarlo usaremos la desigualdad de Minkowski

primero para integrales y después para sumas finitas. Sean f,g € WP, entonces

|f +glwws = (}lek | D=(f) + D* (g)lli)

: ( S 1Dl + ||D*(g)||§)”

la|<k
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1 1

< ( % ||D“(f)llﬁ)p ; ( T uoﬂ(g)u::)p

Ju|$ﬁ' l(zlﬁk

= || flwwe + [gllwrs,

por lo que | |lyx» define una norma sobre Wk». Para el caso p = oo se usa la

designaldad de Minkowaki.

Definicién 2.2.68. Sea (f,,) una sucesién en WkP. Decimos que (f,,) converge a f

si para cada conjunto compacto V c U, (f,n) converge a f en la norma de Wr»(V).

En el primer capitulo se estudiaron los espacios L?, algunas de las propieda-
des mas importantes de ellos era el hecho de que son espacios completos bajo la
métrica inducida por su norma. Ahora que estudiamos un nuevo tipo de espacios, el
cual ya vimos que son normados, es logico preguntarse si estos nuevos espacios son
completos. En el siguiente resultado mostraremos que el espacio W*P es un espacio

completo con la norma 2.2.2.

Teorema 2.2.7. Para cada k = 1,2,... y 1 < p < oo, el espacio de Sobolev es de

Banach.

Demostracion. Sea {fm}22.; una sucesion de Cauchy en W+»(U), entonces

([102s- fj)}?’d-'rr);_'

( 5 [ is)- D“(fj)f”dr)

la|<k

|DA(f:) = D (£l

7

1A

|ajsk
| fi = filwee =0 sid,j— oo.

De aqui se tiene que para cada |a| < k la sucesién {D*(f,,)}>_, es una sucesién
de Cauchy en L?(U). Como el espacio LP(U) es de Banach, entonces para cada o

existe f, tal que

D(fm) = fo en L2(U),
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en particular para a = (0,...,0), se tiene que

Vamos a probar que f € W*P(U), que sus a-ésimas derivadas débiles satisfacen la
ecuacion

D2f = fa,
y que f; converge a f en Wkp.

Sea a un multi-indice tal que |a| < k, y ¢ € C, entonces para cada m tenemos

que

D (fmodz = (-1)! [ Do (0)da.
Usando la desigualdad de Hélder, el hecho de que D*(f,) = fo en L} (U) y de que

@ € C2, obtenemos que

r | (D)o~ fud)do
J4D2(m) - ol 6 da

(fg [D(fm) - fa,!*:’afsc)ﬁ (j; 1¢|qu)5

1

M(_/;|D°'(fm) —fa|pd:r)p &l A,

’LD“(fm)ériw—f[]fa¢da:

IA

N

1
donde M = (j(,-r [c’)|‘?dz:)q‘ Por tanto

lfm fUDﬂ(fm)cpd.r: fU fadda.

De forma andloga se puede obtener que

lim [ fnDe(o)dz = [ fD*(¢)da,

de esta manera tenemos que
vdx = (—1)0el a o0
qucpda: (=1) j{;fD (¢)dz con ¢ € C=,

por lo que las derivadas en sentido débil existen y ademas

D(f) = fa € LP(U),
38
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en consecuencia se tiene que f e Wk»(U).
Finalmente

Ifi = fllwes = ( Ej; |D*(f;) - D“(f)["’d:r) — 0 cuando i »

|ex|gk

Pues | D*(f;) - D*(f)|, = 0 cuando # - oo para todo multi-indice a, con |a| < k.

O
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Capitulo 3

Teorema de Kolmogorov-Riesz

La compacidad en los espacios LP(R?)(1 < p < o0) es a menudo vital en las
pruebas de existencia para las ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Una
condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto de L?(R?) sea compacto
se obtiene en el teorema de compacidad de Kolmogorov, o también llamado teorema
de compacidad de Kolmogorov-Riesz. Las pruebas de este teorema se basan frecuen-
temente en el teorema de Arzeld-Ascoli. En este capitulo mostramos cémo se puede
deducir tanto el teorema de compacidad de Kolmogorov-Riesz, como el teorema de
Arzela-Ascoli de un lema sobre compacidad en espacios métricos, que se basa en la
generalizacion del teorema de Heine-Borel visto en el capitulo 1, que nos dice que
un espacio wétrico es compacto si y sélo si es completo y totalimente acotado. Otro

teorema que estudiaremos en este capitulo es el principio de seleccién de Helly.

3.1. Teorema de compacidad de Arzela-Ascoli

El siguiente lema es de gran importancia, pues a través de el obtenemos una
caracterizacién de los conjuntos totalmente acotados en los espacios métricos. v nos
ayudard a mostrar los siguientes tres teoremas, entre ellos el teorema de Arzela-

Ascoli y el de Kolmogorov-Riesz.

Lema 3.1.1. Sea X un espacio métrico. Asumamos que para todo ¢ > 0, existe

algin & > 0, un espacio métrico W y un mapeo ® : X = W continuo tal que (X)
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es totalmente acotado, y para todo =,y € X tal que d(®(z),®(y)) < 0, se tiene que

d(z,y) < €. Entonces X es totalmente acotado.

Demostracion. Para cualquier € > 0, tomamos 6, W y ® que existen por hipdtesis.
Como ®(X) es totalmente acotado, existe una d-cubierta {Vi,...,V,} de ®(X), asi
obtenemos que {®}(V}),....®71(V,)} es una cubierta de X.

Veamos que el diam(®1(V;)) < € para toda i = 1,---.n. Sea z,y € ®~1(V;), como
x,y € ®1(V;) se tiene que ®(x),P(y) € Vi, lo que nos dice d(®(z),P(y)) < 4,
entonces por hipdtesis se sigue d(z,y) < e. Como z,y son arbitrarias se cumple para
toda x,y € ®71(V;), en particular para el supremo, por lo que diam(®1(V;)) < e, asf
obtenemos que {®-1(1}),....®71(V;,)} es una e-cubierta de X, de esta manera X es

totalmente acotado. i |

El primer teorema que mostraremos usando el lema anterior es el teorema de
Arzela-Ascoli, en el primer capitulo va lo probamos usando la técnica de diagona-
lizacion. Daremos ahora una caracterizacion de los conjuntos totalmente acotados
en el espacio de funciones continuas definidas sobre un espacio topolégico compac-
to (anteriormente nuestro espacio tolologico compacto era el intervalo [a.b]). Para
demostrar el regreso del siguiente teorema daremos una funcién definida en el sub-
conjunto de funciones sobre el espacio RY y veremos que esa funcién cumple las

hipétesis del lema 3.1.1.

Teorema 3.1.2. Arzeld-Ascoli
Sea Q) un espacto topolégico compacto. Entonces un subconjunto F de C(Q) es to-

talmente acotado con la norma del supremo si y sélo st
1. es puntualmente acotado.
2. es equicontinuo.

Demostracion. (<) Asumimos que F ¢ C(2) es puntualmente acotado y equicon-
tinuo. Sea € > 0, como el conjunto F es equicontinuo, existe § = d(e) > 0 tal que si
.y e, d(z.y) <4, entonces |f(z) - f(y)| <e.

Por otro lado tenemos que {2 es compacto. podemos encontrar una familia de

abiertos {Vi,....V,,}, tal que es una d-cubierta de Q, por la equicontinuidad de F
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y la manera que tomamos la d-cubierta de (2, se tiene que si z, y € V;, entonces
|f(2) - f(y)| € ¢ para toda f € F y para toda ¢ =1, -, n.

Para cada V; elijamos z; fijo. Definimos ® : F -+ R" como:

o(f) = (f(21),-... f(zn))

como F es puntualmente acotado, se tiene que ®(F) es acotada, y como estamos en
dimension finita, se tiene ®(F) es totalmente acotada.
Més atin si f.g € F con |®(f) - ®(g)| < ¢, para cada z € 2, existe j, con

Jr =1, n tal que 2 € Vj,, de esta manera se obtiene que:
() - g(2)| < |f () - Fzz)| + £ (25.) - 9(zj,)] + lg(zs.) - 9(x)] < Be,
tomando el supremo sobre las x € ). obtenemos
|f = glle < 3e.

Por el lema 3.1.1 F es totalmente acotado.
(=) Sea F un subconjunto totalmente acotado de C(2).
Entonces para cada ¢ > 0, existe una e-cubierta finita de F, claramente F es

acotado, asf existe M € R tal que
I fllee < M para toda f € F,

de manera que

sup|f(z)| < M para toda f € F,
zefd

se sigue

|f(x)| < M para toda f € F y para toda x € (),

por lo tanto

sup |f(z)| € M para toda x € Q.
feF

Asi obtenemos que F es puntualmente acotado.
Veamos que F es equicontinuo. Sea ¢ > 0. Consideremos la £-cubierta {Uy, -, U, }

de F,y para cada j € {1,---,n} tomemos g; € U; fijo. Como g; es continua en €, para
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cada z €  podemos elegir un conjunto abierto Vj. tal que |g;(x) - g;(¥)| < § para
toda y e V.
Tomamos ahora V; = N, V; .. Notemos que {V;} es una cubierta abierta de 2,

por la compacidad de € existen zy,---, 2, € 0 tal que
e uliVa..

Sea 6 > 0 el nimero de Lebesgue de la cubierta {V,,,---.V;, }. Si f € F, entonces

f e Uj para algiin j € {1,--,n}, por lo cual

€
— oo < =
1 -5l < &

luego, si z,y € 2 con |z — y| < 4, existe i € {1,---,n} tal que z,y € V,,, se sigue que

|f(x) = f(] < |f () = f(@)l +|f (z:) - F(w)l-
Para el primer término

() - f(@:)| < |f () - g5(2)| +|g;(2) = g; ()| + [g; (i) = f ()]
<2|f - gill + lgi(x) - g (:)|
€ € ¢
% 26 + E = §,
donde la segunda desigualdad se sigue de la continuidad de g;. De forma analoga se

tiene que

[f(@:) - F(w)] <

b2 ™

En consecuencia, si z.y € Q) con |z - y| < 4,

|f(z) - f(y)| < ¢ para toda f € F.

Por tanto F es equicontinuo.
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3.2. Teorema de compacidad para espacios [?

Antes de ver el teorema de Kolmogorov-Riesz daremos una caracterizacion de

[+ =]

los conjuntos totalmente acotados en los espacios [P = {(mn);‘;’:l y ) el oo}. La
demostracion del siguiente teorema es similar a la demostracion d;fltmrcma de Ar-
zelé-Ascoli (Teorema 3.1.2), encontraremos una funcién que cumpla las condiciones
del lema 3.1.1. A menudo los espacios [? se estudian por separado de los espacios L7,
pero estos se pueden ver como un caso particular de los espacios LP, donde el espacio
que se trabaja son los naturales N con la medida de contar. Un dato interesante es

que el primer matematico en demostrar el siguiente teorema fue Fréchet en 1908,

pero solamente lo demostré para el caso p = 2.

Teorema 3.2.1. Sea F es un subconjunto de IP, donde 1 < p < o, entonces F es

totalmente acotado st y solo st
1. Es puntualmente acotedo.

2. Para todo € >0 , existe una n € N tal que pare toda x en el subconjunto

z |:’I?klp <€l

k>n

Demostracion. (<) Asumimos que F = {z(1},; satisface las dos condiciones del
teorema. Dado € > 0 tomemos la n que existe por hipétesis, definamos el mapeo
$: F - R" por

®(z) = (21, .-, Zn),

va que F es puntualmente acotado, para cada j = 1,---,n existe M; tal que
sup{|r.§“|} < M;. Tomando M = max{M,}, obtenemos que |®(z()| < nM para
iel J=l,n

toda i € I, por lo que ®(F) es acotado. Como estamos en un espacio de dimensién

finita se tiene que ®(F) es totalmente acotado.

s

¥

Ahora bien, si z,y € F tal que [®(z) - ®(y)|, = (Z Tk - y;,Ip) < ¢, usando la
k=1

desigualdal de Minkowski obtenemos que
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- (z i y|) : (z % -ykip)”

k=1 k>n

1 1
v »

Por el lema 3.1.1. F es totalmente acotado.

(=) Sea F = {D},.; un subconjunto totalmente acotado de IP.
Entonces para cada ¢ > 0, existe una ¢-cubierta finita de F, claramente F es

acotado, por lo que existe M € R tal que
|z, < M para toda i € I,

de manera que

|:1:§-f)| < M para toda i € I y para toda j € N,

por lo tanto

S_UP |-’1"§-0I < M para toda j € N.

Asi obtenemos que F es puntualmente acotado.
Veamos ahora que para todo € > 0, existe N € N tal que para toda z € F, se tiene

que Z |zk[? < €. Sea € > 0, como F es totalmente acotado, existe una ¢-cubierta
k>N
{Uh....,Uy} de F. Paracada j = 1,...,m elijamos () = {IE}};‘;‘ € U;. Como zU) e [P,
existe Nj € N tal que )’ [mfcj ]F’ < €7, veamos cémo es Z lyrlP cuando y = {yr}p2, €
k>N, k>N,

o0
U;. Primero observemos que si y € U;, entonces [[¢0) - y[h = > Iz — gl < €. Por
k=1

1
P
lo tanto ( > —:1:,(\:”|P) <e. Ahora

k>N;

- \®
( > w) . ( 5 oo :) |

k>N k>N;
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Usando desigualdad de Minkowski para series se tiene que
L 1 1
; : Fa : Py : P
> -z w2l ) < X lw-2P] +| X kPP] <2
k>Nj k>N; k>N;
Tomando n = mdx{N;:j=1,...,m}, se tiene que para cualquier y ¢ F
1
P
(E [ykip) < 2e.
k>n

De esta manera concluimos con la demostracién. O

3.3. Teorema de compacidad de Kolmogorov-
Riesz

En esta seccién estaremos exponiendo y explicando el teorema de compacidad
de Kolmogorov-Riesz, un poderoso teorema del anélisis funcional, que caracteriza la
nocién de totalmente acotado en los espacios LP(R?). Antes de exponer el teorema,
mostraremos la desigualdad de Jensen para funciones convexas en R? que es de

importancia en la demostracion del teorema de Kolmogorov-Riesz.

Definicién 3.3.1. Sea S € R? un conjunto convero y no vacio, sea f : S — R,

decimos que f es convexa en S sty solo si
f(Az1+ (1-A)x2) S Af(21) + (1= A) f(z2),

para toda A € R y para todo =y, 75 € S

Algunas observaciones son que una funcion convexa f definida en un abierto C es
continua en C y diferenciable en todos los puntos menos en un conjunto de medida
cero, ademas si f: I - R es convexa y xp un punto interior de I, entonces existe a

tal que f(z) 2 f(zy) + a(z - xp) para toda x € I.

Lema 3.3.2. Desigualdad de Jensen

Sean E un conjunto medible de R?, p una funcidon no negativa e integrable en E tal
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que

fpzl.
E

Sean I = [a,b] un intervalo en R, ¢ : I > R una funcion conveza, y f : E — I

una funcion tal que fp y (¢o f)p son integrables en E. Entonces [ fp eI y ademds

&c'(fgfp)sfﬂ(wf)p

Demostracién. Primero mostremos que [ fpel. Si f > a para toda z € E, tenemos
que fp > ap, por tanto [ fp > a. De manera similar obtenemos que [ fp < b, asi
[ fpeI. Tomemos ¢ = f & fp, supongamos que ¢ pertence al interior de 1, sabemos

que existe a, tal que
() 2 p(c) + a(t - ¢) para toda t € I, (3.3.1)
al sustituir en 3.3.1 ¢ por f(2) y multiplicando por p(z) obtenemos

(o f)(@)p(z) 2 p(c)p(z) + a(f(z) - c)p(x) para toda z € E,

integrando en ambos lados, se sigue que

Ltee N@e@) 2 w0+ a( [ 1@n) =) = o0 = o( [ o).

Ahora veamos que pasa si ¢ es alguno de los extremos, sin pérdida de generalidad
supongamos que ¢ = a, por lo que fE fp =a implica que f = a casi en todas partes

en el conjunto S = {z € E: p(z) > 0}. De esta manera se sigue que

L@ nN@@) = [ (0o n@p@) =) [ pa) = ¢la).

Por tanto w(_/;:.fp)=j‘;(50°f)ﬂ O

Teorema 3.3.3. Teorema de Kolmogorov-Riesz

Sea 1< p<oo. Un subconjunto F de LP(R?) es totalmente acotado si y sélo si:
1. F es acotado.
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2. Para cada € >0, existe algin R tal que para toda f € F
Pdz < €P.
[, g <c
3. Para cada € >0, existe algin p > 0 tal que para cada f € F, y e R? con |y|<p
[ @y - f@pd<e.

Demostracién. (<) Supongamos que F cumple las tres condiciones. Primero, dado
¢ > 0 tomemos R de la segunda condicién, y p de la tercera condicién.
Sea @ un cubo abierto centrado en el origen tal que |y| < 3p para toda y € Q.
Sean @, ...., @y translaciones de @ tal que Q;NQy = {@} si k # J, vy la cerradura de
|J @i contenga la bola de radio R centrada en el origen. Sea P el mapeo proyeccion

i=1,N
que va de L? al espacio de funciones caracteristicas en los cubos Q; dada por

WH_/C;‘ f(z)dz, zeQ i=1, N

0 otro caso.

Pf(z)=

Se puede probar facilmente que P es lineal. Veamos que P es acotado.

Por demostrar que | P(f)|, < M| f]|, para alguna M > 0, en efecto
1Py = ( [, 1P @Pda)’

N <
- (Z fQ !P(f)(:c)l‘“dr-) .

1
"

P(f)(-’r)l”d&"-)

Usando la desigualdad de Minkowski para series
N -
POl < 3 [ 1P @Pdz)

i=1
:?:;1(~[Q-( ﬁf}f(z)d;

j)
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i(f %—(f |f(= )Id~)) : (3.3.2)

Por otro lado usando Hoélder, se sigue

[ i< ( [ swas) ([ &) <lsiai

de esta manera

Uc; \f (zﬂdz)p < I£I1Qil%,

sustituyendo en 3.3.2, obtenemos

1
i

P < 3 ( [, pphie)

N (100018 \F
=nf|1pz(—'%‘f;' ) |

i=1

Observemos que

(iQ,-nQ.-ﬁ )"’ Qi IQis

=1Q;l7*e ™ = |Qyl° =
|Qzlp |Qzl [Q:! |Qt| L.

Por lo tanto

12(H)p < NSy,

de esta manera mostramos que P es acotado.

Ahora sea f € F, entonces

I£-Pfp= [ 1f() - PA()Pds
= Jrowot @ V@ - PI@Fa+ [

Usando la condicion 2, v que Bg(0) c U obtenemos

.0 |f(z) - Pf()Pde.

I£-Pflp<er+ [ , 1f@) - Pfla)Pde = ep+z [, f@) - Pf@)dz. (3:33)

i=1'%i
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Por otro lado, para cada ¢ fijo, tenemos que

1
£@) - PA@) = |f(2) -1 fQ ()

1 1
- 107 Jo @z 107 [, £z

1 8 RS
o] Jo, (@) = (=) dz

Sustituyendo en 3.3.3

P
dzr.

N N
]|f—Pf||§<c?’+;fQ: [f(ac)—Pf(z)de:cM;jc; Elil-[&(f(m)—f(z))dz

Por la desigualdad de Jensen, se obtiene

P 5 4
dx < cp+§ fQ.— mjﬂ;: |f(z) - f(z)Pdzdz.

| F-PSI < Z L ||5—, [ 1@~ ()i

Notemos que z - z € 2@}, cuando z, z € Q);, tomando el cambio de variable y = z — 2

r 4 1 e Y|P o
If-Plg<e+ 3, j(;‘_@ f; f(2) - F(2)Pdz da

J1\.’
se+y [ o [ @) - S Py da.

Por el teorema de Fubini, usando que |Q;| = |Q] y que los @; son disjuntos

> 1 i _1 S . / § L
?zzl j;,t_ 1l _£Q|f(&“f) - f(z+y)ldy dz = a fw?-;-[@ |f(z) - f(z +y)Pdz dy
- E .
. (@] _/;Q Rd [f(z) - f(z +y)dz dy.

de esta manera

If=Pslp<e iz [ L 1@ - fa sy dy.
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por la condicion 3

1
I -PAlE< @+ o [ V@) = f(+y)Pdz dy
<el+ |51| .[wff’dy = (29+1)e.

Entonces |f - Pf|, < (29 + l)rlJE. Asi obtenemos | f[|, < (2" + 1)%6 + |Pfllp. Por la
linealidad de P, si f.ge F y |Pf - Pg|p < ¢, entonces

1 1
|f-gl < (2" +1)7e+ |Pf - Pgl, < ((2rj +1)7 + 1)5.

M4s atin, como P es acotado y F esta acotada por (1), la imagen P(F) es acotada.

Ademas el espacio de funciones caracteristicas en los cubos Q; es de dimension finita,
A

por lo que P(F) es totalmente acotado. Tomando 6 = ik
2441)P +]

, por el lema 3.1.1,
se sigue que F es totalmente acotado,.

(=) Asumamos que F es totalmente acotada. La existencia de una e-cubierta
finita de F, para todo e > 0. claramente implica que F es acotado. Estableciendo la
condicion 1.

Para la condicién 2, dado € > 0, sea {Uy, Ua, ..., Uy, } una e-cubierta de F, tomemos

g; tal que g; € U; para cada i=1,...,m. Sea R; con j =1,...,m, tal que para cada j

A2 )il <P,
L los@)

7

Tomando R = méx{R;:j =1.....m}, se sigue que
fll R|gj(:1:)[”d$ <€’ para todo j =1.....,m. (3.3.4)
) >

Si f € Uy, entonces | f - gi[, < ¢, ¥ ademds

1
¥

(L le(r)lpdf)% <( [ @) -a@) + a@pez)
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Por la desigualdad de Minkowski, se tiene

1

(L |>R1f(x)|*°dx)"l; g L@ —gk(:c)ipdsr-)‘l’ o( [, Jo@ra)”.

por tltimo, usando que feU; y 3.3.4

(el @ras)’ <17- sy | (o) <2

de esta manera se cumple la condicién 2.
Ahora sdlo falta demostrar la condicién 3. Por la proposicién 2.1.3, tenemos que

para cada f € F existe p = p(f) tal que

[Ed |f(z+y) - f(z)Pdz < € si Jy| < p.

Dado ¢ > 0, sea {U,...,Un} una e-cubierta de F, tomemos g; tal que g; € U; para

cada i=1,...,m. Para cada i, existe p; tal que

Ld |9i(z +y) - gi(x)|Pdx < ¢ si |y| < pi.

Tomando p=min{p;:i=1,....,m}, si f € U;, se sigue
(15t - opas)’ -
(L@ ew) =g +n) +9i(0+1) - 55(2) + 9i(@) - fla)Pe)
por la desigualdad de Minkowski
ey flapas) «( [ |7 +e)-silmsgpes)
0 () )

- (f]Rd lg;(z+y) —g; (:1:)]”d:c);
o [ Jos@) - stowaz) <sc

para toda f € F, siempre que |y| < p. Asi, la condicién 3 se cumple. O

Los siguientes dos resultados son corolarios del Teorema de Kolmogorov-Riesz. En
el primer corolario daremos una caraterizacion de los conjuntos totalmente acotados

en los espacios L?(R%), usando la Transformada de Fourier, en si lo que haremos es
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demostrar que el corolario verifica las hipotesis del teorema de Kolmogorov-Riesz.
Primero daremos un resultado que nos ayudara en la demostracién del corolario
posterior a el.
Lema 3.3.4. Sean p> 0, y € R? fijo, entonces sup |e*Y - 1]* < p?|y[*.

lEl<p

Demostracidn. Veamos como es |e¥ - 1|2

ey — 12 = (efe-y . 1) (et€v - 1)
= (e%v - 1) (v - 1)
= SV iy _ oY _ o~y
=2-2cos(€y)

= 2(1 - cos(& ).

Por tanto es suficiente probar que 2(1 - cos(€-y)) < p*ly|®. Si probamos que 2(1 -
cos(£-y)) < |€-y]?, ya acabariamos, pues [£-y|]? < p?|y[* por la desigualdad de Schwartz.
Como la funcién -’; +cos(x) > 1 para toda z € R, tomando z = £ - y, se sigue que
(—‘c';;’ﬁ +cos(€-y) 2 1, por tanto 2(1 - cos(€-y)) < |€ - y|>. De ésta manera obtenemos
que 2(1 - cos(€-y)) < [€ - yl*, por lo tanto |e¥¥ - 1|2 < ?|y[* de donde se sigue el

resultado. O

Corolario 3.3.5. Sea F ¢ L?>(R9), tal que el sup | flla < M < o0. Si
feF

limsup [ [f(z)Pdz=0  y  lmsup L, 1f@pd <o,

T feF Jlafar
entonces F es totalmente acotada en L*(RY).

Demostracion. Lo que necesitamos hacer es probar las condiciones del teorema de
Kolmogorov-Riesz para p = 2. Por hipétesis tenemos la condicién 1 del teorema de

Kolmogorov-Riesz, para obtener la condicién 2 usamos que

lim sup | (z)Pdz =0,

7m0 for z|zr
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de esta manera, dado € > 0 existe R € R tal que

sup |f(z)[Pdz < e,
reF JiaR

por tanto

fl] le(:l‘-)lzdxﬁ para toda f € F.
£

Finalmente para la propiedad 3, por el teorema de Plancherel 2.1.22 tenemos que

|2 = | fll2- Asf dado € >0, para f e F

LG+ - f@Pde= [ 1(f(@+) - £()) P

Por linealidad y la propiedad 2.1.4 de transformada de Fourier, se sigue

[l - f@pda= [, IEr-1)ie)pds
:ﬁlwl(ﬁ‘”-l)f(£)|2d£+ﬁlm|(e‘f‘y—1)f(g)]2d5_
(3.3.5)

Por otro lado tenemos que
le“¥ —1] < |[e¥¥]| +1=2,
sustituyendo convenientemente en 3.3.5

Jlfaen) - f@Par< [ [ - 1)f(©)Pdg
w4 [ |f@)Pde.

Usando que | f|z = | fll2 ¥ para n fijo suficientemente grande, se sigue

fm [f(xz+y) - f(z)Pdz < M?sup [V — 12 +¢,
[€l<n
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Usando el lema 3.3.4, tenemos

fmd [f(z+y) - f(z)[dz < MPnPly? +e

si Jy| < ;}‘% obtenemos

L@ +y) - f@)Pde < 2.

Por lo que la condicién 3 del teorema de Kolmogorov-Riesz se cumple. Por tanto el

conjunto F es totalmente acotado. O

El siguiente resultado da una caracterizacién de los conjuntos que no son total-
mente acotados dentro de un espacio normado X, el resultado se usa para demostrar

el corolario 3.3.7.

Lema 3.3.6. Sea X un subconjunto de un espacio normado, entonces X no es
totalmente acotado si y solo si existe € > 0 tal que podemos encontrar una sucesién

(z)22, tal que |z, — T 2 € para toda m £ n.

Demostracion. Supongamos que X no es totalmente acotado, entonces existe ¢ > 0
tal que no podemos encontrar un nimero finito de bolas de radio ¢ que cubran
a X. Sea z; € X, como X no es totalmente acotado existe z, tal que x5 ¢ B.(z;).
Nuevamente usando el hecho de que X no es totalmente acotado, podemos conseguir
r3 € X tal que 23 ¢ U,?:, B.(z;). Procediendo inductivamente podemos encontrar una
sucesion (z,)2, tal que |zy — z,|| 2 € si k = m.

Ahora para demostrar el regreso supongamos que existe € > 0 tal que podemos
encontrar una sucesién (,)s, con [z, — z,|| 2 €, basta tomar una cubierta de
didmetro §, si z; pertenece a una bola B, entonces x; ¢ B para todo j # i ya que

|2; — x| > €. 'Por tanto X no es totalmente acotado. O

Una caracterizacion de los conjuntos totalmente acotados en los espacios de So-
bolev, la obtenemos en el siguiente corolario, observemos la importancia de este
resultado, pues dada la completez de los espacios de Sobolev, también obtenemos

una caracterizaciéon de los conjuntos compactos en este espacio.
Corolario 3.3.7. Un subconjunto F € WkP(R9) es totalmente acotado st y sdlo si
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1. F es acotado, es decir, existe alguna M tal que
fRd |D®f(z)Pde < M, feF, |o|<k.
2. Para cada € > 0 existe algin R, tal que para toda f € F
LbR |D* f(z)|Pdx < €.
3. Para cada € > 0 existe algin p >0, tal que para cada f e F, ye R con |y|<p
fnd |D*f(z +y) - D*f(z)Pdz < €.

Demostracion. Para demostrar el corolario anterior veremos que un subconjunto
F e Wkr(R?) es totalmente acotado en W*» si y sélo si D*(F) := {D*(f) : f € F}
es totalmente acotado en L?, pues usando el teorema de Kolmogorov-Riesz en cada
uno de los conjunto D*(F), se obtiene que cada uno de ellos es totalmente acotado.
Supongamos que F es totalmente acotado, entonces existen fi. fa,.... f, € F tal
que {B:(f;):i=1,..,n} forma una cubierta de 7. Demostraremos que el conjunto
{Bs(D*(f;)):1=1,..,n} forma una cubierta de D*(F) para cada a con |a| < k.
Veamos primero que si | f - gllu+» < €, entonces | D*(f) - D*(g)|l, < €. Es facil

probarlo pues

1D (f) - D ()l < 3. 1D*(f) - DG = 1f - glfu <€

||k

Sea {Bg(D*(fi)) : i = 1,..,n}, y sea g’ una funcién en D”(F) tal que

g ¢ |J D°(f:)- Sea g la funcién tal que su a-ésima derivada débil sea g’, como
i=Imn

el conjunto {Bg(f;) :i=1,...,n} es una cubierta de F, g € B¢ (f;) para algiin j. Por
lo que ||f; - glwss < 5, ¥ ast [D2(f;) - g'|, < 5. lo cual es una contradiccién. Por
tanto {Bg(D*(f;)) : 7= 1.....n} es una cubierta de D*(F) y el didmetro de cada
abierto es menor o igual a .

Para demostrar la otra implicacion lo demostraremos por contraposicion. Existe

¢ > 0 tal que podemos encontrar una sucesién de elementos {f;}{°; que cumplen que
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| fn = finlwr» 2 € para toda n,m € N. Sea r el numero de multi-indices tales que su

orden sea menor o igual a k. Tomemos n =1 y m =2, entonces

11 = falfy = 22 1D*(f1) = D2 (f) 5 2 €2,

|a|k

existe un a; tal que |De(f,) - Du(fy)|h > £. Ahora tomamos n =2y m =3y

€
r

veamos que

|f2= fallfyea = 25 1D2(f2) = D*(£s) 5 2 €,

||k

existe un as tal que |D*2( f,) - De2(f,)|5 > £. Procediendo inductivamente genera-
mos una sucesién de multi-indices {a;}:%;. Por el principio del palomar existe una
subsucesion {a, }72; de {a;}2, tal que c;, = o;, para todo j € N. Tomemos la sucesion
{D*1 fi}2, en D*1(F), para cada n # m se tiene que | D™ (f,) - D™ (fim)|, 2 3
De esta manera por el lema 3.3.6, D1 (F) no es totalmente acotado.

Aplicando el teorema de Kolmogorov-Riesz en cada en cada conjunto D“(F), se
sigue que D*(F) es totalmente acotado para cada |al < k, por tanto F es totalmente

acotado.

3.4. Principio de seleccion Helly

El teorema de Helly se utiliza a menudo como un reemplazo para el teorema de
compacidad de Kolmogorov, en particular en el contexto de leyes de conservacion
hiperbélicas no lineales, a pesar de ser mas especializado. Demostraremos a conti-
nuacién que el teorema de Helly es una consecuencia fécil del teorema de compacidad
de Kolmogorov. Antes de iniciar con el teorema hablaremos sobre algunas propieda-
des de las funciones sobre conjuntos compactos de R, particularmente funciones de

variacion acotada.

Definicién 3.4.1. Sea f:[a.b] = R y sea P = {a = xo,21,..., &, = b} una particién

del intervalo [a,b] diremos que f es de variacién acotada en [a.b], si existe M € N,
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tal que
sup ) |f (z:) = f(wia)| < M,

dode el supremo se toma sobre todas las particiones del intervalo [a,b].

Definicion 3.4.2. Sea f una funcién de variacion acotada y sea T(P) la suma
m

Y |f(x:) - f(ziz1)| correspondiente a la particion P = {a = zp,21....,x, = b} de
i1

(a,b]. Al mimero

TV(f,[a,b]) = sup{E(P)},
se le llama variacion total de la funcidn f en el intervalo [a,b).

Diremos que una funcién es localmente de variacién acotada sobre R, si para

todo intervalo [a,b] se cumple que TV (f. [a,b]) < co. Si ocurre que

V(f,R) = sup TV(f,[a,b]) < oo,

a,b]c!
entonces se dice que f es de variacion acotada sobre R.

Teorema 3.4.3. Sea f definida sobre R, entonces [ es de variacién acotada si y

sdlo si se puede expresar como diferencia de dos funciones crecientes.

Para la demostracién del teorema ver [1], pag. 159.

==

w1 definida en los en-

Lema 3.4.4. Consideremos una sucesion de funciones {f,}
teros positivos y que toma valores en los reales. Asumimos que la sucesidn es uni-

formemente acotada, es decir, existe M tal que para todan e N
|fn(z)| € M para toda x € N.

Entonces existe una subsucesion ny. tal que f,, converge para todo x € N.

Demostracién. La demostracién del lema usa el argumento diagonal de manera si-

milar a la demostracion del teorema 1.2.6 del capitulo 1. O

Para el siguiente resultado es necesario recordar el concepto de integral impro-

pia. Sea f definida en el intervalo [a,o0) se dice que f es integrable si para cada
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(=4

sucesién {z,}; que tiende a oo se tiene que la sucesiéon de integrales definidas

{f ! f(z:)d:r.} converge a un limite en comin L € R. A L se le llama wntegral

n=1

impropia de f en [a,o0) y se denota por f f(z)dz, es decir,

fu " fla)da = lim f * fla)de.

Lema 3.4.5. Sea u una funcidn de variacion acotada en R. Entonces

[ " lulz+y) = ulz)lde < WITV (@)

para toda y € R.

Demostraciéon. Sin perdida de generalidad podemos suponer que y > 0. Calculando

[Tt -w@its= 3 [0 s - u@)ian

Jj=-oc

Haciendo el cambio de variable para cada j fijo z = z + jy, tenemos que dx = dz, y

por el teorema de convergencia mondtona

_i jn-yht(z +jy+y) —u(z+jy))|dz =jn-y i [u(z+ (j+1)y) - u(z + jy))|d=z

J=-oc

y
<TV(u) f dz = yT'V (u).
0

Por tanto

[: lu(z +y) - u(x))|dz < yT'V (u).

Teorema 3.4.6. Teorema de Helly

Sea (un) una sucesion de funciones de variacion acotada en el intervalo acotedo
[a,b]. Si existe una constante M tal que TV (u,) € M y |unllec € M para toda n,
entonces eriste una subsucesion de (u,) que converge puntualmente a u en todas

paries y en norma L'([a.b]), mds ain, u es de variacién acotada.
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Demostracién. Extendemos cada funcién u, a todos los reales como

u.(z) zela,b]
alz) =
0 otro caso.

Sin pérdida de generalidad podemos llamar u,, a su extension. Se sigue que TV (u,) <
M para todo n € N. Por hipdtesis tenemos que la condicién 1 del teorema de
Kolmogorov-Riesz se cumple. Para la condicion 2, sea ¢ > 0, basta tomar R sufi-

cientemente grande tal que [a,b] c Bg(0), entonces

e =DcE
LI>R|H (z)|dz <E€

El lema 3.4.5 demuestra que todas las funciones u, satisfacen la condicién 3 del
teorema de Kolmogorov-Riesz. Por tanto el conjunto (u,) es totalmente acotado.

Ademés tenemos que u, € L'([a,b]) para todo n € N, pues

u,?,d:c=f i < u,,_wf dz < M(b - ).
Jolwlde= [ e s ol [ da < M(o-0)

Por el teorema 1.1.4 obtenemos que existe una subsucesion (u,) tal que converge en
L([a,b]) y ademds que también converge casi en todas partes (la cual denotaremos
de la misma manera para aligerar la notacién). Por el lema 3.4.3 para cada i, el
término (u,) se puede escribir como resta de dos funciones crecientes, es decir u,, =
Up—Wy. Las sucesiones v; y w; satisfacen las condiciones del teorema actual, aplicando
la misma argumentacién tenemos que v, y w, convergen en L!([a,b]) y casi en todas
partes a las funciones v, w respectivamente.

Como v, es monotona creciente, se sigue que v es creciente, en los puntos de
convergencia puntual. Sin pérdida de generalidad supongamos que v es creciente en
todas partes, después de redefinirla posiblemente en un conjunto de medida cero.
Para ver que v, converge a v en todas partes, primero veamos que v, converge a
v en los puntos donde v es continua. Sea z un punto donde v» es continua, dado
€ > 0 tomemos 4 tal que si |z - y| < 6, entonces |v(z) — v(y)| < €. Sean z,y tales

que v,(y) = v(y) y vn(2) » v(z) yademds -0 <y < x < 2 < x +4, asi para n
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suficientemente grande y usando el hecho de que |z -y| <4 vy |z - 2| <  se sigue que
v(x) -2e<v(y) —e<vi(y) Svi(x) Svi(2) <v(z) +e<v(z) + 2€.

Por tanto |v,(x) - v(z)| < 2¢ para @ suficientemente grande, de esta mane-
ra 1111;‘{‘11 vi(z) =v(z) para cada x, donde v es continua. Solamente falta ver que
'13‘% tn(2) = v(x) para cada x donde v es discontinua. Como v es de variacién aco-
tada, tenemos que el conjunto de discontinuidades en v es a lo mas numerable, por
el lema 3.4.4 se sigue que existe una subsucesion que converge en todo punto dis-
continuo de v. Por tanto tenemos convergencia puntual en todas partes. De manera

similar podemos demostrar que w, converge a w para toda x ¢ [a,b]. Entonces
U; = V- W,

puntualmente para toda z € [a,b] cuando 7 - oco. y ademés v — w es de variacion

acotada. O
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Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue caracterizar los conjuntos compactos en el
espacio de funciones LP(R?), conocido como el teorema de Kolmogorov-Riesz, para
dar esta caracterizacién utilizamos el resultado de Heine-Borel generalizado para
espacios métricos, que dice que un conjunto es compacto si y sélo si es totalmen-
te acotado y completo. Como siempre trabajamos en espacios completos, sélo nos
enfocamos en caracterizar los conjuntos totalmente acotados.

Para llegar al resultado mencionado anteriormente hicimos un desarrollo histéri-
co, mencionando los principales resultados de compacidad, empezando con la com-
pacidad en espacios métricos. Uno de los resultados de gran interés en el Analisis
Matemdtico sobre compacidad s ¢l teorema de Arzeld-Ascoli, cs por ello que lo pre-
sentamos en el primer capitulo, v en el 1ltimo dimos una demostracion alternativa
utilizando un lema sencillo de espacios métricos, el cual también nos sirvié para
demostrar el teorema de Kolmogorov-Riesz.

También caracterizamos los conjuntos compactos en otros espacios métricos, co-
mo el espacio de funciones continuas sobre un conjunto compacto K, v el espa-
cio de sucesiones 7. Por 1iltimo desarrollamos algunas aplicaciones del teorema de
Kolmogorov-Riesz, para ello en el capitulo 2 estudiamos la Trasformada de Fourier
y algunos conceptos bdsicos como el de Convolucidn, el espacio de Schwart, y los
espacios de Sobolev. Finalmente, se demostramé el principio de seleccion de Helly,
como una aplicacién directa del teorema de Kolmogorov-Riesz.

Aln queda mucho por estudiar en la teoria de compacidad, algunas preguntas
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que me han surguido en lo personal son, si se puede dar una caracterizacion de los
conjuntos totalmente acotados en el espacio L?(X), donde X es un espacio métrico
completo. En lo personal me parece muy interesante seguir investigando sobre el

tema y espero en un futuro poder retomarlo.
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