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Introducción 

En la Mecánica Clásica, uno de los sistemas más conocidos es el oscilador armóni-
co unidimensional, el cual describe la dinámica de una masa puntual sujeta al fimial 
de un resorte que oscila sin fricción. Este sistema modela la fuerza ejercida sobre 
la masa en términos de la posición. En este trabajo (le tesis hacemos un énfasis 
particular en el oscilador armónico con dos grados de libertad, el cual puede ser mo-
delado en IR" debido a que la dinámica del sistema queda comnpletanicnte definida 
conociendo la posición y el momento. 

En general, sabemos que cada sistema dinámico define un flujo, el cual describe 
las trayectorias del sistema. En ocasiones, al aplicar una transformación al espacio 
fase, el conjunto de trayectorias queda invariante. En tal caso, a esa transformación 
se le conoce como simetría del sistema. Vernos también que hay una relación muy 
estrecha entre funciones invariantes a lo largo del flujo y las simetrías del sistema. 
Con el fin de estudiar las simetrías de un sistema dinámico, mostraremos explíci-
tamente cómo una función invariante induce simetrías del sistema. Tal relación nos 
permite centrar nuestro enfoque únicamente en las funciones invariantes a lo largo 
del flujo, a las cuales las llamamos integrales primeras. 

Un resultado conocido es que el álgebra de integrales primeras del oscilador 
armónico con dos grados de libertad es finitamente generado. Sin embargo, no es 
común encontrar este resultado en la literatura, por ello decidirnos realizar esta. 
aportación. En este trabajo se demuestra que el álgebra de integrales primeras del 
oscilador armónico con dos grados de libertad es finitamente generado y además se 
exhibe explícitamente un conjunto de generadores. 

En el primer capítulo se revisa material preliminar básico para este trabajo, don-
de se aclara el lenguaje a utilizar y aparecen algunas propiedades importantes con 
las que se trabaja en capítulos posteriores. 

El segundo capítulo trata de los sistemas Flamiltonianos en general, así corno de 
sus propiedades. También estudiarnos el conjunto de integrales primeras, en donde 
se encuentra que posee estructura de álgebra y de álgebra de Lie, es decir, un álgebra 
de Poisson. 

El tercer capítulo trata sobre un teorema de gran importancia, el Teorema de 
Liouville-Arnold, el cual brinda una descripción de los sistemas Liouville integrables, 
es decir. aquellos que tienen un conjunto finito de integrales primeras que cumple 
con ciertas propiedades. También obtenemos información de otro tipo de sistemas, 
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a saber, los superintegrables, donde las condiciones sobre el conjunto de integrales 
primeras exigen menos. 

El capítulo cuarto contiene el material suficiente para abordar el Teorema de 
Schwarzt, el cual da condiciones para que un conjunto de funciones invariantes bajo 
la acción de un grupo sea finitamente generado. 

Para el quinto y último capítulo, mostramos cómo se ajustan los resultados 
previos al oscilador armónico en dos grados de libertad para demostrar que su álgebra 
de integrales primeras es finitamente generado. Además, se hace el cálculo de una 
base de integrales primeras generadoras. 



Capítulo 1 

Nociones Fundamentales de Geometría 

Diferencial 

El material que se presenta en este capítulo es estándar y se puede consultar con 
mayor detalle en [3, 4, 19] 

1.1. Definición de variedades diferenciables y ejemplos. 

En este primer capítulo se revisan conceptos básicos para el desarrollo del pre-
sente trabajo y se exponen el espacio y las estructuras con las que se desarrolla este 
estudio. Empecemos con nuestra primera definición: 

Definición 1.1.1. Una variedad diferenciable n-dimensional lvi es un espacio 
topológico llausdorJf con una base topolóqica numerable, que satisface: 
1)Existe una colección de parejas (Un, I), con (J abierto de lvi, UaEJUQ = lvi y 
(1) : U — (1),(U) c Rn homeomorfismo. 
2) Si tJ fl U,8 0 0. entonces 4 o : 4(U fl U) -+ (1)(UQ  fl U) es un difeo- 
morjismo de clase C°° entre abiertos de R. 

A cada pareja ((Ja, de la colección anterior lo llamamos carta local O sis- 
tema de coordenadas sobre Al. 

La noción de variedad es una generalización de espacio euclidiano, pues local-
mente se comporta como uno, y al considerar variedades diferenciables pedimos que 
el cambio de una carta a otra sea suave. A una colección de cartas locales cuyos do-
minios cubren iti le llamamos un atlas A de dimensión n. Además, para. las cartas 
(U,) y (U,) el difeomorfismo 

Ço'F :c1'(Ufl() - (l?(UflU) 

es llamado función de transición o cambio de coordenadas. Un atlas de 
clase C°° en lvi es llamado maximal cuando este contiene todas las cartas locales 
(U,1) cuyo cambio de coordenadas con elementos (U,) E A, (1)0 (15- 1 , son clifeo-
morfismos de clase C°°. Además, en un atlas maximal, los dominios (le las cartas 
locales forman una base para la topología de Al. Por estructura diferenciable nos 
referiremos a una variedad diferenciable junto con un atlas para esta variedad. 

3 
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Observemos que R7  como espacio euclidiano es una variedad diferenciable donde 
(Ra, idRn) es una estructura diferenciable. Otra variedad que resulta (le nuestro 
interés en este trabajo es S' = {(x, y)Ix, y E IR. x2  + y2  = 1} c IR2. Mostrareiiios que 
SI es variedad diferenciahie. 
Para comenzar, dotemos a S' de la topología relativa y con ello los conjuntos U1  
S1  - {(1, 0)) y U2  = S' - {(- 1, 0)} son abiertos en 51 . Luego, definamos las funciones 

U1 - (0, 21r) y 4>2 :  U2  —> (—ir, ir) de la siguiente manera: 

(I)2(x,y) 

= { 

arctan() 0<x<1,0<y<1 
'v=Oy=l 

arctan () + ir —i <a; <0, —1 <y < 1 
357r  x x=o,iJ=-1 

arctan()+2ir 0<x<1,-1<y<0 

arctan () - ir —i <x <0. —1 <y <0 
- x=0,y=-1 

arctan() 0<x<1-1<y<1 
ir x=0y=1 

arctan() +lr —1< x <0.0 <y< 1 

lisias funciones son homeomorfismos y pueden ser interpretados como las fun-
ciones que asignan al vector (x, y) SU ángulo con respecto al eje horizontal. Veremos 
que la colección {(U1, i) ((12, 2)) es una estructura diferenciable para S1. Para 
ello, habrá que mostrar que i o y 112 o  4>1  1  son difeomorfisinos. 
Para 451  o <1>2 : (—ir, 0)u (0, ir) —+ (0, ir)U (ir, 21r) se tiene que <DI  o (t) = t cuando 
t G (0, ) y 4 o 4(t.) = t - 27r cuando t E (ir, 21r). Esto hace que i sea un 
difeomorfismo y, análogamente, '2 : (0, ir) U (ir, 27r) —+ (—ir, 0) u (0, ir) es un 
clifeomorfismo. 

Otros ejemplos de variedades diferenciables son S2  y el plano proyectivo P2(IR), 
para mayor información sobre variedades diferenciables se puede consultar 1191. 

Proposición 1.1.2. Sean M, N variedades diferenciables. Entonces existe una es-
trnctttra diferenciable en Al x N. 

Demostración. Dotemos a Al x N de la topología producto. M x N con esta topología 
es de l-lausdorff y posee una base numerable, pues tales propiedades son heredadas 
de las variedades Al y N. Sean A = {(U0, c a)}aEA y 8 = {(Vfl, W3)}jJ los atlas 
en Al y N, respectivamente. Definamos el conjunto 

A = {(U X V3. (i afl)I(U, cI) E A, (V, '1',) E 8} 

donde i : U, x Vfl  -> x Vfl) con &(x,y) := ((x),(y)) es 
un homeomorfisnio de 11a  x Vfi con su imagen. Luego, dadas las parejas (U 1  X 

01 , a,), (U 2  x V, 22) E A tal que (U(1  x y31 ) fl (U 2  x V) ~ 0 se tiene 
que 
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2fl2 o : (U01  X V1  fl Ua, X V2) 
- 02í32 ((J X fl U, X Y32 ) 

con ( 2 o(x), W 2 0Ç11 (y)) es un difeoniorfisnio debido 

a que 4>a2 o y W$2  0  XPO, son difeomorfismos. Por lo tanto, A es un atlas para 
M x N.. 

Ejemplo 1.1.3. Debido a la proposición anterior y a que S1  es variedad diferencial, 
se tiene que para 

T:=S1 x ... xS1  

con la estructura diferencial del producto cartesiano es una variedad diferencial. Esta 
variedad diferencial es conocida como el toro k-dimensional. 

1.2. Funciones diferenciables, inmersiones y submersio-
nes. 

La noción de variedades diferenciables permite introducir la noción de diferen-
ciabi lidad para funciones entre variedades. 

Sea F : N -> M una función entre variedades diferenciables. Diremos que F es 
suave si para cada p E N existen vecindades coordenadas (U, 1) de p y (y, 'Ii) de 

con F(U) c V, tales que F = '1' o F o : I(U) - '(U) es diferenciable 
en cI(p). Llamaremos a F la representación local de F en las cartas (U, <I» y  (y, I1). 

En otras palabras, F se dice suave si su representación local (o sea, traducción 
al lenguaje euclidiano) es diferenciable. 

Definición 1.2.1. Una función E: N -4 Al suave es un difeomorfisino si E es 
un homeoinorfismo y F 1  es diferenciable (suave). Al y N se dicen ser variedades 
difeomorfas si existe un difeomorfismo F: Al - N. 

Ejemplo 1.2.2. Sea E: R -* R dada por F(l) = 13• A continuación daremos dos 
estructuras diferenciables de IR, tal que para solo una de ellas F' es diferenciable. 

Dotemos a IR de la estructura diferenciable inducida por A = {(IR, idlR)}. Consi-
deremos también A = {(R, 'P)} con T : V - R. 'P(t) := t3. Notemos que los atlas 

A y Á no son compatibles pues idk o T: IR -+ IR, id o 'P'(t) = t 13 no es un 
difeonzorfismno de clase C°°. 

Ahora, sea F : IR - IR (lada por F(t) = t. Probaremos que F es un (lifeomom fis-
mo cuando IR tiene la estructura diferencial inducida por el atlas (IR. VI/). F es suave 

(lado que P(t) = 'Po Fo id'(t) = 'Po F(t) = 'P(t) = t es diferenciable en IR, F es 

hom.eomorfismo y F' = t 3  es diferenciable. pues F-'(t) = t es diferenciable. 
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Sea F : N —* M difireiiciable. Se define el rango de F en p E N por el rango 

de F en ((p)  y se denota por rankF, esto es, ci rango de la diferencial de F. 

A continuación ciamos la definición de algunos conceptos que nos servinSn para. 
la  construcción de nuevas variedades diferenciables. 

Definición 1.2.3. Sea F: N -+ M suave. F se dice ser una inmersión si rankF 
ciimN para toda p E N. 

Definición 1.2.4. Un encaje es una inmersión inyectiva F: iV --> M que además 
es un homeomorfisino de N en su imagen. 

Teorema 1.2.5. Sea F: N —> M una inmersión. Entonces para cada p E N existe 
una vecindad U tal que Flu es un encaje de U en M. 

La prueba de este resultado se puede consultar en [4]. 

Definición 1.2.6. Sea F N -+ M suave. F es una submersión si rankF = 

climA!. 

1.3. Subvariedades. 

Así corno en los espacios euclideanos podemos encontrar subespacios euclideanos, 
en las variedades diferenciables podemos encontrar subvariedades diferenciables, y 
para eso ya contamos con las herramientas necesarias para dar varios tipos de sub-
variedades tales como los encajes y las subvariedades regulares. 

Sea F una inmersión. Si F es inyectiva, entonces N se puede identificar con su 
imagen N = F(N) y además se puede dotar a N de una estructura diferemiciable. 
Como N es una variedad diferenciable con atlas 

A = {(Ua, a)}, 

donde U —* R'. a Ñ se le puede asociar el atlas 

Á = {(Va, )}, 

donde V = F(Ua) V W a  : V —> iR" definida como := o F. Notemos que 

UVa  = N y para cualquier par de cartas coordenadas (Va, Wa) y (Vfi, ) 

11a  O : 'T' fl(V/3  fl Va) a(V fl Va) 

resulta ser un difeomorfismo de clase C°°. Ñ es llamada subvariedad inmersa en 
iVI. 

Ejemplo 1.3.1. Sea F iR —* iR3, con F(t) = (cos 2irt, sin 2irt,t). Entonces, 

DF = 

dt 
= (-2ir sin 2irt,2ir cos 2irt, 1) 

Observemos que rank1 F = dimiR = 1 para todo 1 y F es inyectiva, por lo que F 
a . es una inmersión y su imagen es una subvariedad inmersa en iR 
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Ejemplo 1.3.2. Sea F : IR —> IR2 . con F(t) = (cos27rt,sen27rt). 

dF 
DF 

=dt 
= (-27rsen27rt, 27rcos2irt). 

P no es inyectiva y, en este caso, el rango de F vuelve a ser 1, por lo que es una 
inmersión no inyectiva. 

Consideremos un encaje F: N —* M. Como F es un homeomorfismo de N sobre 
su imagen N = F(N) con la topología de N inducida como suhespacio de M, N es 
una subvariedad de N y es llamada un encaje. 

Definición 1.3.3. Sea N C Al. N se dice tener la propiedad de n-subvariedad si 
para cada p E N existe una carta coordenada (U, 4) en A'!, 4 : U — R, (I)(q ) = 

(x(q)......x,n(q)) tal que: 

• 

• (I)(U) = Br(0) = {x E W'1111x11 <e} 

• (I> (U fl N) = {x E Br(0)I:r' = = 
... = :,-in = o} 

Las carias coordenadas de este tipo son llamadas coordenadas especiales (re-
lativas a N. 

Considerando que N con la topología relativa es una variedad t.opológica, cada 
sistema de coordenadas especiales (U, 4»  de Al define una carta coordenada en N. 
(y, ), con V = un  y <b = iroI)Iv, donde ir : lR" —* R', lr(y1..... Ym) = (Y!..... yn) 
os la proyecci6n usual. Definamos también i N - Al, como i(x) = x la inclusión. 
Las cartas inducidas por las coordenadas especiales son compatibles y la estructura 
diferenciable que se define en N hace que i sea un encaje. En este caso, N es llamada 
una subvariedad regular. 

El siguiente teorema es un criterio muy útil para garantizar que tenemos una 
subvariedad regular. 

Teorema 1.3.4. Sea F: N -> Al diferenciable, donde cliinM < climN y rankF = 

dimM en todo A = F'(a) para algún a E Al. Entonces A es una subvariedad 
regular de N de dimensión n - m. 

La demostración de este teorciiia puede ser consultada cii [4]. 

Ejemplo 1.3.5. Sea F : IR definida como F(x) = fl4. F tiene rango 1 en 
R"/{O}. por lo que F'(l) = {x E RY'IIJxII = 1} = S' es una variedad rqular. 

1.4. Campos vectoriales. 

Antes de definir a los campos vectoriales, haremos énfasis en la noción de espacio 
tangente. Para esto, consideremos a Rn = {(xi. ..., E IR} y sea a E IR con 
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a = (al, ..., aa). Buscamos asociarle al punto a un espacio vectorial que denotaremos 
TR y lo llamarenios espacio tangente en a E R. Dacio que W tiene estructura 
de espacio vectorial (Ra, +,.) sobre R, utilizaremos sus propiedades para definir las 
operaciones que harán a T,,Rn espacio vectorial. 

Geometricamente, ji = (ni )  ... , ns,) E Rn se interpreta corno el segmento dirigido 
que une el origen con (u1, ...,u). Utilizando esta noción, TaRe  = {aIx E '), 
donde a?r es el segmento dirigido que une a con x. Visto de este modo, podernos 
definir la biyección 4a : R' —> TaR, donde a(X) = 

Para definir las operaciones en T1R, sean Xa . Ya  E 'Ta  (R),c E IR y definamos: 

Xa  + Y0  := 41a('(Xa) + 

0 Xa  := 

Es fácil comprobar que T0R es espacio vectorial sobre IR con estas operaciones. 
Además, si consideramos la base canónica en lR', {E} 1  con E = (0,. ..., 1, ...,O) y 
definimos E : (I)a (EZ). entonces {E} 1  es base de TIRA 

Existen distintas formas de definir el espacio tangente, es por ello que veremos 
una segunda definición de 

Nuevamente sea a E IR" y sean € > O y I<  = (—€, ). Consideremos yi, Y2 : I -+ 
IR'1  curvas suaves (diferenciables) con -vi (0) = -y2(0) = a. Diremos que las curvas 'Vi 
y 'Y2  son equivalentes si sus derivadas en O coinciden, esto es, 

'Y] 72 4=> 
d'VI (0)  = d 2(0)  

Es inmediato comprobar que -y,  'Y2 define una relación de equivalencia de curvas 
en a. Luego, a cada 'Y : I, —> R con 'Y(0) = a lo podemos asociar con una elemento 
de IR'1 , su derivada en O. 

Por lo anterior, podemos definir el espacio tangente como Ta1R" := {-y'(0)I 
J(  —> R'1  y y(0) = a}. En esta definición sólo basta mostrar que existe una curva 
suave -y con -y(0) = a tal que -y'(0) = x para cualquier x E IR", para esto, considera-
mos -Y(t) = ix + a, la cual cumple con lo requerido. 

Los elementos del espacio tangente tienen una estructura más rica en propie-
dades. Por ello veremos un par de definiciones que nos permitirán aprovechar la 
estructura de TQ R". 

Definición 1.4.1. Sea K un campo. Un álgebra sobre K (o K-álgebra) es un es-
pacio vectorjal A sobre JÇ  con una operación binaria : A x A —> A tal que para 
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todo u, y. w E A y A E K: 

(i) 

 

11-(V +1V) = u•v+u•w. 

(u) (v+w)u=v•u+w•u, 

.X(u y) = (Áu) y = u -  

La operación es llamada una multiplicación en A. 

Ejemplo 1.4.2. Sean K = R y  = C(R). A es una IR-álgebra con la multiplica- 
ción usual. 

Definición 1.4.3. Un álgebra de Lie es una pareja (y, [,J) donde V es un espacio 
vectorial sobre un campo F y [.] : V x V -~ V es una operación binaria que satisface 
las siguientes propiedades para A E IF y u, y, w E V: 

i) Bilinealidad: 

L, Av + u..i] = )[n.v] + 

[Au + u, = A[U, ni] + [u, ii.], 

u) Antisirnetría: 

[u. u] = - [y, u], 

iii) Identidad de .Jacobi: 

lit, [v,w]] + [y, Ew,ul] + [w, [U, v]] = O. 

Algunos ejemplos de íLlgebras de Lie son (IR3, x), donde X es el l)rOdUCt0 cruz 

y [, ] ). con [ 1  ] el conmutador de matrices. A continuación tenemos una 
noción elemental sobre el corchete de Lie: 

Definición 1.4.4. Sean (y1. E1 ]') (y2, E1 12) dos álgebras de Lie. Se dice que una 
transformación lineal '1': V1  —* V2  es un morfismo de álgebras de Lie si: 

[T(v),T(w)] 1  = T([v,w]2) para todo v,w E V1  

es dccii un moijismo (le álgebras de Lie preserva el corchete de Lic. 

Definición 1.4.5. Una derivación de la K-álgebra A es una transformación K- 
lineal D A - A que satisface la regla de Leibniz, es decir, si f  E A: 

D(f y) = f D(y) + D(f) 
. y. 
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Ahora procederemos a darle una interpretación a los eleirientos de Ta1R que nos 
permitirá operarlos con facilidad; para esto, llamemos C°°(a) a las funciones C°°que 
contienen a a en su dominio. Sea Xa  E TaR, y expresémoslo en términos de la base 

{ E} corno Xa = Luego, Xa  induce una función 

X : C(a) -4 IR 

tal que 

De esta forma, podemos definir con mayor precisión a la función como X := 
Adenus, si consideramos las funciones f : IR —* IR con f(x) = j= 7771 

obtenemos que X(j j ) a, por lo que X está completamente determinada por 
los valores en cada J. 

Utilizando el hecho de que C'°(a) es un álgebra, X es un operador lineal en 
C°° (a), puesto que para f, g E C' (a) y .X E IR se tiene: 

71

(f+ ) g)
7t

X(f+)¼g) = (a) = c j--(a)+) ai - (a) = X(f)+)X(g). 
¿3x 

i=1 i=i 

Más aún, satisface la propiedad de Leibuiz: 

X(f •g) = = Eojf2-(a) + aj.q L
axi

-(a) = f)Ç(g) +gX(f). 

Esto nos permite definir un nuevo conjunto D(a) como el conjunto de operadores 
de C°°(a) a IR que satisfacen linealidad y la propiedad de Leibniz. V(a) es llamado 
J conjunto de derivaciones de C°°(a) en R. 

A D(a) podemos dotarle de una estructura de espacio vectorial de manera. ima-
tural definiendo para. D, P2 E V(a) la suma (Di + D2)(f) := Di (f) + 1)2(f) y el 
producto por un escalar a E IR como a D I  (f) := a - Di (f). Claramente, D + P2  
y a. D1  heredan la IR-hiiiealidad y la propiedad che Leibiz de D1  y D2. 

Hemos visto cómo a un eleiiicnto .X0  se le puede asociar una derivación X, y 
extendiendo (le la, miiisiiia forimia esa asociación podemos considerar la transformación 
* : T(R") —* D(a). Veremos cine  esta transformación, además de ser lineal, es un 
isomorfismo (le espacios vectoriales. Probemos primero la. linealida.d (le . Para. esto, 
sean X, Ya  E TIR1t, CO" Xa (.iE y Ya  = \ E IR y f E Cco(a). 
Luego: 

(.\Xa+Ya)*(f) = Pa+I3)(a) = Á a¡ (a)+ ¡3.L (a) = 
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La transformación * : Ta(lW) V(a) resulta ser inyectiva, pues para Xa
71 

= 

X = O = O para toda i = 1,2, ...,n. Además, podemos mostrar 
que también es sobreyectiva. Sea D E D(a) y sean o = D(f), con f(x) = x. 
Definamos Xa  := y consideremos los siguientes lemas: 

Lema 1.4.6. Sea D E V(a). Entonces D es cero en cualquier f E C'°(a) que sea 
constante en una vecindad de a. 

Lema 1.4.7. Sea f(xi, x2, ..., x) una función C°° definida en un abierto U tal que 
a E U. Entonces existe una vecindad abierta E de a, con B c U y funciones C°° 
y1, y2, 19" definidas en B tales que: 

• g(a) = ((a)), 

• f(xi.....x) = f(a) + - a)g(x). 

La demostración del Lema 1,4,6 es inmediata, y el Lema 1,4,7 es conocido como 
Lema de Hadamard. 

Por el Lema 1,4,7, restingiéndoiios a B tenemos que: 

fl n 
D(f) = D(f(a) + - a)g(a) = D(f(a)) + D((x - a)g(a)) 

i=1 i=I 

Y utilizando el Lema 1,4,6, la R-liiealklad y la propiedad (le Leibiz de la deri-
vación, se sigue que: 

D(f) = D(x)g(a) = cjL(a) 
= Xa*  (.f 

Por lo tanto, D = X y con esto concluimos que * es un isomorfismo entre los 
espacios vectoriales 7IR' y V(a). Otro punto importante a notar es que el conjunto 

{ es una base para el espacio de derivaciones D(a). 

Por último, definimos como haz tangente en a la unión disjunta de los 
espacios tangentes, el cual denotamos por T1R := 11pE" T1RIL. 

Definición 1.4.8. Un campo vectorial en un abierto U c lR es una función X 
que asigna a cada punto p E U un vector X E T7,RL, esto es, X : U —* TlR' tal que 
X(p) E TpRII Vp E U. 

Sea U un abierto de R'. denotemos por F(U) al conjunto de funciones reales 
definidas en U. 

F(U):={f:UcR—R}. 

Notemos que C°°(U) c F(U). más aún, tomando en cuenta que F(U) tiene estructu-
ra de espacio vectorial con la suma usual de funciones y producto por escalar, C°°(U) 
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es un subespacio de F(U). Un campo vectorial X en U define una, traiiforiiiaciómi 

lineal 

X: C(U) --> .F(u) 

C (U) D f —> XL 

donde Xf : U —* R es la función definida por (Xf)(p) := X(f). Se dice que un 
campo vectorial X es diferenciable si para toda f E C°° se tiene que Xf E C°°. 
El conjunto de campos vectoriales diferenciables en U se denota por X(U). En este 
conjunto se puede definir una estructura de espacio vectorial sobre R de manera 
natural. Además, (U) es un C°°(U)-módulo y, como tal, es finitamente generado. 
Se puede probar que si {x1, X2, ..., x,} c C°°(U) es un sistema de coordenadas en U 

y c X(U) tales que = entonces para cada X E (U) existen 
xz 

j= 77 
f E C(U) tales que X = > f/-. Para una lectura más profunda se puede con-

sultar [22, ?]. 

Existe una. operación importante en (U) llamada el corchete de campos, 
que le asocia. a, dos campos vectoriales X, Y y un tercer campo vectorial [X, Y]. Este 
último campo vectorial se define como [X, Y](f) := XoY(f) - YoX(f). El corchete 
(le campos vectoriales es un operador bilineal, amitisimnétrico y satisface la identidad 
de Jacobi. Además, satisface la regla de Leibniz [X, fY] = f[X, Y] + X(f)Y. La 
prueba de estos hechos es directaiiiciite de la defiuiición del corchete de campos 
vectoriales. 

Proposición 1.4.9. El espacio de campos vectoriales X(U) junto con su estructura 
de espacio vectorial IR-lineal y el corchete de campos vectoriales es un álgebra de Lic. 

Definición 1.4.10. Sea 1 c IR un intervalo con O E ¡ y sea y: 1 -4 R" una curva 
suave. Se dice que y es una curva integral del campo vectorial X si: 

d-', 
= X('y(t)) 

Podemos interpretar a las curvas integrales como curvas tales que en cada punto 
su dirección es la misma que la del campo vectorial X. Con esta idea en mente, 
podemos definir un concepto más general, el del flujo de un campo vectorial: 

Definición 1.4.11. El flujo de un campo vectorial X E 3(U) es una función 
FI : IR x IR'1  —> IR" tal que para p E IR" y Flt  := Fl(t,p) se satisface: 

• p) = X(Flt (p)) di  

• Fl°(p) = 
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En general, existen campos vectoriales cuyo flujo no es completo, es decir, su 
flujo no está definido para todo t E IR, pero para nuestros fines, solo consideraremos 
campos completos. 

Veremos a continuación un ejemplo clásico de campos vectoriales y su flijo, 
conocido como el oscilador armónico 1-dimensional. 

Ejemplo 1.4.12. Consideremos en R2  el campo vectorial X = —x2 5-1 W2 + x1 a  
Procederemos a encontrar el flujo del campo. Para ello, sea p = (Pi i P2). Nuestro 
objetivo es encontrar la solución al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 

dxi 

dt 
= —X2, 

dx2  

di 
= xl. 

Donde obtenemos que el flujo es Fl(t,pi ,p2) = (picos(t) - p2sen(t),p1sen(t) + 
p2c08(t)). 

Un caso particular de flujo de un campo vectorial es cuando el campo vectorial 
X tiene un punto fijo, es decir, existe x*  E Rn tal que X(x*) = O. En este caso, la 
curva integral de X que pasa por x* es la trayectoria constante dada por la curva 

I -+ R' tal que 'y(t) = x para todo t  J. 

1.5. Formas diferenciales. 

En esta sección introducimos la noción de forimmas diferenciales siguiendo el en-

foque y la notación de [191. Para hablar de formas diferenciales, primero debe-
mos hablar de la diferencial de una función, por ello consideremos el conjunto 
Op  = {f : U c lR -* RJp E U y f es diferenciahie en p}, el cual es un álgebra 
y contiene a las funciones coordenadas. También, para un punto p E R defini- 
mos el espacio cotangente en p como TR := (TRn)* = {Op : TR lRI( p  C5 

IR-lineal} 
Definición 1.5.1. Sea f E O,. La diferencial de f enp se define como la funcional 
lineal df : TR n -* IR tal que df(X) := X(f) 

Aquí resulta necesario hacer una observación sobre la definición, pues al mo-
mento de considerar X(f), estamos interpretando a los elementos de TR" como 
derivaciones y no como solo vectores. 

Las diferenciales en p de las funciones coordenadas .r : IR" —* R son una base 
de 'IR", donde la diferencial d.,ri denota a la función dr : IR" - i*(lRn) dada 

por dx(p) := De hecho, esta base es la base dual asociada a. {*I} y que 

denotaremos por {dx}. Además. dacio a E 'JR", podemos representar a. a en 

términos de la base {dpxi} como a = a(.lp)dx. 
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Definición 1.5.2. Sean fi, f2, ...,f, E O. Se dice que el conjunto {fi, f2 ..., f} es 
un sistcma de coordenadas locales en p E R n  si las diferenciales df,, df 2, ..., d,f,, 
forman una base de 

En particular, las funciones coordenadas x : R1' - R forman un sistema de 
coordenadas locales. Más aún, daremos un criterio para determinar cuando un 
conjunto de funciones es un sistema de coordenadas locales. En general, las fun-
ciones fi, f, ..., f,, E O forman un sistema de coordenadas locales en p E W' Si 
det((p)) o O. 

Con esto en mente, continuamos con la definición de forma diferencial. 

Definición 1.5.3. Un campo de formas lineales (formas exteriores de grado 1) 
en R' es una función w que asocia a cada p E R un elemento w(p) E 21R", donde 
w(p) = ai(p)dx, +a2(p)dx2 + ... +a,(p)d,,x, con a : lR -* IR, donde dxi denota u 
la función dx : IR1' -* T*R dada por dx(p) := por lo que w se eipresa como 
w = 

Si las funciones a son diferenciables, entonces w es una forma diferencial de 
grado 1 (1-forma diferencial). El conjunto de campos de formas lineales se denota 
por Al (Rfl*) y el conjunto de formas diferenciales de grado 1 se denota por f' (IR1'). 

La generalización a n-formas diferenciales es natural. Sin embargo, es necesario 
utilizar el producto exterior de formas, el cual para w W2 E  A' (R"*) se define el 
producto exterior de w1  con w2 como w1  A w2,  donde 

(w, Aw2)  (VI  ,v2) = det(w(v3)) 

Definición 1.5.4. Una k-forma exterior en un abierto U E IR1' es una función 
que a cada punto p E U le asigna un elemento en Ak(IR1'*).  w se puede expresar de 
la siguiente forma: 

W(P) = a,, 2  ..,(p)(dx' A dx 2  A ... A dx'k) 

l<il<22< ... :5Zk<fl 

Donde (dx" A dxi2 A ... A dxik) = dpxi1 A d,,x' A ... A dx y ....ti,,  son 
funciones de U en R. Mas aún, w es una k-forma diferencial (forma diferencial 
de grado k) si ,, E C°°((J). El conjunto de campos de k-forrnas exteriores se 
denota por Ak(lR7*).  El conjunto de k-formas diferenciales se denota por 

Ejemplo 1.5.5. Consideremos a todo IR", entonces los conjuntos de formas dife-
renciales son los siguientes: 

• °(lR") = {a: 1' -+ Rl a diferenciable} 

• S'(lW') = {ai dx j  + a2dx2  + a3dx3  + a4dx4 1 a : IR4  -+ lRdiferenciabies} 

• 

 

Q2 (R4 ) = {ai 2dxiAdx2+a,3dx,Adx3+a,idxiAdxi+a23dx2Adx3+a2idx2A 
dx4  + a3. 1 dx3  A dx,l a : IR" —> IR diferenciables} 
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• :3(4) = {a123dx1 A (IX2  A (1X3 + a124(1x1 A (Le2 A dx4  + a134dx1  A dx3  A dx4  + 
(1234 d3,2 A  d2,3 A  d3,'4 ak : IR4  —* IR diferenciables } 

• 94(R4) = {a1234dxi A dx2 A dx3  A dx41 a1234 : IR4  - IR diferenciable} 

Las formas diferenciales en R junto con el producto cuña cumplen con ciertas 
propiedades que nos resultarán útiles al momento de hacer cálculos. Algunas de esas 
propiedades son las siguientes: 

Proposición 1.5.6. Sea w una k-forrna, una 1-forma y O una r-forma en IR, 
entonces: 

• w A (q5 A O) = (w A 4) A O (asociatividad), 

w A 0  = (_1)k1q5 A w (simetría graduada), 

• w A (4' + O) = w A 4' + w A O (distributividad). 

Ejemplo 1.5.7. Sea w=xidxiAdx2+xsdxsAdx,, una 2-forma en IR4 . calculemos 
w A w: 

w A w = (xidxi  Adx2 +x3dx3Adx4)A(xidxi Adx2 +x3dv3 Adx4) 

= x1 x3dx1  A dx2 A dx3 A dx4  + x1 x3dx3 A dx4  A dxl  A dx2 

= 2x1x:;dx:3  A dx4  A dxi A dr2  

Para formas diferenciales podemos definir la diferencial exterior, que generaliza 
el colicepto (le diferencial de una función en un punto. 

Definición 1.5.8. Sea y : lR' —* IR diferenciable (O-forma en Ra). Definimos la 
diferencial de y como 

dg es una 1-forma diferencial de IR11 . 

La diferencial, en este sentido, generaliza a la Definición 1.5.1 pues se tiene que 
dq(p) = dg. La idea para generalizar el concepto de diferencial de una función es 
buscar la manera de asociarle a una k-forma en IR" una (k + 1)-forma en IR" y eso 
se logra como sigue: 

Definición 1.5.9. Sea w = E,adxQ una k-foima diferencial ca IR". La dife- 
rencial exterior (1w. de w. se define  por 

Li 
=

(i(I ct  A (I.I 
(E 1 

Donde ¡ es un conjunto de mullí-indices de dimensión k y dx = dx, A dx(2  A 

A dx.. 
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Algunas de las propiedades más iiiiportantes de la diferencial exterior son las 
siguientes: 

Proposición 1.5.10. Sean w, w1, 2 E çik(Rn)  y  0 E l'(lR'). entonces: 

• d(wi+w2)=dwi+d2, 

• d(wA)=wA+(-1)'Ad4, 

• d(dw) = d2 . = 0. 

Definición 1.5.11. Una k-forma a se dice ser exacta si existe una (k - 1)-forma 
¡3 tal que (Y = d$. a se dice ser cerrada si da = 0. 

Por la Proposición 1.5.10, toda k-forma exacta es cerrada. 

Ejemplo 1.5.12. Sea (Y = dx1  Ad-7-2  +dx3Adx4. a es cerrnda ya que sus coeficientes 
son constantes, y también es exacta puesto que a = d(x1dx2 + x3dx4). 

1.6. Integración en variedades. 

Para comenzar, estudiaremos integración en R", más precisamente la integral de 
Riemann, para luego extender la noción de integrahilidad al caso en el que nuestro 
dominio de integración es una variedad M. 

Primero determinaremos las condiciones que requiere un subconjunto de para 
ser dominio de integración. Para ello consideremos A c R' y diremos que A tiene 
contenido de Jordan O, c(A) = 0, si para cada e > O existe una colección finita 

de cubos ci en R que cubren a A y Vol(cj) < e, donde un cubo es el producto 

cartesiano de n intervalos cerrados y Vol(cj) es el volumen del cubo c. Los conjuntos 
finitos son ejemplos de conjuntos con contenido de .Jordan cero. También diremos 
que A es un conjunto de medida cero, m(A) = 0, si para cada e > O existe una 

00 

colección numerable de cubos que cubren a A y Vol(c) < E. Los con.juntos nu- 

merables son ejemplos de conjuntos de medida cero. 

Observemos que los conjuntos de contenido cero son conjuntos de medida cero, 
pero el recíproco no siempre es cierto. En el caso en que A sea compacto tendremos 
que c(A) = O m(A) = 0. 

Definición 1.6.1. Un conjunto acotado D C lR' se dice ser un dominio de inte-
gración si la frontera de D.. W. tiene contenido cero, es decir. c(D) = O. 

Algunos ejemplos de dominios (le integración son los cubos y las bolas en 1R y 
regiones cuya frontera sean hipersuperficies. 



1.6. INTEGRACIÓN EN VARIEDADES. 17 

Para que una función sea integrable, en el sentido de Ricinann, no es necesario 
pedirle continuidad cii todo punto, pero si en casi todos los puntos. Por eso, diremos 
que una función f : JR' - IR es casi continua si el conjunto (le discontinuidades 
tiene contenido cero y veremos que éstas son las funciones que nos interesan. 

Teorema 1.6.2. Sea D una región de integración en Rn y f: D -+ IR una función 
acotada y casi continua en D. Entonces f es Riemann integrable en D. es decir, 
ÍD fdv existe. 

Sean f, g : R —> IR Rieinann integrables y D, D1, D2  dominios de integración, 
entonces algunas de las propiedades de la integral de Rieinann son las siguientes: 

• Si c(D) = O entonces ÍD  fdv = O, 

• fDiuD2  f dv = ÍD1 fdv + ÍD2 fdv — fDI nD2 fdv. 

• ÍD(af+bg)dv = a fD  fdv + b fD  gdv para a,bE R. 

• si f ~ O y c(D) qÉ O entonces JD  fdv > O, 

• si f tiene soporte compacto, es decir suppf = {x E R"If(x) O} es compacto, 
entonces fe,,  f dv = f dv. 

Si D es un dominio de integración, definimos el volumen de D por VoID 

ÍD XDIJV, donde 

íi xED, 
XD(X)=10 x 1 D. 

Consideremos G : U Ü un difeomorfismo de U c R' a & c R abiertos. 
Denotaremos por DG a la matriz .Jacobiana de G y IDGI a sil determinante. Pro-
cederemos a enunciar el Teorema de cambio de variable: 

Teorema 1.6.3. Sea G : U —*ú un difeomorfismo. Supongamos que D C U 
y D = C(D) c U son dominios de integración y que f es integrable en D. Sea 

g = f o G. Entonces g es integrable en D y 

'5 fd 
=  IrD f 

o CjDCIdv 
=  ID 

qDCdv 

El material visto sobre integración en lR' es suficiente para abordar la integración 
en variedades. Para esto, consideraremos a Al como una variedad diferenciable y 
adaptaremos algunas de las definiciones en el caso real a la virieda.d Al. 

Definición 1.6.4. Un conjunto A c Al se dice tener contenido cero. c(A) = O. 
si está contenido en la unión de un numero finito de compactos A. A c u 1  A con 
A contenido en el dominio de una carta coordenada (tI,  U) tul que c('I'(A)) = O 
en IR". 
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Aquí hay algo que debernos observar con respecto a la iinagcil de un conjunto de 
contenido cero bajo iiiia función suave. Para ello, sea A c M un conjunto de conte-
nido cero y sea F : M - N una función suave entre variedades. Si dimM < diinN 
entonces F(A) tiene contenido cero. 

La Definición 1.6.4 anterior y la observación son válidas también si consideramos 
medida. cero en lugar de contenido cero. 

Ejemplo 1.6.5. Sea F : ll' -+ R' 1  tal que F(xi,x2,...,x) = (x13 x2,...,x_I ). 
Sea A = {x E RI Xn = 1, 0 < x 1 para i = 1,2, ...,n — l}. A es un conjunto de 
contenido (medida) cero en R pero F(A) no tiene contenido (medida) cero 
pues es un cubo de volumen 1. 

Definición 1.6.6. Sea D c Al un conjunto compacto en M. D es un dominio de 
integración en Al si la frontera de D tiene contenido cero. 

Para poder definir la integración sobre iia variedad Al es necesario que esta sea 
orientable, es decir, que exista una 7L-forma íl en Al tal que (x) O para toda 
x E M. A la llamareiiios forma de volumen (u orientación). Si considerarnos a 
fl otra forma de voluiiien en M entonces existe f : M -* IR con f fr) O para toda 
::: E Al, tal que fl = fU 

Definición 1.6.7. Una función f Al —> IR se dice ser integrable si f es aco-
lada. tiene soporte compacto y es casi continua. Una n-forma w en Al se dice ser 
integrable si w = f, con 9 una forma de volumen y f una función integrable. 

Dada una n-forma w, diremos cómo definir la asignación w —* fA]  w E R. Lue-
go, para definir la integral de una función integrable en ¡ti, utilizaremos el he-
cho de que w = f9 es una n-forma integrable, por lo que haremos la asignación 

f j1 fdv := J' ff1. Por lo tanto, nuestro interés está en el cálculo de la integral 
de ri-formas. 

Diremos que un conjunto Q en Al es un cubo si existe una carta coordenada 
(,U) tal que Qc Uy (U)= C={xE RniO 1}. 

Fiaremos algunas consideraciones previas a la definición de la integral en una va-
riedad. Para. esto, sea Al una variedad diferenciable de dimensión n, con orientación 
SI y sea w una n-forina integrable. Supongamos que suppw c Q, con  Q un cubo 
en Al. Sea. (4, U) la, carta coordenada asociada a Q y supongamos que la. n-fonna. 
wo cii IR' toina.la  forinawo = g(x)dx1 Adx2 A...Adx con g(x) E C°(((J)). 

En este caso, definiremos la integral de w en Al como [ w := f gdv. Como  obser-

vación. vación. esta definición no depende de la carta asociada a Q. 

Ahora, sea w una n-forma integrable arbitraria y sea K = suppw. Dado que K es 
compacto, podemos cubrirlo con los interiores 011 Q2. ....  Q de cubos Qi Q2, ..., Q,-
Con esto, {M — K. Qi , 021 ..., Qr} es una cubierta abierta finita de Al y utilizaremos 
los siguientes hechos: 
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Definición 1.6.8. Una partición de la unidad en lvi es una colección de funcio-
nes {j} definidas en M tales que: 

• fOr > O 

• {supp(f)}a  forman una cubierta localmente finita en II'! 

• E,,  f(x) = 1 para todo x E  

Una partición de la unidad se dice ser subordinada a una cubierta abierta {A7 } 
de M si para cada a existe un 'y tal que supp(f) c A7. 

Un hecho importante es que toda cubierta abierta {A7 } de Al tiene una partición 
de la unidad subordinada a ésta. Así, tomamos una partición de la unidad {f}1 
subordinada a la cubierta {M - K, Qi, 02, ..., Qr} y definimos la integral de w como: 

fw=ffiw+fhw+...+ffw 

Como observación, esta definición no depende de la partición de la unidad. 

1.7. Acciones de grupos de Lie en una variedad. 

Una de las herramientas más iinporta.iites para este trabajo es la de acción de 
grupos, y nos interesa la acción de los grupos de Lie y los grupos discretos. Estudia-
reinos las acciones de estos grupos en el resto del capitulo. 

Priiiicro, introduzcamos la noción de grupo topológico. Un grupo topológico 
es un grupo G que posee una estructura de espacio topológico tal que las funciones 

G x C —* G, con t(g, h) = g * Ji., e i : G —> C, con i(g) = g, son continuas. 
Ahora, definamos un grupo de Lic. 

Definición 1.7.1. Un grupo de Lie es un grupo G que posee una estructura dije- 
renciable tal que las funciones p : G x G - con í(g,  h) = g * h. e i: C —+ G. con 
i(g) = _1, son diferenciables. 

Un grupo de Lie G en particular es un grupo topológico. Un ejemplo básico de 
grupo de Lie, el cual es importante para el desarollo es éste trabajo, es S'. Hemos 
mencionado ya que 1  tiene estructura de variedad diferencia.!. Para probar que ade-
mas es un grupo de Lie, identifiquemos a S' con el conjunto de numero complejos 
de norma 1. C/{O} es un grupo abeliano bajo el producto usual de complejos y es 
un subgrupo de C/{O}. Como C/{O} es un espacio vectoria.l de dimensión 2, es po-
sible definir en él una estructura de variedad diferencial 2-dimensional con respecto 
a la cual el producto de complejos y la inversión de complejos resultan ser funciones 
suaves. Por tanto C/{O} es un grupo de Lie y, en consecuencia, 51  también lo es. 
Además, se puede probar que el producto cartesiano de grupos de Lie también posee 
estructura de Grupo de Lie, por tanto el toro T7' = 51 x 5' x ... x §1 es un grupo 
de Lie abeliano n-dimensional. Para un estudio mis a detalle, se puede consultar [4]. 
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Definición 1.7.2. Sean G un grupo un grupo de Lic y M una variedad diferencial. 
Una acción suave de C en M es una función suave e : G x M -> Iv! tal que se 
cumple: 

(i) e(e, x) = x para toda x E M, donde e es el elemento neutro en C 

(ji) e(g*h,x) = e(g,e(/i,x)) para toda g,h E C, x E Al. 

Observemos que en una acción suave G x M -> M, al fijar iiii elemento y E C. 
la acción determina un mapeo diferenciable e9  : M -* M, con e9(x) := O(g,x). 
Las propiedades de una acción nos permiten considerar e9-1 y concluir que e9  y 
e9-1 son funciones inversas, lo cual implica que e9  es un difeomorfismo. A rasgos 
más generales, una acción suave en M de un grupo de Lic, nos permite asociar un 
difeomorfismo a cada elemento del grupo de Lic. 

Para cada x E M se define la órbita de C por x como el conjunto Orb(x) := 
{e(g,x)Ig E G}. Las órbitas de una acción definen una relación de equivalencia 
en IV!: se dice que x y si existe y E G tal que e(g,x) = y. El conjunto de cla-
ses de equivalencia de la acción se denota por M/G. Si ir : Al —* M/G denota 
la. proyección na.tura.l y dotamos a M/G de la topología cociente, entonces ir es 
continua. Con ésta misma topología, M/G tiene una base numerable si para cada 
A c Al abierto U9€ e9(A) es abierto. M/G es Hausdorff si y sólo si el conjulito 
{(x,9(g,x))Ig  E C andx E Al} c M x M es cerrado con respecto a. la topología. 
producto. 

Para cada x E Al, el grupo estabilizador de x es el subgrupo 

E GC(q,x) = x} 

Destacaremos algunos tipos de acciones de grupos. Diremos que una acción e es 
libre si el estabilizador Gx  es trivial para todo x E S, es decir, C = {e}. La acción 
será fiel si el mapeo g -* e9  es inyectivo, donde e9  : S -* S es E). (x) := e(g,x). 
La acción se dice transitiva si para cada x,y E S existe y E G tal que e(g,x) = y. 

Comisiderenios ¡vi un espacio topológico. Diremos que itima acción e : G x Al -> Al 
es propia si la función e : G x ¡vi -+ C x IV! es propia. Es decir, para cada compacto 
K c C x Al e-' (K) es compacto en C x Al. Si C es una grupo de Lic compacto, 
la acción siempre es propia. 

Como ejemplos de acciones ele grupos de Lic tenemos la acción de 51  en C. 
x C - C, definida como (O, z) := Oz, donde cada difeomorfisnio asociado a 

cada elemento de S' representa una rotación de C. También, podemos considerar 
la acción de GL(n, ) en R definida como CL(n, R) x - W donde (A x) '-* Ax. 
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Si G es un grupo (le Lic, G actúa sobre G por traslaciones a la izquierda. La 
traslación por la izquierda es la función O : G x C —* G definida por 

e(g,h) :=gh. 

La traslación por la izquierda es una acción de G en C libre, fiel y transitiva. 

1.8. Acciones de grupos discretos en una variedad. 

En ésta sección estaremos trabajando con acciones de grupos discretos sobre 
una variedad diferencial M. Se dice que F es un grupo discreto si tiene una cantidad 
numerable de elementos y dotado de la topología discreta es un grupo topológico. 
Como ejemplos sencillos de grupos discretos podernos mencionar 7Lk  con la suma 
usual de vectores; ó el grupo multiplicativo Z2. 

Definición 1.8.1. Sea r un grupo discreto y Al una variedad diferencial. Una acción 
suave de F en Al es una función C : [' x Al --> A! tal que se cumple: 

('i) O(c, i;) = a; para toda x E Al. donde e es el elemento neutro en F, 

(u) O(gh,x) = O(gO(hx)) para toda g,h EF, x EM, 

(iii) Oh(x) := 9(h, x) es suave en Al para todo h  F. 

Si F es un grupo discreto actuando en 1k! y  A c M, denotaremos por FA = 
{F(y,x)g E A, a; E S} a la órbita de F sobre A. En particular, la órbita de F por 
a: se cleiiota poi Fa;. 

Para cada h E F y V C Al, se define hV {Ch(x)Ix E V }. En particular, si V 
es abierto (ó cerrado) entonces hV es abierto (cerrado). 

Definición 1.8.2. Un grupo discreto 1' actúa propiamente en una variedad dije-
renciable Al si la acción es suave y para cada x E Al existe una vecindad U tal que 
el conjunto {h E F1 Ji. U fl U 0} es finito. 

Proposición 1.8.3. Un conjunto discreto F actúa propiamente en Al si y sólo si el 
grupo de isotropía F. de cada x E Al es finito y cada x tiene una vecindad tal que 
hUflU=0 sihF yhU=U sihEF. 

Para mayor información sobre estas propiedades se puede consultar [4]. 

Lema 1.8.4. Sean S un conjunto y R con su topología usual. Consideremos una 
acción transitiva de R en 5 y sea 1' el grupo estabilizador de un punto x0  E S. Si 
F es un grupo discreto, entonces existen el, e2, ..., ek E 1' 1inea17nente independientes 
tales que 1' = {mi el + m2e2  + ... + mj.e m E Z}. 

Demostración. Denotemos por e : R x S S la acción de R' en S. Notemos 
que F es un subgrupo de R' que no depende de xo.  Sea x E S. Como la acción es 
transitiva, existe y E R' tal que O(r, xO) = x. Para t E F se tiene 
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e(t,x) = e(t,e(r,x0)) = e(r,e(t,xo)) = e(r,xo) = x 

Por lo tanto, ['no depende del punto so. Para mostrar que existen e!, e2,....  ek E 
[' linealmente independientes tales que 1' = {miel  + n&2e2 + ... + mkek 1 ini E Z}, 
miotenmos que O E ['. Si ['= {O}, no hay más que probar. 

Si no es el caso, existe co E F con eo qÉ O. Consideremos el subespacio (eo) ge-
nerado por co y el disco centrado en el origen de radio col. En el interior de dicho 
disco existe una cantidad finita de puntos de [' debido a que el disco es compacto y [' 
es discreto. Sea el E (e0). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el es el 
elemento de (co) más cercano al origen. Mostraremos que (co) fl 1' = {mei 1 ni E Z}. 
Supongamos que existe e E ['tal que e = ae1  comm ni < a < ni + 1 para ni E Z fijo. 
Entonces e - niel E ['y le - lnell < ¡el  1, lo cual es una contradicción. Si no existen 
elementos de [' fuera de (e0) entonces (e0) n r = 1' = {mcllni E Z} y no hay más 
que mostrar. 

Supongamos que existe e2 E F y e2 « (e') con distancia mínima a (el).  Sea 
e E (el, e2) fl 1', entonces e = )1el + )2e2 y supongamos que )q o A2  no es entero. 
Luego, para mi = Y fl2 = [)t21 las partes enteras de )l Y A2, respectivamente, 
-111,1 Cl  71¿2e2 E r  (el, e2) es una contradicción, debido a que si )2  no es entero, 

e - 711.1e1 - m2e2 tendrá menor distancia a (e1 ) que e2, y Si )t2 es entero y )'l  no lo 
es, entonces )qel pertenecerá a (e1), lo cual es absurdo. Si no existen elementos de 
1' fuera de (ci, e2) entonces (el, e2) n  = r = {mlel + m2e2lml, m2 E Z} y no hay 
más que mostrar. 

De manera análoga repetimos el proceso hasta obtener que r = {rnlel +1112C2 + 
...+mkeklmi E Z} con ej. e2, ..., ck linealmente independientes, este proceso concluye 
pues a lo más tendremos 'n vectores linealmente independientes. • 

El Lema 1.8.4 nos será de gran utilidad para demostrar el Teorema de Liouvillc-
Arnold. 

Definición 1.8.5. F actúa discontinuamente en Al si para x, y E Al que no están 
en la misma órbita existen abiertos U 3 x, V 3 y tal que U fl rV = O. 

Más adelante, dados una variedad Al y la acción (le un grupo discreto [' cii Al, 
nos interesará que el cociente JtJ/r (espacio (le órbitas) sea de Hausdorff. Por ello, 
uno de los resultados que iios dice cuando pasa esto, es el siguiente: 

Proposición 1.8.6. Sea X un espacio topológico de Hausdorff y I' un grupo discreto 
que actúa en X. Si la aCCzÓfl es discontinua. entonces x/r es de Hausdorff. 

Demostración. Sean x, y E X elementos con órbitas distintas, es decir, Fx ['y. 
Como la acción es discontinua, existen abiertos U. V, de X con x E U y y E V 

tales que u, fl ['U,1  = O. Primero, notemos que FU,. y ['V, son vecindades abiertas 
de Ps y ['y, respectivamente. Supongamos que no son ajenas y sea w E ['U.r  fl  

Entonces iv = 91 1t y w = 92v para ciertos 91,92  E [',u E U, u E V,1. Esto quiere decir 
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que u' = giu E 92V, de donde se sigile que u E g1 1g2V, lo cual es una contradicción 
pues UflF%',=O. i 

Además, relacionando los conceptos anteriores con las variedades diferenciales 
tenemos el siguiente teorema: 

Teorema 1.8.7. Sea F un grupo discreto que actúa libre, propia y discontinuamente 
en 'una variedad diferencial 1111. Entonces existe una 'única estructura diferencial en 
Al = M/IP con la topología cociente tal que 

• la proyección natural P: M -+ iVI es un difeomorfismo local; 

• para cada p E M existe una vecindad conexa U con la propiedad de que 
P'(U) = U U, donde U son abiertos conexos de M donde cada ja  es 
un abierto conexo difeornorfo a U. 

Demostración. Probemos primero que M es una variedad topológica. Como la acción 
es libre y propia, pal-a cada x E M existe un abierto U tal que h- Un (1 = 0 excepto 
cuando h = e. Esto implica que Pu :=Plu es inyectiva. 

Por lo tanto, P : U - U, con U = P(U), es un hoineomorfisino, ya que P es 
continua, y abierta. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que U es el domi-
1110 de una carta (U, 4)) tal que U es conexo. 

Sea (Ü,) la pareja donde 4> : Ü «'* 4)(U) con = 4)oP7', es un lionicomor-
fismo. Debido a que  es sobre, para cada p E M existe un x E Al tal que P(x) = p. 
Esto implica que Al es localmente euclideano y por tanto una variedad topológica.. 

Ahora probemos que el conjunto de cartas (Ü, ) que hemos definido son com-
patibles, por lo que definen una estructura diferencial en M. Sean (U, 4)) y (y, ti') 
cartas en lv! con U fl V 0. Sabemos que U = P(U) y V = P(V), pero esto no 
implica que U n V qÉ 0. Sin embargo, sí podemos probar que existe h E F tal que 
Unh - V 0 0. 

Notemos además que P = Porh. Por lo que es posible escribir corno = 

= PoFhoW'. Por lo tanto = (DoP 1oPo['0' = 

es un difeonioi-fisino. 

Luego. sea x E Al y tomemos una. carta (U, 4)) de x. (t, ) de P(x). con P(U) c 
V. Para la representación loca] de P se cumple que 

P = 4)o Po tJr' = 4)0 Po Po j,_l 
= (l)o (JI -1  

por lo que P es diferenciable. • 

Proposición 1.8.8. Consideremos la acción de Z en R tal que e : Z x R - R . 

define por e(z. x) := z + x. Entonces R/Z es difeomorfo a S'. 
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Demostración. La acción es libre, pues el estabilizador Z = {z E Z10- (Z, x) = = 

x} = {O}. También, la acción es propia, puesto que para x E R se tiene que para 
U = (x - , x + ) el conjunto {k E Zlek(U) fl U O} es finito. Además, denotando 
la órbita del elemento :r como O, la acción es discontinua. Esto último se debe a que 
dados x E IR e y E IR con O Os,, podernos considerar d = min{Ix—(z+y)IIz E Z}, 
donde d mide la distancia de x a la órbita de y y d > O. Luego, para los conjuntos 
U = (x—,x+) y V = (y— ,y+) se tiene que Urlek(V) = 0 para todo k E Z. 
Por esto último la acción es discontinua. 
Dado que se tienen las condiciones necesarias del rreorema  1.8.7, podemos dotar 
de una estructura diferenciable a R/Z que cumple con las propiedades del Teorema 
1.8.7. Denotando como [x] E R/Z a la clase de equivalencia de x E IR, podemos definir 
la biyección F : R/Z -> S1  tal que [x] '-* (cos(27rx),sen(27rx)), la cual está bien 
definida, es decir, no depende del representante de la clase. Para mostrar que F es 
un difeomorfismo entre R/Z y SI,  resta mostrar que F es un difeomorfismo local. 
Denotemos por lila proyección natural de los elementos en IR a su clase en R/Z. Para 
x E (0, 1) podernos considerar el abierto 11 ((0, 1)) cuya irnágen bajo F es S'—{(l, 0)}. 
Luego, la representación local de F, F : (0, 1) '-+ (O, 27r) es tal que F(x) = 27rx, la 
cual es un difeomorfismo. Análogamente podemos considerar x = O y al tomar 
11 ((—, )) vecindad abierta de [O], la representación local de F resulta nuevamente 
un difeomorfismo. Por ello, F es un difeomorfismo local, y al ser biyectiva, es un 
difeomorfismo. En conclusión, R/Z es difeornordo a 

Este ultimo resultado, junto con la Proposición 1.1.2 implican que es di- 
feornorfo a Tk = (S1)k, lo cual usaremos más adelante. 

Como consecuencia del Teorema 1.8.7, se sigue el siguiente resultado que tendrá ma-
yores implicaciones en la prueba riel Teorema de Liouviiie-Arnold: 

Proposición 1.8.9. Sean e1 , e2...., ej vectores linealmente independientes en ll, 
con 1 <k < n. Consideremos la acción del grupo U = {r, el +r2e2+ ... +rkek lr E Z} 
en R' mediante traslaciones. Entonces U actúa libre, propia y discontinuamente en 
IR", y más aún, R"/U es difeomorfo a Tk  x 

Demostración. Mostremos que la acción es libre, para ello sean x E IR" y 9  E 1'. Si g 
pertenece al estabilizador l' de x, entonces g + x = x, pero esto implica que g = O, 
por lo que el estabilizador es trivial para todo x E IR" y por ello la acción es libre. 
Además, para cada compacto K c IR", —g + K es compacto, por lo que la acción es 
propia. 

Para mostrar que 1' actúa discontinuamente, consideremos x, y E IR" tales que 
no estén en la misma órbita, esto es, x q ['y. Además, sea g E U tal que g + y 
está a distancia mínima de x. Llamemos d = lx - (y + y)l. Luego, los conjuntos 
U. = {xo E R"l lx - xol < y V, = {yo E R"l l( + y) - vol < son abiertos 
tales que U fl ['1 , = O. Por lo tanto, 1' actúa discontinuamente. 

El Teorema 1.8.7 nos permite dotar a R"/]P de una estructura cliferenciable 
particular. Para describir eficientemente a R"/[', dacio que tenemos el conjunto 
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{el, C2, ..... Ck}  de k vectores linealinente independientes, completemos ese conjunto 
a una base {el, e2, ..., e} de lR. En términos de esta nueva base de 1Ra, la acción 
de un elemento y = me + m2e2 + ... + rnkek de r' cii un punto x = (:rl, :1:2, ..... 
resulta ser (!J, X) 1-5 y + x = (mi + XI, n1,2 + :52, •• 711k + Xk,Xk+i......£) y, a par- 
tir de la Proposición 1.8.8, W,l' (R/7-1Z) x (R/r2Z) x ... x (R/ J) x lRn-k 

S' x ... x 51  x = Tk x RTk.  . 

Definición 1.8.10. Sea G un grupo de Lie y 1' un subgrupo de Lie abstracto. 1' es 
llamado un subqrupo discreto de G si existe una vecindad U de elemento identidad 
e de G tal que mu = {e}. 

Es posible probar que todo subgrupo discreto 1' de un grupo de Lie C es un 
subconjunto cerrado de G y un grupo discreto tal y como lo definimos al inicio 
de ésta sección. Si dotamos a r de la topología relativa se tiene que ésta coincide 
con la topología discreta. Más aún, como 1' está en correspondencia biunívoca con 
la colección numerable de abiertos disjuntos {hUlh E F} SC Sigue que r tiene tina 
cantidad numerable de elementos. La coleción de abiertos descrita anteriormente 
es numerable ya que G es tiene una base numerable. Recíprocamente si l' es I1fl 

subgrupo abstracto de G y un grupo discreto con la topología relativa, entonces 1' 
es un subgrupo de Lie discreto de G. 

La relevancia de los subgrupos de Lie discretos de G se debe a que cuando actúan 

en G por traslaciones a la izquierda la acción siempre resulta ser libre, propia y 
discontinna. 

Proposición 1.8.11. Todo subgrupo discreto 1' de G acliía libre, propia y disconti-
nuamente en G por traslaciones a la izquierda. 

Demostración. Definamos O : r x G —* G l)0I e(h, y) := hg. Notemos que el grupo 
de isotropía Fg  = {e} para todo y. Por tanto, la acción es libre. Ahora, como 1' 
es un subgrupo discreto de G, tomemos la vecindad U de e tal que U fl U = {e}. 
Sea V un entorno simétrico de e tal que V C U. Notemos que hV fl V 0 solo si 
h = e. Ahora, tomemos VR := R9(V), el cual es un entorno abierto que contiene a 
y. Notemos que hV9  U V = (h U V)g. Por lo tanto, 

{h E l'jhVg  U V 0} = {e}, 

lo que implica que la acción es propia. 
Sean gi  y 92  dos elementos de G que pertenecen a dos órbitas distintas. Como 

{g2} es cerrado en G, entonces las órbita I'92 también es cerrado. Por lo tanto, existe 
un vecindad abierta U de gi  tal que Uflrg2  = O. Sea V el entorno simétrico de e tal 
ciue g V' c U. Si los conjuntos abiertos Fgi V y I7g2V tienen intersección distinta 
del vacío, entonces existen h1 , h2  E 1' y y1, y2 E V tales que h1 g1v1  = h292v2. Por 
lo tanto g1vjv = hjh2g2  E l'92. Lo cual contradice el hecho que U fl Ug2 = O. 

En consecuencia tenemos que r91  V n r'921,1  7É 0, lo cual implica cine  la acción es 
discontinua. • 

Por el Teorema 1.8.7 y la. Proposición 1.8.11, el espacio cociente C/F tiene es-

tructura de Grupo de Lic. 
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Proposición 1.8.12. Sea C 'una grupo de Lie y M una variedad diferencial. Su- 
pongamos que : O ---> M es un difeomoifismo local sobrcycctivo. Sir := 
es un subgrupo discreto de Lic, entonces c,r es isomoifo a M. 

Demostración. Notemos que induce una aplicación biyectiva ç : 0/1' — M la cual 
satisface la relación p = ç' o ir, donde ir O —+ G/1' es la proyección natural sobre 
el espacio cociente. En consecuencia, es suficiente probar que 0 es un difeomorfismo 
local. 

Fijemos p E 0/1' y sea x = ç(p). Por el Teorema 1.8.7, 0/1' tiene una estructura 
de variedad diferencial tal que ir : O -4 oir es un difeomorfismo local. Más aún, 
para cada p E 0/1' existe un entorno abierto conexo U de p tal que ir (U) = U 
donde ir : U — U es un difeomorfismo sobre U para cada a. Tomemos un g E O tal 
que ir(g) = p. Entonces, existe una a tal que g E Ui.,. Como <p es un difeoniorfisnio 
local existe un abierto U de g y un abierto V de x tal que : U —> V es un 
difeolnorfisTno. De esta forma, 7r(U0  fl U) es una vecindad abierta de p y (U fl U) 
es un entorno abierto de x. Como = Sp o ir, entonces ir(U fl U) — p(U fl (1) 
es un difeomorfisrno. Esto implica que sp es un difeomoríismno local como queríamos 
probar. m 



Capítulo 2 

Sistemas Hamiltonianos en R 2 

Los sistemas Hailtonianos son fundamentales en la mecánica clásica, pues cual-
quier sistema en donde se satisfagan las leyes de Newton es Hamiltoniano. En este 
capítulo se ven propiedades y ejemplos de sistemas Flamiltonianos, así como una 
introducción a las integrales primeras. 

2.1. El corchete de Poisson en R2 . Definición, propie-
dades y ejemplos. 

Consideremos el espacio fase R2 {x =  (p, q) 1 p,q E R}. Definiremos el 
siguiente corchete de Poisson en R2  de dos funciones f, g E C°°(R2 ) como la 
función 

1 afa 8f 8g 
lJ L_d 

 

Opi ¿)q ¿qj 0J) 

Este corchete de Poisson es una operación binaria { , } : x C00(lR2n) 
C00(R2h1) que satisface las siguientes propiedades para f, g, Ji E C°°(IR2 ) y e E IR: 

1) Antisimetría: 

{f,g} = — {g. f} 

2) IR-bilinealidad: 

{f. c +1? } = } + {f.h } 

3) Identidad de .Jacobi: 

{f, {g. h}} + {g. {h,  .f}} + {h., {.í, g}} = O 

4) Regla de Leibniz: 
{f,gh} =g{f,h} + {f,g}h 

5) No degeneración: 

si {f.g} = Opata todo g E Ccc  (R2 ), entonces f es constante. 

En general, los corchetes de Poisson no satisfacen la propiedad de no degene-
ración, pero es una propiedad importante para el corchete de Poisson de nuestro 
interés. 

27 
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Noteirios que (C00(R2fl), { } ), con { , } el corchete de Poisson es un álgebra 
de Lic, debido a que el corchete de Poisson satisface bilincalidad, antisimetría y la 
identidad de Jacobi. 

Ejemplo 2.1.1. Sean p, (Ij E C' (R las funciones coordenadas. Entonces: 

i) {pi,qj} = 

Ú) {pj,pj} = O, 

iii) {qi,qj} = O. 

Además (le estas propiedades, con el corchete de Poisson podemos definir la 
función f -* Dj : C°°(JR2') — C°0(R2 ) donde Dj(g) = {f, g}. Un par (le hechos 
importantes sobre D f  son la R-linealidad y la. regla de Leibniz, por lo que es una. 
derivación. Así, a cada función en C°(R2') le asociamos una derivación en R2IL.  Tal 
asociación es casi inyectiva pues Dj = con c constante, de donde podemos 
decir que las pie-imágenes son únicas salvo adición de constantes. 

Sin perder el énfasis cii C°°(R2 ) tenemos la siguiente propiedad que aporta a la 
descripción su estructura de álgebra de Lie: 

Proposición 2.1.2. Sea F : R - IR una función difcrcnciable. Para cualquier 

f, y C(R2") se tiene la siguiente identidad, 

{Fof,g} = 

donde F' denota la derivada de F. 

Demostración. 

7'  
0(Fof)9g i9(Fof)Og 

{F o f' i} =
8qi 9q 9pi 

i=1 

= F'(f)._L.i_F' )8f9 

i=1
pi Dq, aq  8p 

a! 9g Of 
= F'(f)>jpi  j - 

. 

Proposición 2.1.3. Sea {., .} un corchete de Poisson en lRm. La función f Xf 

es un hom.om.orfismo del álgebra de Lie Coc(R?lz) al álqehra de campos vectoriales 

Como consecuencia a esta última proposición, podemos relacionar los corchetes 

de las álgebras de Lie (Cc(R27i), { , } ) y ((R), [, }) como sigue: 

X{f9} = [Xj, Xy] 

74 
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.2. Campos Hamiltonianos, criterios de Hamiltoniza-
ción y flujos Hamiltonianos. 

Un sistema Hamiltoniano autónomo en n-grados de libertad es un sistema de 
n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma 

dpi  8H dq 0H 
= —.--(p,q), -- = —(p, 
 

q), i = 1,2.....n 
Pi 

 

 onde JI : IR2' - IR es una función suave llamada la función Hamiltoniana del 
istema. En términos del corchete de Poisson, el sistema Hamiltoniano toma la forma 

= H, x}. También podemos expresar el sistema Hamiltoniano en forma vectorial, 
considerarnos x = (p,q), VH = D— UX = y la matriz J = 

[ 

o
), 

entonces el sistema Hamiltoniano toma la forma 
lnxn O 

= J(VH)". 

De esta forma, al sistema Hamiltoniano definido por H podemos asociarle un 

ampo vectorial V11  = .J (VH) T = 
 (

_
aH 
-, ..., - aH aH

aH )T 
-, -, ..., - 
aq o '  

Una. propiedad de los sistemas Hamniltonia.nos casi inmediata de su definición es 
iue su campo vectorial asociado VH tiene divergencia, cero, div(Vj,r) = O. Cuando 
uscamos determinar si un sistema es Hamniltouiano o no, la siguiente proposición 
os da un criterio para ello: 

roposición 2.2.1. El campo vectorial V = (y1, V2) en R  es Hamiltoniano si y 
ola si divV = O 

emosiración. Supongamos que divV = O y construyamos H (x1, X2)  tal que V = 

Para cada x = (XI, definamos H(x,x2) = 

I^í 
v2(x)dx —vi(x)dx2, 

onde -y es una curva suave que conecta al punto (O, O) con (x1 , x2). Para ver que 
esta función está bien definida, tomemos 'Yl, 'Y2 curvas suaves que conecten (O, O) con 

X1 , x2) y utilizando el Teorema de Creen se tiene que: 

.
i '112(x)d.x, - v1(x)dx2 

- 1
- v1(r)di;2 

'2 
 

f v2(x)dx1  - vi(x)dx2 
= f divVdx1dx2  = O 

,demás se cumple que = —y1 y = V2. U XI 
Ejemplo 2.2.2. Consideremos el siguiente sistema autónomo en. IR2: 

= :r 1. 

X2 = X2. 

Buscamos determinar si es Hamiltoniano. Para ello debe existir una función JI (x1, x2) 
tal que = —x 1 y = X2. pero no la hay. puesto que divVH = 2. 
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Este criterio únicamente nos es útil para sistemas en R2, sin embargo la idea de 
la demostración nos sirve para obtener un criterio más general. Solo enunciaremos 
el criterio para determinar si un sistema en R2  es Hamniltoniano: 

Proposición 2.2.3. Un campo vectorial V(x) = (v1(x),v2(x), ...,v2 (x)) en R2  es 
Hainiltoniano si y sólo si 

ay V\T 
J—+i (O—)  J=0, 
Ox \OxJ 

donde = 
(av,(x)). 

Otros  de los conceptos importantes que acompañan a los campos vectoriales en 
general, son las curvas integrales y el flujo del campo. Las curvas integrales son 
curvas 'y : 1 —* lRJ suaves tal que (t) = V(-y(t)), y el flujo del campo V, es la 
función : IR x R' m definida por (t, x°) = x(t, x°) donde la función d> le 
asigna a un tiempo t y un punto x° la nueva posición del punto al tiempo t. En otros 
términos, la función <I> satisface que: 

(dt
, xo» = y ((t, x° )) (0, x°) =  XO 

Por simplicidad, en ocasiones denotaremos el flujo del campo vectorial como 
V(x) = (t,x). El conjunto 'yo = {x E Rtm I x = < t (x0), t E IR} es llamado la 
órbita del flujo V sobre x°. Cada órbita es una curva suave en IR, pero en ge-
neral no es una curva regular. También, dos órbitas del flujo coinciden o no tienen 
puntos en común, por ello, las órbitas del flujo inducen una partición de R  en 
órbitas disj untas, que llamaremos el retrato fase del sistema y a las trayectorias 
x(1, x°) = V(x0) las llamaremos soluciones del sistema. 

Si es invertible, entonces existe (t)1 : lR m tal que V o = 

(t)_1 o V = id y lo denotamos por = (t)_1. Si para cada x E IR  la función 
I(t) := I(t,x) está definida para todo t E IR, diremos que el campo vectorial es 
completo. 

Recordando el corchete de Lie de campos vectoriales, consideremos los campos 
V(x) = (vl (x),v2(x).....v,,(x)) y W(x) = (w1 (x),w2(x), El corchete 
[V, W] es un campo vectorial cuyas coordenadas son 

[V, W] = 

 

m'j (x) 
awi
-  (x) - wj(x) 

avi 
—(x) para todo z = 1, ..., n.. 

axi axi  
j=1 

Si llamamos <Dt y kV a los flujos de V y W, respectivamente, entonces podemos 
expresar [y, WI como 

[V,W](x)= 
t=O,r=O 

, qjr 

  

de lo cual se sigue que [y, W] = O o V = JT 
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Proposición 2.2.4. Sea V un campo vectorial completo en con flujo V. Su- 
pongamos que W es un campo completo con flujo II  que conmuta con V. Si x(t, :i:) 
es solución del sistema 1211  = V(x) entonces tIlT(a;(t,  x°)) también es solución del 

dt 

sistema Vr E R. 

Demostración. Tomando en cuenta que x(t,x°) = y que los campos conmu- 
tan, realizamos los cálculos: 

(w((t,))) = í ( r (t (0))) = (t(Jsr(0))) 

= y ((W(x))) = y (w(I(xo))) 

= V (WT(x(t, xO))) Vr € R. 

Por ello, WT(x(t,  x°)) también es solución del sistema. • 

Observemos que para r E R. JiT : lR " dja invariante al conjunto de 
soluciones del sistema dx = V(x). Por lo cual, el campo W se dice ser una simetría 
del sistema. 

Ademú, el flujo de un campo vectorial completo V(x) en m  define un grupo 
un¡-paramétrico de difeomorfismos en lR. 

Definición 2.2.5. Una familia un¡-pararnétrica de difcomorflsrnos en es una 
función suave T : R x lR R tal que 

i) '1'(O,x)=x, 

ii) 'I'(t,'I'(r,x)) = 'I'(t-t-r,x). 

Recíprocamente, cada grupo uni-paraméLrico de difeomnorfisinos en lR  define un 
campo vectorial completo, ciado por 

W(x) := - -Wt(x) 

el cual tiene a W(t,x) := 1t(x) por flujo. 

2.3. Transformaciones canónicas. 

Dado un sistema. Ha.miltoniano. nos puede interesar realizar un cambio de coor-
denadas o simplemente transformar el sistema, pero al transformar el sistema., es 
posible que el nuevo sietenma no resulte Hamiltoniano. Para ello veremos un tipo de 
transformaciones que mandan campos Ha.miltonianos en campos Hainillonianos. 

Definición 2.3.1. Una t'iansJorrnación y : R2IL —* R27L se dice ser canónica (o 

simpléctica) si su matriz jacobiana = (.(x)) satisface 

(x) . .i. ('9(x»" = .J, 1 
E 2n 
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Si y : R27L - es un difeomorfismo canónico, entonces el cambio de variable 

= q(x) transforma el sistema Haniiltoniano 
dx 

 = .1 (VH(x))T  en un nuevo siste- 
dt 

tita ITamiltoniano = .i(v())". donde ii = Hog
dt 

 

Para niostrar esta últiiiia afirmación, al realizar los cálculos se obtiene que: 

= 
9x dt

= !L(x)J (V H) = j 
[((x))T] 

'(VH)" 

r
Aq 

 (
» 

T O(J O 
= j (x vÑ 

(x))) 
= 1 (-(x i —(x) (Vfi)T \OX ) j Ox

L ) 
= .1 (7,ri) 

de donde concluimos que y transforma un sistema Flamilloniano en otro. 

Supongamos ahora que Ft  es una familia uni-paramétrica de transformaciones 
simplécticas, es decir, <Dt : R2  - es una familia de difeomorfismos que satisface: 

i) <DO = id, 

u) (1)Ç 0  (J)t = (J)1,41 

iii) Para cada t E R, ((x)) 
J. ((x))T 

= j, es decir, es simpléctica, 
C9x

iv) - es una familia de transformaciones lineales que dependen del parámetro 
ax 
t de manera suave. 

Proposición 2.3.2. Sea V : R2  ... 2n un grupo uni-pararnétrico de difeomorfis-

mos canónicos. Entonces el campo vectorial generado por 

V(x) = Ht(x) dt 

es un campo Harniltoniano completo en R2 ', con función de Hamilton 

[1(x) = (ia 4 

 

(J>1 (r:r)dr) 

 

2.4. El álgebra de integrales primeras de un sistema Ha-
iniltoniano. 

En esta sección revisaremos las llamadas integrales primeras de un sistema 1-Ja-
miltoniano. Su estudio adquiere importancia debido a que cada, integral primera 
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induce una simetría de] sistema IIaniiltoniano y, por ello, en vez de estudiar las si-
inetrías del sistema, estudiaremos las integrales primeras. Además, veremos algunos 
resultados importantes al respecto. 

Definición 2.4.1. Sea X E (R). Para cada f E Coo(Rz), se define la derivada 
de Lie de f a lo largo de X por: 

Lx! := df(X). 

Como observación, si expresamos la derivada de Lic de f a lo largo de X en 
coordenadas, ésta se puede interpretar como una derivada direccional. 

Definición 2.4.2. Una función f E C0C(Rfl)  se dice ser integral primera del 
campo vectorial X si 

Lx! = O. 

Podemos interpretar a la derivada de Lic de f como la evolución de f a lo largo 
de las trayectorias del campo vectorial. Así, las funciones integrales primeras son 
funciones constantes a lo largo de las trayectorias del sistema. 

Consideremos a a E R. f,g  E C(R") y X, X1 , X2  E X(R7 ). Entonces. la  deri-
vada de Iie tiene las siguientes propiedades: 

i) Lx(f+ag) = Lxf+aLxg, 

u) Lx1+Qx2f = J. + aLx91 

iii) Lg = f(Lxg) 

iv) Lx(f . g) = (Lx!) g + f (Lg). 

De tales propiedades se tiene que la derivada de Lic a lo largo de X es una de- 
rivación de C(lR'). 
Ahora, si tenemos una función FIa.miitoniana II y su campo vectorial asociado 

VH = (-7 + entonces Lp,,! = {H f}. 

También, podemos ver que la evolución de una función f E C°°(R) a lo largo 
de las trayectorias de VH está dada por la ecuación = {H. f}. Con esto podernos 

dt 

concluir que una función f E C°°(R2") es integral primera del campo Hamiltoniano 

Vtj si y solo si {I-I, f} = O. Una consecuencia inmediata de este hecho es que la 
función Harniltoniana H es integral primera del campo Harniltoniano VH. 

Sean fi !2 integrales primeras de VH y c E R. Debido a las propiedades del 
corchete de Poisson, se tiene que f + cf2, fi 12 y {fi 12} son integrales primeras 

de VH puesto que 

{H,fi +cJ2} = {H,!i}+c{H,f2} =0, 
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{íLf1 f2} =fi {17,f2}+f2•{H.fi}, 

{H, {fl,f2}} = {{12,H},fi} + {{H,f 1 }.f 2 } = O. 

Con esto, denotando por £ = {f E C°(R)I{FJ, f} = O} al conjunto de integrales 
primeras, podemos decir que £ es una R-subálgebra del álgebra de Poisson inducida 

por {, }. 

Ahora haremos un par de observaciones sobre algunas propiedades de los sistemas 
Harniltonianos. La primera observación es que los sistemas en donde se satisfacen las 
Leyes de Newton, son sistemas Harniltonianos. De acuerdo con la mecánica clásica, 
el estado de un sistema en el tiempo t está definido por su posición q y su momento 
p, donde p = m4 con m la masa. El espacio R2  es llamado el espacio fase y Ç es 
llamado el espacio de configuración. 

El movimiento de una partícula de masa m en un campo potencial V(q) está des-
crito l)OF la Segunda Ley de Newton: F = nui., donde q = (q1,q2q3), F(q) = 

—v q»a — - q, - I0V 8V 81' iii  - 1 8V 

Con esto, la 2c  ley de Newton es equivalente al siguiente sistema en IR6: 

DV 
1)? = 

qj 

= pj. 
m 

Tal sistema. es  Ha.mniltonia.no, y tiene como función de Hamilton a. H(p, q) = 

(p + p + p  + V(q) = IIpII2  + V(q), donde IIpII2  es la energía cinética 

y V(q) es la energía potencial. Por lo tanto, H representa la. energía mecánica del 
sistema. 

Consideremos E E IR y al conjunto de nivel de Pl, SE = {x E R2IH(x) = E}. Si 
VH(x) O para x E SE, entonces SE  es una. hipersuperficie de IR2  de dimensión 
2n - 1, la cual es llamada una superficie de energía regular. 
Además, si x(t) es una solución del sistema. Hamilt,oniano tal que x(0) E SE entonces 

x(t) E SE Vt E R. Por esto decimos que en los sistemas donde se cumplen las le-
yes de Newton, y en particular en los sistemas 1-lamniltonianos, la energía se conserva. 

Otra propiedad importante de los sistemas Hamiltonianos es la preservación de 
volumen, pero esta no la abordaremos con detalle. 
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2.5. Sistemas Hamiltonianos lineales en el plano. 

En general, uno de los aspectos de interés sobre los sistemas de ecuaciones es la 
estabilidad que el sistema pueda presentar. Los sistemas Hamiltonianos no son la 
excepción, por ello, consideremos el siguiente sistema 

OH 
p= (p, q), 

OH 
q = -;-(p,q), 

donde (p, q) E R2 . Uno de los resultados importantes de la teoría de ecuaciones 
diferenciales es el Teorema. de Hartma.n-Grobma,ii, que nos habla sobre cuando la 
Iiiieahización de un sistema preserva su dinámica localmente. En esta sección, revi-
sa-remos los sistemas Hamiltonianos lineales en R 2  y detenninaremos su estabilidad. 
Recordando uno de los criterios de Haniiltonización, un campo vectorial V en IR" es 
Hamiltoniano si y solo si su matriz A = cumple la igualdad: 

.JA + A".J = O 

Este criterio en l2  es equivalente a que la divergencia del campo se anule, y al 
ocurrir esto, podemos dar información más precisa sobre los sistemas Hamiltonianos 
lineales en el plano. Para empezar, estos toman la forma 

están totalmente catalogados en términos de la traza y el determinante de su matriz 
asociada. el caso Hamiltoniano satisface que tr(A) = O, por lo que el tipo de sistema 
será un centro si det(A) > O y será un tipo silla si det(A) <O. 

Ejemplo 2.5.1. consideremos el siguiente sistema Ham.ilioniano 

:i:i = 

X2 = X1. 

Este sistema es conocido como el oscilador armónico unidimnensional. Su matriz 
asociada es tal que det(A) > O por lo que es del tipo centro. Además, si consideramos 
las condiciones iniciales x1  (0) = x°, X2(0) = O entonces la solución resulta ser 

xi(t) = x°co.s(wt), 

xo 

En el caso en que det(A) > O, basta suponer que el sistema es de la forma del 
Ejemplo 2.5.1. 

= ap+bq, 

= cp - aq, 

(n 1) \ 

1 
donde a, b, e E R. Denotemos A = ( 

' " 
). Dado que los sistemas lineales 
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Capítulo 3 

Integrabilidad y superintegrabilidad 

Como se puede observar en el capítulo anterior, la diiiinica en los sistemas Ha-
miltonianos no es arbitraria, y en este capítulo analizaremos dos tipos de sistemas 
Hamiltonianos, los integrables y los superintegrables. También veremos la relación 
entre las integrales primeras y la dinámica del sistema, dependiendo de las carac-
terísticas que posean dichas integrales primeras. 

3.1. Sistemas Hamiltonianos completamente integrables 
y el Teorema de Liuoville-Arnold. 

Partiendo de que las integrales primeras de un sistema Harniltoniano inducen 
simetrías en el sistema, y daremos la definición de sistema completamente integrable 
de manera análoga al concepto de integración. Para ello, definamos los siguientes 
conceptos: 

Definición 3.1.1. Sea U c R2  abierto. Un conjunto de funciones F1 . F2, . .., Fk E 
C°°(U) son funcionalmente independientes si dF1, a. F2. ..., (iFj. Son linc(L1 
mente independientes para toda x E U. 

Definición 3.1.2. Uit conjunto de funciones F1 , F2.....F. E C00(R27L)  se dicen estar 
en involución si {F,Fj} = O para i.j = 1,2..... 

Con respecto a las funciones en involución, podemos decir que el máximo número 
de funciones que forman un conjunto funcionalmente independiente en R2n es n. 

Definición 3.1.3. Sea X1q un campo Hamniltoniano en R  2n  con función Hamilto-
niana H. El sistema Humiltoniano XH se dice ser Liouville integrable (o comple-
tamente integrable) en un abierto denso U si existen funciones fi 1  f2 --, f E C°° (U) 

tales que: 

i,) f1 f2, ..., f, son integrales primeras de XH. 

Ú) fi, f2.....f, son funcionalmnente independientes. 

iii) las funciones están en involución, 

iv) los campos 1-lamnillonianos Xj son c.omnplel.os en U. 

37 
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A continuación enunciaremos uno de los teoremas centrales de este trabajo, que 
si bien no damos la demostración completa en esta sección, la retomaremos más 
adelante: 

Teorema 3.1.4. (de LiouviUe-Arnold) Sea XH un sistema Hamiltoniano com-
pletamente integrable y sean fi, ...,  JI, unas funciones que satisfacen las condiciones 
de la Definición 3.1.3. Sea F := (f1f2...fn) y sea = {x E UI F(x) = c} para 
c E W. Entonces: 

i,J El conjunto de nivel M es una subvai-i edad regular de R2', la cual es invariante 
bajo el flujo del sistema Hamiltoniano. 

ii) Si M es compacta y conexa, entonces es difeomorfa al toro u-dimensional T", 

iii) Existe un entorno U de M tal que U es difeo7norfo a Tn x D". con D'2  un 
abierto de R', 

iv) El flujo del sistema Hamiltoniano con función Hamiltoniana Pl es lineal en el 
toro T', es decir, en coordenadas angulares el sistema Hamiltoniano tiene la 
forma 4 =w, w=w(fi,f2...,f). 

Demostración. i) Corno el conjunto de funciones {f1, J2, ..., f} es funcionalmente 
independiente, el rango de F es constante e igual a u. Notemos además que M = 

F'(c). Por el Teorema 1.3.4 se sigue que M es una subvariedad regular cerrada de 
R2  de dimensión n. 
Sabernos que para cada Y E x E Al, se tiene que Y E 'J'M si y solo si 

df(Y) = O para lodo i = 1, 2, ...,n. Debido a esto, los campos Hamillonianos Xj 
son tangentes a M, pues df(Xj) = {f, fj} = O para todo i = 1,2, ..., u. Luego 
para ver que M es un invariante del campo Hamiltoniano, consideremos : l - 1R2  
una curva integral de XH tal que (0) E M. Mostraremos que (t) E M para todo 
t E R. Para ello, calculemos la variación de cada fi  a lo largo de la curva integral -y, 
esto es: 

(fy(t))) = d((t)fj dt (±2(t» = d.(t)f (XH('y(t))) 

= {f,H}(y(t)) = O. 

Con esto concluimos que F(y(/)) = F(y(0)) = e, por lo que - (1) E M para todo 
E R. 

u) Denotemos por al flujo del campo X1,. Dacio que para cualesquiera índi- 
ces i,j se tiene que [X1, X] = O, sus flujos correspondientes conmutan, es decir. 

' o' = o'. Esto nos permite definir una acción (le R" cii Al,: R" x Aí - 

M, e(t,x) := ' o2 o ...o (x) donde t = (t1.t2....,t,). Fijemos x0  E M y 
mostremos que e 0  : - es sobre. Sea x E M arbitrario. Probaremos que 
existe t E 1 tal que x = E), (t) = 9(t,xo). Como Mr es conexa, existe tina curva 
contenida en M que conecta a xO con x. A cada i en la curva le asignamos una 
vecindad U abierta de Me tal que e : Y —* U es un difeomorfismo local. Podemos 
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cubrir a la curva con una cantidad finita de abiertos Uo, U1, ..., Ur  que contienen 
respectivamente a los puntos :vO,  XI, ---- .'r, donde además x = Xr+1 E U,.. 

Claramente, si existen t1 , t2, ..., tr+l E R' tales que x1  = (t1, xo),-'I,'2 = e(t2. :ri ). ..., = 

e(tr+i,xr), entonces :r = (ti + 12 + ... + t,.+i,xo). Veamos que ti existe. Sea yi  E 
U_iflU. Entonces existen s-i,  sj E IR" tal que e(_1) = Yi y 9x, (si) = Vi, PUES 
ox,_1 y e, son difeomorfismnos locales. Notemos que xi = = C(—s,y) = 

= 6(s_, — S,Xj._1). Con esto concluimos que la acción e es 
transitiva. Luego, €XO : IR" -+ M es sobreyect.iva, pero no es inyectiva, pues existen 
¿ E IR" tal que E),,,, (1) = xo. Denotemos por r = {t E R"I e(1,xo) = x0} al grupo 
estabilizador de x0. 

Notemos que F es un subgrupo de IR" que no depende de x0.  Para ello, sea 
x E M arbitrario. Como la acción es transitiva, existe y E IR" tal que e(y, xo) = x. 
Para t E F se tiene 

e(t,x) = e(t,e(y,xo)) = e(y,e(t,xo)) = e(y,xo) = 

por lo tanto, 1' no depende del punto. 

Notemos, además, que existe una vecindad abierta V del origen tal que para 
cada lo E F se tiene que (/. + V) fl T = {t}. Consideremos una vecindad V del 
origen donde 0X0  sea. un difeomorfismo local. Sea t E Ffl V. Luego, e 0 (t) = x-o y 
ex" (0) x0. Esto implica, que 1 = O. 

Ahora eonsidcrcmos to  E ['fijo. con io  O. Si E E rn(t0  + y). entonces ¡—lo E V 
y e(E - jo x) = a 0, por lo cual E = 1. 

Debido a que 0- (1, x) :=01  o o ... o (x). cada componente aportará un 
generador para F, por ello, 1' es finitamente generado mediante adición, por lo cual, 
es un grupo discreto y, por el Lema 1.8.4. existen el , ek E 1' linealmente indepen- 
dientes tal que 1' = {miel  + ... + nZkek1mi E Z para i = 1.....k}. Por la Proposición 
1.8.9, la acción C2 : 1' x IR" -+ IR", dada por C2(1, s) = 1 + s es discontinua, libre y 
propia., y  además, IR"/I' es una. subvariedad difeomorfa a Tk x R"-k. Por hipótesis, 

es compacto y , por el Lema 
es difeomorfo a IR",!', por lo que, en conclusión, M es difeomorfo a T". 

Lema: Si e : G x Al -> Al es una acción suave y x E Al, entonces É).. : G/GX — 
G x es una inmersión inyectiva. Si e es propia entonces G x es una. subvariedad 
cerrada de Al y e, es un difeomorfismo. u 

3.2. Ejemplos de sistemas completamente integrables. 

-Sistemas Hamiltonianos con 1 grado de libertad. 
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Los sistemas Ilamiltonianos en R2  son también conocidos como sistemas ilamnil-
tonianos con 1 grado de libertad, y éstos, al tener corno integral primera a la funcion 
1-larniltoniana II, son sistemas completamente integrables. 

-Oscilador armónico con n grados de libertad. 

En el Ejemplo 2.5.1 hicimos referencia a un sistema que llamamos el oscila-
dor armónico unidimensional. De manera general, el oscilador armónico con n gra-
dos de libertad es un sistema Harniltoniano en R  2n  con función de 1-lamilton II = 

+ qi), donde wi son llamadas las frecuencias del sistema. Con esto, el 
sistema es 

A = 

= W7i. 

Notemos que aun cuando el sistema esté en términos de las 2n variables, es posible 
resolverlo debido a que tiene la forma de n osciladores armónicos 1-dimensionales 
desacoplados. Además, cada uno de esos osciladores annónicos tiene corno función 
(le Hamilton fi  = '-(p + q?)• Luego, 

H
aHaf OH8f, 

-
0'i aq Oq üpi 

OH 8f 0H 8f 
a»  ¿3q <9qj  ap 

= (wj pj )(wjqj ) - (wj qj )(wj pj ) = O 

Con lo cual se tiene que f 1 , f2. ..., f, son integrales primeras del sistema cuyas dife- 
renciales están dadas por 

j j  = wpdp + wqdq. 

Tales diferenciales serán lincalmente independientes en R2 \{(p, q) E 2np j)j = 

O y qj = O para alguna i = 1,2.....n}, el cual es un abierto denso en R2 . 

Para f, fk integrales primeras, vemos que están en involución calculando su 
corchete de Poisson: 

- 'ç?- (9  f).  &f. Of j afk 
- 

- Pj N.i 8qj 07)k qk Oqk DPk - 

Por último, la completez de los campos Flamiltonianos XL se sigue de la completez 
del caso unidirnensional. Con esto, se tiene que el oscilador armónico con n grados 

de libertad es completamente integrable. 
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-El pioblenia de Kepler. 

Uno de los problemas clásicos de la física es el llamado problema de Kepler y 
este trata sobre el movimiento planetario. En nuestro caso, buscaremos describir el 
comportamiento de un cuerpo de masa m en R3  que orbita alrededor de otro cuerpo 
de masa Al. 

La ley de Gravitación Universal establece que la fuerza de atracción que ac- 
amm tuará sobre el cuerpo de masa m es igual a F =

-- t donde G 

es la constante de gravitación universal y q es la posición del objeto de masa rn, y 
considerarnos al objeto de masa lvi situado en el origen. A partir de la segunda ley 

GMq de Newton, que establece que F = m a = m ,obtenernos que 1 = - IqF  
 y de la 

definición de momento obtenemos que = p. Lo anterior se resume en 
Tn 

CM 
P = —1yq, 

( = —p. 
ni 

Mediante un cambio de coordenadas adecuado, este sistema torna la forma: 

q 
P 

= 

4 = pt 

el cual, es un sistema ilaniilt.oniano con función de hamilton 11 = + FqT  . Para 
este sistema en particular tenemos que existen tres tipos de integrales primeras de 
interés. 
Primero, tenernos 1-1 = + la. función Hamili oniana que determina la energía 
del sistema. 

Y segundo, consideremos L = (Li, L21  L3) el vector de momento angular. (lon(le 
L = q x  p. Las funciones: 

¡Ji = Q2P3 q3P21 

= q3p1 - qips, 

L3  = q1p2 - q2pI 

son integrales prinleras del campo XH.  Los corchetes de estas funciones cumplen 
con lo siguiente: 

L2,L1 } = L3. 

{ L:3,L2} =  Lli 

{Li,L: } = L2. 
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Las funciones II, Li y L2  = L f  + L + L son integrales primeras en involución 
del campo Ilainiltoniano X11, pues 

{Li, L2 } = {Li, Lfl + {L1,L} + {Li,L} 

= 2Li{Li, Li} + 2L2 {L1, L2} + 2L3  {L1, L3} 

= —2L2L3 + 2L3L2 = O. 

El conjunto {II, L1, L2} consta de 3 integrales primeras en involución para las 
cuales existe un conjunto abierto en R6  donde son funcionalmente independientes 
y, además los flujos de los campos XH, X,, y XL2 son completos. Por lo tanto, el 
sistema Harniltoniano asociado al problema de Kepler es completamente integrable. 

3.3. Sistemas Hamiltonianos superintegrables. 

En las secciones previas hemos visto los sistemas con integrabilidad conmutativa 
(o integrabilidad de Liouville), es decir, aquellos que admiten un conjunto de inte-
grales primeras {fi, f2..... fk} tales que {f, f} = {f, f}. Además, se comentó que 
en R2' el mayor número de integrales primeras funcionalmente independientes, en 
involución, es n. Existen sistemas en los cuales es posible dar mas de n integrales 
primeras, donde el conjunto de integrales primeras es funcionalmente independiente 
pero no están en involución. 

Para ser más claros, diremos que un campo Flarnitoniano es superintegrable 
si el álgebra de integrales primeras tiene n + d generadores funcionalmente indepen-
dientes, donde d> O. Con esto, enunciaremos el teorema equivalente al teorema de 
Liouville-Arnold para sistemas superintegrables: 

Teorema 3.3.1. Sea f : R2  —* definida como f = (fi, f2, , f71+d) donde 

{ f}j" son funciones funcionalmente independientes generadoras del álgebra de 
integrales primeras de Xjq. Sea c un valor regular de f y supongamos que f'(c) es 
compacto y conexo en R 2n  Entonces: 

i) El conjunto de nivel f 1  (c) es invariante bajo el flujo del campo Xfi  para 
i=l,2, ... ,n+d. 

ji) f(e) es difeomoijo a 

iii) existe un abierto U de f 1  (e). un abierto D de y un cambio de coorde- 
nadas tal que el sistema Hamilioniano XH se transforma en 

1 = o, 
(J) 

con  E D. (IE T7d  y : D —>T'. 
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3.4. Ejemplos de sistemas superintegrables. 

En esta sección presentaremos dos ejemplos de sistemas superintegrables, el pri-
mero de ellos es un caso particular del oscilador armónico. 

-Oscilador armónico 2-dimensional con resonancia 1:1. 

Recordando la estructura que posee el oscilador armónico n dimensional, se tiene 
que para dimensión 2 su función de Hamilton es 

WI  12 
H = (? + q?) +  -- 2 + q22). 

En este ejemplo tomaremos el caso particular en que w1 = c 72 = 1, con lo cual el 
sistema Hamniltommiano toma la forma 

= —qi, 

P2 = — q2, 

(Ji  = Pi, 

Q2 = P2. 

Además, algunas de sus integrales primeras son 

fi = qlq2+plp2, 

f2 = p1q2 — p2ql, 

f3 = + - 14 - 

Tales integrales primeras no están en involución puesto que 

(fi:  f2} = 213 

{f2,f3} = 2f 

{f3,fi} = 212 

pero sí son funciona.lment.e independientes en el abierto {(pi, P2 01, 02)IPi = P2 = 

O o q1 = q2 
= OY de R". Por ello, este caso l)aLii(:Ular del oscilador armónico es 

simperinlegrable. 

-El problema de Kepler. 

Retomando las observaciones realizadas para el l)robleflia de Kepler como sistema 
integrable, consideremos nuevamente su función 1-Tamiltoniana H y al vector de 

momento angular L. Si consideramos A = (Al:  A2, A:3)  el vector excentricidad, que 
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se define por A = p x L - , entonces las funciones: 

Al  = p2L3 —p3L2  

A2  = p3 Li—p1 L3  

A3 = p3L1 —p1
L3 W+ q +q)'/2' 

también son integrales primeras del campo Xjq. Luego, se tienen las siguientes igual-
dades: 

LA = L1A1+L2A2+L3A3=O 

A2  —1 = 

La segunda ecuación implica que H es dependiente de A y de L. y la primera 
ecuación nos relaciona a las funciones L1, L2, L3, Al . A2 y A3, por lo que podemos 
expresar a cualquiera de ellas en términos de las restantes. Así, podernos considerar 
a cinco de éstas como un conjunto de funciones funcionalmente independientes, por 
lo que el sistema que modela el problema de Kepler es superintegrable. 

Por último, si consideramos A = (Al . A2, A3) el vector excentricidad, que se 
define por A = p x L - , entonces las funciones: 

Al  = 
Ji p2L3 —p3L2 

(q - q + q)'I2' 

T. 
k1-5 1 -  piL.3

(q + q +q.32
)1/21 

A3 = p3L1  - 
p, L.3 (q + q+ q)'I 2 ' 

también son integrales primeras de Xj-j. Para este sistema hemos ciado un total 
de siete integrales primeras, de las cuales podemos decir que {H, L1 , Al } están 
en involución, son funcionalmente independientes en un abierto denso de R6  y los 
flujos XH, XL, y  XA1  son completos en ese mismo abierto pues H, L1  y Al son de 
clase COC.  Por lo tanto, el sisteimia Hainiltoniano asociado al probleiiia de Kepler es 
completamente integrable. 

ql  

(q? +q+q)/2' 

q2 
(q + q + q32

)1/2-' 

q3 

A2  = 
12 



Capítulo 4 

Acciones lineales de grupos de Lie compactos 
en W y el Teorema de Schwarz 

Nuestro propósito en este capítulo es presentar un resultado, probado por G. 
Schwarz en 1974 [17] el cual establece que el álgebra de funciones en lR G-invariantes 
es finitamente generada. Es decir, existe un conjunto finito {fi.....fk} con  f E 
C°°(R') funciones G-invariantes tal que para cualquier función f suave G invariante 
existe una función F E CO0(ll)  tal que F(f1 , ..fk) = f. 
Este resultado es muy importante en la demostración de que el álgebra de integrales 
primeras del oscilador armónico es finitamente generada como se puede ver en el 
capítulo 5. Por esta razón presentarnos aquí una formulación detallada de dicho 
resultado y además presentamos un esbozo de su demostración. 

4.1. La topología COC  para el espacio de funciones suaves. 

Como se verá más adelante es necesario dotar al espacio C°'(W') (le la topo-
logía C°°. En esta sección se describe cómo se define ésta topología. Para comenzar, 
entenderemos por espacio vectorial topológico a un conjunto V dotado de una 
estructura de espacio vectorial sobre un campo 1K y  (le una topología compatible con 
la estructura lineal, es decir, las funciones + : V x V — V donde (y, -ti?) '- y +u, y 

1K x V —* V donde (A, y) F--> Av son funciones continuas con respecto a la topología 
en V. 

Por mencionar algunos ejemplos de espacios vectoriales lopológicos tenemos a 
los espacios vectoriales normados R' y Ci'. En general, no es necesario contar con 
una norma para tener un espacio vectorial topológico. Veremos a. continuación el 
concepto de seminorma y de cómo éstas inducen una. topología. 

Diremos también que una, función p : V R, donde V es un espacio vectorial 
topológico, se dice ser una seminorma si satisface: 

i) p(v) > O para todo y E V, 

u) p(ov) = IaIi(v) para todo o E IR, y E V, 

iii) Si y = O entonces p(i') = O. 

iv) p(v + w) ~: p(v) + p(w) para todo V, w E V. 

45 
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Notemos de la definición que toda norma en V es una seminorma, pero el recípro-
co no es siempre cierto. Una seminoriria p es una norma si cumple que el único vector 
y tal que p(v) = O es y = O. 

Sea 1 un conjunto arbitrario. Supongamos que 7' = {P : V —> Rl a E I} es 
una familia de seminormas en V y sean y E V, e > O y a E 1 fijos. Definamos 
el conjunto B(v,e,a) := {w E Vi P(v - iv) < e} y consideremos la colección de 
conjuntos S = {B(v, e, a) y E V, e > O, a E I}. La colección S es sub-base de una 
topología en V, por lo que los abiertos en V son de la forma 

fl € j{w E WI P<,., (V - w) < cj}, 

donde el conjunto de índices J es finito. Más aún, la topología definida por estos 
conjuntos abiertos es compatible con la estructura de espacio vectorial. Esto último 
nos da una manera dotarle a cada espacio vectorial de una estructura topológica 
compatible. Como resultado complementario cii relación a la continuidad de las 
seminormas tenemos lo siguiente: 

Lema 4.1.1. Sea P 'una serninorma en 'un espacio vectorial topológico V. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes: 

j,) P es continua. 

u,) Existe un entorno U de O E V tal que P es acotada. [23] 

Consideremos Rn con la norma euclidiana y definamos una sucesión {Kj} jaN  de 
conjuntos compactos en por K1  := {x E R?zI Ix1 j}. Esta sucesión cumple con 
las siguientes dos propiedades: 

i) K c K siempre que i < j. 

ii) u 1K=R11 . 

Para cada pareja (m, j), con in entero no negativo y i E N, definamos la siguiente 
familia de funciones: 

: C°°(R") —* IR 

{XGKj 
P(rn

ap 
j)(f) := sup sup f(x) 

IpIn' UX 

donde p = (pIp2, ...,p.), con pi enteros no negativos, I PI = Pi + P2 + ... + Pn 
X= (x1,x2. ... .. x) y 'f(x) = . f(x). La familia de funciones (m,j) 

es una familia de seminormas [24. 
La topología C°° para el espacio vectorial C°°(R") es la topologia inducida por 

la familia de seminormas P(, J). Más aún, el espacio de funciones C°°(R') con la 
topología C°° es un espacio de Fréchet, es decir, es un espacio topológico que 
además es metrizable, completo y localmente convexo. Mas adelante veremos que 
ésta tOl)Ologia en Cc  (R") hace continuo al operador de promedios. 



4.2. FUNCIONES G-INVARIANTES Y EL OPERADOR DE PROMEDIOS 47 

4.2. Funciones G-invariantes y el operador de promedios 

En esta sección denotaremos por G a un grupo de Lie de dimensión n. 

Definición 4.2.1. Pura g E C se define la traslación por la izquierda por: 

G - (' 

Lq (/i) gh. 

Análogamente se define la traslación por la derecha 

J?(J  C - G 

R9  (h) : h•q. 

Ambas traslaciones tienen algunas propiedades que comparten con la traslación 
euclideana, pero dado que el grupo de Lie G no es necesariamente abeliano, es 
importante destacar la existencia de ambos tipos de traslaciones. Dentro de las 
propiedades que presentan ambas traslaciones se tiene que: 

i) L9  y R9  son funciones suaves para todo g E C, 

u) '9i "92 = L9192  pata. todo 91 92 E C. 

iii) R91  o R99  = R9291  para todo 91, 92 E G, 

iv) L91  o R 92 = R92  o 

y) L. y B-9  son difeoinoifismos para todo g € G. 

Ahora, recordemos la noción de push-forward (le campos vectoriales. Sean 
Al, N variedades (lifereliciables y tJi : M - N uiia función suave. Sean x E N y 
recordemos que la diferencial (le J1,  dJ' : T,.AJ - Tjd(,)N es una función lineal. El 
push-forward (le '1' es la función : X(Aí) - X(N) definida por 

WX (11(x)) := d'J' (X(x)), para. Lodo X E (M). 

Un campo vectorial X E X(G) es invariante por la izquierda si 

(L9)X = X para todo y E (J. 

Esto es, si 
(di, L,) (X(h)) = X(gh) para todo g, h E C 

Denotaremos al conjimt.o de campos vectoriales invariantes por la izquierda. como 

.L(G). Este conjunto es no vacío y expondremos una manera de construir campos 
vectoriales invariantes por la izquierda. Para ello, sea e E & el elemento identidad. 

Luego, lomemos 1 E TeG y definamos X E X(G) como 

X¿  (h) := drLh(). 
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Con esto, X(h) E ThG y, niSs aún, X E XL(G)  puesto que 

(d, L) (X(h)) = d,4  L9  (de  L,1(e)) 

= dhL9 O de Lh(e) = de  (Lg  O Lh) () 
= dLgh() = X(gh), 

lo cual demuestra nuestra afirmación. Esto último nos permite definir un mapeo 
TG - XL(G) donde TG 3 1 '—* X E XL(G).  Tal mapeo es un isomorfismo entre 
TG y L(G) como espacios vectoriales reales. Dado que comparten la misma es-
tructura como espacio vectorial, podemos hacer un par de observaciones adicionales. 
Primero, si X, Y E L(G) entonces [X, Y] E t(G)- Y como segunda observación, 
tenemos que es posible definir un corchete de Lie en TeC de manera natural, don-
de, para 1, y E TeC, [, v].c := [Xc, X,,](e). Esto último nos lleva, a concluir que 
(TeG, [, ]'ic) es un álgebra de Lie y que L(G) es un álgebra de Lie de dimensión 
finita. 

En relación a las funciones f E C'°(G) invariantes por la izquierda, estas cmn-
plirán que f = foL9  para todo  E C. Para Lg  definamos su pull-back (L9)*  como 
(L9)*f := f o L9. Consideremos ahora una acción e : G x IR" —* IR" de G en IR". 
Sea f E C00(Rn). f se dice ser G-invariante si 

f(e9(x)) = f(x) para todo 9  G,x E I'. 

Notemos que tal condición es equivalente a pedir que 

(09)' f  = f para toda g E G, 

donde (e9)*f  denota el pull-back de f bajo C9. Esto nos permite extender la noción 
de G-invarianza al espacio T(IR') de campos tensoriales k-covariantcs. donde T E 
To  (R") se dice ser G-iiivaiiante si 

(e9)*T = T para toda g E G. 

La noción de inva.rianza por la izquierda. se  puede extender a campos teimsoria.les 
en G. Denotemos por T(G) al espacio de campos tensoriales en C. Sea. T E T(G), 

T: G — T(TG) 

Ii. ­> Ti, E T(T,,G) 

donde 

1), :'1)Gx'J),Gx ... x'J)G — R. 

k—viccs 

Diremos que T es invariante por la izquierda si (L)T = T, es decir, para 

VI, v2, ., Vk E ThG se satisface T0/,(dhLq (vl), dj,L9(v2), ..., d,,L9(V0) = T,(vi V2)..... VL)Vh, g E 
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C. Para la construcción de campos tensoriales invariantes por la izquierda, consi-
dercinos un tensor Te  E T(TeG). A partir de Te  definiremos un campo tensorial 
T que resultará invariante por la izquierda. Para tal campo tensorial, defimiiremnos Th: 
T,C x T,,G x x ThG —* R donde Th(V1,V2..... Vk) := Te(dhL h' Vi, d,zLh_1V2.....d,Lh1vk). 

k—veces 
De este modo, T resulta invariante por la izquierda. 

Previo a la definición del operador de promedios, es necesario hablar sobre la 
medida de Haar. Para ello consideremos un grupo de Lie conexo de dimensión n y 
sean 8 = {X1, X2, ..., X71 } campos vectoriales invariantes por la izquierda tales que 
para todo 9  E G, {XI  (g),  X2 (9), ..., X,1(g)} son una base de T9  C. Los elementos en 8 
determinan una orientación en C. Sea {8i, e2, ..., 7 } la base dual de los campos en 
B. Cada e tiene la propiedad de ser una 1-forma invariante por la izquierda. Luego, 
definamos dG := 9 A e2  A ... A e. La n-forma dG es invariante por la izquierda, 
ya que el producto exterior de formas invariantes por la izquierda es invariante por 
la izquierda. También es no degenerada, pues satisface que dG(Xm, X2, ..., X) = 1. 
Como forma (le volumen, dG satisface que para cualquier n-forma invariante SI en 
G. existe A E R tal que SI = MG. 

Si suponemos que nuestro grupo de Lie C es compacto, entonces dG define una 
integral en C. Con esto podemos introducir la siguiente definición: 

Definición 4.2.2. La única u-forma de Volumen dG invariante por la izquierda tal 
que 

f dG = 1 

es llamada la medida de Haar. 

Entre las propiedades de la medida de Haar, se tiene que dG es invariante por 
la derecha, es decir, R7,dG = dG para todo /,. E G. También, si tenemos f : G R 
una función en C°°(G) y g E G. entonces 

[dG = /(f o L,) (¡C 
=

)dG L  

Consideremos ahora una acción lineal W : G x R - R' de G en R y definamos 
el operador de promedios por 

()G : T(R") —* r(R') 

(R) c, := la WSRdC 

donde W es la acción lineal de G y dG es la mimedida de linar. El operador de promimedios 
tiene las siguientes propiedades: 

1) (-)G  es lineal. 

u) Para cada R E T(W'). (R); es G-invariante. 
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iii) R es un campo tensorial C-invariaiitc si y solo si (R) = R. 

iv) Si S es un tensor G-invariante, entonces para cualquier tensor R tenernos que 

(S® R)G = So (R),9, 

donde 0 denota el producto tensorial. Además, una consecuencia de los pri-
meros dos puntos es que ((R)G)Q = (R)G. 

Una aplicación importante del operador de promedio es la construcción de un 
producto interior G-iiivariante. Recordando, un producto interior m en R' es un 
2-tensor simétrico, positivo definido. A partir de ju podemos calcular (P)G.  Este 
nuevo objeto será nuevamente un 2-tensor simétrico, positivo definido y ademas, 
G-invariaiite. 

4.3. El álgebra de polinomios C-invariantes y el teorema 
de las bases de ideales de Hilbert. 

En la sección anterior definimos al operador de promedios actuando sobre r(R') 
y mencionarnos algunas de sus propiedades. En esta sección trabajaremos con el 
operador de promedios cuando k = 0. El espacio sobre el que está definido es 

7-00 = C°°(R"). En este espacio se tiene que la imagen del operador de promedios es 
el conjunto de las funciones suaves G-invariantes, que denotaremos como C00(R?)G.  

Si nos restringirnos al espacio de polinomios en n variables P(R"), la imagen resul-
tará ser el conjunto de polinomios invariantes P(R)G. Es decir, 

()G : C°°(lR') - C00(R71)G 

()G : P(R') - 

donde ambos Inapeos son sobreyectivos y, además, C(R7L)  y P(R") son espacios 
vectoriales. Esto últinio se debe a que dadas dos funciones 1,9 e Cc(R7)G  (o bien, 
en P(R1) entonces (W h)*(f + fi) = (f +9) 0  '1'h = f  xPI,  + go 'I', = f +g, donde 

denota la acción de G cii R". En los próximos resultados piesemitaiiios algunas 
propiedades de P(R)G. 

Consideremos los espacios vectoriales topológicos C(R") y C°°()7  con la 
topología C°°. Entonces: 

i) El operador de promedios ()a : Cc(R7) C00(R71)C' es un operador de pro-
yección continuo. 

u) P(") y P(R")"" son densos en C°°(IR") y C0(Rh1)c.  respectivamente. 

Además de la estructura de espacio vectorial. P(R")' es un IR-álgebra. El si-
guiente resultado nos describe la estructura del álgebra. 
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Proposición 4.3.1. El álgebra de polinomios G-invariantcs es un R-álgebra fini- 
tamente generada, es decir, existe {P1, P2, ..., Pk} c tal que para cualquier 
polinomio P E p(Rfl)C existe P' E P(Rk)  tal que 

P = P'(P1,P2.....Pk). 

El conjunto de polinomios generadores de P(Rh1)G  es llamado una base de Hil-
bert. Si un polinomio es G-invariante, entonces cada término homogéneo es invarian-
te, por lo que siempre es posible encontrar una base de Hilbert con sólo polinomios 
homogéneos, en este caso diremos que la base de Hilbert es homogénea. También 
diremos que una base de Hilbert es minimal si no contiene subconjuntos propios 
que también sean base de Hilbert. 

La demostración de la Proposición 4.3.1 se basa en algunos resultados algebrai-
cos, en particular el Teorema de las bases de ideales de Hilbert. Haremos uso del 
teorema, mas no abordaremos la demostración. Para ello necesitamos el siguiente 
concepto: 

Definición 4.3.2. Sean R un anillo conmutativo e 1 c R un ideal. Se dice que 1 
es finitamente generado si existen SI, S2, ..., Sn E 1 tal que 

1 = {as, + a252 + ... + asI a E R}. 

También, si .1? es un anillo, denotaremos por R[x1,x2, ...,x al anillo de polino-
mios en n variables con coeficientes en R. 

Teorema 4.3.3. (de las bases de ideales de Hilbert) Sea R un anillo conmu-
tativo con la propiedad de que todo ideal 1 de R es finitamente generado. Entonces, 
para cada n, todo ideal de R[xi, X2, ..,  x,] es finitamente generado. 

El siguiente resultado nos permitirá dar una demostración inmediata a la Pro-
posición 4.3.1. 

Proposición 4.3.4. Sea A = ED>oA una R-álgebra graduada, donde A0  = R. Si 

A+ = EDi>oAj es finitamente generado como A-módulo, entonces A es finitamente 
generado como IR-álgebra. 

Demostración. Si A+ es finitamente generado como A-módulo, entonces existen 
al ,  a2,...,ak  E A+ tal que 

A+ = {ciai + c2a2 + ... + ckakl ck E A} 

Mostraremos que los mismos generadores de A+  como módulo generan a A co-
mo álgebra. Debemos probar que A = R[ai , a2.....ak],  o equivalentemente que 
A-CIR[ai,a2.....ak] para todo i=O,1,2,... 

Para i = O, A0 = R, donde IR c R[al,a2,...,ak]. 
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Supongamos que existe N > O tal que para í < N A C R[ai, a, ..., aje] Y 
probemos que AN C IR[ai, a2, ..., ak]. Denotemos por di al grado de a, es decir, 
a E A. Sea a E AN. Podemos expresar a en términos de los generadores de A+, 

a = ¿í ¡a¡ 

donde c1  E Aji . Corno a es homogéneo de grado N, si j + d N para algún 
i = 1,2.....k, entonces c = 0. En caso contrario, c'a E Aj+di  = AN, de donde se 
sigue la siguiente desigualdad: 

N > d >0 

Si di = N, entonces c" E A0  = R. Si di <N, entonces ér E Aj con O <j <N. Por 
hipótesis, Aj c JR[a, a2, ..., ah], de donde se sigue que ci" a E R[ai, a2, ..., ak]. Por lo 
tanto, a  R[a1,a2,..,ak],.l0  cual implica que AN C R[a1,a2,...,ak]. • 

Una aplicación que nos será muy útil del Teorema de las bases de ideales de uI-
bert, es cuando consideramos a R como nuestro anillo. Notemos que sólo existen dos 
ideales en IR: {0} y R. Ambos ideales son finitamente generados, por lo tanto, todo 
ideal de los polinomios en n variables con coeficientes en IR es finitamente genera-
do. Veamos a continuación que esto es suficiente para demostrar la Proposición 4.3.1: 

Demostración. (Proposición 4.3.1) Sea P(Rn)G el conjunto de los polinomios G-
invariantes de grado estrictamente positivo y definamos 

(P(lR') = {Pii + ... + pmqml  p E P(R), qj E P(IR'1), m = N} 

Notemos que el conjunto (P(R')) es un ideal de P(]R"), y por ello es finitamente 
generado, es decir, existen P1, P2, ..., Pk E (^R')) tales que 

(P(lRh2)) = {qiPi +q2P2+...+qkPkqi,q2,...,qkE P(R)}. 

Además, podemos suponer que P E P(R'). Luego, denotemos la restricción a 
P(lR)° como (P1, P2, ..., Pk)p(n)a = {pi Pi + P2 P2 + ... + pkPkl Pi E P(WI)G}. 

Observemos que 
(P1,P2.....Pk)p(an)u C P(I nG R) 

y demostremos la igualdad. Para ello, sea P E P(IR"!. Entonces P = p1  P1  +p2P2 + 
+ Pkk para ciertos. Pi, P2, . .., Pk E P(IR'2). Luego, promediando con respecto a la 

acción de G se sigue que: 

P= (P) = (pi P1  + p2P2 + ... + pkPk) 

= (piPi) + ...+ (iPi) 

= (pm)Pi + ... + (Pk)Pk  E (P1, .., Pk)p(a?I)c 

Por lo tanto, 
(Pl P2,...,Pk)p( n)c = P(R"). 

Seguido de la Proposición 4.3.4, como P(IRhm)  es un P(lR)G-módulo finitamente 
generado, entonces P(IRn)G  es una IR-álgebra finitamente generada. • 
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4.4. Teorema de Schwartz. 

La Proposición 4.3.1 nos dice que existe un conjunto finito de polinomios G-
imivariamites P1, ...,  Pk. tales que cualquier polinomio C-imivariante puede ser expresado 
en términos de dicho conjunto mediante una función polinomial. Una ventaja de este 
hecho es que el manejo de los polinomios es sencillo, sin embargo, los polinomios no 
son las únicas funciones C-invariantes en R. Una generalización de este resultado 
es el Teorema de Schwartz, que nos dice que cualquier función G-invariante puede 
ser expresada en términos de la misma base de Hilhert de la Proposición 4.3.1, pero 
ahora mediante una función suave. El Teorema de Schwartz es el siguiente: 

Teorema 4.4.1. ('Schwartz) Sea (3 un qrnpo de Lie compacto actuando linealmen-
te en W y  8 = {P1, P2. ..., 

Pk} 
 una base de Hilberi para el dlqebra de polinomios 

(3-invariantes. Definamos p: IR lRk por p := (P1, P2, ..., Pk). Entonces la aplica- 
ción 

C0(Rk) Co)(R7L)G 

p* J,  := [op 

es sobre. 

En este trabajo no profundizaremos cii la demostración del Teorema de Schwarzt, 
aún cuando es un resultado importante y una. buena herramienta.. En cambio, sí da-
reinos un bosquejo de la deniostración, donde plantearemos de manera general los 
pasos de ésta, sin entrar cmi mimuchos detalles. 

Para el bosquejo (le demnostraciómi, recordemos que R'/C es el espacio de órbitas 
de la acción de C en R, Cx = {W E C} es la órbita del elemento x E R y 
que 

Ti : —* R11  /G 

fl := Ci 

es la proyección natural. Si dotamos a lR/G con la topología cociente, H es una fun-
ción continua. Sea P1, P2, ..., P. E P(R")G una base (le I-Ii1bert como en el Teorema 
4.4.1. Se define la función 

p : 

P(X) := (PI  (x),P2(x),  .... Pk(x)) 

Lema 4.4.2. La función (4.) tiene las siguientes propiedades: 

Í) Es propia. 

u,) Separa órbitas. 
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iii,) Existe una función p' : IRIL/C _ 
k tal que el siguiente diagrama conmuta 

p(R) 

lR'/G 

y p' es un homeomorfismo sobre su ima.qen. 

Demostración. Sea r(x) = x12, donde  IxI2 =< x, x > y <,> es un producto inte-
rior invariante. Notemos que existe un polinomio P e P(R') tal que r(x) = P(p(x)). 

Sea K c R' compacto. Queremos probar que p '  (K) es compacto en R". Como 
K es cerrado, p 1  (K) es cerrado. Solo resta probar que p 1  (K) es acotado. Para ello, 
es suficiente mostrar que si {x} c R' es una sucesión no acotada, entonces {p(xn)} 
no es acotada. Supongamos que existe un conjunto acotado A c R   tal que p 1  (A) 
es no acotado. Como p 1(A) es no acotado, existe una sucesión {x} c p 1 (A) que 
no es acotada. Pero, como p(xn) E A para todo n e N, tenemos que la sucesión 
no acotada {p(Xn)} está contenida en K, lo cual es absurdo. Así, {r(x)} es una 
sucesión no acotada en R, y como P es un polinomio, entonces {p(x,)} no es acotada 
en RC. 

Para mostrar que p separa órbitas de G, tomemos x, y E R tales que Cx Gy 
y consideremos la función 

1' 0 si z Cx 
(lsizeGy 

Notemos que f es continua y que X = Cx U Gy C W es compacto. Corno 
consecuencia del Teorema de Stonc-Weierstra.ss, dado F > O existe P polinomio tal 
que f(z) - P(z)I <e si z E X. Al tomar q :=< P >aE p()C vemos que 

If(z) -  q(z)j = 1 < f > (z).- < P > (z)I = 1 /(f - P)('I'g(z))dCI 

Jf - PI'I'9(z)dC <e/cdc =  E. 

por lo que q distingue Cx de Gy. Luego, como q es invariante, existe q' E P(Rk) 
tal que q = q(p) = q'(P1, ..., P,.). El hecho de que q(x) 34 q(y) es equivalente a que 
q'(Pi(x), ..., P,.(x)) q'(Pj(y).....Pk(y)). por lo que P(x) Pj(y) para algún i. Por 
lo tanto, p(x) 0 p(y). 

Definamos / : R/C - por p'(C.r) := p(.r). Esta función satisface que 

p = p o fi y además es inyectiva, debido a que p  separa órbitas. Al dotar a 
de la topologia. cociente. / es continua., con lo cual es un homneomorfismo sobre su 
imagen. 1 

La siguiente proposición puede ser consultada en [16] y resulta de gran impor- 
tancia para la demostración del Teorema de Schwarz. 
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Proposición 4.4.3. Si p : R/G - l es suave, propia y pI*(Coo(JRk))  es denso en 
C(R/C), entonces p1  es sobreycctiva. 

Dotando a C()G  de la topología C°° y a C°°(R9C) de la topología tal que 
11* es un homeomorfismo, se sigue que p*(cOO(Rk)) = H*(pl*(coO(Rk))) es denso en 
Coo(lR7)G. Luego, 

(rl*)_l(p*(c00(Rk))) = (fly' o 11*( p *(C00(RI))) = 

Por tanto. pI*(C00(RI))  es denso en C(R'/G). Con esto, verificai,ios que se etun-
pleii las hipótesis de la Proposición 4.4.3, por lo que p es sobreyectiva. Además 
p* = p' * olV y agregando que fl*  es sobre, p* es sobre. 
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Capítulo 5 

El álgebra de simetrías del oscilador armónico 
con dos grados de libertad 

Anteriormente, hemos utilizado al oscilador armónico como ejemplo de sistema 
integrable y superintegrable. En este capítulo estucharemos más a fondo al oscilador 
armónico con dos grados de libertad. Tal sistema tiene como función de Hamilton a 
H = -(p + q) + -(p + q), donde w1  y w2 son las frecuencias de los osciladores 
armónicos unidimensionales desacoplados. En este caso, el sistema toma la siguiente 
forma: 

Pi = 

P2 = —w2q2, 

= c)iPi, 

(/2 = W2p2. 

Al resolver el sistema, obtenemos que el flujo del campo Hamiltoniano es el siguiente: 

pi picos(wii) - qisen(wmt) 

P2 -
p2cos(w21) - q2sen(w2t) 

X11
- pisen(wmt) + qjcos(wit) 

q2 p2sen(w2t) + q2COS(W2t) 

Para el oscilador armónico unidimnemisional, el flujo es siempre periódico. En este caso 
notemos que de existir un periodo común T entre los dos osciladores ummidimensio-
nalcs, se tendría que ci1T = 27rn y w2T = 27rnz para ciertos u. m E Z. Tomimando el 
cociente entre ambas igualdades obteneuios = E Q. Con esto concluimos que 

w2 711 

cuando ILL E Q, entonces el flujo es periódico y con periodo T = = Cuando 
WI w2 

esto ocurre, este caso se llama resonante. Por otra parte, cuando ILL q Q, diremos 
que el sistema es no-resonante. En este último caso, no se presentan órbitas pe-
riódicas. Sin embargo, el Teorema de Liouville-Arnold nos garantiza la existencia de 
un conjunto D C R4  compacto, conexo, difeoinorfb a T2  e invariante bajo el flujo 
del campo Hamniltoniano, donde las órbitas son densas. 

Con base en los resultados expuestos en capítulos anteriores, de¡ nostramem¡los el 
siguiente teorema.: 

Teorema 5.0.4. El álgebra de integrales primeras del sistema Ham.iltoniano en R4 
con función de Hamilton H = p + q) + + q) es finitamente generado. 

57 
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Este resultado engloba el enfoque de este último capítulo, pero antes de profun-
dizar en él, revisaremos un cambio de coordenadas del que nos habla el teorema de 
Liouville-Arnold. 

5.1. Coordenadas acción-ángulo para el oscilador armóni-
co. 

En esta sección, nos enfocaremos únicamente en el oscilador armónico unidimen-
sional, dado que la extensión al caso n-dimensional será natural debido al desaco-
plamiento en osciladores unidimensionales que presenta este sistema. El Teorema de 
Liouville-Arnold hace referencia a coordenadas angulares en donde, para el caso de 
IR2, el sistema toma la forma 

1 = o, 
= 

donde 1(0) = 1  E IR y Ø(0) = E R. En este sistema, 1(t) = y = w(C) = w, por 
lo que (t) = ct + 00. Con esto, el sistema se traduce a 

1 = o, 
( 

donde 1(0) = ¿ E IR y (0) = E R. Además, la función Hamiltoniana del sistema 
es H = iI y el flujo del sistema es 

(1(t)( e 

Un punto importante sobre este sistema de coordenadas es la construcción de 
la transformación canónica que nos lleva de las coordenadas cartesianas a estas 
coordenadas llamadas acción-ángulo. Para ello, consideremos el siguiente oscilador 
armónico 

¡3 = —q, 

4 = 

 

P. 

cuyo flujo es 

- ( pcos(t) - qsin(t) 
-

psiii(t) + qcos(t) 

Sea E0  E IR un valor regular de 11 y sea ¡ un intervalo abierto.con E0  E 1, tal que 
para cada E E ¡ la curva de nivel H(p, q) = E es cerrada. Sea D = {(p, q) H(p, q) = 

E. E E 1). Construiremos una transformación canónica II : D D, (1, ) '- (p, q). 
tal que 

i) ¡ = 1(E) 
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u) H=EdØ= 27I 

iii) El sistema en coordenadas (1, ,0) sea de la forma 

I=0 

= w(f) 

para alguna w: R --> R. 

Para esto, construiremos primero una transformación canónica (E, i) i— (p, q). 
Fijemos (po, qo) E H'(Eo) y sea : IR x D —* IR2  el flujo del sistema. Como H = E 
es una curva cerrada, existe T(E) > O tal que cIt(p0,  qo) = 4t+T(p0, qo) para todo 
t E R. Entonces cada t E [O, T] determina unívocamente un punto en H(p, q) = E0. 
Luego, para E E 1 existe una función E '—* (p°(E),q°(E)) y utilizando el Teorema 
de la Función Implícita para F: R   x IR -  R. F(p, q, E) = H(p, q) - E, obtenemos 
9: D1  — D. (E, t) '— (p(E, t), q(E, t)), donde se satisface 

= 1, 

E=O. 

Por último, para obtener una transformación canónica (1, d» — (E, 1), sea S(E) 
el área de la región acotada por la curva de nivel II = E y definamos 

1(E) := 

2irt 
T(E) 

Aquí, 

1 = o, 

5.2. El álgebra de simetrías del oscilador armónico. 

Finalmente, para mostrar que el Teorema 5.0.4 es consecuencia de los resultados 
expuestos, estableceremos el vínculo de las integrales primeras del sistema con la 
acción de un grupo de Lic compacto. 

Proposición 5.2.1. (Caso resonante) Sea 11 = la función 

de hamilton del oscilador armónico con dos grados de libertad tal que E Q. Exit.e 

una acción de S' en R4  tal que para cada f E C (R4 ) se tiene que f es integral 

primera si y solo si f es 51  -invariante. 

Demostración. ()Supongaiiios que f es integral primera de el campo XH, y consi- 
11 

deremos la. acción '4' :51  x IR4  — IR1  tal que 'I'(O.p,q) := Fi,,(p,q) donde FIS,, es 

el flujo del campo X11. w = y T es el periodo de las órbitas. Entonces, 

f o Wo(p, q) = f o Fl:,, (p. q) = f(p, q). 
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Dado que lo anterior se satisface para toda O E 5', entonces f es 51-invariante. 

() Supongamos que f es S1-invariante. Luego, expresemos el flujo del campo X11 

como Fl,,(p, q) = I1(wt,p, q), con W la acción de SI  como se definió anteriormente. 
Entonces 

f o F1, (p, q) = 1 o q) = f(p, q) 

Esto nos dice que f es invariante a lo largo del flljo del campo Xjq, por lo cual, f 
es integral primera de Xjq. U 

Proposición 5.2.2. (Caso no-resonante) Sea H = (p + q) + %a(p  + ) 
la función de Hamilton del oscilador armónico con dos grados de libertad tal que 

Q. Existe una acción de T2  en IR4  tal que para cada f C°°(R4) se tiene que 

f es integral primera si y solo si f es T 2-invariante. 

Demostración. Definamos H1  = + q) y H2  = (p + q) y consideremos lo 
siguiente: 

i) {H, H} = 0 para i = 1, 2. 

i)) VI-11  y VII2 son linealmente independientes en un abierto denso de IR". 

iii) {H1 ,H2 } =0. 

Definamos la acción T : T2  x IR4  - IR4  como sigue: 

Observemos que podemos expresar el flmjo del campo Xjq como Fl,, (p. q) = (w1  t, c2t, p, q). 

() De manera análoga al caso resonante se demuestra que si f es T2-invariante, 
entonces es una integral primera del campo XH. 

(.=) Supongamos que f es integra.] primera de X11. Dado que se satisfacen todas 
las hipótesis, por el Teorema de Liomiville-Arnold, existe un conjunto compacto, 
conexo y difeomorfo a T2  invariante bajo el flijo de X,.,. Más aun, por ser Q. 
cada trayectoria de XH que nace en T2  l)erma.ne(:e en T2. Agregando la continuidad 
de f, ésta es constante en ese conjunto, 1)OI lo que f es T2-invariante. • 

Con las Proposiciones 5.2.1 y  5.2.2, hemos demostrado que, en cualquier caso, 
existe una acción de un grupo de Lie compacto G tal que el álgebra de integrales 
primeras es el mismo que el conjunto de funciones G-invariantes. Además, en cada 
caso la acción es lineal, por lo que podremos utilizar el Teorema de Schwartz para 
caracterizar el algebra de simetrias del oscilador armónico. 

'I'(81,02,p, q) 

= ) 

/ í'1(("(i) - (Ii. ( '(0i) 

1 P2C08(02) - q28<'111(02)

1 P18(7(Oi) + qieos(OI ) 

\. P28en(02) + (J2COS(02) 
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5.3. Generadores del álgebra de simetrías y sus relacio-
nes de conmutación. 

Lo único que resta es encontrar una base de Hilbert para P(R4)G,  que como 
vimos en la sección anterior, es nuestra álgebra de integrales primeras. Sea f una 
integral primera del oscilador armónico, es decir, {H, f} = O. Esto último nos dice 
que se satisface la siguiente ecuación: 

( 9f 8f'\
(j-Z 
 0f 0f'\ 

\ 8qi ap1 j aq2 CP2 , 

Tal ecuación no nos es útil para encontrar una base de Hilbert. Sin embargo, 
existe un cambio de coordenadas donde la ecuación se simplifica. Mediante el cambio 
de coordenadas complejo (p1,ql,p2, q2) con zk = (qj +ipk) para 

72 
k = 1, 2, la función Hazniltoniana toma la forma H(z1, Z1,  z, z2) = wizii + w2z22 

y el corchete de Poisson {f, g} = i >_ (; . - - ). Si f es una integral 

primera de XH,  entonces se sigue la siguiente ecuación: 

( (_ aj a \,
(Z-2 

aj 8f \, '
{II,f} = i (W 1 Z1 -Zl-  ±W2 — - Z2 ¡ = O.

\ aZ 0z1 j ¿z2 c.)z2 j j 

Para encontrar una base de Hilbert, consideremos la integral primera polinomial de 
la forma 

k k k k 
P = Z1 1  Z2 2  51' Z22  

donde los exponentes son enteros no-negativos. Al calcular {I-I, P} y simplificar, 
obtenemos la siguiente ecuación: 

w (k - kt) + w2 (k - kfl = o. 

Al ser enteros, podemos sustituir y kj - kt  y s = k - en la 
ecuación, resultando la siguiente: 

w1r + W2S = O. 

Nos interesan todas las soluciones para r y .s, pues cada una de ellas nos genera una 
familia de polinomios integrales primeras. Una solución de esta última ecuación es 
r = s = O. Esta solución equivale a kj4  = kj y k.t = k. La familia de polinomios 
que satisfacen estas dos igualdades son generados por P1  = 2i2i y P2  = z2z2. 

Supongamos que r,s O, entonces = -. Esto implica que el caso no- 
resonante no tiene mas soluciones, por lo que su álgebra de simetrías es gene- 

rada por P, 11±21  y = 

Para el caso resonante, sean m, n E Z tales que 11  = es irreducible. Entonces 1 t L) 

7) - 
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Formalmente, las soluciones de esta ecuación son — .9 = .rn y r = )n con ) E Z 
pero podernos suponer que j,\j = 1, puesto que cualquier otro valor será múltiplo de 
éstos. 
Consideremos ahora los siguientes casos: 

Caso mn > O: 

Una de las posibilidades para este caso es que 'ni, n > O, lo cual nos genera 
dos sub-posibilidades. La primera es que •s = —m y r = n. Esto se traduce a 
k - k —ni y kj - kj n ' = n. Aquí podernos suponer que kj = , kt = O, 
k = O y k = in, de donde obtenemos P3 = 2j 'z, pues cualquier otra solución 
la obtenemos a partir de P1, P2  y P3. La otra sub-posibilidad es cuando s = ni y 
r = —n, la cual se traduce a k - k = ni y kj - kj' = —n, de donde se obtiene 

= P3 = 
Si consideramos la posibilidad ni, n < O, la única diferencia será que los polinomios 
P3  y P4  serán p = E_n_m y  p4  = Z2m. Por ello, basta considerar el caso 
m.,ri. > O. Así, una base de Hilbert será: 

Pl Z2j, 

Z2Z2, 

-nm 
P3 z1  z2  

1') fl-flZ 
'-4 = z1  z2 . 

Esta base de Hilbert tiene el inconveniente de que está en coordenadas complejas y 
si la regresarnos a las coordenadas cartesianas, las funciones no son reales. Poi' ello, 
consideremos la siguiente base de Hilbert: 

= w1P1  +w2P2 

= w1P1  —w2P2  

-

3 + P4 = ReP3  
2 

=
-

= IrnP 
2i 

donde R.eP.i  y IrnP3  denotan la parte real y la parte imaginaria de P3, respecti-
vamente. En coordenadas cartesianas, estas integrales primeras tornan la siguiente 
forma: 

W2 2 2 W1 2 H = 

W2 2 2), 
'-1 

Pi = --(i
2  
i + q) - j-(P2 + q2  

= (q + 
ip L(q 

 - 2p2)m  + (qi - 
ipL(q + ip2)m  

P3 

FI 

Pi 

P2 

P3 

1)2 
2" 

= (q + ipi)"(q - ip2)lfl 
- (q - 

ij))1L(1 + '¡P2)1" 

2"i 



{p2p3} = 
n2(H+piy_l(H —p9m _

7fl2(H+pi\\1(J[_piy7_I 

2\2wmJ 2W2 2\2Wl )\22) 

5.3. GENERADORES DEL ÁLGEBRA DE SIMETRÍAS YSUS RELAGIONES DE CONMUTACIÓ 

Estas integrales primeras no son funcionalmente indcpendiciites, de hecho, satisfacen 
las siguientes identidades: 

+ = (Re + (IMP3)2 = IP3I2  = P3P3  = P3R1 
n-n í -  in í -\ni -\m 

= Z1 Z1  Z2 Z2 %ZlZ1) Z2Z2) 

pnprn(H+Pi(H_Pi m 
\ 2w1 J \ 2w 

El hecho de que 

2 2
(j, + p,  

P2 +p3 - 2w ) 2w ) 
establece una relación funcional entre los cuatro generadores del álgebra de simetrías, 
haciendo que estos no sean funcionalmente independientes. Sin embargo, podemos 
eliminar uno de estos generadores sin problema y así obtener una nueva base (le 
IIilbert. Por ello, una nueva base de llilbert es 

{pi, P2 P3} 

y sus relaciones de conmutación son las siguientes: 

{P1,p2} = — (wmn+w2m)p3, 

{ pl, f)3} = (win + W2?fl)f.)2, 

Caso inn <O: 

En este caso, la primer diferencia a notar con el caso anterior es que la base de 
Hilbert está formada por los siguientes polinomios 

Pi = 

P2  = 

fl Iii 
13 1 Z2 

-n-rn 
r4 = Z1 Z2, 

los cuales presentan el mismo inconveniente de antes. Sin embargo, podemos definir 
a. los polinomios pi (le la misma. manera., es decir. 

H = w1 P1  +w2P2, 

Pi = wjPi —w2P2, 
P3 +P4  

P2 
= 2 

=11013, 

P3 —P4  

= 2i 
= ImP3, 
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- 2wi

(H+p1)`1 (H - pl 

2w ) 
m2  (H+p,)"(H-p1 " 

1 
{P2-, P3} = 

2 2w 
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donde se sigue satisfaciendo la igualdad 

2 2 (H+pi 

) 
(H - pi 

P2  +P3 
 = 

%\ 2 2w ) 
Por tanto, la nueva base de Hilbert para este caso es 

wl 2 2 '-2 2 2 
Pi = --(ii + q1) - j-(P2 + q2), 

(qi + ip)?L(q  + ¡P2)'+ (qi - ip1)7 (q - jp)?li 

P2 
= 21+1  

(qi ±ip)fl(q  +ip2)m 
- (qi - 

jp )fl(q 
 - ip2)m 

2i 

y sus relaciones de conmutación son: 

{pl,p2} = (wln w2?rl)p3 

{p1p3} = —(wln—w2m)p2, 

= 

5.4. Resonancia 1: 1 para el oscilador armónico 2-dimensional 

En esta sección mostraremos como llevar la base de Hilbert para el álgebra 
de integrales primeras del oscilador armónico 2-dimensional del ca 

 121

so general a uno 
particular. Para ello, consideremos el oscilador armónico con resonancia 1 : 1. Este 
caso particular se presenta cuando = 1, al cual le corresponden n = 1. 
Directamente de la sección anterior, por ser del caso mn > O, se sigue que su álgebra 
de integrales primeras está generada por las funciones 

Pl 
111 

= 
55LL + q) - (p + q), 

- - plp2+qlq2 

- - p1q2-J)9q1 
- 1fl1-fl. - 

22i 

Éste fue uno de los jemplos utilizados en la Sección de Ejemplos de sistemas su-
perintcgrahlcs, la cual se puede consultar para mayor información sobre este sistema 
Ham it toniano sul)crintegrahle. 

5.5. Resonancia O 

Otro caso particular interesante es el caso degenerado en que una de las frecuen- 
cias es nula. Sin pérdida de generalidad supongamos que W2 = O y w 0. Al repetir 
el proceso para encontrar la base de Hilbert, se llega a la ecuación 

U7' + w2  = Uj?' = O, 

P2 

P3 

-

- 2 2 + 
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lo cual, cii los mismos términos del primer cálculo de la base de ililbcrt, implica que 
y = kj — kt = O. es decir, kj = kt, por lo que Pi = zii es un generador del álgebra 
de integrales primeras. Por otra parte, no se tiene restricción para los valores de S. 
Esto último permite que k y k puedan tomar los valores 1 y  O, respectivamente, 
resultando Z2 una integral primera, más aún, P2 y q2  son integrales primeras debido 
a que las partes real e imaginaria de z2 lo son. 

En conclusión, la base de Hilbert para este oscilador armónico es 

{p + 

Notemos que éste sistema se interpreta como dos osciladores 1-dimmieiisional, de los 
cuales uno se encuentra estático. Así, cualquier función suave en sus variables P2 Y 
(12  es integral primera ya que toda función es constante a lo largo de las órbitas, pues 
las órbitas son, para el oscilador armónico estático, puntuales. 
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