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Introduccion

En la Mecanica Clasica, uno de los sistemas inds conecidos es el oscilador armoni-
co unidimensional, el cual describe la dindmica de una masa puntual sujeta al final
de un resorte que oscila sin friccion. Este sistema modela la fuerza cjercida sobre
la masa cn términos de la posicién. En este trabajo de tesis hacemos un énfasis
particular en el oscilador armonico con dos grados de libertad, el cual puede ser mo-
delado en B! debido a que la dindmica del sistema queda completamente definida
conociendo la posicion v el momento.

in general, sabemos que cada sistema dindinico define un flujo, ¢l cual describe
las trayectorias del sistema. En ocasiones, al aplicar nna transformacion al espacio
fase, el conjunto de trayectorias queda imvariante. En tal caso. a esa transformacidn
se le conoce como simetria del sistema. Vemos también que hay una relaciéon muoy
estrecha entre funciones invariantes a lo largo del flujo v las simetrias del sistenia,
Con el fin de estudiar las simetrias de un sistema dindamico, mostraremos explici-
tamente como una mncidn imvariante induce simetrias del sistema. Tal relacion nos
permite centrar nuestro enfoque tinicamente en las inciones invariantes a lo largo
del lujo. a las enales las lamamos integrales primeras.

Un resnllado conocido es que el dlgebra e integrales primeras del oscilador
armoénico con dos grados de libertad es finitamentie generado. S embargo, no es
comiin encontrar este resultado en la literatura, por ello decidimos realizar esta
aportacion. En este trabajo se demmnestra que el dlgebra de integrales primeras del
oscilador armdnico con dos grados de libertad es finitamente generado y ademds se
exhibe explicitamente un conjunto de generadlores.

En el primer capitulo se revisa material preliminar basico para este trabajo, don-
de se aclara el lenguaje a utilizar y aparecen algunas propiedades importantes con
las que se trabaja en capitulos posteriores.

5] segunco capitulo trata de los sistemas Hamiltonianos en general, asi como de
sus propiedades. También estudiamos el conjunto de integrales primeras, en donde
se encuentra que posee estructura de dlgebra y de dlgebra de Lie, es decir. un dlgebra
de Poisson.

El tercer capitulo trata sobre un teorema de gran importancia, el ‘leorema de
Liouville-Arnold. el cual brinda una descripeidn de los sistemas Liouville integrables.
es decir. aquellos que tienen un conjunto finito de integrales primeras que cumple
con ciertas propiedades, También obtenemos informacion de otro tipo de sistemas.
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a saber, los superintegrables, dounde las condiciones sobre el conjunto de integrales
primeras ¢xigen mcenos.

Il capitulo cnarto contiene el material suficiente para abordar el Teorema de
Schwarzt, ¢l cnal da condiciones para que un conjunto de funciones mvariantes bajo
la aceién de un grupo sea finitamente generado.

Para el quinto y 1ltimo capitulo, mostramos cémo se ajustan los resultados
previos al oscilador arménico en dos grados de libertad para demostrar que su algebra
de integrales primeras es [initamente generaclo. Ademas. se hace el cileulo de nna
base de integrales primeras generadoras.



Capitulo 1

Nociones Fundamentales de Geometria
Diferencial

El material que se presenta en este capitulo es estindar v se puede consultar con
mayor detalle en [3, 4, 19].

1.1. Definicién de variedades diferenciables y ejemplos.

En este primer capitulo se revisan conceptos basicos para el desarrollo del pre-
sente trabajo y se exponen el espacio y las estructuras con las que se desarrolla este
estudio. Empecemos con nuestra primera definicion:

Definicién 1.1.1. Una variedad diferenciable n-dimensional M es un espacio
topolégico Hausdor(T con una base topoldgica numerable. que salisfoce:

1)Eriste una coleceion de parejas (Ug. ©g). con Uy abierto de M, UaeiUy = M oy
DU, = ¢.(U,) © R homeomorfismo.

2) SilU,NUs # @. entonees bgo 7l - @ (Uy N U5) — ©3(Ua N Us) es un difeo-
maorfismo de clase C*®enlre abierlos de R™.

A cada pureya (7, ®,) de la coleccion anterior lo amamos carta local o sis-
tema de coordenadas sobre M.

La nocion de variedad es una generalizacion de espacio enclidiano, pues local-
mente se comporta como uno, v al considerar variedades dilerenciables pedimos que
el cambio de una carta a otra sea suave. A una coleccidn de cartas locales cuyos do-
minios cubren Af le llamamos un atlas A de dimension n. Ademis. para las cartas
(U, D) v {U, ®) el difeomorfismo

bod ' dUNU)—= UNU)

es llamado funcién de transicion o cambio de coordenadas. Un atlas de
clase C™ en M es llamado maximal cuando este contiene todas las cartas locales
(Iﬂ',‘f’] cuyo cambio de coordenadas con elementos (I7,®) € A, & o d~'. son difeo-
morfismos de clase €. Ademads, en un atlas maximal. los dominios de las cartas
locales forman una base para la topologia de Al. Por estructura diferenciable nos

referiremos a una variedad diferenciable junto con un atlas para esta variedad.
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Observemos que R" como espacio euclidiano es una variedad diferenciable donde
(B",idg«) es una estructura diferenciable. Otra variedad que resulta de nuestro
interés en este trabajo es 8' = {(r.y)|r,y e Roe® +4% = 1} C R2. Mostrarcios que
8! os variedad diferenciable.

Para comenzar, dotemos a 8! de la topologfa relativa y con cllo los conjuntos U; =
' ={(1.0)} y Uy = §' —{(—1,0)} son abicrtos en §'. Lucgo, definamos las funciones
Py U = (0,27) y Py : Uz — (—m,7) de la siguiente manera:

arctan () 0<r<l,0<y<l
i r=0y=1
®;(w,y) = ¢ arctan ti] +r —l<u<0,-l<y<l
iz r=0,y=-1

3
arctan (-'é) +2r D<r<l,-1<y<0

arctan () -7 -1<z2<0.-1<y<0

—% r=0hLy=~-1

Dy, y) = arctan (g) <<l -1<y<1
3 z=0.y=1

al‘ctml(f]—l-rr —l<r<0<y<l

Estas hincienes son homeomorlismos v pueden ser interpretacdos como las fun-

cinnes que asignan al vector (z, ) su dngnlo con respecto al eje horizontal. Veremos
que la coleccién {(Uy, ®,). (Us, ®3)} es una estructura diferenciable para 8'. Para
ello. habra que mostrar que ®, o &1’2'1 yPao t‘]>l_1 son difeomorfismos.
Para ®0®; ! : (—m,0)U (0. 7) — (0, 7)U (7, 27) se tiene que &y 0B, (1) =t cuando
te (0, 7))y do :b;] (t) =t — 27 enando t € (. 27). Esto hace que ®; o CI);] sea
difeomorfismo y. analogamente, ® o (131_1 (0, 7)uU (m.27) = (—m,0) U (0, 7) es un
difeomorfismo.

Otros c¢jemplos de variedades diferenciables son §2 v el plano proyectivo P2(R).
para mayor informacion sobre variedades diferenciables se puede consultar [19].

Proposicién 1.1.2. Sean M, N variedades diferenciables. Enlonees existe una es-
tructura diferenciable en M x N

Demostracion. Dotemos a Al x N de la topologia producto. M x N con esta topologia
es de Hausdorff v posee una base numerable, pues tales propiedades son heredadas
de las variedades M y N. Sean A = {(Un, Pa)}aca ¥ B = {(Vis. Vy) }ger los atlas
en M y N, respectivamente. Definamos el conjunto

A= {(Us x Vi, @ag)l(Ua, Po) € A, (V5. ¥3) € B}
donde @4 1 Uy x Vg = d,5(Us % Vi) con ‘i’,“q{.l.', y) = (Pu(r). Valy)) es
un homeomorfismo de L}, x Vs con su imagen. Lueso, dadas las parejas (U,, x
Vi, Py 3 )y (Uny x Vi, ®@ays) € A tal que (Ua, x Vi) N (Un, x Va,) # 0 se tiene
que



1.2. FUNCIONES DIFERENCIABLES, INMERSIONES Y SUBMERSIONES. 5

Doy, 0 D5lg 1 Baygy (Uay X Vi, NUay X Vi) = B, (Uay % Vg, NUs, % Va,)

1

L) W, 00 ;ll (7)) es un difcomorfismo debido

con fjlnz_l;_,otf!;lﬁl (2,9) = (Po,0P]
a que ¢4, 0 tbm' y ¥g,0 ll'gll son difeomorfismos. Por lo tanto, A s un atlas para

MxN.m

Ejempla 1.1.3. Debido a la proposicion anterior y a que S* es variedad diferencial,
se liene que pura

T™.=§'x..x8§

con la estructura diferencial del producto cartesiano es una variedad diferencial. Esta
variedad diferencial es eonocida como el toro k-dimensional.

1.2. Funciones diferenciables, inmersiones y submersio-
nes.

La nocion de variedades diferenciables permite introducir la nocion de diferen-
ciabilidad para funciones entre variedades.

Sea IF: N — M una funcién entre variedades diferenciables. Diremos que I cs
suave si para cada p € N existen vecindades coordenadas (U, @) de p y (V. W) de
F(p), con () C V. tales que F=woFod ' :®(U) = () es diferonciable
en @(p). Llamaremos a F la representacién local de F en las cartas (7, d) v (V. ),

En otras palabras. F se dice suave si su representacion local (o sea, traduccion
al lenguaje enclidiano) es diferenciable.

Definicién 1.2.1. Una funcién I : N — M suave es un difeomorfismo si I es
un hemeomorfismo y F=1 es diferenciable (suave). M y N se dicen ser vartedades
difeamorfas si existe un difeomorfismo ¥ : N — N.

Ejemplo 1.2.2. Sea ' : R = R dada por F(1) = (*. A conlinuacion daremos dos
estructuras diferenciables de B, tal que para solo una de ellas F=4 es diferenciable.

Dotemos u B de la estructura diferenciable inducida por A = {{R,idz)}. Consi-
deremos también A = {(B, W)} con W : V — B.W(¢) := 3. Notemos que los atlas
A y A no son compatibles pues idg o ! : B — R,idz o U7(1) = (5 no es un
difeomorfismo de cluse C™,

: 1 i ;
Ahora. sea IR — R dada por F(t) =15, Probaremos que F es un difeononfis-
mo caando B ticne lo estructura diferencial imducida por el atlas (W), F es suave

dado que F(t) =W oFo icl;{]{i} =Yoo Ft) = \IJ(E%) =1 es diferenciable en R. I es

eI

hameomorfismo y F~1 =% es diferenciable. pues F=1(t) = es diferenciuble.
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Sca I": N = M diferenciable. Se define ¢l rango de I en p € N por cl rango
de I en ®(p) v se denota por rank, I, esto es, el rango de la diferencial de F.

A contimacion damos la definicidn de algnnos conceptos que nos servirdn para
la constrecidn de nievas variedades diferenciables.

Definicién 1.2.3. Sea F : N =+ M suave. F' se dice ser una tnmersion si rankF =
dimN para toda p € N.

Definicion 1.2.4. Un encaje cs una inmersién inyectiva I - N — M que ademis
es un homeomorfismo de N en su imagen.

Teorema 1.2.5. Sea I : N — M una inmersion. Entonces para cada p € N existe
una vecindad U tal que Fly es un encaje de U en M.

La prueba de este resultado se puede consnltar en [4].

Definicion 1.2.6. Sea F : N — M suave. F es unu submersion st rankF =
dimA/.

1.3. Subvariedades.

Asi como en los espacios euclideanos podemaos encontrar subespacios enclideanos.
en las variedades diferenciables podemos encontrar subvariedades diferenciables. v
Para eso ya containos con las herramientas necesarias para dar varios tipos de sub-
variedades tales como los encajes y las subvariedades regulares.

Sea I una inmersion. Si F es inyectiva, entonces N se puede identificar con su
imagen N = F(N) vy ademas se puede dotar a N de una estructura diferenciable.
Comao N es una variedad diferenciable con atlas

A= {(Ua‘@::}}s
donde ¢, : U, 2> R". a N se le puede asociar el atlas
A= {(Va, 0,)}.

donde V,, = F(Ua) v ¥y V, = R" definida como ¥, := &, ¢ F71 Notemos que
UV, = N v para cualquier par de cartas coordenadas (V,, Wa) v (Vi ¥3)

Wo o W Wg(Van Va) = We (V3N V)
resulta ser i difeomorfismo de clase €. N es llamada subvariedad inmersa en
M.
Ejemplo 1.3.1. Sea F : R — R?, con F(t) = (cos 2mt,sin2mi.1). Entonces.

1
DF = fT; — (=2msin 2mt. 27 cos 27t, 1)
di
Observemos que vank: /' = dimR = | para todo t y IV es inyectiva. por lo que I

es una inmersion y sw imagen es una subvariedad inmersa en B
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Ejemplo 1.3.2. Sea F: R - R?, con F(t) = (cos2rt. sen2nmt).

dF
DF = — = (—2msen2rt, 2mcos2nt).
dt
F no es inyectiva y, en este caso, el rango de F oouwelve a ser 1. por lo que es una
tnemersion no inyectiva.

Counsideremos un encaje F' : N — M. Coma F es un homeomorfismo de N sobre
su imagen N = F(N) con la topologia de N inducida como snubespacio de M. N es
nna subvariedad de N y es llamada un encaje.

Definicién 1.3.3. Sea N C M. N se dice tener la propiedad de n-subvariedad si
para cada p € N existe una carta coordenada (U, ®) en M. @ : U — R™, $(q) =
(21(q)y ower (@) tal que:

e &(p)=(0....,0)
e O(7) = B"(0) = {x € R™|||z|| < €}
o BUAN) ={e BP0 =g = =™ =0}

Las carlas coordenadas de esle lipo son llamadas coordenadas especiales (re-
lativas n N.

Considerando que N con la Lopelogia relativa es una variedad lopoldgica, cada
sistema de coordenadas especiales (U, @) de Af deline una carta coordenada en N.
(v, (fl)_ conV =UnNNy b= ned|y. donde w: R™ = B", m(y1, oo Yim) = (M1, o0 Un)
es la proyeccidn usual. Definamos también i : N — M, como i(r) = » la inclusidn.
Las carlas inducidas por las coordenadas especiales son compatibles y la estructura
diferenciable que se define en N hace que i sea un encaje. ln este caso, N es llamada
una subvariedad regular.

Ll signiente teorema es un criterio muy 1til para garantizar que tenemos una
subvariedad regular.

Teorema 1.3.4. Sea F : N — M diferenciable. donde dimM < dimN y rankt =
dimM en todo A = F~Ya) pura algin a € M. Entonces A es unu subvariedad
regular de N de dimension n — m.

La demostracion de este teorema puede ser cousultada en [4].
Ejemplo 1.3.5. Sea F : R" — R definida como I'(.r) = |l I tiene rango | en
R"/{0}. por lo que F7(1) = {x € R"||[z|| = 1} = 8"~ rs una variedad reqular.
1.4. Campos vectoriales.

Antes de definir a los campos vectoriales, haremos énlasis en la nocion de espacio
tangente. Para esto, consideremos a R" = {(a. ..., 2, )| € B} y sea a € R" con
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a = (ay....,04). Buscamos asociarle al punto o un espacio veetorial que denotarcios
T,R" v lo Hamarcios espacio tangente en a € R™. Dado que R" tiene estructura

de espacio vectorial (R", +. ) sobre R, utilizarcinos sus propiedades para definiv las
operaciones que hardn a T,R™ espacio vectorial.

Geometricamente, i = (uy,...,uy) € R" se interpreta como el segmento dirigido
que nne el origen con (1, ..., 1,). Utilizando esta nocién, T,R" = {d¥|s € R"},
donde ai es el segmento dirigido que une @ con x. Visto de este modo. podemos
definir la biyeccion @, : R" = T,R", donde ®,4(z) = ai.

Para definir las operaciones en T,R", sean X,.Y, € T,(R"),a € E y delinamos:

Xo+ Yo 1= @097 1(Xa) + 971 (Ya)),

o Xy =0, (a- 071X,

I5s [Acil comprobar que T,R" es espacio veclorial sobre R con estas operaciones.
Ademds. si consideramos la base canénica en R™, {E'} | con £' = (0....,1,...,0) y
definimos £? := @, (£*). entonces { £} }L | es base de T,R".

Lixisten distintas formas de definir el espacio tangente, es por ello que vercios
una segunda definiciéon de 7,R™.

Nuevamente sea a € R" y sean ¢ > 0 y I, = (—¢,¢). Consideremos vy,vy2 : [, —+
R" curvas suaves (diferenciables) con 1 (0) = 92(0) = a. Diremos que las curvas ~y
v 7y son equivalentes si sus derivadas en 0 coinciden, esto es,

iy drys
7~ —r(0) = —~(0).

Es inmediato comprobar que 77 ~ 72 define una relacion de equivalencia de curvas
en a. Luego, a cada 5 : [, = R" con 5(0) = a lo podemos asociar con una elemento
de BR", su derivaca en 0.

Por lo anterior, podemos definir el espacio tangente como T,R™ = {5'(0)|5 :
I, = R" v 5(0) = a}. En esta definicion sélo basta mostrar que existe una curva
suave 7 con 7(0) = @ tal que 3'(0) = & para cualquier & € R", para esto. considers-
mos (1) =t + a. la cual cumple con lo requerido.

Los clementos del espacio tangente ticnen una estructura mds rica on propie-
dades. Por ello veremos un par de definiciones que nos permitivin aprovechar la
estructura de T,R™.

Definicién 1.4.1. Sea K un campo. Un dlgebra sobre K (o K-dlyebra) es un es-
pacro veclorial A sobre K con una operacion binaria - : A x A = A tal que pura
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todo w,v,we Ay e K-

(i) u-(v+w)=u-v+u-w.
(it) (v+w) u=v u+t+w u
(iii) A(w-v) = (Au) -0 = - (Av).
La operacion - es llamada una multiplicacion en A.

Ejemplo 1.4.2. Sean K =R y A=C™(R). A es una R-dlgebra con la multiphca-
cion usual.

Definicién 1.4.3. Un dlgebra de Lie es una pareja (V. [.]) donde V es un espacio
vectorial sobre un campo F y [, ] V xV = V es una operacidn binaria que salisface

las siguientes propiedades pura N €F yu,v,w € Ve

i) Bilinealidad:
[1e, Aer + aw] = Afewoo] + [1e, 0],

[r\u + ul] = /\['rr, m] o IJ', 'u.'],

i) Antisimetrio:

[r. 0] = —|v, .
itt) ldentidad de Jacobi:

[u, [v w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] = 0.

Algunos ejemplos de dlgebras de Lie son (B, ). donde x es el producto cruz
v (M. [.]). con [.] el conmutador de matrices. A continuacién tenemos una
nocion elemental sobre el corchete de Lie:

Definicion 1.4.4. Sean (V1. [, |1). (Va. [, ]2) dos dlgebras de Lie. Se dice que una
transformucion lineal T V) — Vi es5 un morfismo de dlgebras de Lie si:

[T(e), T(w)]y = T([e,w]2) para tode v, w € V)
es decir, un morfisimo de dlyebras de Lie preserva el corchete de Lie.

Definicion 1.4.5. Una dertvacion de lo K-dlyebra A es una transformaciin I -
lineal D : A — A que satisface lu regla de Leibniz. es decir. si [.g € A:

D(f-qg) = f-Dlg)+ D(f)-q.
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Ahora procederemos a darle una interpretacion a los elementos de T,R™ gue nos
permitivd operarlos cou facilidad; para esto. lamemos €™ (a) a las funciones C*que
contienen a a en su dominio. 5'( a X, £ T,R™, v expresémoslo en términos de la base
{L"} Ly como XNy = Er L 0id7). Luego, X, induce nna funeién

X;:C%n) =R

tal que
O
) —Eﬂx“é;(ﬂ)-

De esta forma, podemos definir con mayor precision a la funcion como X =
ZE-—I f.\,nﬁ—'lﬂ. Adti‘]lléﬁ.l si consideramos las funciones f, : R"* — R con f;(r) = a3,
obtenemos que X:(f;) = oy, por lo que X estd completamente determinada por
los valores en cada f).

Utilizando el hecho de que €™(a) es un dlgebra, X es un operador lineal en
C™(a). puesto que para f,g € C™(a) v A € IR se tiene:

n

Xir+ag) = 3o 2L 20 ) ch.—(ﬂ}+a\2fh (a) = XZ())+AX](g)-
i=1 * l

Mis ann, satisface la propiedad de Leibniz:

. [ ¢ 1‘ Ay
(ra) =3 02D ) =3 nur g (a) +Zaqd— (6) = I X3() + 0 X300
e =1

=

Esto nos permite definir un nuevo conjunto P(a) como el conjunto de operadores
de C®(a) a R que satisfacen linealidad y la propiedad de Leibniz. D(a) es llamado
¢l conjunto de derivaciones de C™(a) en R.

A D(a) podemaos dotarle de una estructura de espacio vectorial de manera na-
tural definiendo para Dy, s € Dla) la suma (Dy + Da)(f) == Di(f) + Da(f) v el
producto por un escalar a € R como a - Di(f) == a - Di(f). Clavamente, )y + Iy
v a - Dy heredan la B-lincalidad y la propicdad de Leibiz de Dy v Dy,

Hemos visto cdmo a un clemento X, se le puede asociar una derivacion Xy
extendiendo de la misma forma esa asociacion podemos considerar la transformacion
f L TL(R™) = D(a). Veremos que esta trausformacion, ademads de ser lineal, es un
isomorfismo de espacios vectoriales. Probemos primero la lincalidad de 7. Para esto.
scan X, ¥y € TLR", von X, = ¥ g 0 ElyY,= Y BEL,AeRy e C®a).
Luego:

(AXa+Ya)"()) = Z(,\a +8;) )_Aznld{r a)+z Bi df = AXL )4V ()

=1
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La transformacién * : T,(R") — D(a) resulta ser invectiva, pues para X, =
E: sl X7 =04 o =0 para toda ¢ = 1,2, .., n. Ademnds, podemos mostrar
que también es sobreyectiva. Sca D € D(a) v scan o = D(fy). con fi(x) = @y
Definamos X, := E:‘z L qu:; v consideremos los signientes lemas:

Lema 1.4.6. Sca D € D(a). Entonces D es ecro en cualquier [ € C(a) que sca
constante en une vecindad de a.

Lema 1.4.7. Seu f(xy,r9,....2n) una funcion C= definida en un abierto U Lal que
a € 1. Entonces extsle una vecindad abierte B de a, con B C U y funciones C™
G g2 g™ definidas en B tales que:

. gila) = (g,i(an.
s fleg o wn) = fla) + 20 (0 — a)g' ().

La demostracidn del Lema 1,46 es inmediata, v el Lema 1.1.7 es conocido como
Lema de Hadamard.

Por el Lema 14,7, restingiéndonos a B tenemos que:

D(f) = D(f(a) + D _(r: — a)g'(a) = D(f(a)) + Y _ D((xi — ai)g'(a))
=1

i=1

Y utilizando el Lema 1,4.6, la R-linealidad y la propiedad de Leibiz de la deri-
vacion, se sigue que:

D(f) = Zu (r:)g'(a) § :n‘ = X2(f)
i=1
Por lo tanto, I? = X y con esto conclmmos que * es un isomorfismo entre los
espacios vectoriales 1, E" v D(a). Otro punto importante a notar es que el conjunto
{l’l’_ ''_, es una base para el espacio de derivaciones D(a).

Por iltimo. definimos como haz tangente en E™ a la unién disjunta de los

espacios tangentes. el cual denotamos por TR™ := | |,cqn T,R".

Definicion 1.4.8. Un campo vectarial en un ubierto U C R" es una funcion X
que usigne a cada punto p € U un vector X, € T,R". esto es. X : U — TR" tal que
Xp)el,R"¥peU.

=H

Sea U7 un abierto de R". denotemos por F(LU'} al conjunto de funciones reales
definidas en U
FU)={f:UcR"=R}.

Notemos que C™(07) € F(U). mds ain, tomando en cuenta que (U} tiene estructu-
ra de espacio vectorial con la suma usual de funciones y producto por escalar, C™(07)
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es un subespacio de F(U7). Un campo vectorial X en U define una transformacion
lineal

X :C™(U) = F(U)
cxU)sf- X/,

donde X f : U — B es la funcién definida por (X f)(p) 1= Xp(f). Se dice que un
campo vectorial X es diferenciable si para toda f € C™ se tiene que X f € C™.
El conjunto de campos vectoriales diferenciables en I/ se denota por X({/). En este
conjunto se puede definir una estructura de espacio vectorial sobre R de manera
natural. Ademads, X(U) es un C™(U)-moédulo y, como tal, es finitamente generado.
Se puede probar que si {&), z2....,2,} € C®(U) es un sistema de coordenadas en U
n
Pl

y {a——} C X(U) tales que z-(x;) = 6{ entonces para cada X € X(U) existen
Ty E=y 4

n d
fi e C°(U) tales que X = Ji— Para una lectura mas profunda se puede con-
dr !
= Or;

sultar [22. 7).

Existe una operacion importante en X({7) llamada el corchete de campos.
que le asocia a dos campos vectorfales X,V v un tercer campo vectorial [X. Y], Este
tltimo campo vectorial se define coma [X,Y](f) := Xo ¥ (f) =Y o X(f). El corchete
de campos vectoriales es un operador bilineal, antisiimétrico v satisface la identidad
de Jacobi. Ademids, satisface la regla de Leibniz [X, fY] = f[X, Y] + X(/)Y. La
prucha de estos hechos es directamente de la definicion del corehete de campos
vectoriales.

Proposicién 1.4.9. I espacro de campos vectoriales X(U) junto con su eslractura

de espacio vectoral R-limeal y el corchete de campos vectoriales es un dlyebia de Lie.

Definicién 1.4.10. Sea I € B un intervalo con 0 € I y sea~ I — R" una curva
suane, Se dice que 4 es una curva integral del campo vectorial X si:

d~
0 =X((0)

Podemos interpretar a las curvas integrales como curvas tales que en cada punto
su direccion es la misma que la del campo vectorial X. Con esta idea en mente.
podemos definiv un concepto mis general. el del flujo de un campo vectorial:

Definicion 1.4.11. El flujo de un campo vectoriul X € X(U) es unu funcion
FI:R x R* = R" tal que para p € R" y F1' := Fl(L,p) se satisfuce:
o &) = X(FIt(p))

o %)~ p
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En general, existen campos vectoriales cuyo flujo no es completo, es decir, su
flnjo no esta definido para todo + € R, pero para nuestros fines, solo cousideraremos
campos completos.

Veremos a continmacién un cjemplo clasico de campos vectoriales y su fhujo,
conocido como el oscilador arménico 1-dimensional.

. . : 2 : 20y L -
Ejemplo 1.4.12. Consideremos en R” el campo veclorial X = —rage= + 115,
Procederemos a encontrar el flujo del campo. Para ello. sea p = (py.pa2). Nuestro
objetive es encontrar la solucion al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

dey
di a
dI-g =

di " 5

Donde oblenemos que el flujo es FI(L,py.p2) = (preos(t) — pasen(i). pysen(l) +
pacos(t)).

Un caso particular de flujo de un campo vectorial es cuando el campo vectorial
X tiene un punto fijo, es decir. existe z* € R" tal que X(2*) = 0. En este caso, la
curva integral de X que pasa por =* es la trayecloria constante dada por la curva
~ I, = B™ tal que «(t) = &* para todo t € ..

1.5. Formas diferenciales.

En esta seecion introducimos la nocion de formas diferenciales siguiendo ol cn-
foque y la notacion de [19]. Para hablar de formas diferenciales. primero debe-
mos hablar de la diferencial de wna funcidn, por ello consideremos ol conjunto
Oy ={f:UCR" = Rlpe Uy [esdiferenciable en p}. el enal es un dlgebra
v contiene a las funciones coordenadas. También, para nn punto p € B defini-
mos ¢l espacio cotangente cn p como TyR" := (T,R")" = {a, : TR" = R|a, es

R-lincal }

Definicion 1.5.1. Sea f € O, La diferencial de [ cn p se define comao la funcional
tineal dyf : T,R™ = R tal que dy, [(Xp) i= Xp(f)

Aqui resulta necesario hacer una observacion sobre la definicion. pues al mo-
mento de considerar X,(f), estamos interpretando a los elementos de T,R™ como

derivaciones y 1o como solo vectores,

Las diferenciales en p de las funciones coordenadas r; : B — R son una base
de ToR", donde la diferencial dr; denota a la fwcion da; : R" — 17(R") dada
por du;(p) := dpa;. De hecho. esta base es la base dual asociada a {f|p} y que
denotaremos por {d,r;}. Ademds. dado o € T;R", podemos representar a o en

términos de la base {d,z;} como o =31, n-(;.-;j—,"j,‘)d.,,.r,,
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Definicion 1.5.2. Scan f1, fo, ..., fa € Op. Se dice que ¢l conjunlo { [y, fa..... [n} es
un sistema de coordenadas locales enp € R" silas diferenciales dy fr, dy fa, . dy [y,
Jorman una buse de TyR".

En particular, las funciones coordenadas x; : R" — R forman un sistema de
coordenadas locales. Mas atin, daremos un criterio para determinar cuando un
conjunto de funciones es un sistema de coordenadas locales. En general. las fun-
ciones fy, fs..... f,, € Op forman un sistema de coordenadas locales en p € R" si

det(ZL (p)) # 0.

Con esto en mente, continuamos con la definicion de forma diferencial.

Definicién 1.5.3. Un eampo de formas lineales (formas exteriores de grado 1)
en R" es una funcion w que asociu a cadu p € R™ un elemento w(p) € 1;R". donde
w(p) = ay(p)dpry + az(p)dpas + ...+ ap(p)dpz, con a,: R" = R, donde dx; denota a
la funcion dx, : R" — 1T*R" dada por day(p) := dyx,, por lo que w se expresn como
w= 0 il

Si las funciones a, son diferenciables, entonces w es una forma diferencial de
grado 1 (1-forma diferencial). El conjunto de campos de formus lineales se denotu
por A (R™) y el conjunto de formas diferenciales de grado 1 se denota por Q' (R™),

La generalizacion a n-formas diferenciales es natural. Sin embargo. es necesario
utilizar ¢l producto exterior de formas, el enal para wy.ws € Al (R™) se define el
producto exterior de wy con wsy como wy A ws, donde

(w1 A o) (2, v2) = det (w;i (1))

Definicién 1.5.4. Unn k-forma exterior en un abierio U € R" es una funcion w
que a cada punto p € U le asigna un elemento en A""fR“*). w se puede expresar de
la siquiente forma:

wip) = Z Bigigonin (P)(dT™ A d2'2 A . Adz'™),

1€ii <o, €5 €n

Donde (da™ A dz'? A ... A dats )p = d.,,.t:f' A dpx'i‘ Ao (f,.;ri" Y Qiyiz...i, SON
Junciones de U7 en R, Mas adn, w es una k-forma diferencial (forma diferencial
de grado k) si ayy .0, € C(). EL conjunto de campos de k-formas exteriores se

denota por AN(R"). Fl conjunto de k-formas diferenciales se denota por QF(R").

Ejemplo 1.5.5. Consideremos a todo R', entonces los conjuntos de formas dife-
renciales son los siguientes:

s ONEY = {a: R = Rladiferenciable)

= QYERY = {adiry + agdry + azdry + agday] a; : R — R diferenciables)

. EIE(T\'_‘l) = {trmr.".n Adro+apadey Adry+ appde ) Adey +aosdes Adry + asydas A

dry + azydey Adry| a;; : R* - Rdiferenciables)
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« O3(RY) = {arasdey A dira A day + ayagdiey Adieg Adag + aygaday A deg Adey +
aggadza A dag A day| aggy RY = R diferenciables}

o QYRY) = {aypgaday A dzy A drs Adrg) ayosg - R — R diferenciable}

Las [ormas diferenciales en R™ junto con el producto cniia cnmplen con cierias
propiedades que nos resultardn titiles al momento de hacer cileulos. Algunas de esas
propiedades son Jas siguientes:

Proposicién 1.5.6. Sea w una k-forma. o wuna l-forma y 6 una r-forma en RB",
entonces:

w wA(dAH) = (wA o)Al (asociatividad),
s wAS=(—1)¥¢ Aw (simelria graduada).
w wA(o+0)=who+wAhl (distributindad).

Ejemplo 1.5.7. Sea w = xdx) Adrg + radry Adry una 2-forma en RY. calculemos
wAw:

wAw=(r1dey Adeg + wades A deg) A (eydey Adaes + eadaeg A diy)
= ryradry Adro Adry Adry + xyeadrs Adrg A day A das
=2y aydry A deg A dry A diy

Para formas diferenciales podemos definir la diferencial exterior, que generaliza
¢l concepto de diferencial de una funcién en un punto.

Definicién 1.5.8. Seu g : R" — R diferenciable (0-forma en R" ). Definimos la
diferencial de g como

n ag
dg = Z ﬁr.".ri

dg es una 1-forma diferencial de R".

La diferencial, en este sentido, generaliza a la Definicion 1.5.1 pues se fiene que
dg(p) = dy. La idea para generalizar el concepto de diferencial de una funcidn es
buscar la manera de asociarle a una k-forma en E" una (k + 1)-forma en R" v eso
se logra como signe:

Definicion 1.5.9. Seaw = 3 o ttadey una k-forina diferencial en B La dife-
renciel exterior dw. de w. se define por

du = Z tlag, A drg

nel

Donde I es un conjunto de multi-indices de dimension k y de, = dr., Adrg, A
AV & PR
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Algunas de las propicdades mds importantes de la diferencial exterior son las
siguicntes:
Proposicién 1.5.10. Sean w, wy, ws € QF(R") y ¢ € QY(R"). entonces:
n d(wy +wy) = dwy + dws,
» dwA @) =dwno+ (—1)wnde,
s d(dw) = d*w =0.

Definicién 1.5.11. Una k-forma a se dice ser exacta si carsic una (kK — 1)-forma
3 tal que o = d3. o se dice ser cerrada si do =0,

Por la Proposicién 1.5.10, toda k-forma exacta es cerrada.

Ejemplo 1.5.12. Sea o = diy Adaea+dag Adry. o es cerrada ya que sus coeficientes
son constantes, y tambicn es exacta puesto que o = d(wydig + agdryg).

1.6. Integracion en variedades.

Para comenzar. estndiaremos integracion en R™. mds precisamente la integral de
Riemann. para lnego extender la nocion de integrabilidad al caso en el que nuestro
] (=] o
dominio de integracion es una variedad M.

Primero determinaremos las condiciones que requiere un subeconjunto de E" para
ser dominio de integracién. Para ello consideremos A € R™ v diremos que A tiene
contenido de Jordan 0, ¢(A) = 0, si para cada ¢ > 0 existe una coleccion finita

i

de cubos ¢; en R™ que cubren a A y E Vol(ei) < e, donde un cubo es el producto

pEs

cartesiano de n intervalos cerrados v Vol(e;) es el volumen del cubo ¢,. Los conjuntos

finitos son ejemplos de conjuntos con contenido de Jordan cero. También diremos

que A es un conjunto de medida cero, m(A) = 0., si para cada ¢ > 0 existe nna
i

coleccion numerable de eubos que enbren a A y E Vol(e;) < e. Los conjuntos nn-
i=1
merables son ejemplos de conjuntos de medida cero.

Observemos que los conjuntos de contenido cero son conjuntos de medida cero.
pero el reciproco no siempre es cierto. Iin el caso en que A sea compacto tendremos
que ¢(A) =0« m(A) = 0.

Definicion 1.6.1. Un conjunto acolado D C R" se dice ser un dominio de inte-
gracion si la fronlera de D, @D. liene conlenido cero. es decir. e(OD) = ().

Algunos ejemplos de dominios de integracion son los cubos y lus bolas en R" y
regiones cuya frontera sean hipersuperficies.
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Para que una funcion sca integrable, en el sentido de Ricmann, no es necesario
pedirle continuidad en todo punto, pero si en casi todos los puntos. Por eso. diremos
que una funeion f @ R" — R es casi continua si ¢l conjunto de discontinuidades
tiene contenido cero y veremos que éstas son las funciones que nos interesan.

Teorema 1.6.2. Seu D una region de integracion en R" y f: D — R una funcion
acolade y casi continue en D. Enlonces [ es Riemann integrable en D, es decir,
[p fdv eziste.

Sean f,g : BR" — R Riemann integrables v 1), 1)) Da dominios de integracion.
entonces algunas de las propiedades de la integral de Riemann son las siguientes:

» Si ¢(D) =0 entonces [, fdv = 0.
. J..D]_UDZ fd""r = JIDI fd'i:,' + .’Iﬂz fdv = fD]ﬂD: fd!.-’.

Iplaf +bg)dv = a [, fdv +b [}, gdv para a,b € R.

wsi f 20y c(D) #0 entonees [, fdv > 0.

= si f tiene soporte compacto, es decir suppf = {z € R"|f(x) # 0} es compacto,
entonces [5, fdv = L_“pp 7 fdv.

Si D es un dominio de integracion. definimos ¢l volumen de D por VolD =
[p xpiv, donde

1 ze D,
-\'D{"")={ 0 z¢D.

Consideremos G : U — U un difeomorfismo de {7/ € R" a U/ € R" abicrtos.
Denotaremos por DG/ a la malriz Jacobiana de (+ v | D] a sn deferminante. 'ro-
cecderemos a enunciar el Teorema de cambio de variable:

Teorema 1.6.3. Sea ¢ : U — U un difeomorfismo. Supongumos que D C U
y D = G(D) C U son dominios de integracion y que [ es infegrable en D. Sea
g = foG. Entonces g es integrable en D y

[‘ j'rfF-‘/fcaG;DGHr: / g|DGldv
D D JD

Il material visto sobre infegracion en R™ es suliciente para abordar la infegracion
en variedades. Para eslo, considerarenios a M como nna variedad diferenciable y
adaptaremos algunas de las definiciones en el caso real a la variedad AL,

Definicién 1.6.4. [Un conjunto A € M se dice lener contenido cero. of A) = (1.
st esld contenido en la union de un nimero finito de compaclos A;. A C U_ | A; con
A, contenido en el dominio de unu carta coordenada (W, U;) tal que ¢(¥;(A;)) =0
en R,
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Aquf hay algo que debemos observar con respecto a la imagen de un conjunto de
contenido cero bajo una funcion suave. Para cllo, seca A € M un conjunto de conte-
nido cero y sea F 2 M — N una funcidn suave entre variedades. Si dimM < dimN
entonces I7(A) tiene contenido cero.

La Definicion 1.6.4 anterior y la observacion son vilidas también si consideramos
medida cero en lugar de contenido cero.

Ejemplo 1.6.5. Seu £ : R" — B! tal que Flxy. 22, . n) = (21, T2 oy Zpey).
Seu A={reRz,=1.0<z; <1lparai=12,..,n-1}. A esun conjunio de
contenido (medida) cero en R™ pero F(A) no liene contenido (medida) cero R"™1,
pues es un cubo de volumen 1.

Definicién 1.6.6. Sea D C M un conjunte compacto en M. D es un dominio de
inteyracidn en M si lo frontera de D tiene contenido cero.

Para poder definir la integracion sobre na variedad M es necesario que esta sca
orientable, ¢s decir, que exista una n-forma  en M tal que Q(x) # 0 para toda
o€ M. A Q la Namaremos forma de volumen (u orientacion). Si consideramos a
QO otra forma de vohunen en M entonces existe f: M — R con f(a) # 0 para toda
€ M, tal que Q2 = fQ.

Definicién 1.6.7. Una funcién [ : M — R se dice ser integrable si [ es aco-
tada. liene soporte compaclo y es casi conlinua. Una n-forma w en M se dice ser
wntegrable si w = Q. con O una forma de volumen y f una funcidn integrahle.

Dada una n-forma w. diremos cémo definir la asignacion w — [,,w € R. Lue-
go. para definir la integral de una funcién integrable en M, utilizaremos el he-
cho de que w = fQ es una n-forma integrable, por lo que haremos la asignacion
J = [y fdv = [y, fQ. Por lo tanto, nuestro interés esti en el cdlculo de la integral
de n-formas.

Diremos que un conjunto @ en Al es un cubo si existe una carta coordenada
(.U)talque QC Uy @(U)=C={reR"0< <1}

Haremos algunas consideraciones previas a la definicion de la integral en una va-
riedad. Para esto, sea M una variedad diferenciable de dimension n. con orientacién
O v sea w una n-forma integrable. Supongamos que suppw € Q, con € un cubo
en A Sea (P.17) la carta coordenada asociada a @@ y supongamos que la n-forma
wod Len R toma la forma wo® ™! = g(a)dey Aduea A Adry, con gla) € CO(D(IT)),
En este caso. definiremos la integral de w en A como w:= [ gdv. Como obser-

M Je
vacion. esta definicion no depende de la carta asociada a Q.

Ahora. sea w una n-forma integrable arbitraria v sea K = suppw. Dado que K es
compacto, podemos cubrirlo con los interiores @, 2y, .... @, de cubos ). Q4. ... (..

Con esto, {M = K.Q,,Qy....,Q,} es una cubierta abierta finita de M y utilizaremos
los signientes hechos:
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Definicion 1.6.8. Una particion de la unidad en M es una coleceidn de funcio-
nes { fa} definidas en M tales que:

» [az0
s {supp(fa)ta forman una cubierta locabmente finita en M
w 3, fale) =1 para todo x € M

Unu particion de la unidad se dice ser subordinada ¢ uno cubicrta abieria {A,}
de M si para ceda o existe un v Lal que supp(f,) € A,.

Un hecho importante es que toda cubierta abierta {4} de M tiene una particién
de la unidad subordinada a ésta. Asi, tomamos una particién de la unidad {f;};_,
subordinada a la cubierta {M — K, @1, Q2. ..., @ } y definimos la integral de w como:

_/ w= [ fiw +f fow + ... +/ fsw
M M Y] M

Como observacién, esta definicién no depende de la particién de la unidad.

1.7.  Acciones de grupos de Lie en una variedad.

Una de las herramientas mds importantes para este trabajo es la de accion de
grupos, v nos interesa la accidn de los grupos de Lic v los grupos discretos. Estudia-
remos las acciones de estos grupos en el resto del capitulo.

Primero, introduzeamos la nocidn de grupo topoldgico. Un grupo topoldgico
es un grupo G oque posce una estructura de espacio topologico tal que las funciones
piGx G G ocon p(g,h) =g+h,ei: G G, conify) =gy ', son continuas.
Ahora, definamos un grupo de Lie.

Definicién 1.7.1. Un grupo de Lie es un yrupo G que posee unu estructura dife-
renciable tal que las funciones p: G x G —= G. con p(y. W) =g=h. ei: G — G, con
ig) =g

Un grupo de Lie GG en particular es un grupo topolégico. Un ejemplo bédsico de
grupo de Lie, el cual es importante para el desarollo es éste trabajo. es §'. Hemos
mencionado ya que §' tiene estructura de variedad diferencial. Para probar que ade-
mas cs un grupo de Lie, identifiquemos a 8! con el conjunto de numero complejos
de norma 1. €/{0} es un grupo abeliano bajo el producto usual de complejos y S! es
un subgrupo de €/{0}. Como C/{0} es un espacio vectorial de dimensién 2, es po-
sible definir en él una estructura de variedad diferencial 2-dimensional con respecto
a la cual el producto de complejos y la inversion de complejos resultan ser funciones
suaves. Por tanto C/{0} es un grupo de Lie v, en consecuencia, 8! también lo es.
Ademads. se puede probar que el producto cartesiano de grupos de Lie tambien posee
estructura de Grupo de Lie, por tanto el toro T" = §! x 8! x ... x 8! es un grupo
de Lie abeliano n-dimensional. Para un estudio mas a detalle. se puede consultar [4],

. son diferenciables.
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Definicion 1.7.2. Seun G un grupo un grupo de Lie y M una variedad difevencial.
Una aceidn suave de G en M es une funcidn seave © @ G x M — M al que se

cumnple:
(i) ©le.x) = x para toda x € M. donde e es el elemento neutro en ¢
(ii) O(g* h.x) = O(g,0(h,x)) para toda g, h € G, x € M.

Observemos gque en una accion suave G x M — M, al fijar un clemento g € G,
la accion determina un mapeo diferenciable ©, : M — M, con O4(x) := O(g,x).
Las propicdades de una aceién nos permiten cousiderar ©,-1 y concluir que 0, y
6,-1 son funciones inversas. lo enal implica que 8, es un difeomorfismo. A rasgos
mads generales, una accién suave en M de un grupo de Lie. nos permite asociar un

difeomorfismo a cada elemento del grupo de Lie.

Para cada r € M se define la drbita de G por x como el conjunto Orb(x) :=
{©(g,7)|lg € G}. Las érbitas de una accion definen una relacion de equivalencia
en AM: se dice que z y si existe g € G tal que 8(g,z) = y. El conjunto de cla-
ses e equivalencia de la accion se denota por M/G. Sim @ M — M/G denota
la proyeccion natural y dotamos a M/ de la topologia cociente, entonces 7 es
contina. Con ésta misma topologla. M /G tiene una base numerable si para cada
A M abierto Uyet; B4(A) es abierto. M/G es Hausdorff si y solo si el conjunto
{(x,0(g.2))|lg € G andx € M} C M x M es cerrado con respecto a la topologia
producto.

Para cada «© = Af, el grupo estabilizador de & es el subgrupo

Gy =1y € G|O(y, ) = x}

Destacaremos algunos tipos de acciones de grupos. Diremos que una accion © es
libre si el estabilizador GG, es trivial para todo = € S, es decir, GG, = {e}. La accion
serd fiel si el mapeo g — O, es inyectivo, donde 8, : § — S es ©,(x) := O(g, x).
La accidn se dice transitiva si para cada x,y € § existe ¢ € G tal que O(g.2:) = y.

Consideremos A un espacio topoldgico. Diremos que nna accion @ : Gx A — M
es propia si la funcion © : G x M —» G x M es propia. Es decir, para cada compacto
KcGxM® HK) es compacto en G x M. 8i G es nua grupo de Lie compacto.
la accion sicmpre os propia.

Como ejemplos de acciones de grupos de Lie tenemos la accién de §' en C.
8 x C — C. definida como (f.z) := 0z. donde cada difeomorfisma asociacdo a
cada elemento de S representa una rotacion de C. También, podemos considerar
la accidon de GL(n.R) en R" definida como GL(n,R) xR" — E" donde (A.r) — Au.
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Si G es un grupo de Lie, G actila sobre 7 por traslaciones a la izquierda. La
traslacidn por la izquierda es la funcidn 8 : G x @ — @ definida por

O(g, h) := gh.

La traslacién por la izquierda es una accién de ¢ en G libre, fiel y transitiva.

1.8. Acciones de grupos discretos en una variedad.

Iin ésta seccidn estaremos trabajando con acciones de grupos discretos sobre
una variedad diferencial M. Se dice que I" es un grupo discreto si tiene una cantida
numerable de elementos y dotado de la topologia discreta es un grupo topoldgico.
Como cjemplos sencillos de grupos discretos podemos mencionar ZF con la suma
usual de vectores; & el grupo multiplicativo Z,.

Definicion 1.8.1. Sea ' un grupo discreto y M una varieded diferenciol. Una aceidn
suave de T oen Moes una funcion © 1T x M — M tal que se cumple:

(i) Ofe.r) = & para toda o € M, donde ¢ es el elemento neutro en T,
(i) ©(gh,z) = B(g.8(h.x)) pura toda g.h € ', x € M.
(iii) Op(x) := B(h.x) es suave en M para todo h € T.

Si M es un grupo discreto actuando en My A € M, denotarcimos por T'A =
{U{g.a)|lg € A, € S} ala érbita de I" sobre A, En particular, la érbita de T por
& ose denota por Ta

Para cada h € I' y V' € M, s¢ define BV := {Op(x)|z € V' }. En particular, si V
es abicerto (6 carrado) entonees IV es abierto (cerrado).

Definiciéon 1.8.2. Un grupo discrelo I achin propiamente en una variedad dife-
renciahle M silo accion es suave y para enda x € M existe una vecindad U tal que
el congunto {h e ') h-UNU # 0} es finilo.

Proposicion 1.8.3. Un conjunto discreto I' actiia propiamente en M si y solo si el
grupo de isolropta 'y de cude x € M es finito y cada & liene une vecindad tal que
h-UnU=0sihgl,yh-U=Usihel;.

PPara wayvor infunnacion sobre estas propiedades se puede consultar [1].

Lema 1.8.4. Sean S un conjunio y B™ con su topologin usual. Consideremos una
aceion lransibiva de R™ en S y sea 1" el grupo eslabilizador de un punio o9 2 5. Si
1" es un qrupo discrelo. enlonces existen ey, €a. ..., e € 1 linealmente independientes
lales que 1" = {mye) + maes + ...+ mypep | m; = 2},

Demostracion. Denotemos por @ : E" x 8§ — § la accion de B en S. Notenos
que [ es un subgrupo de " que no depende de xg. Sea 2 € 5. Como la accién es
transitiva, existe v € BR" tal que ©(r,xp) = . Para t € I se tiene
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O(t.z) = O(t, O(r, 1)) = O(r, O(t. 2¢)) = O(r. 7o) = x

Por lo tanto. I' no depende del punto #g. Para mostrar que existen ey, es, ..., ¢ €
I' lincalinente independientes tales que I = {imyey + maea + ...+ mypeg | m; € 2},
notemos que 0 € I' Si ' = {0}, no hay mids que probar.

Si no es el caso, existe g € T con gg # 0. Consideremos el subespacio (ep) ge-
uerado por eg v el disco centrado en el origen de radio |eg]. En el interior de dicho
disco existe una cautidad finita de puntos de I' debido a que el disco es compacto y T
es disereto, Sea ey € {eg). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ es cl
elemento de {eg) mds cercano al origen. Mostraremos que {eg) N T = {me;|m € Z}.
Supongamos que existe e € I' tal que e = aep conm < o < m+ 1 para m € Z fijo.
Entonces e — mey € I'y |e —aneq| < |eq], lo cual es una contradiccidn. Si no existen
clementos de I' fuera de (eg) entonees (¢g) NI =T = {mey|m € Z} y no hay més
que mostrar.

Supongamos que existe ¢a € 'y e & (e1) con distancia minima a (¢1). Sea
e € {ep.e0) MU, entonees ¢ = Ajey + Ases y supongamoes que A o Az no es entero.
Luego, para my = [M] y ma = [Az] las partes enteras de Ay ¥ Ag. vespectivamente,
¢ =iy —maey © UM (e, eq) os una contradiceion, debido a que si A2 no es entero,
¢ — ey — maes tendra menor distancia a (ep) que ea, y si Ay es entero y Ap no lo
es, entonees Ajeq pertenceerd a (e). lo enal es absurdo. Si no existen elementos de
[ fuera de {ey.e2) entonees {e1.00) N = 1" = {myey + maealmy,ma € Z} ¥ no hay
mas que mostrar.

D¢ manera andloga repetimos el proceso hasta obtener que I' = {mngeq + maey 4
b miger|mg € Z} con e, o, .., o lincalmente independientes, este proceso concluye
pues a lo mas tendremos novectores linealmente independicntes. ®

[l Lema 1801 nos serd de gran utilidad para demostrar ¢l Teorema de Liouville-
Arnold.

Definicion 1.8.5. I" actun discontinuamente en M si para x,y € M que no estdan
en la misma orbila costen abicrtos Uy 5 0.V, S g tal que U, NIV, =

Mis adelante. dados una variedad A6y la accion de un grupo discreto I' en M,
nos interesara que el cociente M/ (espacio de drbitas) sea de Hausdorfl. Por ello.
uno de los resultados que nos dice cuando pasa esto, es el siguiente:

Proposicién 1.8.6. Sea X un cspacio topoliyico de Hauwsdorff y I un grupoe discrelo
que actia en X. Si lu aceion es discontinua. entonces X/ es de Huusdorff.

Demostracidn. Sean &,y € N elementos con orbitas distintas, es decir, e # Iy,
Como la aceién es discontinua. existen abiertos UV, de X conx e Uy y y € 1,
tales que Uy NIT'U, = 0. Primero. notemos que I'l/, y TV, son vecindades abiertas
de I'r v Ty. respectivamente, Supongamos que no son ajenas v sea w € ' NIV,
Entonces w = gpu vy w = gat para ciertos g, g2 € U'yu € U, v € V). Esto quiere decir
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que w = gy € gV, de donde se sigue que u € _l;]_lf)‘ﬁl'jy, lo cnal es una coutradiccion

pues U, NTV, = . m

Ademds. relacionando los conceptos anteriores con las variedades diferenciales
tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.8.7. Sea T wn grupo discrelo que actia libre, propra y discontinuamente
e una variedad diferencial M. Enlonces existe una inica estructura difervenciel en
M = M/T con la topologiu cociente tal que

s [a proyeceidn natural P M — M esun difeomorfismo locul;

w para coda p € M eriste una vecindad conera U con la propiedad de que
P U) = |JUy, donde U, son abiertos concros de M donde coda Uy s
un abierto conero difeomorfo o U.

Demostrucién. Probemos primero que M es una variedad topoldgica. Como la accion
es libre v propia, para cada @ € M existe un abierto U tal que h-U NI = 0 excepto
cuando b = e. Esto implica que Py = P|y es inyectiva,

Por lo tanto. Py - U — U, con U = P(U). es un homcomorfismo, va que P es
continua y abicerta. Sin perdida de generalidad, pudemos suponer que U es el domwi-
nio de una carta (U, @) tal que U es conexo.

Sea (U, @) o parcja dunde @ : U — O(U) con & = Po PL,TI, ® s un homeomor-
fismo. Debido a que P es sobre, para cada p € M existe un @ € M tal que Pla) = p.
Iisto implica que M es localmente enclideano y por tanto nna variedad 1opoldgica.

Ahora probemos que el conjunto de cartas (I, ®) que hemos definido son com-
patibles, por lo que definen una estructura diferencial en M. Sean [U (I)} ; {1 Ll!)
cartas en M con U NV # (). Sabemos que U= P(U) ¥ V= P(V). pero esto no
implica que U 'V # (0. Sin embargo. si podemos probar que existe h € T tal que
Unh-V#Rp.

Notemos ademils quv P = Pol'y,. Por lo que es pos:ble eseribir \If Veomo 7! =
Pod~! = Pol o0~ Por lo tanto $ol! = Qo P Lo PoThol™ —'CI)OI";,O\I’_I

es un difeomorfismo.

Luego. sea v € M v tomenios una carta (U7, @) de z, (1‘;', @) de P(x), con P(U7) C
V. Para la representacion local de P se cumple que

P=doPol ' =doPoP lod !l =dou!

por lo que P es diferenciable, m

Proposicion 1.8.8. Consideremos lu accion de Z en R ol que © : Z x B = R se
define por ©(z.2) == z +x. Enlonces R/Z es difevinorfo a S,
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Demostracion. La aceidn es libre, pues el estabilizador Z, = {z € Z|O(z, ) = 241 =
r} = {0}. También. la accion cs propia, puesto que para o € R se tiene que para
U= (zx- %: i %J el conjunto {k € Z|0(U)NU # 0} es finito. Ademds, denotando
la érbita del elemento o como O, la accion es discontinua. Esto itltimo se debe a que
dados € R ey € R eon O, # O, podemos considerar d = min{|e —(z+y)||z € 2},
donde d mide la distancia de @ a la 6rbita de y vy d > 0. Luego, para los conjuntos
U= (r- g..r.+ %) vV =(y- g.y+ %) se tiene que UN O, (V) = 0 para todo b € Z.
Por esto 1ltimo la accion es discontinua.
Dado que se tienen las condiciones necesarias del Teorema 1.8.7, podemos dolar
de una estruciura diferenciable a R/Z que cumple con las propiedades del Teorema
1.8.7. Denotando como [r] € R/Z a la clase de equivalencia de x € R, podemos definir
la biyeccion F : R/Z — §! tal que [2] = (cos(2rx),sen(27z)), la cual estd bien
definida, es decir. no depende del representante de la clase. Para mostrar que £ es
un difeomorfismo entre R/Z y §', resta mostrar que £ es un difeomorfismo local,
Denotemos por 11 la proyeccion natural de los elementos en R a su clase en E/Z. Para
& € (0,1) podemos considerar el abierto 11 ((0, 1)) cuya imagen bajo F es §'—{(1,0)}.
Luego, la representacién local de £, F': (0,1) = (0,2#7) es tal que F(z) = 27z, la
cual es un difeomorfismo. Andlogamente podemos considerar x = 0 y al tomar
11 ((—%, .—;j) vecindad abierta de [0]. la representacion local de F' resulta nuevamente
un difeomorfismo. Por ello, I es un difeomorfismo local, v al ser bivectiva, es un
difeomorfismo. En conclusién. B/Z es difeomordo a S!. m

Este ultimo resultado. junto con la Proposicién 1.1.2 implican que R¥/Z* es di-
feomorfo a TF = (S')*, lo cual usaremos mds adelante.

Como consecuencia del Teorema 1.8.7. se sigue el siguiente resultado que tendra ma-
vores implicaciones en la prueba del Teorema de Liouville-Arnold:

Proposiciéon 1.8.9. Sean e).e9....,e; vectores linealinente independientes en R™.
con | < k < n. Consideremos la accion del grupo I' = {rie1 +raea+...+riep|r; € Z}
en B™ mediante traslaciones. Enlonces I actiia libre, propia y discontinuamente en
R™, y mds win. R*/T" es difeomorfo a TF x Rk,

Demostracion. Mostremos que la accion es libre, paraellosean z € R" y g€ 1. Sig
pertenece al estabilizador ', de . entonces ¢ + & = &, pero esto implica que g = 0.
por lo que el estabilizador es trivial para todo . € R™ y por ello la accion es libre.
Ademds. para cada compacto N © E", —g+ I es compacto. por lo que la accidn es
propia.

Para mostrar que I' actiia discontinnamente. consideremos .y € R" tales que
no estén en la misma érbita, esto es. x & I'y. Ademds, sea g € T tal que g + y
estd a distancia minima de x. Llamemos d = |r — (g + y)|. Luego. los conjuntos
U= {rg €R"| fr—ag| <4} v Vy={mw e R"| [(g+1) —m| < ‘:f} son abiertos
tales que {7, NI, = 0. Por lo tanto, I' actila discontinnamente.

El Teorema 1.8.7 nos permile dotar o B"/T" de una estructura diferenciable
particular. Para describir eficientemente a R"/I'. dado que tenemos el conjunto
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{en, e2, .. e} de b vectores lincalmente independicntes, completemos ese conjunto
a una base {eg. es, ..., e,} de R™. En términos de esta nueva base de R", la accion
de un clemento g = myeq + maes + ..+ ey de Ien un punto o = (. rg. 0,y
resulta ser (g..2) = g+ @ = (my + 21. M2 + 22y o, Mg + gy g1y oo In) Y. & Par-
tir de la Proposicién 1.8.8, R"/I' = (R/1Z) x (R/rZ) x ... x (R/1Z) x Rk o
S'x . xS xR =Tt xR"* m

Definicién 1.8.10. Sea G un grupo de Lie y I' un subgrupo de Lie abstracto, ' cs
lHamado un subgrupo discreto de G si eviste una vecmndad U de elemento identidad
ede G lal gque I'NU = {r-.}.

Es posible probar que todo subgrupo discreto I' de un grupo de Lic € ¢s un
subconjunto cerrado de Gy un grupo discreto tal y como lo definimos al inicio
de ¢sta seecidn. Si dotamos a T' de la topologia relativa se tiene que ésta coincide
con la topologia discreta. Més aiin, como I' estd en correspondencia biunivoca con
la coleccion numerable de abiertos disjuntos {AlU7[h € T} sc sigue que I' tiene una
cantidad nmmerable de elementos. La colecion de abiertos deserita anteriormente
s nmmerable ya que G oes tiene una base munerable. Reciprocamente si I es un
subgrupo abstracto de ¢ v i grupo disereto con la topologia relativa. enlonces I
es nn subgrupo de Lie discreto de G

La relevancia de los subgrupos de Lie discretos de G se debe a que cuando actiian
en ¢ por traslaciones a la izquierda la accion siempre resulta ser libre, propia y

discontinma.

Proposicién 1.8.11. Todo subgrupo discrelo 1" de GG achia libre. propia y disconli-
nuamente en G por lraslaciones a la tzquierda.

Demostracion. Definamos € : ' x G — G por O(h, g) := hg. Notemos que el grupo
de isotropia I'y = {¢} para todo g. Por tauto, la accién es libre. Ahora, como I’
es mn subgrupo disereto de G. lomemos la vecindad U de e tal que UND = {e}
Sea V un entorno simétrico de e lal que V' C U. Nolemos que hV 1V # @ solo si
h = ¢. Ahora, tomemos Vg := Ry(V), el cual es un entorno abierto qne contiene a
9. Notemos que hVy UV, = (h U V)g. Por lo tanto,

{he WV, UV, # 3} = {e}.

lo que implica que la accion es propia.

Sean gy v g2 dos elementos de G que pertenecen a dos drbitas distintas. Como
{g2} es cerrado en (7, entonces las 6rbita ['ga también es cerrado. Por lo tanto. existe
un vecindad abierta U de gy tal que UM gy = (. Sea V' el entorno simétrica de ¢ tal
que g V1 < U. Si los conjuntos abiertos U'gi V' y UgaV tienen interseccion distinta
del vacio. entonces existen hy, hy € T v vy, 0 € Votales que hygivy = hagors. Por
lo tanto gjvy 1'._;[ = r‘il_lhggg € I'gz. Lo cunal contradice el hecho que U Mg, = 0.
En consecuencia tenemos que gV N Tgal” # 0. lo cual implica que la accion es
discontinua. =

Por el Teorema 1.8.7 v Ia Proposicion 1.8.11. el espacio cociente /1" tiene es-
tructura de Grupo de Lie.
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Proposicién 1.8.12. Sea ¢ una grupo de Lie y M una variedad diferencial. Su-
pongumos que ¢ - G — M es un difeomorfismo local sobreyectivo. 5i1 = £ (p(e))
es un subgrupo discrelo de Lie, entonces G es isomorfo a M.

Demostracidn. Notemos que ¢ induce una aplicacién bivectiva & : G/T" — M la cual
satisface la relacion ¢ = Qo m. donde 7 : G = G/T" es la proyeccion natural sobre
el espacio cociente. En consecuencia, es suficiente probar que & es un difeomorfismo
local.

Fijemos p € G/T y seax = (p). Por el Teorema 1.8.7. G/T tiene una estructura
de variedad diferencial tal que 7 : ¢ — G/I" es un difeomorfismo local. Mas atin.
para cada p € G/I existe un entorno abierto conexo U de p tal que 7=1(U) = JUa
donde 7 : U, — U es un difeomorfismo sobre U para cada a. Tomemos un g € ¢ tal
que 7(g) = p. Entonces, existe una a tal que g € U,. Como ¢ es un difeomorfismo
local, existe un abierto IV de g y un abierto V de x tal que o : I/ = V es un
difeomorfismo. De esta forma, 7([J, Nl/) es una vecindad abierta de p v (0, N17)
es un entorno abierto de x. Como ¢ = Gom, entonces & 7(l/, NU) = o(Ua N IT)
es un difeomorfismo. Esto implica que & es un difeomorhsmo local como queriamos
probar. m



Capitulo 2

. . . a2
Sistemas Hamiltonianos en R“"

Los sistemas Hailtonianos son fundamentales en la mecanica cldsica, pues cual-
cquier sistema en donde se satisfagan las leyes de Newton es Hamiltoniano. En este
capitulo se ven propiedades y ejemplos de sistemas Hamiltonianos, asi como una

introduccion a las integrales primeras.

2.1. El corchete de Poisson en R?". Definicién, propie-
dades y ejemplos.

Consideremos el espacio fase R = {x = (p,q)] p,g € R"}. Definiremos el
siguiente corchete de Poisson en R?™ de dos funciones [, ¢ £ C=(R?™) como la
[uncion n

s af dg  Of dy
{f.9}:= Z—— B
dpi gy Ay dpy

=1

Este corchete de Poisson es una operacién binaria { . } @ C=(R?") x C=(R?") —
C(R2") que satisface las siguientes propiedades para f.g.h € CZ(R?) y ¢ € R:

1) Antisimetria:

{f.9}=—{9.1}

2) R-bilinealidad:
{[.cg+h}y=c{[.g} +{[.h}

3) Identidad de Jacobi:

{fidg-h}) + g A 3 (kA S} =0

4) Regla de Leibniz:
{f.gh} = g{f-h} + {f. g}h
3) No degeneracion:
si {f.g} = Opata todo g € C(R™), entonces [ es constante,
En general. los eorchetes de Poisson no satisfacen la propiedad de no degene-

racion, pero es una propicdad importante para el corchete de Poisson de nuestro
interés.

27
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Notemos que (C*(R?*), {. }), con {, } ¢l corchete de Poisson es un dlgebra
de Lie, debido a que el corchete de Poisson satisface bilinealidad, antisimetria v la
identidad de Jacobi.

Ejemplo 2.1.1. Sean p,. q; € C*(R®) las funciones coordenadas. Entonces:

i) {pias} =4,
o gty

i) {gia5} =0.

Ademis de estas propiedades. con el corchete de Poisson podemos definir la
funcién f = Dy : C2(R?") — C=(R?") donde Dy(g) = {f,g}. Un par de hechos
importantes sobre Dy son la B-linealidad y la rvegla de Leibniz. por lo que es una
derivacion. Asi, a cada funcién en C(R?") le asociamos una derivacién en B2, Tal
asociacion es casi inyectiva pues [y = Dy, con ¢ constante, de donde podemos
decir que las pre-imdgenes son tinicas salvo adicion de constantes,

Sin perder el énfasis en C(R*") tenemos la siguiente propiedad que aporta a la
deseripeion su estructura de dlgebra de Lie:

Proposicion 2.1.2. Sew F' : B — E una funcion diferenctable. Pure cualquicr
fog € C>(R2") se tiene la siguiente identidad,

{Folf.g}=F(){f g}

donde F' denota la derivada de F.

Demostraocion. |
. NFef) ()y IFef)dy
Fo : = F :_‘
{ f 9} Zl dpi d‘?: Ay, dpi
i c)f c)q ez g g
= — i
S+ Vomoa ") oq p,
n P -
i af dg af dg
_ q' e " i i
=Fy Zl Apy g g dpy
= F'(fH{].9}-
u

Proposicién 2.1.3. Sea {-,-} un corchele de Poisson en B'™. La funcion [ — Xy
es un homomarfisma del dlgebra de Lie C*(R™) al dlgebra de campos vectoriales

X(R™).
Como consecuencia a esta 1iltima ploposi( ion, podemos relacionar los corchetes
) 2 .
de las dlgebras de Lie (C*(R*"), {. }) v (X(R*").[, ]) coma sigue:

Xiray = I‘\'J- Xyl
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..2. Campos Hamiltonianos, criterios de Hamiltoniza-

cién y flujos Hamiltonianos.

Un sistema Hamiltoniano auténomo en n-grados de libertad es un sistema de

'n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

dpi oH dg; O0H _pe
ik —a—qi(p.q), i 3—m(p, gy i =1, 2

londe H : B?" — R es una funcién suave llamada la funcién Hamiltoniana del
listema. En términos del corchete de Poisson, el sistema Hamiltoniano toma la forma
|i = {H,z;}. También podemos expresar el sistema Hamiltoniano en forma vectorial,

i (BH aH  aH aH

ii consideramos =z = (p,q), VH = B Bor 1 Tput m”“‘m} y la matriz J =

0 -I . b
nxn ), entonces el sistema Hamiltoniano toma la forma

i=J(VH)".

De esta forma, al sistema Hamiltoniano definido por H podemos asociarle un
dH 8H 8H  9H\"
ampo vectorial Vy = .J (VH)T = (—--—-, ey m— — ey —— | .
dq 9gn" Op1” " Opn
Una propiedad de los sistemas Hamiltonianos casi immediata de su definicién es
ue su campo vectorial asociado Vy tiene divergencia cero, div(Vy) = 0. Cuando
uscamos determinar si un sistema es Hamiltoniano o no, la siguiente proposicién
10s da un criterio para cllo:
Proposicién 2.2.1. El campo vectorial V = (vy,v2) en 2 es Humiltoniano si y
role si divy =0
Demosiracion. Supongamos que divV = 0 y construyamos H(zy,z2) Lal que V =
—%, g%) Para cada z = (11,z2) definamos H(z;,z2) = fvg(a:)d:rl — vy (z)dxzs,
8]
londe v es una curva suave que conecta al punto (0,0) con (zy,z2). Para ver que
tsta funcidn estd bien definida, tomemos 41, 2 curvas suaves que conecten (0, 0) con
T1,x9) y utilizando el Teorema de Green se tiene que:

| ‘/; wp(2)day — wy (x)daa — [ va(z)dry — vy (x)das

I
| = / vo(z)dr) — vy (z)dry = /diVVdi‘ld-’Ez =0
=72

Ademds se cumple que 3_{% =-u y % =v). R

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el siguienle sislema auldnomo en R2:
o=,
Ty = Iy
Buscamos determinar si es Hamiltoniano. Pura ello debe existir una funcién H(z,, z2)

tal que ﬁ’% =-11 ¥ gi—{ = z9. pero no la hay. puesto que divVy = 2.
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Este criterio inicamente nos es til para sistemas en R?, sin embargo la idea de
la demostracién nos sirve para obtener un criterio més gencral. Solo enunciaremos
¢l criterio para determinar si un sistema en R*™ es Harmiltoniano:

Proposicién 2.2.3. Un campo vectorial V() = (v1(x), va(x), ..., van (%)) en R?* es

Hamiltoniuno si y sélo si
av ov
J J = Dn
Ty (a:)

donde ¥ = (?r;’;(x)).

Otros de los conceptos importantes que acompaiian a los campos vectoriales en
general, son las curvas integrales y el flujo del campo. Las curvas integrales son
curvas v : I — R™ suaves tal que %-}(E) = V(¥(t)), y el flujo del campo V, es la
funciéon ® : R x R™ — R™ definida por ®(t,2%) = z(t,2z°) donde la funcién & le
asigna a un tiempo ¢ y un punto 2 la nueva posicién del punto al tiempo t. En otros
términos, la funcién ® satisface que:

% {1I)(f,:::0)) =V (q)(t,::;u)) y q,(o?mo) =40

Por simplicidad, en ocasiones denotaremos el flujo del campo vectorial como
Pt(z) = P(t,z). El conjunto v0 = {z € R™|z = ®'(z), ¢ € R} es llamado la
6rbita del flujo ®! sobre z°. Cada érbita es una curva suave en R™, pero en ge-
neral no es una curva regular. También, dos érbitas del flujo coinciden o no iienen
puntos en comnn, por ello, las érbitas del MMujo inducen una particiéon de R™ en
érbitas disjunias, que llamaremos el retrato fase del sistema y a las Lrayeclorias
z(l,29) = ®!(x9) las llamaremos soluciones del sistema.

Si ! s invertible, entonces existe (®¢)~! : R™ — R™ tal que &' o (@f)7! =
(®*)"! o ®! = id y lo denotamos por &~ = (q}‘} 1. Si para cada z € R™ la funcién
@, (t) := D(t,x) estd definida para todo t € R, diremos que el campo vectorial es
completo.

Recordando el corchete de Lie de campos vectoriales, consideremos los campos

V(z) = (vi(z),v2(z), ... () ¥ W(z) = (wi(x),w2(x). ..., wn(x)). El corchete
[V, W] es un campo vectorial cuyas coordenadas son

v, W], = Z?: )—-('r — wj(z )gv (x) para todoi=1,.
T

Si llamamos ®* y &7 a los flujos de V y W, respectivamente, entonces podemos
expresar [V, W] como

d d
W = —.— o U o B(x).
VW@ = G| eV 9

de lo cual se sigue que [V, W] =04 U7odt = dlo U7,
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Proposicién 2.2.4. Sea V un campo vectorial completo en B™ con flujo ®. Su-
P P J

pongarmoes que W es un campo completo von flujo W7 que conmula con V. Si x(f. )
dx

es solucion del sistema 55 = V() cnlonces U7t 20)) tambicn es solucidn del
sistema ¥t € R,
Demostracion. Tomando en cuenta que x(f, £’) = &f(2") y que los campos conmu-
tan, realizamos los cdleulos:
d 0 [ - : i
— (07 (2(t,40))) = — (T7(®(«?))) = — (D (7 («°
(W7 (a(t,40) = 7 (0@ (00)) = T (97 ()
=V (94(¥7(2")) = V (¥7('(z")))
=V (7 (a(t.2Y))) YreR.

Por ello, W7 (x(f,2Y)) también es solncién del sistema. m

Observemos que para 7 € B, W7 : R™ — RE™ deja invariante al conjunto de
soluciones del sistema %I—E— = V(x). Por lo cual, el campo W se dice ser una simetria
del sistema.

Ademss. el flujo de un campo vectorial completo V(z) en R™ define un grupo
uni-paramétrico de difeomorfismos en B™.

Definicion 2.2.5. Una fomilic uni-paranétrica de difeomorfismos en R™ es una
Suneign suave Wi R x R™ — R™ fal que

i) W(0.r) =

i) WL, v(r,x)) =¥ +71.4).

Reciprocamente. cada grupo uni-paramélrico de dileomorfismos en R™ define un
campo vectorial completo, dado por

W(r) := % O\If"{.r}‘
1=

el cual tiene a (i, x) := ¥ (x) por Hujo.

2.3. Transformaciones candnicas.

Dado un sistema Hamiltoniano. nos puede interesar realizar un cambio de coor-
denadas o simplemente translormar el sistema. pero al translormar el sistoma, es
posible que el nievo sielema no resulte Hamilloniano. Para ello veremos nn tipo de
transformaciones que mandan canmpos Hamiltonianos en campos Hamiltonianos.

Definicion 2.3.1. Una lransformacion g+ B* — B* e dice ser candnica (o

simpléctica) st su malriz jacobrana %-'ri = (%ﬁ{t}l) salisfuce
- ]

3 . r
gﬁ{d'j S (-dj 1)) —J xecR™
du 7
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Sig: R - B* s un difeomorfismo candnico, entonces el cambio de variable

dx :
T = g(a) transforma cl sistema Hamiltoniano r? = (VH(::))T en un nuevo siste-
(L
ir ~ AT ~
ma Hamiltoniano f“# i (VH(.;:J) cdonde H = Hog™'

Para mostrar esta iiltima afirmacién, al realizar los cdleulos se obtiene que:

Byl Uiy wny - 1| (L) (ony
FTET L TR F o B

(@) (o)) - [(e ] G o
acnl (vﬁ) ._

de donde concluimos que g transforma un sistema Hamilloniano en otro.

Supongamos ahora que @' es una familia uni-paramétrica de translormaciones
simplécticas, es decir, ! : B?" — B2 ps una familia de difeomorfismos que satisface:

i) & =id.

ii) o P = Pt

ot oot \T ) ‘
iii) Paracada t e B, [ —(x) ) -J - [ =(x)] = J.es decir, " es simpléctica.
da i
99! . o ;
iv) o es una familia de transformaciones lineales que dependen del pardmetro
T

[ de manera suave.

. = 2 % - ) . \
Proposicion 2.3.2. Sea &' : B*" — B un grupo uni-paraméirico de difeomorfis-
mos candnicos. Entonces el campo veclorial generado por @,

, )

V(iz) = prr Ol (),

=0

es un campo Hamilloniano complelo en R*" . con funcidn de Hamillon

1
H{x) = <J.r.: i j ‘[?"{T.r}dr>
di 1=0J0

2.4. El algebra de integrales primeras de un sistema Ha-
miltoniano.

IIn esta seccidn revisaremos las llamadas integrales primeras de un sistema Ha-
miltoniano. Su estudio adquiere importancia debido a que cada integral primera
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induce una simetria del sistema Hamiltoniano y, por ello, en vez de estudiar las si-
metrias del sistema, estudiaremos las integrales primeras. Ademas, veremos algunos
resultados importantes al respecto.

Definicién 2.4.1. Sea X € X(R"). Para cada [ € C=(R"), se define la derivada
de Lie de [ alo lamgo de X por:

Lx[:=df(X).

Como observacidn, si expresamos la derivada de Lie de f a lo largo de X en
coordenadas, ésta se puede interpretar como una derivada direccional.

Definicién 2.4.2. lUna funcion [ € C~(R") se dice ser integral primera del
campo vectorial X si
Exf=0.

Podemos interpretar a la derivada de Lic de f como la evolucion de f o lo largo
de las trayectorias del campo vectorial. Asi las funciones integrales primeras son
funciones constantes a lo largo de las trayectorias del sistema.

Consideremuos w a € R, f,g € C(R") v X, X1, X2 € X(R"). Entonces. la deri-
vada de Lie tiene las siguientes propiedades:

i) Lx(f+ag)=Lxf+alxg,
”} L"_\'1+r1.\'gf = E.\]I + n'ﬁf\'g-
i) Lyxg = f(Lxy).
iv) Lx([-9)=(Lxf)-9+ [ (Lxg).
De tales propiedades se tiene que la derivacda de Lie a lo largo de X es nna de-
rivacion de C™(R").
Ahora, si tenemos una [uncion Hamiltoniana Il v su campo vectorial asociacdo

V=3 (—?JT'J;%- + Qﬂi) entonces Ly, [ = {{. f}.

=1 ip, o
También. podemos ver que la evolucién de una funcion f € C*(R") a lo largo
de las trayectorias de Yy estd dada por la ecuacion :{T{ = {H. [}. Con esto podemos
concluir que una funcién f € C(R™) es integral primera del campo Hamiltoniano
Vi sty solo si {H, [} = 0. Una consecuencia inmediata de este hecho es que la
funcién Hamiltoniana H es integral primera del campo Hamiltoniano V.

Sean f|. fz integrales primeras de Vg y ¢ £ B Debido a las propiedades del

corchete de Poisson, se tiene que f| +cfa. f1 - f2 v {/1. f2} son integrales primeras
de Vi puesto que

{H, i +efo} = {H, [} +e{ll, fa} =0,
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{H,fi-fa} = fi - {H, fo} + f2- {H. 1},

{H.{nh. fo}} = {{f2 H}, 1} + {{H. 11} . J2} = 0.

Con esto. denotando por £ = {f € C=(R")|{H, f} = 0} al conjunto de inlegrales
primeras, podemos decir que £ es una R-subalgebra del dlgebra de Poisson inducida

por {.}.

Alora haremos un par de observaciones sobre algunas propiedades de los sistemas
Hamiltonianos. La primera observacion es que los sistemas en donde se satisfacen las
Leyes de Newton, son sistemas Hamiltonianos. De acuerdo con la mecdnica clisica.
el estado de un sistema en el tiempo ¢ estd definido por su posicién g v su momento
p, donde p = mg con m la masa. El espacio R*" es llamado el espacio fase y Ry es
llamado el espacio de configuracion.

El movimiento de una particula de masa mm en un campa potencial V(g) estd des-
crito por la Sceunda Ley de Newton: 1Y = ., donde ¢ = (qr.qo.q3), Fq) =

- i 2\ gy av e 13V
—VV(p),e=§ VV = ((59—17(9@’ 5e) ¥ Ui = E%E

Con esto, la 242 Jey de Newton es equivalente al siguiente sistema en RS:

. W
) = mmm—
& D
. 1
qi = —bi-
T

Tal sistemna es Hamiltoniano, v tiene como funcion de Hamilton a H(p,q) =
=Pt +P3+p3) +V(g) = s=[[plI* + V(q). donde s=[]p|* es la energia cinética
v V(g) es la energla potencial. Por lo tanto, H representa la energia mecanica del
sistetna.

Consideremos £ € R v al conjunio de nivel de H, Sg = {x € R*"|H(z) = E}. Si
VH(x) # 0 para 2 € Sg. entonces Sg es una hipersuperficie de 2" de dimensién
21 — 1, la cnal es llamada nna superficie de energia regular.

Ademds. si x(f) es nna solneién del sistema Hamilloniano tal gue 2(0) € Sg enlonces
z(t) € Sg ¥t € R. Por esto decimos que en los sistemas donde se cumplen las le-
ves de Newton, v en particular en los sistemas Hamiltonianos. la energia se conserva.

Otra propiedad inportante de los sistemas Hamiltonianos es la preservacion de
volumen. pero esta no la abordaremos con detalle.
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2.5. Sistemas Hamiltonianos lineales en el plano.

En general, uno de los aspectos de interés sobre los sistemas de ecuaciones es la
estabilidad que el sistema pueda presentar. Los sistemas Hamiltonianos no son la
excepeion, por ello, consideremos el signiente sistema

2 OH
p= —'3?(17‘. q),

donde (p,q) € R*". Uno de los resultados importantes de la teorfa de ecuaciones
diferenciales es el Teorema de Hartinan-Grobman, que nos habla sobre cuando la
linealizacién de un sistema preserva su dindmica localmente. En esta seceidn, revi-
saremos los sistemas Hamiltonianos lineales en R? y determinaremos su estabilidad.
Recordando uno de los criterios de Hamiltonizacién, un campo vectorial ¥V en B™ ¢
Hamiltoniano si y solo si su matriz 4 = %g cumple la igualdad:

JA+ AT =0

4 - . ™2 . . .

liste criterio en [R* es equivalente a que la divergencia del campo se anule, y al
ocurrir esto. podemos dar informacion mas precisa sobre los sistemas Hamiltonianos
lineales en el plano. Para empezar, estos toman la forma

p=ap+bq,
q=rcp—uay,
= o
donde a,b.¢ € B, Denotemos A = & Jf . Dado que los sistemas lineales
i —if

estdn totalmente catalogados en términos de la traza y el determinante de su matriz
asociada, el caso Hamiltoniano satisface que tr(A) = 0. por lo que el tipo de sistema
serd un centro si det(A) > 0 y serd un tipo silla si det(A) < 0.
Ejemplo 2.5.1. Consideremaos el siquienie sistema Harnalloniano
: 2
£ = —Whay,
o =y,

Este sistema es conocido como el oscilador armdnico unidimensional. Su matriz
asocrada es lal que det(A) = 0 por lo que es del tipo centro. Ademds. si consideramos
lus condiciones iniciales rv1(0) = 2%, x2(0) = 0 entonces la solucién resulta ser
Nz e
x(t) = x cos(wl),
20
ra(t) = —sen(wt).
w

En el caso en que det(A) > 0. basta suponer que el sistema es de la forma del
Ejemplo 2.5.1.
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Capitulo 3

Integrabilidad y superintegrabilidad

Como se puede observar en el capitulo anterior, la dindmica en los sistemas Ha-
miltonianos no es arbitraria, v en este capitulo analizaremos dos tipos de sistemas
Hamiltonianos, los integrables y los superintegrables. Tambidn veremos la relacion
entre las integrales primeras y la dindmica del sistema, dependiendo de las carac-
Leristicas que posean dichas integrales primeras.

3.1. Sistemas Hamiltonianos completamente integrables
y el Teorema de Liuoville-Arnold.

Partiendo de que las integrales primeras de un sistema Hamiltoniano inducen
simetrias en el sistema, v daremos la definicion de sistema completamente integrable
de manera andloga al concepto de integracion. Para ello, definamos los siguientes
conceptos:

Definicién 3.1.1. Sea U < B2 abierto. Un congunte de funciones Fy, Fa, . F, €
C™(U) son funcionalmente tndependientes st o, Fy. d, Fy. ... d [ son linead-

mente mdependientes para toda o € 1,

Definicién 3.1.2. Un congunto de funciones I, I, .. Fi. € C(R?Y) se dicen estar

en involucion st {F;. I} = 0 parai. j = 1.2.... k.

Con respecto a las linciones en involncidn, podemos decir que el maximo niimero
de funciones que forman un conjunto funcionalmente independiente en B2" es n.

Definicién 3.1.3. Sex Xy un campo Hamilloniano en R®" con funcién Hamillo-
mana I, Bl sistema Homiltoniano Xy se dice ser Liouville integrable (o comple-
tamente integrable) en un abierto denso U si eaxvsten funciones fi. fa. ... Jn€C®(U)
lales que:

i) fi.fa,.., [n son inlegrales primeras de Xy
i) fi.fo, e fu son funcionalinente independientes.
i) los funciones estan en involucion,

i) los campos Hamillonianos Xy son complelos en U

37
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A continuacion enunciaremos uno de los teoremas centrales de este trabajo. que
si bicu no damos la demostracion completa en esta seccion. la retomareinos mis
adelante:

Teorema 3.1.4. (de Liouville-Arnold) Sea Xy un sistema Hamaltornaano com-
pletamente integrable y sean fy, ..., f, unas funciones que satisfacen las condiciones
de lu Definicién 3.1.3. Sea ' := (fi. fa,..., fu) y sea M. = {z € U| F'(z) = ¢} paru
ce R". knfonces:

x : : i — E 3
t) El conjunto de nivel M, es una subvariedad regular de B=". la cual es inveriante
bajo el flujo del sisterma Hamiltoniano.

i) Si M. es compacta y conexa, enlonces cs difeomorfu al toro n-dimensional T,

i) kuxisle un entorno U de M, tal que U es difeomorfo o T" x D", con D" un
abrerto de E".

w) El flujo del sistema Hamaltoniano con funcion Hamiltoniana H es lineal en el
toro T, es deciv, en coordenadas angulares el sisterna Hamiltonianoe tiene lu
Jorma % =w, w=w{f1, 12 Tn)

Demostracian. i) Comao el conjunto de unciones I DY wtoos fancionalmente
] 1 2 1 In

independiente, el rango de F' es constante e igual a n. Notemos ademas que M, =

F-1(e). Por el Teorema 1.3.4 se signe que M, es una subvaricdad regular cerrada de

R2" de dimension n.

Sabemos que para cada Y € TR, r € M. se tiene que Y £ 1M, si v solo si

1 I I & I a£ s »

d. [;(Y) = 0 para todo 1 = 1,2, ...,n. Debido a esto, los campos Hamilionianos X
TJ1 ] ] : JrJ

son tangentes a M, pues dy [;( X5 ) = {[i, [;} = 0 para todo & = 1,2,...,n. L“"'r":“-

para ver que M, es un invariante del campo Hamiltoniano, consideremos 5 : 1, — R?"

una curva integral de Xpg tal que 4(0) € M. Mostraremos que ~(f) € M, para todo

t € R. Para ello, calculemos la variacion de cada f; a lo largo de la curva integral ~.

esto es:

d d~
G U6 = o (F0) = dof (XutO)

= {fi H}(7(t)) =0.

Con esto concluimos que F(y(t)) = F(y(0)) = ¢, por lo que 4(t) € M. para todo
teR.

ii) Denotemos por @ al flujo del campo X, Dado que para cualesquiera indi-

ces 1. j se tiene que [X,, X ] = 0. sus lujos correspondientes conmutan, es deeir,
! [ { b =

‘T>:‘ o/ = ¢I‘o'~]>:'. Esto nos permite definiy una accion de B" en A, € : R" x M. —
M. O(t,z) := ®' 0 B ¢ ... 0 B (x) donde t = ({1.83.....4,). Fijemos xy € M, y
mostremos que 0., : B" — A, es sobre. Sea &« € M, arbitrario. Probaremos que
existe t € R" tal que v = O,,(t) = ©(l,2g). Como M, es conexa, existe una curva
contenida en M, que conecta a xp con r. A cada & en la curva le asignamos nna
vecindad U7 abierta de M, tal que ©; : V' — U/ es un difeomorfismo local. Podemos
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cubrir a la curva con una cantidad Auita de abiertos Uy, Uy, ..., U, que contienen
respectivaentie a los puntos ag, 0, ... &, donde ademds @ = a4 € U,

Claramente. si existen £y. g, ..., tro1 € R™ tales que xy = O(#y,x9),.02 = Ofa..r1). ...t

O(trs1.ap). entonces . = Oty + lg + ... + toy.20). Veamos que #; existe. Sea y; €
U; -1 NU;. Entonces existen s;-1, s; € R™ tal que O, (si—1) = 4i ¥ O, (51) = yi, pues
0., , v 0, son difcomorfismos locales. Notemos que i = 0y, (—s:) = O(—s;,41) =
(=5, O(si-1.1-1)) = O(si—1 — 5. 24,—1). Con esto concluimos que la accién © cs
transitiva. Luego. O, : R" — M, es sobreyecliva, pero no es inyectiva. pues existen
I & R" 1al que O, (1) = xp. Denolemos por I' = {1 € B"| O(l,ag) = g} al grupo
estabilizador de xg.

Notemos que I' es un subgrupo de E" que no depende de xg. Para ello, sea
x € M, arbitrario. Como la accion es transitiva, existe y € R" lal que ©(y, xp) = .
Para { € I se tiene

O(t,x) = (L, 8(y,z0)) = By, Ol. x0)) = O(y. 10) = z,
por lo tanto. [' no depende del punto.

Notemos, ademds. que existe una vecindad abierta Voo del origen tal que para
cada ty € T se tiene que (g + V)N T = {#}. Considercmos nna vecindad V' del
origen donde 0,, sea nn difeomorfismo local. Sea t € ' V. Luego, ©,,(t) =y v
O, (0) = ag. Esto implica que £ = 0.

Ahora consideremos fg € 1 fijo. con fo # 0. 81 i e I'Nn(ta + V). entonces i —t, € V
vy 8(f — lg..rg) = aqa. por lo cual £ = 1.

Debido a que O(1. ) = @' o (fo o...0 @ (r). cada componenie ®; aportars
generador para 1. por ello, I es [initamente generado mediante adicion. por lo cual.
es un grupo discreto v, por el Lema 1.8.1. exisien ey.....e; € I linealmente indepen-
dientes tal que I' = {me; + ... + mpep|m; € Z para i = 1,...,k}. Por la Proposicién
1.8.9, la accidn Oy : 1" x R" = R", dada por Os(f.s) = [ + s es discontinna, libre y
propia. v ademas. B" /1" es una subvariedad difeomorfa a T x R"=*, Por hipétesis.
M, es compacto v . por el Lema ..

. M. es difeomorfo a E" /1, por lo que, en conclusion, A, es difeomorfo a T,

Lema: Si © : 0 < M — M es una accion suave y v € M, entonces 0, GGy —

(- es una mmersion inyectiva. Si © es propia entonces ¢ - 1 es una subvariedad
cerrada de M y 0, es un difeomorfisimo. m

3.2. Ejemplos de sistemas completamente integrables.

-Sistemas Hamiltonianos con 1 grado de libertad.
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. - . 9 ' . . .
Los sisteinas Hamiltonianos en R® son también conocidos como sistemas Iamil-
tonianos con 1 grado de libertad, y éstos, al tener como integral primera a la funcion
Hamiltouiana I1. son sistemas completamente integrables.

-Oscilador armdnico con n grados de libertad.

En el Ejemplo 2.5.1 hicimos referencia a un sistema que lamamos el oscila-
dor arménico nnidimensional. De manera general, el oscilador arménico con n gra-
dos de libertad es un sistema [lamiltoniano en B2 con funcién de IHamilton /1 =
Bl “’—Qt(p? + ¢2). donde w; son llamadas las frecuencias del sistema. Con esto, el
sistema es

pi = —wigi
7

Wipi.

Notemos que aun cuando el sistemna esté en términos de las 2n variables, es posible
resolverlo debido a que tiene la forma de n osciladores armonicos I-dimmensionales
desacoplados. Ademds. cada uno de esos osciladores annénicos tiene como funcion
de Hamilton f; = ?{pf + ¢?). Luego.

: "QHdf, OHAIf
7 7 O el R i
. 15} ; Ops g Oy Opy
QH df; OH

dp; dy, de; dp,

= (wjpy ) wsay) — (w45 (wypy) = 0
Con lo cual se tiene que f, fa. ..., fi, son integrales primeras del sistema cuyas dife-

renciales estan dadas por
df; = wypidp; + wigdy;.

Tales diferenciales serdn lincalmente independientes on B2"\{(p,q) € B*'| p; =
0 v g =0 para aleuna ¢ — 1,2, ..., n}. ¢l enal es un abierto denso en R,

Para f;. fi. integrales primeras. vemos que estin en involucién calculando su

corchete de Poisson:
Af; dfe Ofjafy
i i} = ; ;J;—i, s i dp;

_ 0L Of 0 Of 0fc  Of 0fk _

 dp; gy Dq; dp,  Apx g Dy py,
Por iltimo, la completez de los campos Hamiltonianos Xy, se sigue de la completez
del caso unidimensional. Con esto. se tiene que el oscilador armanico con n grados
de libertad es completamente integrable.
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-El problema de Kepler.

Uno de los problemas clasicos de la fisica es el Hamado problema de Kepler v
este trata sobre el movimiento planetario. En nuestro caso, buscaremos describir el
comportamiento de un cuerpo de masa m en B? que orbita alrededor de otro cuerpo
de masa AL

La ley de Gravitacion Universal establece que la fuerza de atraccion que ac-

‘ s 7 3
tuara sobre el cuerpo de masa m es igual a F = —Clﬁ"f”—"- = —%_{ﬂ . ﬁi—l donde G

es la constanie de gravitacion universal y ¢ es la posicion del objeto de masa m, v
consideramos al objeto de masa M situado en el origen. A partir de la segunda ley

de Newton, que establece que ' = m - a = m - {,oblenemos que § = -r';i',“ y de la
definicion de momento obtenemos que § = ,'EI'P- Lo anterior se resume en
’ G Al
P = ==,
lal*
. 1
q = —p
i

Mediante un cambio de coordenadas adecuado. este sistema toma la forma:
fl
—
lql

q = p

B

ol enal, os un sistema Hamiltoniano con neién de Hamilton H = 5;)9 1 ﬁ[ Para
este sistema en particular fenenios que existen tres tipos de integrales primeras de
interes.
Primero. tenemos 1 = %pﬂ -+ ﬁ la hineidn Hamilloniana que determina la energia
del sistema.

Y segundo, consideremos L = (L, Lo, L) ¢l veetor de momento angular, donde
L = ¢ x p. Las funciones:

Ly = qapz — qapa,
Lo qaP1 — 1 Pas
Ly = qpz — @

son infegrales primeras del campo Xp. Los corcheles de estas [unciones cuunplen
con lo signiente:

(Boiki} = Bae
{n‘r.{ L_)} ."J'

{Li.L3} = La.
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Las funciones I1, Ly v L? = L} + L3 + L3 son integrales primeras en involucién
del campo Hamiltoniano Xy, pucs

{L1. L%} = {L1, L3} + {L1, L3} + {Ly, L3}
= 2L {L1, L} + 2La{ Ly, Lo} + 2L3{ L1, L3}
= =20y + 20302 = 0.

El conjunto {If, Ly, L?} consta de 3 integrales primeras en involucién para las
cnales existe un conjunto abicrto en R donde son funcionalmente independientes
v, ademds los flujos de los campos Xy, Xy, v X2 son completos. Por lo tanto, cl
sistema Hamiltoniano asociado al problema de Kepler cs completamente integrable.

3.3. Sistemas Hamiltonianos superintegrables.

Iin las secciones previas hemos visto los sistemas con integrabilidad conmutativa
(o integrabilidad ce Liouville}. es decir. acquellos que admiten un conjunto de inte-
grales primeras {1, f2,.... fi.} tales que {f;, f;} = {f;. fi} Ademis, se comentd que
en B el mayor mimero de integrales primeras [uncionalmente independientes, en
involucion, es n. Iixisten sistemas en los cuales es posible dar mas de n integrales
primeras, donde el conjunto de integrales primeras es funcionalmente indepencdliente
pero no estdan en involucion.

Para ser méds claros, diremos que un campo Hamitoniano es superintegrable
si el dlgebra de integrales primeras tiene n + d generadores funcionalmente indepen-
dientes. donde d > 0. Con esto, enunciaremos el tearema equivalente al teorema de
Liouville-Arnold para sisternas superintegrables:

Teorema 3.3.1. Sea f: B* — B definida como f = (f1, far oy fuza) donde
{ fu}.::]d son funciones funcionolmente independientes generadoras del dlgebre de

integrales primerus de Xy. Sea ¢ un valor reqular de [ y supongumos que f~1(c) es
compacto y conexo en B¥. Enlonces:

i) Bl conjunto de nivel f7Ye) es invariante bajo el flgo del campo Xy, para

i=12 .. .n+d.

i) f7He) es defeornorfo a T 4

wi) existe un abierto U de f71(¢), un abicrto D de Ry un cambio de coorde-
nadas tal que el sistema Hamiltoniano Xy se fransforma en

conl€D. T yuw: DT,
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3.4. Ejemplos de sistemas superintegrables.

En esta seccion presentaremos dos ejemplos de sistemas superintegrables, el pri-
mero de ellos es un caso particular del oscilador armonico.

-Oscilador armonico 2-dimensional con resonancia 1:1.

Recordando la estructura que posee el oscilador arindnico n dimensional, se tiene
que para dimension 2 su funcion de Hamilton cs

H =22 (o +ad) + 5 (3 + w2).

En este cjeplo tomaremos ¢l caso particular cn que wy = wp = 1, con lo cual ¢l
sistema Hamiltoniano toma la forma

o= —q,
P2 = —qz
G = p.
G = po.

Ademis. algunas de sus integrales primmeras son

N = qge+pipe.
l2 = p1ga —pap,

; | IO ; 3 ”
fa = §{Pf +af —ps — 43).

Tales integrales primeras no estan en involucion puesto que

{h.f2} = 2[3
{fa. f3} = 2/
{f3. f1} 2fs

1l

pero si son funeionalmente independientes en el abicrto {(pr.pa.qrog2)lpr = p2 =
Doq =g = 0} de R Por ello, este caso particular del oscilador arménico es
superinlegrable.

-El problema de Kepler.
Retomando las observaciones realizadas para el problema de Kepler como sistema

integrable. consideremos nuevamente su funciéon Hamiltoniana H y al vector de
momento angular L. Si consideramos A = (A;. As, Ay) el vector excentricidad, que
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se defne por A = px I — |—3~[, entonees las funciones:

q1

(qlz + q‘% + qg)lr.-g -
2

(6 + a3 +a) %
3

(4} + a5 +g3)1/%

Ay = paL3z —psls —
Ay = psly—mls—
Ay = paLy—p L3 -

también son integrales primeras del campo X 4. Luego, se tienen las siguientes igual-
dades:

Il

LA LAy + LaAs + L3Ay =0
A2-1 = (A2 A2+ AY)-1=2H(L} + L3+ L}) =2HL

La segunda ecuacién implica que H es dependiente de A y de L. y la primera
ecuacion nos relaciona a las funciones Ly, Lo, L3, Ay, Ay y As. por lo que podemos
expresar a cualquiera de ellas en términos de las restantes. Asi, podemos considerar
a cinco de éstas como un conjunto de funciones funcionalmente independientes, por
lo que el sistema que modela el problema de Kepler es superintegrable.

Por iltimo, si consideramos A = (A}, Az, A3) el vector excentricidad, que se
define por A =p x L — T% entonces las funciones:

Ay = paLla—paly — %
(af +g3 +q3)'7?
{2
Ay = mly—mly — ————————.
2 Pada — pPrday (q{+(}§+f}‘§)l"‘
]
Ay = psli —pils -

@+ G+ @7

también son integrales primeras de Xp. Para este sistema hemos dado un total
de siete integrales primeras, de las cuales podemos decir que {H. Ly. A;} estin
en involucion, son funcionalmente independientes en un abierto denso de R v los
flujos X, Xp, v X4, son completos en ese mismo abierta pues /1. Ly y Ay son de

clase €7, Por lo tanto, el sisteimna Hamiltoniano asociado al problema de IKepler es

cowpletamente integrable.



Capitulo 4

Acciones lineales de grupos de Lie compactos
en R" y el Teorema de Schwarz

Nuestro proposito en este capitulo es presentar un resultado, probado por G.

Schwarz en 1974 [17] el cual establece que el dlgebra de funciones en R" G-invariantes
es finitamente generada. Ls decir, existe un conjunto finito {fi..... fy} con f; €
C™(R") funciones G-invariantes tal que para cualquier funcién f suave i invariante
existe una funcién £ € C°(R*) tal que F(f1,..fi) = [.
Este resultado es muy importante en la demostracion de que el dlgebra de integrales
primeras del oscilador armdnico es [initamente generada como se puede ver en el
capitulo 5. Por esta razén presentamos aqui una formulacién detallada de dicho
resultado y ademas presentamos un esbozo de su demostracién.

4.1. La topologia C™ para el espacio de funciones suaves.

Como se verd mas adelante es necesario dotar al espacio € (R") de la topo-
logia C™ . In esta seccion se deseribe como se dehne ésta topologia. Para comenzar,
entenderemos por espacio vectorial topoldgico a wn conjunto V' dotado de una
estructura de espacio veetorial sobre un campo K v de una topologia compatible con
la estructura lineal, os decir, las fnciones + 0 V o« V' — V donde (v.w) — 0 +w y
K xV = Vdonde (A, v) = Av son funciones continnas con respecto a la topologia
en V.

Por mencionar algunos ejemplos de espacios vecloriales {opoldgicos Lenemos a
los espacios vectoriales normados B™ v C". En general. no es necesario conlar con
nna norma para tener un espacio vectorial topoldgico. Veremos a continnacion el
concepto de seminorma v de cédmo éstas inducen una topologia.

Diremos también que una funcion p 0 V. — B, donde V' es un espacio vectorial
topoldgico. se dice ser una seminorma si satisface:

i} p(r) = 0 para todo v € V.,
ii) plov) = |alp(v) para todoae R. v g 17,
iii) Si ¢ =0 entonces p(e) = ().

iv) ple+w) > ple)+ plw) para todo v.w € V.

b
o
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Notemos de la definicion que toda norma en Voes nua scininorina, pero ¢l recipro-
co 1o es siempre cierto. Una seminorma p es nuna norma si canple que el ico vector
u tal que p(v) = 0es v = 0.

Sea [ wn conjunto arbitrario. Supongamos que P = {, : V — E|a € I} es
una familia de seminormas en V y sean v € V, ¢ > 00 y o € [ fijos. Definamos
ol conjunte Blv, e, o) = {w € V| Pa(v — w) < €} y consideremos la coleccién de
conjuntos § = {B(v,c.a)|v e Ve > 0, € I'}. La coleccién § es sub-base de una
topologia en V| por lo que los abiertos en V' son de la [orma

Njesfw € W| Py, (v — w) < ¢},
donde el conjunto de indices J es finito. Mds atn, la topologia definida por estos
conjuntos abiertos es compatible cou la estructura de espacio vectorial. Esto iltimo
nos da una mancra dotarle a cada espacio vectorial de una estructura topoeligica
compatible. Como resultado complementario en relacidn a la continuidad de las
seminormas tenemos lo siguiente:

Lema 4.1.1. Sea P una seminorme en un espacio vectorial topoldgice V. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

i) P es continua.
it) Existe un entorno U de 0 € V tal que P es neotada. (23]

Consideremos R™ con la norma euclidiana y definamas una sucesion {K;};en de
conjuntos compactos en R™. por K; := {x € R"| |x| < j}. Esta sucesién cumple con
las siguientes dos propiedades:

i) K;C K; slempre que i < j.
i) UK, =R
Para cada pareja (m. j), con m entero no negativo v j € N, definaimos la siguiente

familia de funciones:

Pmjy : C¥(R") - R

5y ar
P{m._}}L.f} = sup sup —f{l")
Ipl<m | LEK, o
donde p = (pj.p2, .., pa), con p; enteros no negativos, |p| = pr 4+ p2 + ... + p.
o Gh i £t i ; 4
B (BT s T ¥ %j{t] = :;.’:—'l : :,L_, ‘s g f(a). La familia de funciones P, ;)

es una familia de seminoras [23].

La topologia C™ para el espacio vectorial C™(R") es la topologia inducida por
la familia de seminormas P, ;1. Més atn, el espacio de [unciones C>(R") con la
topologia C™ es un espacio de Fréchet, es decir, es un espacio Lopoldgico que
ademads es metrizable, completo y localmente convexo. Mas adelante veremos que
ésta topologia en C™(E") hace continuo al operador de promedios.
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4.2. Funciones G-invariantes y el operador de promedios
En esta seccién denotaremos por (¢ a un grupo de Lie de dimensién n.

Definicion 4.2.1. Para g € G se define lu traslacion por la izquierda por:

Ly: G= G

Ly(h) = gh.
Andlogamente se define la traslacién por la derecha

Ry:G=G

IRg(h) := hg.

Ambas traslaciones tienen algunas propiedades que comparten con la traslacion
enclideana, pero dado que el grupo de Lie (7 no es necesariamente abeliano, es
importante destacar la existencia de ambos tipos de traslaciones. Dentro de las
propiedades que presentan ambas traslaciones se tiene que:

i) Lg y 5 son hmciones suaves para todo g € G,
ii) Lgy 0 Lg, = Ly g para todo gy.g2 € G,
i) Ry, 0 Ry, = Ryyq para todo gy, 92 € G,
iv) Ly, oy, = Ry 0 Ly,
v) Ly v Ky, son difeomorlismos para todo g © @

Ahora, recordemos la nocion de push-forward de campos vectoriales. Sean
M, N variedades diferenciables y W @ M — N una funcion suave. Sean x € N y
recordemos que la diferencial de W, d, W : T, M — Ty )N es una funcion lineal. El
push-forward de ¥ es la funcién W, : X(Af) = X(N) definida por

WX (W(x)) :=d, W (X (x)), para todo X € X(M).
Un campo vectorial X € X(() es invariante por la izquierda si
(Lg). X = X paratodo g € G.

[isto es. si

(diL,) (X (h)) = X(gh) para todo g, h € G
Denotaremos al conjunto de campos vecloriales invariantes por la izquierda comao
X (6). Este conjunto es no vacio v expondremos una mauera de construir campos
vectoriales invariantes por la izquierda. Para ello. sea ¢ € G el elemento identidad.
Luego. tomemos £ € 1,6y definamos XNe € () como

Xe(h) :=d Ly(€)
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Con esto, Xe(h) € ThG y, mds atin, Xe € X1(C) puesto que

{dh Ly} (X.‘, (h)) = dhLy (d_ LF:(E)}
= d-.fr.Ly o Ir‘El:'-.L-‘a [E} = d!.' (L” el Lh) {E]
= "a(fLyh(&;] = ‘](E{.":'h)u

lo enal demuestra nuestra afirmacién. Esto 1iltimo nos permite definir un mapeo
T, = X1(G) donde T.GG 3 £ — X¢ € X1(G). Tal mapeo es un isomorfismo entre
T.G y X1(G) como espacios vectoriales reales. Dado que comparten la misma es-
tructura como espacio vectorial, podemos hacer un par de observaciones adicionales.
Primero, si X,V € X(G) entonces [X. Y] € Xp(G). Y como segunda observacidn,
tenemos que es posible definir un corchete de Lie en T,G de manera natural. don-
de, para &, v € TG, [E.v]7.q = [Xe, Xu](e). Esto tiltimo nes lleva a concluir que
(TG, [, J1 @) es un dlgebra de Lie vy que X7 (() es un dlgebra de Lie de dimension
finita.

En relacion a las funciones f € C™(G) invariantes por la izquicrda, estas cum-
plirdu que f = fo Ly para todo g € G Para L, definamos sn pull-back (L;)” como
(Ly)*f == f e Ly Cousideremos abora una aceion © @ ¢ x R* — B de & en R".
Sca f e C*(R"). [ se dice sor G-invariante si

J(8,(r)) = flr) para todo g € (.2 € R".
Notemos que tal condicion es equivalente a pedir que
(€4)°f = [ para toda g € (.
donde (8,)" f denota el pull-back de [ bajo ©,4. Esto nos permite extender la nocién
de G-invarianza al espacio TH(R") de campos tensoriales k-covariantes. donde T €
TA(R") se dice ser G-invariante si
(©,)"1 =1 para toda g € G.

La nocion de invarianza por la izquicrda se puede extender a campos tensoriales
cn G Denotemos por TS{G] al espacio de campos tensoriales en G Sea T 2 Tg{(}'}.

T 6 —"T(TE)
Joes Ty, € TRINGD

donde

T THO % TG% . KNG — B

bveecs

Diremos que T es invariante por la izquierda si (L;)T = T. es decir, para
Ui, 02, tp € TG ose satisface Ty (du Ly (v0). di Lolvo), oo dip Lg(vn)) = Thlvi va, v )¥hog €
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G. Para la construccion de campos tensoriales invariantes por la izquicrda, consi-
deremos mn tensor T, € T{‘j(T}_G}, A partiv de T, definiremos un campo tensorial
T que resultard invariante por la izquierda. Para tal campo tensorial, definivemos Ty,
:FhG * Th(;' .o X T},CI: — H donde rf‘lr.,{u'] ) T, J.!;.:} = T{.{rhlf_fh—t l’L.r.’;,Lh—H.‘g, if;th—H:k}‘

k—uveees
De este modo, 'I' resulta invariante por la izquierda.

Previo a la definicion del operador de promedios, es necesario hablar sobre la
medida de Haar. Para ello consideremos un grupo de Lie conexo de dimension n y
sean B = {X, Xg,.... X, } campos vectoriales invariantes por la izquierda tales que
para todo g € G, {X|(g). X2(g),.... X.(g)} son una base de 7. Los elementos en 5
determinan una orientacién en G. Sea {©.0, ..., ©,} la base dual de los campos en
B. Cada O, tiene la propiecad de ser una I-forma invariante por la izquierda. Luego,
definamos d(7 := O] A Og A ... A ©,. La n-forma dG es invariante por la izquierda,
va que el producto exterior de formas invariantes por la izquierda es invariante por
la izquierda. También es no degenerada, pues satisface que dG(Xy. Xy. ..., X)) = 1.
Como forma de volmnen, d; satisface que para cualquier n-forma invariante {2 en
(7. existe A € | tal que Q@ = AdG.

Si suponemos que nuestro grupo de Lie 0 es compacto. entonces d define una
integral en . Con esto podemos introducir la siguiente definicion:

Definicion 4.2.2. La dnica n-forma de volumen dG arvariante por la izquierda tal
/ d(; =1
Ja

Entre las propiedades de la medida de [aar, se tiene que dG es invariante por
la derecha, os decir, R} dG = dG para todo h € G. También, si tenemos [ : G — R
nuna funcién en C(G) v g € G, entonees

que

es Hamada ln medida de Haar.

[dG = | (f o Ly)dG = / (f o R)G
S0 Ji JG

Consideremos ahora una accion lineal ¥ : & x R" — R" de & en R" y definamos
¢l operador de promedios por

(e THR") = 7H(R")
Ry = | 0 RdG
G
donde ¥ es la accion lincal de Gy d6 es la medida de Haar. El operador de promedios
tiene las signientes propicdadoes:
i) (e os lincal.

ii) Para cada R € rl‘f"'[l."-i” J. (R)¢; es G-invariante.
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iii) R es un campo tensorial G-invariante si v solo si (R)q = R.
iv) Si S es un tensor G-invariante. entonces para cualquier tensor R tenemos que
(S @ Ry = $ & (R

donde ® denota el producto fensorial. Ademds. nna consecuencia de los pri-
meros dos puitos es que ((K)g)a = (R)e.

Una aplicacion importante del operador de promedio es la construccion de un
producto interior G-invariante. Recordando, un producto interior g en B" es un
2-tensor simétrico, positivo definido. A partir de g podemos caleular (j)¢;. ste
nuevo objeto serd nuevamente un 2-tensor simcétrico, positive definido y ademds.
G-invariante.

4.3. El adlgebra de polinomios G-invariantes y el teorema
de las bases de ideales de Hilbert.

En la seccién anterior definimos al operador de promedios actuando sobre 75 (R")

v mencionamos algunas de sus propiedades. En esta seccién trabajaremos con el

operador de promedios cuando & = 0. El espacio sobre el que estd definido es

7§ = C>(R™). En este espacio se tiene que la imagen del operador de promedios es

el conjunto de las funciones suaves G-invariantes. que denotaremos como C™(R™)©,

Si nos restringimos al espacio de polinomios en n variables P(R"), la imagen resul-
P

tara ser el conjunto de polinomios invariantes P(R™)Y . Es decir.

{‘>(; . Cm(Rn) =1 ch;{]H_'n:'G
() : P(R") — P(R")"
donde ambos mapeos son sobreyectivos y, adewds, C(E") v P(R") son cspacios
vectoriales. Esto dltimo se debe o que dadas dos funciones f,9 € € (R")Y (o bicen.
en P(R™)®) entonces (V)" (f+y) = (f+g)o¥y = foly, +go ¥y = f+ g, donde
¥ denota la accion de G en BR™. In los proximos resultados presentamos algunas
propicdades de PR,

o

Consideremos los espacios vectoriales topoldgicos C(RE™) y C(R™)” con la

topologia C™. Entonces:

i) El operador de promedios ()¢ : C(R") — C™(R")“ es un operador de pro-
yeccion continuo.

i) P(R") y P(R™)E son densos en C=(B") v C(R")7. respectivamente,

Ademis de la estructura de espacio vectorial. P(R")” es un R-dlgebra. El si-
guiente resultado nos describe la estructura del dlgebra,
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Proposicion 4.3.1. El dlgebra de polinomios G-invariantes es un R-dlgebra fini-
tamente generada, es decir, existe {Py, Pa, ..., Pr} C P(IR“)G tal que para cualquier
polinomio P € P(R™)C existe P’ € P(RF) tal que

P=P(P,P,,.., P

El conjunto de polinomios generadores de P(R™)% es llamado una base de Hil-
bert. Si un polinomio es G-invariante, entonces cada término homogéneo es invarian-
te, por lo que siempre es posible encontrar una base de Hilbert con sélo polinomios
homogéneos, en este caso diremos que la base de Hilbert es homogénea. También
diremos que una base de Hilbert es minimal si no contiene subconjuntos propios
que también sean base de Hilbert.

La demostracién de la Proposicién 4.3.1 se basa en algunos resultados algebrai-
cos, en particular el Teorema de las bases de ideales de Hilbert. Haremos uso del
teorema, mas no abordaremos la demostraciéon. Para ello necesitamos el siguiente
concepto:

Definicién 4.3.2. Sean R un anillo conmutative e I C R un ideal. Se dice que I
es finitamente generado si existen sy, 82, ...,3, € I tal que

I = {a151 + ags2 + ... + ansa| a; € R}.

También, si R es un anillo, denotaremos por R[z1,3, ..., Z,] al snillo de polino-
mios en n variables con coeficientes en R.

Teorema 4.3.3. (de las bases de ideales de Hilbert) Sea R un anillo conmu-
tativo con la propiedad de que todo ideal I de R es finitamente generado. Entonces,
para cada n, todo ideal de R[z),z3,..,2,) es finitamente generado.

El siguiente resultado nos permitird dar una demostracién inmediata a la Pro-
posicién 4.3.1.

Proposicién 4.3.4. Sea A = @;>p4; una R-digebra graduada, donde Ay = R. Si
Ap = Bi>04; es finitamente generado como A-mddulo, entonces A es finitamente
generado como R-dlgebra.

Demostracion. Si A4 es finitamente generado como A-mddulo, entonces existen
aj, 4g, ..., ar € Ay tal que

Ay = {caa1 + a3 + ... + cpap| o € A}

Mostraremos que los mismos generadores de Ay como mddulo generan a A co-
mo &lgebra. Debemos probar que A = R[ay,as2,...,ax], 0 equivalentemente que
A; C Rlay, ag,...,ax] para todo i =0,1,2,...

Para i =0, Ay = R, donde R C R[ay, az, ..., ax).
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Supongamos que existe N > 0 tal que para i < N A; C Rlay,09,..,0¢] ¥y
probemos que Ay C R[ay,as, ..., ar]. Denotemos por d; al grado de a;, es decir,
a; € Ag.. Sea a € Ay. Podemos expresar a en términos de los generadores de A4,

donde cf € Aj;. Como a es homogéneo de grado N, si j; +d; # N para algin
i=1,2..k, entonces c" = 0. En caso contrario, (:7 a; € Ajy4, = A, de donde se
sigue la mgmente des:gualdad
N>d; >0
Sid;=N, ent.onwsc’ € Ap =R. Si d; < N, entonces c?‘ € Ajcon 0 < j< N. Por
hipétesis, 4; C Rlai, az, ..., ag], de donde se sigue que r:’ a; € Rla;,ag, ..., ag]. Por lo
tanto, a € Rlay, az, .-, a}, Jo cual implica que Ay C R[al,ag, wag). m

Una aplicacién que nos serd muy 1til del Teorema de las bases de ideales de Hil-
bert, es cuando consideramos a R como nuestro anillo. Notemos que sélo existen dos
ideales en R: {0} y R. Ambos ideales son finitamente generados, por lo tanto, todo
ideal de los polinomios en n variables con coeficientes en R es finitamente genera-
do. Veamos a continuacién que esto es suficiente para demostrar la Proposicion 4.3.1:

Demostracion. (Proposicidon 4.3.1) Sea P(R“)f el conjunto de los polinomios G-
invariantes de grado estrictamente positivo y definamos
(PR™)E) = {P11 + . + Pmam| i € PR™)S, & € P(R"), m = N}
Notemos que el conjunto (P(R™){) es un ideal de P{R"), y por ello es finitamente
generado, es decir, existen Py, Py, ..., P € (P(]R“)f) tales que
(PRMG) = {01P + 2P+ . + @uPrl a1, 92, - & € P(RY)}.

Ademés, podemos suponer que P; € P(R“)E. Luego, denotemos la restriccién a
P(R™C como (Py, Py, ... Pi)pweye = {p1P1 + p2Ps + ... + piPi| pi € P(R")C}.
Observemos que

(P1, Py, ...y P) pamye € P(R™S

y demostremos la igualdad. Para ello, sea P € P(R“)f. Entonces P = p1 Py +pa Py +
-- + pr Py para ciertos p1,pa, ..., px € P(R™). Luego, promediando con respecto a la
accion de G se sigue que:

= (P) = (p1Py + p2Ps + ... + piPr)

= (p1P1) + . + (P Fi)

= (p1)Pr + - + (pr) P € (P, -, Pe) pmye
Por lo tanto,

(Pr, Pyy ooy P} prmye = P(R™)S.

Seguido de la Proposicién 4.3.4, como P(R™)$ es un P(R™)G-médulo finitamente
generado, entonces P(R")C es una R-dlgebra finitamente generada. m
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4.4. Teorema de Schwartz.

La Proposicion 4.3.1 nos dice que existe un conjunto finito de polinomios G-
invariantes 17, ..., I tales que cualquier polinomio G-invariante puede ser expresado
cn términos de dicho conjunto wediante una funcion polinomial. Una ventaja de este
hecho es que el mancjo de los polinomios es sencillo. sin embargo. los polinomios no
son las 1inicas funciones G-invariantes en R™. Una generalizacidn de este resultado
es ¢l Teorema de Schwartz, que nos dice que cualguier funciéon G-invariante puede
ser expresada en términos de la misma base de Hilbert de la Proposicién 4.3.1. pero
ahora mediante una funcién snave. El Teorema de Schwartz cs el siguiente:

Teorema 4.4.1. (Schwartz) Sea & un grupo de Lie compaclo acluando hinealmen-
le en B" y B = {Py. Pa...., P} una base de Hilberl para el dlgebra de polinomios
G-invarianles. Definamos p : R — B¥ por p = (Py, Po. ... P¢). Entonces la aplica-
10,

g 3 ETRM SR RYE
Pr o= fop

es sobre.

En este trabajo no profundizaremos en la demostracion del Teoreina de Schwarzt,
atin cuando es un resultado importante v una buena herramienta. I cambio, si da-
remos un bosquejo de la demostracion, donde plantearenmos de manera general los
pasos de ésta, sin entrar en muchos detalles.

Para ¢l bosquejo de demostracion, recordemos que R” /G es el espacio de drbitas
de la accion de G en R", G = {W(y,.r)|g € G} es la drbita del elemento » € R™ y
que

n : R*'-=RY/G
H = 6z
es la proyeccion natural. 8i dotamos a /G con la topologia cociente, 11 es una fun-

cién continua. Sea Py, Py, ..., P € P(R™) una base de Hilbert como en el Teorema
4.4.1. Se define la funcién

plr) = (P (z), Pa(x). ..., P(a))
Lema 4.4.2. La funcion (4.4) tiene lus siguientes propiedades:
1) Es propa.

1) Sepuara drhitus.



544. ACCIONES LINEALES DE GRUPOS DE LIE COMPACTOS ENRYN Y EL TEOREMA DE SCHWAR?

iti) Eriste una funcicn p' - R* /G — R* tal que el siguiente dicgrama conmuta

R" —— p(R")

| 4

R"/G
y p' es un homeomarfismo sobre su imagen.

Demostracién. Sea r(z) = |z|2, donde |z]?> =< z,z > y <,> es un producto inte-
rior invariante. Notemos que existe un polinomio P € P(R¥) tal que r(z) = P(p(z)).

Sea K ¢ B* compacto. Queremos probar que p~' (K) es compacto en R". Como
I ¢s cerrado, p~ ! (K) es cerrado. Solo resta probar que p~ ' (K) es acotado. Para cllo,
es suficiente mostrar que si {a, } ©€ R" s una sucesion no acotada, entonces {p(ry,) }
10 es acotada. Supongamos que existe un conjunto acotado A C BF tal que p~1(A)
es no acotado. Como p~'(A) s no acotado, existe una sucesion {.r,} € p~'(A) que
no es acolada. Pero, como p(r,) € A para lodo n € N, lenemos que la sucesion
no acotada {p(r,)} estd contenida en K, lo cual es absurdo. Asi, {r(r,)} es una
sucesion no acolada en B, v como P es un polinomio, entonces {p(x,,)} no es acotada

en RF,

Para mostrar que p separa Orbitas de G, tomemos x, y € B" tales que Gr # Gy
v consideremos la funcion

3 O0sizeGr
]:
/(=) { Isize Gy

Notemos que f es continua y que X = Gur UGy ¢ R cs compacto. Como
consccuencia del Teorema de Stone-Weierstrass, dado e > 0 existe P polinomio tal
que |f(z) = P(z)| < esi z € X. Al tomar ¢ :=< P >z€ P(R")” vemos que

If2)—a2)] =< f>(2)=-<P>¢ () =] [clf = P)¥,(2))dG|
< Jolf = PlUg(2)dG < ¢ f( dG =¢,

por lo que ¢ distingue G de Gy. Luego. como ¢ es invariante, existe ¢’ € P(R¥)
tal que g = ¢'(p) = ¢'(Py, ..., P). El hecho de que g(r) # q(y) es equivalente a que
q(P(xr). ... Pu(x)) # ¢ (Pi{y), ... P(y)). porlo que P,(r) # Pi(y) para algin . Por
lo tanto, p(r) # p(y).

Definamos pf @ R"/G — RY por pf(Gr) := p(r). Esta himeion satisface que
p = ¢ oll v ademés es invectiva. debido a que p separa arbitas. Al dotar a R" /G
de la topologia cociente. pf es continna. con lo enal cs nn homeomorfismo sobre su
imagen. m

La siguiente proposicion puede ser consultada en [16] v resulta de gran impor-
tancia para la demostracion del Teorema de Schwarz.
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wn
wn

Proposicion 4.4.3. St p: R*Y/G > RY ¢s suave, propia y p'" (C*(RY)) es denso en
C(R"/G). enlonces p' es sobreyecliva.
Dotando a C®(R™)€ de la topologia C* y a C®(R"/G) de la topologfa tal que

1" es un homeomorfismo, se sigue que p* (C°(R¥)) = I1*(p/* (C™(R¥))) es denso en
C™(R")€. Luego.

(1)~ (p" (C™(R*))) = (") ~! o I*(p* (C™(RY))) = p" (CZ(RF)).

Por tanto. o (C™(RY)) es denso en C(R™ /(). Con esto, verificamos que se cuin-
plen las hipétesis de la Proposicién 4.4.3, por lo que p™™ es sobreyectiva. Ademis
pr=p' =oll” y agregando que 11" es sobre, px es sobre.
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Capitulo 5

El algebra de simetrias del oscilador armédnico
con dos grados de libertad

Anteriormente, hemos utilizado al oscilador arménico como ejemplo de sistema
integrable v superintegrable. In este capitulo estudiaremos mis a fondo al oscilador
armonico con dos grados de libertad. Tal sistema tiene como lincion de Hamilton a
H= —L[p-l +agi)+ ﬂ[!") + ¢3), donde wy y wy son las frecuencias de los osciladores
armonicos unidimensionales desacoplados. En este caso, el sistema toma la siguiente

forma:
p1 = -—uwiq,
P2 = —woq,
1 = wip,
Ga = wops.

Al resolver el sistema, obtenemos que el Hujo del campo Hamiltoniano es el siguiente:

P meos(wl) — qysen(wyl)

Fl, P2 | _ pacos(wat) — qusen(wat)
M| @ prsen(wit) + qreos(wit)
2 pesen(wyt) + queos(wyl)

Para cl oscilador armoénico unidimensional. el fujo es sicmpre periodico. En este caso
notemos que de existic un periodo comin T entre los dos osciladores unidimensio-
nales. se tendria que wnT = 270 y waT = 27m pen'a ciertos n.m € Z. Tomando el

cociente entre ambas igualdades obtencmos -7; = & € Q. Con esto concluimos que
; Lt T 2 2
cuando =L € Q, entonces el flujo es periddico y con periodo T' = —3’:,'1" = :” Cuando

esto ocurre, este caso se llama resonante. Por otra parte, cuando =L ¢ @, diremos
que el sistema es no-resonante. En este 1iltimo caso. no se presentan Grbitas pe-
rigdicas. Sin embargo. el Teorema de Liouville-Arnold nos garantiza la existencia de
wn conjunto D C BY compacto, conexo, difeomorfo a T2 ¢ invariante bajo el Hujo
del campo Hamiltoniano, donde las orbitas son densas.

Con base en los resultados expuestos en capitulos anteriores. demostraremos el
siguiente teorema:

Teorema 5.0.4. Fl dlyebru de .iuh."ymff'.s ,u-r‘im('ms del sistema Hanmlloniano en R4
con funcidn de Hamillon H = %'-(-p' ‘1’1 )+ =2 (P} + rh} es finitamente yenerudo.
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Este resultado engloba el enfoque de este dltimo capitulo, pero antes de profun-
dizar en ¢l, revisaremos un cambio de coordenadas del que nos habla el teorema de
Liouville-Arnold.

5.1. Coordenadas accion-angulo para el oscilador armoni-
co.

En esta seccidn, nos enfocaremos tinicamente en el oscilador arménico unidimen-
sional, dado que la extension al caso n-dimensional serd natural debido al desaco-
plamiento en osciladores unidimensionales que presenta este sistema. El Teorema de
Liouville-Arnold hace referencia a coordenadas angulares en donde, para el caso de
R?, el sistema toma la forma

I =0,
6 = w(l),
donde I(0) = £ € Ry 6(0) = ¢° € R. En este sistema. I(t) =€ y ¢ = w(€) = w, por
lo que ¢(t) = wit + ¢°. Con esto. el sistema se traduce a
I = @
¢ = w

donde I(0) = £ € R y 6(0) = ¢° € R. Ademds, la funcién Hamiltoniana del sistema
es H = wl v el Hujo del sistema es

(o )= ()

Un punto importante sobre este sistema de coordenacdas es la construceion de
la transformacion candnica que nos lleva de las coordenadas cartesianas a estas
coordenadas llamadas accidn-dngulo. Para ello, consideremos el siguiente oscilador
armonico

cuyo fAujo es

‘ _ [ puos(t) — gsin(t) )
L ( psin(t) +qeos(t) )

Sea Iy € | un valor regular de H v sea I un intervalo abierto.con £y € 1. tal que
para cada I € [ la curva de nivel H(p,q) = E es cerrada. Sea ) = {(p.q)| H(p,q) =
E. E € I}. Construiremos una transformacién candnica W : D — D, (1,0) — (p, q).
tal que

) I=1(E)
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i) fy_pdd=2m
iil) El sistema en coordenadas (1, ¢) sea de la forma
I =0
b = wlh)
para alguna w : R — R.

Para esto, construiremos primero una transformacion candnica (E,1) — (p, q).
Fijemos (po. qo) € H™1(Eqg) y sea @ : R x D — R? el flujo del sistema. Como H = E
es una curva cerrada, existe T(E) > 0 tal que ®*(po.q0) = &+ (po, qo) para todo
t € R. Entonces cada t € [0.T] determina univocamente un punto en H(p. q) = Ej.
Luego, para E € [ existe una funcién £ — (p°(E),¢"(E)) v utilizando el Teorema
de la Funcion Inplicita para F - B? x R — R, F(p.q. E) = H(p.q) — I, obtenemos
g: Dy — D (Et)— (p(F,t),q(E, t)), donde se satisface

i = 1.
E = 0.

Por iltimo, para obtener una trausformacion candnica (1.9) — ([£.1), sca S(E)
el drea de la region acotada por la curva de nivel If = E' y delinamos

. B o
I(E) = —5(E).
b e, 2nt
T TEY
Aqui,
J =,
& = w(l.

5.2. El algebra de simetrias del oscilador arménico.

Iinalmente. para mostrar que el Teorema 5.0.4 es consecnencia de los resultados
expuestos, estableceremos el vinenlo de las integrales primeras del sistema con la
accion de un grupo de Lie compacto.

Proposicidén 5.2.1. (Caso resonante) Sca [l - :EL(P'F -r-q'f]-l-%i(;ug | q%} la funcion
de Hamillon del oscilador armdnica con dos grades de hibertad tal que == € Q. Eriste

[
m

una accion de 8 en BY tal que para cada [ € C(R?) se hene que [ es inlegral
primera sty solo so [ es 8'-muvarante.

Demostracidn, (=)Supongamos que [ es integral primera de el campo Xy consi-
deremos la aceion ¥ - 8' < R = B 1al que (0. p.q) == !"IEH (p.q) donde Flx,, es

el flujo del campo Xy, w = "’T_ v 1" es el periodo de las drbitas. Entonces.

JoWu(p.q) = fo FI%, (p.q) = [(p.q).
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Dado que lo anterior se satisface para toda # € ', entonces f os S'-invariante.
(=) Supongamos que f es §'-invariante. Lucgo. expresemos el flujo del campo Xy
como Flf\-” (pyq) = Wlwt, p,q), con ¥ la accion de 8! como se definié anteriormente.
Entonees

[oFly, (pa) = [ o Wurlp,a) = f(p.q)

Esto nos dice que [ es invariante a lo largo del [lujo del campo Xy, por lo enal, [
es integral primera de Xy. m

Proposicién 5.2.2. (Caso no-resonante) Sea H = 4-(p} + qf) + % (p3 + 43)
la funcion de IHamilton del oscilader armdnico con dos grados de libertad tal que
&t 2 Q. Eniste una accidn de T2 en BY tal que paru cada f € C°(RY) se tiene que
[ es ntegral primera si y solo si [ es T?-mvariante.

iia " y/ > £ £ .
Demostracion. Definamos Hy = —l,(pf +q)y Ho = %i_p.:; + qr_":) y consideremos lo
siguiente:

i) {H,H;} =0 parai=1,2
i)) VH; y VHy son linealmente independientes en un abierto denso de R'.
i) {Hy.Ha} =0.
Definamos la accion ¥ : T? x B' — B! como sigue:

prees(ty) — qyscn())
pacos(fla) — qasen(i)
.t p.y) = patos(fy 2 £
(01,02, 4) msen{th) 4 qreos(th)

pasen{lly) + gocos(l)
Observemos gue podemos expresar ol Hujo del campo Xy como ["'Ifk—” (p-q) = Ulwit.wot pg).

(=) De manera aniloga al caso resonante se demuestra que si f es T>-invariante.
entonces es una integral primera del campo Xy

(<) Supongamos que f es integral primera de Xy, Dado que se satisfacen todas
las hipétesis, por el Teorema de Lionville-Arnold, existe un conjunto compacta,
conexo y difcomorfo a T2 invariante bajo el finjo de Xyy. Mds ann. por ser % ¢ Q.
cada trayectoria de Xy que nace en T? permancee en T?. Agregando la continuidad
de f, ésta s constante en ese conjunto, por lo que f s T>-invariante. m

Con las Proposiciones 5.2.1 v 5.2.2. hemos demostraclo que. en cualquier caso.
existe una accion de un grupo de Lie compacto & tal que el dlgebra de integrales
primeras es el mismo que el conjunto de funciones G-invariantes. Ademis, en cada
caso la accidn es lineal, por lo que podremos utilizar el Teorema de Schwartz para
caracterizar el algebra de simetrias del oscilador armanico.
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5.3. Generadores del dlgebra de simetrias y sus relacio-
nes de conmutacion.

Lo tdnico que resta es encontrar una base de Hilbert para P(R4)G, que como
vimos en la seccién anterior, es nuestra algebra de integrales primeras. Sea f una
integral primera del oscilador arménico, es decir, {H, f} = 0. Esto ltimo nos dice
que se satisface la siguiente ecuacién:

af ar

(L) ool
1 g q ap P2 g gaar— B =0

Tal ecuacién no nos es 1til para encontrar una base de Hilbert. Sin embargo,
exisle un cambio de coordenadas donde la ecuacién se simplifica. Mediante el cambio
de coordenadas complejo (p1, q1,p2,¢2) — (21,21, 22, 22) con z, = 715(‘1!: +ipk) para
k = 1,2, la funcién Hamiltoniana toma la forina H(z1, ), 20, 22) = w1212) + wez222

y el corchete de Poisson {f,g} = i22=1 (g{; . 33-59: - -g—é . 3?:2;) Si f es una integral

primera de X, entouces se sigue la siguiente ecuacion:

{.H.f} =i(w1 (zlg—_f = zlg—i) -,-wg( gf—i; —22;3:;)) = 0.

Para encontrar una base de Hilbert, consideremos la integral primera polinomial de

la forma
g gl oy
P=z'z%2;' 7y,
donde los exponentes son enteros no-negativos. Al calcular {H, P} y simplificar,
obtencmos la siguiente ecuacién:

wi (ki — ki) +ws (ky - A7) =

Al sor ki, ki, k3, kT enteros, podemos sustituir + = k7 —kf y s = k3 — k3 cn la
ccuacién, resultando la siguiente:

w1 T 4 wos = 0.

Nos interesan todas las soluciones para r y s, pues cada una de cllas nos genera una
familia de polinomios integrales primeras. Una solucién de esta 1iltima ccnacion es
r = 5 = 0. Esta solucién equivale a k} =k y k' = k. La familia de polinomios
que satisfacen estas dos igualdades son generados por P, = 2121 y Py = 2220,

Supongamos que 7,5 # 0, entonces £l = —2. Esto implica que el caso no-
resonante no tlene mas soluciones, por lo que su dlgebra de simeirias es gene-

rada por P, = —'—i y B = Ezi_‘fi

Para el caso resonante, sean m,n € Z tales que 7t = 1 es irreducible. Entonces

T Bl

T T
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Formalmeute, las soluciones de esta ecuacion son —s = dm y 7 = An con A € Z,
pero podemos suponer que |A| = 1, puesto que cualquier otro valor serd miiltiplo de
éstos.

Consideremos ahora los siguientes casos:

Caso mn > 0:

Una de las posibilidades para este caso es que m,n > 0, lo cual nos genera
dos sub-posibilidades. La primera es que s = —m y r = n. Esto s¢ traduce a
ky - k;' = -myk - kf’ = n. Aqui podemos supouer que k; = n, ki{' = 0,
ky =0y k¥ = m, de donde obtenemos P3 = Z1™zy", pues cualquier otra solucidn
la obtenemos a partir de P}, P, y P3. La otra sub-posibilidad es cuando s = m y
r = —n, la cual se traduce a k; — k;’ =myk — ki" = —n, de donde se obtienc
Py= 153 = z{‘fgm‘

Si consideramos la posibilidad m,n < 0, la iinica diferencia sera que los polinomios
P3 y Py serdn Py = 5172, ™ y Py = 2; "% ™™, Por ello, basta considerar el caso
m,n > (). Asi, una base de Hilbert sera:

P = z7,
P, = zm2,
T E?Zé‘n‘
Py = ZFEEH

Esta base de Hilbert tienc el inconveniente de que estd en coordenadas complejas y
si la regresamos a las coordenadas cartesianas, las funciones no son reales. Por cllo,
cousidercmos la siguiente base de Hilbert:

H = wnP+uwb
= wiP—wP

Py = —5— = IinPs

donde RePy y ImP; denotan la parte real y la parte imaginaria de Py, respecti-
vamente. En coordenadas cartesianas, estas integrales primeras toman la siguiente
forma:

[ [735)]
H = o} +a)+5 0k +ad),
Wi wa
= ?(Pf +¢) - 7(3)% +03),
_ (@ +ip)™ (g2 —ip2)™ + (@1 — ip1)" (g2 + ip2)™
FE S QI+ 5 ’

(4 ip)™ (g2 — ip2)™ — (g — ip1)" (g2 + ipa)™
b = gl+25% ’
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[stas integrales primeras no son funcionahnente independientes. de hecho. satisfacen
las siguientes identidades:

I

(RePy)? + (ImPs)? = |Py)? = PyPy = PyP

m

9, 9
Pa T P
=25 "2y B" = (n18)" (222)

Pr P = H+PI)” H—p m'
: 2'.\.?1 2;‘.-)2

,

I 4+m\" (1 - M "
2w 2wy
establece una relacion funcional entre los cuatro generadores del dlgebra de simcetrias,
haciendo que estos no scan funcionalmente independientes. Sin cmbargo. podemos

climinar uno de cstos generadores sin problema v oasi obtener una nueva base de
ITilbert. Por cllo. una nueva base de Iilbert es

El hecho de que

P+ p3

{p]v 724 ﬁ.’i}

v sus relaciones de conmmutacion son las siguientes:

Il

{p1, 2} —(wyn + wan)ps.

{ﬂl‘ﬂ:s} = (wyin + wg-m)pg,
y e a2 H 4 pr\" 1 fH - s \™ mE H+p\" -\ !
{p2.ps} = B 2 Dy 5 TN T .

Caso mn < 0:

|

En este caso. la primer diferencia a notar con el caso antevior es que la base de
Hilbert esta formada por los siguientes polinomios

P = z17,
P = z3%s.
g = ateg?,
P o=

los cuales presentan el mismo inconveniente de anles. Sin embargo, podemos delinir
a los polinomios p, de la misma manera, es decir.

H = wP+uwbs,

p1 = wibi—uwPy,

Py + Py
2

. _ P
pr = -Pi——l =IinPFs,
2t

= G Hf‘-!)j_].
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donde se signe satisfaciendo la ignaldad

a o a H+p\" (H-p\"

Por tanto, la nueva base de Hilbert para este caso es

o o« 5 Wy
o= e i) - 5 W3+ ),

o nFip)" (g2 +ipa)™ + (o = ip1)" (g2 — ip2)™
. = 21_'_&!". )
2 2 (@ +ip)" (g2 +1p2)™ = (01 — ip1)" (g2 — ip2)™

¢ gI+5™; '

v sus relaciones de conmutacién son:

{m.pa} = (win —wam)p;s.

{p1.ps}
1 } ”‘.) 0+ o n—1 H— e i _mg H + p1 n = P ne—1

0 = R Lo b
2: 13 2 2un ) 2 2un Yt

5.4. Resonancia l : 1 para el oscilador armdnico 2-dimensional

~(wrn ~ wym)pa

En esta seccion mostraremos como llevar la base de Hilbert para el dlgebra
de integrales primeras del oscilador armadnico 2-dimensional del caso general a nno
particular, Para ello, consideremos el oscilador arménico con resonancia 1 : 1. Este
caso particular se presenta cuando :‘J—"LZ = 1, al cual le corresponden n = mn = 1.
Directamente de la seccion anterior, por ser del caso mn > 0, se sigue que su slgebra
de integrales primeras estd generada por las funciones

e Ty U e,
o1 =Sy +a7) — F(ps + @),
y = tmtip g —ipe) Ha —ip ) (g2 bip)™ _ pipataigs
e ey 7
o = gy epr )" (g2 —ipa V" — (g =i " lgatip2)™ _ piga—pag)
3 R R

Este fue nno de los ejemplos utilizados en la Seccidn de Ejemplos de sistemas sn-
perintegrables, la enal se pnede consultar para mayor informacién sobre este sistema
Hamiltoniano superintegrable.

5.5. Resonancia 0

Otro caso particular interesante es el caso degenerado en gue una de las frecuen-
clas es nula. Sin pérdida de generalidad supongamos que ws = 0y w; # 0. Al repetir
el proceso para encontrar la base de Hilbert, se llega a la ecuacion

W Fwas =wir =0,
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lo cual, en los mismos términos del primer cdleulo de la base de Hilbert, implica que
r=ky —kr = 0, es decir, k| = A-;}, por lo que ;= 217 es un generador del dlgebra
de integrales primeras. Por otra parte. no se tiene restriceion para los valores de s.
sto 1iltimo permite que k3 v k5 pnedan tomar los valores 1 v 0, respectivamente,
resultando zg una integral primera, mds ain. py v g2 son integrales primeras debido
a que las partes real e imaginaria de zo lo son.

En conclusion, la base de Hilbert para este oscilador arménico s
. 2
{pi +ai,p2.q2}.

Notemos que éste sistema se interpreta como dos osciladores 1-dimensional, de los
cuales uno se encuentra estatico. Asi, cualguier funcidn suave en sus variables po v
¢2 ¢s integral primera va que toda fncidn es constante a lo largo de las 6rbitas, pues
las érbitas son, para cl oscilador armdnico estatico, puntuales.
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