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Introduccion

Este trabajo esta desarrollado en la frontera entre la teoria de ecuaciones
diferenciales y la Geometria Diferencial, aqui podremos apreciar cémo dos
dreas de las matemadticas se ayudan y complementan. Un resultado muy
importante en la teorfa de clasificacién de superficies en R® es el Teorema
Fundamental de Superficies. Este resultado se puede dividir en dos partes
con las que podemos dar respuestas a las siguientes preguntas:

e ;Es posible decir que una superficie estd determinada por su primera
y su segunda forma fundamental?

e Dadas dos formas cuadraticas, jes posible construir una superficie tal
que esas formas cuadriticas sean su primera y su segunda forma fun-
damental?

Estos problemas fueron estudiados por Bonnet' [2]; una formulacién

cldsica de sus resultados se puede ver, desde un punto de vista moderno, en
[4, 8, 14, 17]. Actualmente no es tan facil encontrar en la literatura béasica
de geometria una exposicién completa de estos resultados, en la mayoria de
los libros se hace referencia al buen libro [14]. EI propésito de este trabajo
es dar un enfoque uniforme y completo sobre la solucion de estos problemas
que se derivan del Teorema Fundamental de Superficies en R3 v su relacién
con la teoria de integrabilidad de Frobenius?.

La respuesta a la primera pregunta es sencilla y nos dice que la primera
y la segunda forma fundamental definen de manera dnica una superficie,

'Pierre Ossian Bonnet (1819-1892). Matamadtico Francés, hizo grandes aportaciones
importantes a la teorfa de superficies. Bonnet fue director de estudios en la Ecole Poly-
technique, profesor de astronomia en la facultad de ciencias en la Universidad de Paris.

?George Frobemius matemdtico alemén que vivié del afio 1849 al 1917; fue discipulo
de Weierstrass e hizo notables aportaciones en matemadticas, en particular a la teoria de
representaciones de grupos.
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salvo isometrias. Pero para responder satisfactoriamente la segunda pre-
gunta necesitamos una herramienta matemdtica mas avanzadas y que es
muy posiblemeite materia de estudio de cursos avanzados, esta herramienta
es .'E] criterio de Frobenius. Este criterio es de suma importancia para re-
sponder completa y satisfactoriamente la segunda pregunta, de la cual por
el momento podemos decir que es afirmativa solo si las formas cuadraticas
satisfacen ciertas condiciones llamadas ecuaciones de compatibilidad.

La observacion principal que debemos hacer, es que la primera y la se-
gunda forma fundamental de una superficie no son independientes, sino que
estan relacionadas por medio de las ecuaciones de Peterson®-Mainardi®-
Codazzi® y la ecuacion de Gauss. Las ecuaciones Peterson-Mainardi-Codazzi
fueron originalmente probadas por Gauss usando una notacién no muy
digerible, y posteriormente demostradas de una forma mds suave por los
matemadticos a los que deben su nombre. Karl Peterson derivé estas ecua-
ciones en su tesis, pero esta derivacién no fue conocida durante su vida.
En forma casi simultdnea, estas ecuaciones fueron probadas por Mainardi
en 1856, pero, la formulacién que dié Codazzi fue mds simple porque tuvo
cuidado de que sus expresiones tuvieran un significado geométrico [5, 8, 14,
15].

i,Como se puede emplear el criterio de Frobenius en la demostracion
del teorema fundamental? El criterio de Frobenius es utilizado para cubrir
una parte del Teorema Fundamental que muchos textos no abordan con de-
talle. Recordemos la formulacién del problema de Frobenius en su versién
clasica: si tenemos una distribucion de planos en R, ;Bajo que condiciones
existe una familia de superficies tal que sean tangentes a cada plano de la
distribucidn? Este problema analiticamente es representado por un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales; aqui, el criterio de Frobenius se uti-
liza para saber si este sistema de ecuaciones estd acoplado, es decir si tiene
solucidn comiin. Dicha solucién representa a la familia de superficies bus-
cada.

En forma analitica, el criterio de Frobenius es una expresién matemstica
llamada ecuacién de compatibilidad, dicha ecuacion tiene un cantidad innu-
merable de aplicaciones en matematicas las cuales es posible consultar en
[16]. La forma de obtener la ecuacién de compatibilidad, es suponer que ex-

IKarl Mikhailovich Peterson (1828-1881) fue uno de los fundadores de la Sociedad
Matematica de Moscul.

4Gaspare Mainardi (1800-1879) Profesor de la Universidad de Padua.

SDelfino Codazzi. (1824-1873). Codazzi publicé articulos sobre tridngulos geodésicos,
mapeos equirreales y de la estabilidad de cuerpos flotantes.
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iste solucion comun al sistema de ecuaciones, usando entonces la propiedad
de igualdad de las parciales cruzadas y el sistema de ecuaciones parciales,
se obtiene la ecuacién, de compatibilidad. EI criterio de Frobenius es parte
de la teorfa mgs completa llamada integrabilidad de Frobenius, la cual puede

ver, mas a detalle en (3, 14, 17].

En el caso del Teorema Fundamental, cuando queremos construir una su-
perficie a partir de dos formas cuadriticas, podemos plantear un sistema de
ecuaciones parciales en donde estdn involucradas los coeficientes de estas for-
mas cuadraticas y cuya solucion geométricamente nos da una distribucion de
planos que serdn tangentes a la superficie que queremos constuir. Al aplicar
el criterio de Frobenius a esta ecuaciones, obtenemos que los coeficientes de
las formas cuadraticas deben de satisfacer una ecuacion de compatibilidad,
que en este caso coincide precisamente con las ecuaciones de Gauss-Codazzi.

Para lograr nuestro propdsito se ha divido este trabajo en cuatro capitulos.
En los primeros dos encontraremos desarrollos bésicos pero importantes,
tanto de la teoria de ecuaciones diferenciales como de Geometria Diferencial,
en los 1itimos capitulos desarrollamos el criterio de Frobenius y el Teorema
Fundamental de Superficies.

A continuacién se dard un breve resumen de los contenidos de cada
capitulo.

El Capitulo I estd dedicado a la teoria bdsica de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. Se inicia el capitulo con el concepto de curvas en R" y
sus propiedades, las cuales aparecen a lo largo de todo el trabajo. Después
aparecen conceptos y hechos bésicos como el Teorema de Existencia y Uni-
cidad, tanto para sistemas auténomos como para no auténomos. También
se estudian aqui los campos vectoriales y sus flujos, y por ultimo aparece el
estudio de sistemas lineales.

El Capitulo II es de Geometria Diferencial, especialmente para el de-
sarrollo de superficies. El capitulo comienza hablando de las ecuaciones de
Frenet y el teorema fundamental de curvas en R®. Después comenzamos con
el estudio de superficies, aqui se da la definicién de una superficie regular
v se muestra cémo son sus parametrizaciones. Se introduce el concepto de
plano tangente a la superficie, el cual nos es de utilidad para poder definir
las formas fundamentales. Para la primera forma fundamental, se habla de
su importancia en las cuestiones métricas sobre la superficie, y de como se
expresa en términos de coordenadas locales. Con la segunda forma funda-
mental, introducimos el operador de forma mediante el mapeo de Gauss, el
cual es un operador lineal autoadjunto, al cual le podemos asociar una forma
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cuadrdtica, que es precisamente la seguna forma fundamental. Usando la
segunda forma fundamental podemos hacer un estudio local de las super-
fices haciendo tna clasificacion local de los puntos sobre la superficie. Para
eslﬁo' tenemos que hablar de las curvaturas principales, que son la curvatura
normal mdxima y minima que pasa por un punto; las cuales las podemos
obtener con la segunda forma fundamental. Dos conceptos importante que
aparecen en este punto son el de curvatura media y de curvatura gaussiana.
En la parte final de este capitulo se habla de las coordenas especiales, es
decir, parametrizaciones especiales que se utilizan para representar a una
superficie, en donde, como veremos en el Capitulo IV, ciertas estructuras y
ecuaciones toman formas mas simples. Se concluye este capitulo con ejemplo
de superficies con curvatura gaussiana constante.

El Capitulo III tiene el propdsito de demostrar el Teorema de Frobenius el
cual nos da el criterio de Frobenius, el resultado principal que se utiliza en la
demostracion del Teorema Fundamental de Superficies. La primera seccion
de este capitulo se pretende dar un esbozo del teorema y las condiciones de
integrabilidad de Frobenius, aqui se plantea un sistema de dos ecuaciones
diferenciales parciales y se desarrollan la condiciones necesarias para que este
sistema tenga sclucidén. Después se da un tratamiento formal del Teorema
de Frobenius, usando ecuaciones diferenciales parciales mediantes campos
vectoriales. Se enuncia y se demuestra el Teorema de Frobenius, que se
utiliza para saber si el sistema estd acoplado, para al final obtener la ecuacién
de compatibilidad o la ecuacién de curvatura cero, que es la forma analitica
del criterio de Frobenius. Luego se analiza el criterio de Frobenius para el
caso lineal, ya que éste es el que estd mads cerca a lo que se hace en el Teorema
Fundamental de Superfices; lo mas importante de esta parte es ver la forma
que tiene la ecuacién de compatibilidad en estos sistemas. Por iltimo, se
presenta un algoritmo que puede ser usado numéricamente para construir
una solucién al sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

El Capitulo IV es la parte central de este trabajo, todo lo que aparece
en los capitulos anteriores es utilizado aqui para demostrar el Teorema Fun-
damental de Superficies. Se inicia el capitulo derivando las ecuaciones de
Gauss-Codazzi, las cuales, como habiamos mencionado anteriormente, dan
una relacién entre la primera y la segunda forma fundamental. La forma
en que se presenta aqui estas ecuaciones es diferente a la que se puede
ver comiinmente en libros de Geometria Diferencial como [4, 8, 14, 15].
Aquiestdn expresadas usando una notacién matricial, la cual facilitard la
demostracién del Teorema Fundamental. Después se enuncia formalmente
del Teorema Fundamental de Superficies, dindose algunos comentarios al
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respecto. Para la demostracion del Teorema Fundamental, primero se de-
muestra la unicidad de su solucidon, para esto se utilizan hechos y resultados
de Algebra Lineal y el tecrema de Existencia y Unicidad de EDO; después
se demuestra 14 existencia de la superficie dadas sus dos formas cuadréticas,
usando como’resultado fuerte el Teorema de Frobenius.

Por ultimo, se presentan las ecuaciones de Gauss-Codazzi en coordenadas
especiales, como son las coordenas ortogonales y las coordenadas de lineas
de curvatura, en las cuales estds ecuaciones se simplifican. Por tltimo, se
presenta una aplicacion de el teorema fundamental sobre las superficie de
curvatura gaussiana K = —1, en cuyo caso las ecuaciones de Gauss-Codazzi
son equivalentes a una ecuacidn conocida con Sine-Gordon.
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Capitulo 1

Nociones y Teoremas Basicos

de la Teoria de EDO

1.1 Preliminares.

1.1.1 Curvas en R".

Una curve parametrizada en R™ es una funcién x : (a,b) — R"™, donde
(a,b) es un intervalo abierto en R, dada por

x(t) = (z1(t),22(t), ..,z (t)) € R™

donde la variable ¢ se conoce como pardmetro. El conjunto imagen de la
curva, x [(a,b)] C R™, es llamado la traza de x. Cabe senalar la diferencia
que existe entre una curva y su traza. La curva es una funcién vectorial
que depende de una sola variable y su traza es un subconjunto de R™ que
consiste de todos los puntos imdgenes de la curva.

Se define la derivada de un curva parametrizada x : (a,b) — R™ como:

Ex(ﬁ) == ((%T; (i),%l‘z (£),..ey d-fimn (f)) . (1.1.1)

Una curva parametrizada es suave si tiene derivadas continuas de todos los
drdenes.

Como usualmente las curvas son funciones que dependen de un sclo
parametro, denotaremos la derivada de una funcién vectorial suave por

(1) = %x (t),
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siempre que no exista confunsién respecto a qué variable se esta derivando.

$i la curva x (t) es suave, entonces la funcién x’ (t) es nuevamente una
curva parametrizada suave, el cual es un vector tangente a la curva x (t) y
se/le conoce como el vector velocidad de la curva x(t); y a su magnitud se
conoce como la rapidez del vector velocidad. Denotemos por

al vector tangente unitario a la curva en el punto.

Recuérdese que una curva suave parametrizada x : (a,b) — R" se dice
reqular si

% (t) #£0
para todo t € (a,b).
1.1.2 Longitud de Arco.

Se define la longitud de arco de una curva suave parametrizada x : (a,b) —
R™ desde un punto fijo g a un punto t por

- [ <@l a, (1.1.2)

donde :

I’ ( H—\K@ ))2+(%(ﬂ)2+ (d’“"(r_)),

Si dejamos variar el parametro ¢ a lo largo del intervalo (a,b), tenemos
que s es una funcién real que mide la longitud de la curva en el intervalo
(to,t). Ademds, si la curva es regular, entonces la funcién longitud de arco
es diferenciable con respesto a la variable ¢, y

% = |x'(¢)|| # 0, para todo t € (a,b).

Dada una curva parametrizada x : (a,b) — R", podemos definir la
curva y : (—b, —a) — R"™ dada por y () = x(—t). En este caso la traza
de y es igual a la traza de x, salvo que las dos trayectorias son recorridas
en distintos sentidos. Diremos entonces que estas dos curvas difieren por un
cambio de orientacién.
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1.1.3 Cambio de Parametrizacion.

Sea x " (a,b) —» R™ una curva suave regular. Aqui el parémetro ¢ de la
curva x (t) tonia valores en el intervalo (a,b). Podemos obtener una curva
con la misma’ traza de x, sdlo que ahora su pardmetro tome valores en otro
conjunto abierto de la recta real distinto del intervalo (a,b). Consideremos
una funcién suave h : (a,b) — (c,d) tal que

dh

o # () para todo t € (a,b). (1.1.3)
La condicién (1.1.3) garantiza la existencia de una funcién h=1 : (¢,d) —
(a,b) tal que hoh™! = id (funcién identidad). Construyamos la funcién
y : (e,d) — R™ como:

y (s) = xoh™1(s). (1.1.4)

La curva y (s) es regular, como se puede comprobar facilmente. Por la regla
de la cadena tenemos

dy(s) s . dh™\(s)
de —x(t)T%G

Una funcién suave h que cumple con la condicién (1.1.3) es llamada cambio
de parametrizacidn. Al definir un curva regular y a través de otra curva
x dada, utilizando la férmula 1.1.4, obtenemos dos curvas regulares x (¢)
v y(s) con la misma traza. Estas dos curvas pueden estar definidas en
dos abiertos distintos, pudiendo diferir sélo en la velocidad de recorrido e
incluso en la orientacién de las mismas. Es importante mencionar aqui que
la velocidad y orientacién dependen del valor y signo que posea la derivada
de la funcion h.

Consideremos la funcién longitud de arco s (t) (1.1.2) de una curva reg-
ular. Como habfamos senalado anteriormente, %f = |Ix’ (t)]] # 0. Por tanto
s (t) es una funcién que puede ser utilizada como un cambio de parametrizacién.
Siempre podemos hacer un cambio de coordenadas de una curva regular x
usando la funcién longitud de arco, obteniendo una curva con orientacion
positiva y de rapidez unitaria, debido a que

_‘E{ . é’; _ x' (¢)
&= U T

=1,

Los conceptos acerca de curvas que se han estudiado hasta aqui, se
pueden consultar para mds precisién en [4, 8, 14, 15].
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1.1.4 Campos Vectoriales.

Consideremos el espacio vectorial R™. Un campo vectorial suave es una
funcién v :R™ — R™ dada por v (x) = (v; (x),v2 (X), ..., va(x)), donde cada
U;-': R™ — R es una funcién suave para i = 1,2,...,n, es decir, las compo-
nentes v, (x) son funciones que tienen derivadas parciales continuas de todos
los érdenes o de clase C*°. En forma geométrica un campo vectorial es una
funcién que a cada punto de R" le asocia un vector en R™. Denotemos
x(R™) al conjunto de todos los campos vectoriales en R™ el cual es un espa-
cio vectorial real. Como veremos mds adelante los campos vectoriales nos
ayudan a definir ecuaciones diferenciales. Algunos resultado importantes de
ecuaciones diferenciales son formulados y/o demostrados de forma compacta
utilizando operaciones definidas en el espacio x(R™). Estas dos operaciones
son conocidas como derivada de Lie y el corchete de Lie; a continuacién
recordaremos como estan definidas estas operaciones.

Derivada de Lie.

Sea C* (R"™) al espacio de todas la funciones reales suaves definidas en R™.
La derivada de Lie a lo largo del campo vectorial v = (v, v2, ..., v,) € x(R")
es una funcién Ly : C* (R™) — C* (R"), definida por

n
def ar -
Lof = il 1:,-——81:.{ (1.1.5)

Por tanto, de la formula (1.1.5) podemos ver que L, es operador diferencial
de primer orden que cumple las siguientes condiciones:

(i) Linealidad: Para todo f,g € C* (R") se tiene
Ly (f+9) =Ly (f) + Lv (9);
(1) La regla de Leibniz:
Ly (fg) = fLv (9) + gLv (f);
(i44) Lyifw =Ly + f Ly, paratodo f € C®(R"), u,w ex(R").

El mapeo v — L, nos da una correspondencia uno e uno entre el espacio
x(R™) v el espacio de los operadores lineales en C'™ (R") que satisfacen (1)

y ().
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Corchete de Lie.

El corchete de Lie es una.operacién bilineal en el espacio x(R™). Sean v y
w dos campos ‘vectoriales suaves en R", se define el corchete de Lie de v y
w como el campo vectorial

u(x) Y (v, w] (x),

cuyas componentes estdn dadas por:

def Zﬂ d a
Ui (x} = 'Uj%wi - ’L[}ja:—lvi y (116)
j=1 J J

para 1= 1,237

Ejemplo 1.1.1 Calculemos el corchete de Lie de los campos vectoriales en
el plano
' v (z1,22) = (—22,71), w (21, 22) = (21, 22) .

Usando la formula (1.1.6), las componentes del corchete son:
up =0, ug =0.
El corchete de Lie posee las siguientes propiedades.
(1) Regla de Liebniz. Para cada funcién f : R™ — R suave, tenemos:
[v, fw] = Ly (fw) + £ [v, ]
(21) Antisimetria.
[v,w] = —[w, v];

(i1t) Identidad de Jacobi. Para cualesquiera v, w,u, campos vectori-
ales en R™, se cumple

[[V,W] ? l_l] + “wru] ,V] + [[uvvl :w] =0.

Es inmediato de la propiedad (), que si dos campo v, w conmutan, es
decir, si [v,w] = [w, v], entonces

[v,w] =0.
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1.2 Teoremas de Existencia y Unicidad para Sis-
temas Auténomos.

Comenzaremos esta parte definiendo una ecuacién diferencial ordinaria (EDO)
para ststemas autonomos. Para este tipo de ecuaciones se establece la exis-
tencia de solucion, resultado que se conoce como el Teorema de Ezistencia
y Unicidad. Aquisdlo enunciaremos estos resultados, sin demostracién, in-
vitando a los interesados en ellas a consultar [1, 9, 10, 12].

1.2.1 Problema de Cauchy para Sistemas Auténomos.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales en el espacio euclidiano
R™:

dx

e
donde v(x) = (v1 (x),v2(x),...,vn (X)) es un campo vectorial suave bien
definido en un subconjunto abierto D de R", es decir, las componente v; (x)
son funciones que.tienen derivadas parciales continuas de todos los érdenes
o de clase C*°. El problema de Cauchy consiste en encontrar una funcién
vectorial suave que satisfaga la ecuacién (1.2.1) y que tome un valor dado

v (x), (1.2.1)

en un tiempo inicial.

Una funcién vectorial x(t) = (21 (t) , 22 (), ...,z (t)) suave, se dicer ser
solucion al problema de Cauchy,

dx
E(t):v{x(ﬁ)), te (-4,4),

x(0) = p. (1.2.2)

si para un punto p € D dado, existe un § > 0 tal que la funcién x: (-4,d) —
D esta bien definida y satisface (1.2.1) y (1.2.2)

La curva suave parametrizada v : (—4,8) — D generada por la solucién
x(t) del sistema (1.2.1),

S IxeD:x=x(t), -6<t<b) (1.2.3)

es llamada una trayectoria (érbita) de la ecuacién (1.2.1) que pasa por el
punto p en el tiempo ¢t = 0.
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Para una funcién F' : D C R® — R podemos definir su evolucién a través
de la trayectoria v (1.2.3) usando la Derivada de Lie (1.1.5) a lo largo del
campo v (x) por la férmula

(LoF) () % 3w () g, (1.2.4

i=1
de las ecuaciones (1.2.1) y (1.2.4) se sigue que

d
ZF (x(8)) = (LvF) (x(1)).

Una funcién suave F' en D se dice ser integral primera del sistema (1.2.1) si
para cada pg € D la funcién F es constante a lo largo de la trayectoria que

pasa a través del punto pg, es decir, si
(Lo F) (x(2)) = 0.

El siguiente resultado es el conocido Teorema de Existencia y Unicidad
para ecuaciones diferenciales ordinarias (EDQO). Este teorema nos garantiza
la existencia de una tnica solucion al sistema (1.2.1).En particular lo usare-
mos aqui para resolver o garantizar la existencia de soluciones de los sistema
de ecuaciones ordinarias que se presenten en este trabajo, ademds de que
nos serda de mucha utilidad para completar la demostracién al Teorema de
Frobenius y el Teorema Fundamental de Superficies.

Teorema 1.2.1 Sea v :D — R", un campo vectorial suave, definido en un
abierto D de R™. Entonces para cade pg € D, existe un § > 0 y una unica
funcidn suave x : (=6,8) — D, tal qgue x es solucidn de el sistema (1.2.1) y
(1.2.2).

El teorema (1.2.1) dice que existe una funcién vectorial suave que pasa
por un punto fijo pg, la cual estd bien definida y es suave en un intervalo
abierto centrado en el punto ¢t = 0. Dicho intervalo se conoce como dominio
de definicion de la solucidn; se define el mdzimo intervalo de ezistencia,
como el mdximo intervalo de definicién donde la solucién es continua. Vamos
a decir que una trayectoria del sistema (1.2.1) es completa si su maximo
intervalo de definicién es toda la recta real; esto significa que la solucion x(t)
al problema de Cauchy (1.2.1), (1.2.2) es continua para todo t € (—o00, 00).
Si el campo vectorial v (x) del sistema (1.2.1), estd bien definido en todo el
espacio R™; vamos a decir que v (x) es completo si para cada punto p € R”
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la trayectoria del sistema (1.2.1) que pasa por el punto p es completa. Ledse
[10] si se desea un desarrollo més profundo de lo anterior.

Comprenderemos mejor las ideas anteriores con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.1 Consideremos el siguiente sistema en R,

dz 22
dt 7
2(0) = 1,
cuya solucion es
()= —
r(t) = —.
1-—t

El campo v (z) = z* no es completo en R, ya que la solucidn es discon-
tinua para t = 1. Esta solucidn posee como intervale mdzimo de ezistencia

al intervalo (—o00,1).

1.2.2 Retrato Fase.

Vamos a definir el Retrato Fase o Espacio Fase del sistema (1.2.1) como el
conjunto de trayectorias que pasa por cada punto p de D y que son generadas
por alguna solucién x(t) del sistema (1.2.1). En términos geométricos, el
teorema (1.2.1) establece que hay una tnica trayectoria del espacio fase en
R™ que pasa a través de un punto dado p.

Un punto x* € D es un punto singular del campo vectorial v (x) si
v (x*) = 0. Una solucién constante x(t) = x* es llamado un punto fijo o un
punto de equilibrio del sistema (1.2.1)

1.2.3 Teoremas de la Funcion Inversa e Implicita.

Aunque estos teoremas no son exclusivos de ecnaciones diferenciales, son
muy importantes en puntos cruciales para los propésitos de este trabajo.
Recordemos que una funcién f : D — £ del conjunto abierto D C R al
conjunto abierto £ C R™ es un difeomorfismo si

(2) f es una funcién suave;
(1) Existe la funcién inversa f~! : £ — D, es decir, f es
Uno @ uNo;

() £~ es suave.
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En particular, la matriz jacobiana asociada a f

X (Yi
dx - BIJ‘
es no degenerada, es decir,

det [(% (x))] #0, x€D.

T3

Sea f : Y — R™ una funcién bien definida, donde U es un subcon-
junto abierto de R™ x R™. Concentremos nuestra atencién en un punto
(x0,¥0) € U y supongamos que f (xg,yo) = zg. Nuestro propésito es re-
solver la ecuacién

£ (x,y) = 20, (1.2.5)
en una vecindad de (xp,yg). De forma mds precisa, esperamos probar que
el conjunto de puntos (x,y) que se encuentre en una vecindad de (xg, yg)
y tales que f (x,y) = zg, sea la grifica de una funcion y = g(x). El con-
junto de puntos (x,y) que se encuentran en una vecindad de (xp, yg) v que
cumplen la condicién (1.2.5) se conoce como conjunto de nivel de zy para f

Bajo varias hipétesis se puede demostrar que tal funcién existe, es tinica,
y es suave. La condicién principal que podemos senalar aqui es que

det [M] £0. (1.2.6)
dy;

Entonce podemos formular el Teorema de la Funcién Implicita de la
siguiente manera.

Teorema 1.2.2 Sea f : U — R™ una funcidn suave bien definida, donde U
es un subconjunto abierto de R™ x R™. Sea (xp,yn) € U un punto tal que
f (x0.y0) = 2o y se satisface la condicidn (1.2.6). Entonces en una vecindad
del punto (xo,y0), el conjunto de nivel de zg para f es la grifica de una tnica
funcion suave g tal que y = g (x).

Ahora presentaremos el Teorema de la Funcidn Inversa, el cual se utiliza
para saber si una funcion de f : & € R" — R"™ es un difeomorfismo local.

Teorema 1.2.3 Sea f : I C R™ — R" una funcidn suave. Si para algin
p €U, la matriz jacobiana asociada en f es no degenerada en el punto p,
entonces f es un difeomorfismo de una vecindad de p a una vecindad de

f(p).
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Un estudio mds minucioso de los Teoremas 1.2.2 y 1.2.3, que incluye sus
demostraciones, puede ser consultado en [11, 13].

1.2.4 Cambio de Coordenadas.

Es posible obtener un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
a partir de un sistema dado, a través de un cambio de coordenadas. Consid-
eremos la EDO (1.2.1) definida para la variable x. Si tenemos una funcién
y = f(x), donde f : D — & es un difeomorfismo, entonces en la nueva
variable y = (y1,¥2,...,yn) €l sistema (1.2.1) tiene la forma

dy
E_w(y)t

donde las componentes del campo w (y) estdn definidas por

I arf;
wi (y) = Z“f—%%lvi (' (y)-

g=i

La funcién f es conocida como funcidn de cambio de coordenadas.

Ejemplo 1.2.2 Un oscilador armdnico en coordenadas cartesianas es rep-
resentado por el sistema de ecuaciones

i'l = —.'1:2,.1:‘2 =I]-
El cambio de coordenadas cartesianas a polares esta dado por las ecuaciones
(rq1,22) = (rcosf,rsenf).

Derivando la expresidn anterior con respecto a la variable t y usando las
ecuactones del oscilador armdnico tenemos

F=0,60=1.

1.2.5 Dependencia de los Datos Iniciales y Parametros.

Sea x (t, p) la tinica solucién al sistema de ecuaciones (1.2.1) tal que x(0,p) =
p, con p € D fijo. Siahora variamos el punto p sobre el conjunto D, tenemos
que la solucién x (t, p) depende suavemente con respecto a la variable p.
Entonces es posible plantear un sistema de ecuaciones equivalente a (1.2.1),
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(1.2.2) de tal forma que resulte evidente la dependencia de la solucién con
respecto a las condiciones iniciales. Este sistema de ecuaciones es:

e ool il (1.2.7)

dt
x(0,pa) = Po- (1.2.8)

Por tanto, podemos formular una version del teorema de existencia y unici-
dad en el cual se establece una dependencia suave de la solucién x (t) con
respecto al punto inicial .

Teorema 1.2.4 Para cada pg € D, existen € > 0, una vecindad Dy de p
en D y una funcidn suave

x:(—€,€6) x Dg — R" (1.2.9)
tal que satisface (1.2.7),(1.2.8).

Como la funcién x de la que se trata en el teorema 1.2.4 depende suave-
mente del punto inicial py, podemos omitir el subindice y denotar por x (¢, p)
a la solucién la sistema (1.2.7), (1.2.8). La funcién vectorial x (1.2.9), suave
con respecto a las variables £ € R, p € R", posee las siguientes propiedades

() Invariancia bajo el cambio de la variable t: Para cada 7 € R
constante,

x(t+7,p),
también es solucion de (1.2.1).
(i) Propiedad de grupo: para cada t € R y T € R se tiene

x (t,x(7,p)) =x(t+7,p).

Muchas veces deben considerarse ecuaciones diferenciales que dependen
de uno o varios parametros. Entonces la solucién de esos sistemas dependerd
también de esos pardmetros.

Ejemplo 1.2.3 La ecuacion
dx
dt
tiene por solucion x = poe**=1) la cual depende de t,to, po y del pardmetro
k.

kx,

Esta material puede encontrarse con un enfoque més amplio en [1, 12].
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1.3 Sistemas No Auténomos.

Los sistemas de ecuaciones planteados por (1.2.7) y (1.2.8) se conocen como
sistémas auténomos, ya que el campo vectorial v depende sélo de la variable
de estado x, v a su vez, la variable x es una funcién suave en la variable
t. Si el campo vectorial v también depende suavemente de la variable t, es
decir, v = v (t,x), se dice que el sistema es no auténomo. Consideremos el
sistema no auténomo

dx
& (6, 3y
x(tg) = p. (1.3.2)

Donde v : (a,b)xD — R"es un campo vectorial suave defindo en un intervalo
abierto (a,b) de R y en un conjunto abierto D de R™. Como en el caso
auténomo, queremos encontrar un funcién vectorial suave x (t) que satisfaga
la condicién (1.3.2) para un punto p €D fijo.

Ejemplo 1.3.1 El sistema no lineal
xll = Iy,

&;?2 =¥

(z1,x2) (0) = (0,0),

w0-(3)

Como podemos ver, la solucidn es no diferenciable en el origen.

tiene por solucion

Como es de esperarse, existe también una versién del teorema de ex-
istencia y unicidad para sistemas no auténomos, el cual daremos sin de-
mostracién, misma que puede encontrarse en [1, 10, 12].

Teorema 1.3.1 Sea v :(a,b) x D — R™ un campo vectorial suave definido
en un tntervalo abierto (a,b) de R y en un conjunto abierto D de R". Dados
to € (a,b) yp €D existen und > 0 y una tnica funcién x :(tg — d,tg + 6) —
D tal que x es solucidn al sistema (1.5.1),(1.5.2).
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1.3.1 Sistemas Lineales.

Consideremos el sistema auténomo (1.2.1), (1.2.2). Supongamos que el
campo vectorial v es lineal, entonces existe una matriz A €GL (n), tal que
v (x) = Ax. Asiobtenemos un sistema lineal de la forma

dx
- = Ax, (1.3.3)
x(tg) = p- (1.3.4)

El sistema (1.3.3), (1.3.4) siempre tiene por solucién x(t) = exp(At)p.

Si ahora consideramos el sistema no auténomo (1.3.1),(1.3.2) y que el
campo vectorial v = v (t,x) también es lineal en x, entonces existe una
funcién matricial suave A (1) tal que:

v(t,x(t) = A(t)x(t),
con lo que obtenemos un sistema lineal no auténomo

dx
= =AH)x(), (1.3.5)
x(to) = p- (1.3.6)

Es claro que, tanto en el sistema auténomo como en el no auténomo, la
funcién x(t) = 0, es solucién cuando p = 0; dicha funcién se conoce como
la solucién trivial. Por unicidad, si una solucién pasa por cero para algin
valor inicial, entonces dicha solucién tiene que ser identicamente cero.

Sea x(t) una solucién al sistema (1.3.5), (1.3.6G). Supongamos que de-
seamos encontrar una funcién matricial suave G : (a,b) C R —gl(n) tal que

x(t) =G (t)p. (1.3.7)

Si derivamos (1.3.7) con respecto a t e igualamos con (1.3.5), obtenemos una
ecuacién diferencial que debe ser satisfecha por la matriz G,

dG
- O =A0G), (1.3.8)

sujeta a
G(tg) =1 (1.3.9)

El sistema (1.3.8), (1.3.9) es llamado sistema lineal o también se le conoce
como ecuacidn matrical asociada. Existe una version del teorema de exis-
tencia y unicidad para resolver el sistema (1.3.8), (1.3.9).
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Teorema 1.3.2 Sea

s A :(a,b) = GL(n)
una funcion matricial suave. Entonces pare cada ty € (a,b) existe una
d > 0 y una funcidn matricial suave G €GL (n) definida en el intervalo
(to — d,to + 0) tal que satisface el sistema (1.3.8), (1.8.9).

A la funcién matricial G que es solucién de (1.3.8), (1.3.9) se le conoce
como solucidn fundemental del sistema (1.3.5), (1.3.6). Esto se debe a que
si se conoce explicitamente la matriz G, para cada punto p €R"™, podemos
encontrar una funcién que sea solucién al sistema de ecuaciones (1.3.5),
(1.3.6) mediante la formula (1.3.7). De manera manera mds precisa, tenemos
la siguiente proposion.

Proposicion 1.3.3 Supongamos que la funcidn G : (a,b) —gl (n) es solucidn
al sistema matricial (1.5.8), (1.3.9) asociado al sistema (1.5.5). Entonces
para cada p €R" la funcidn vectorial

x(t) =G (t)p,

es solucidn del sistema de ecuaciones (1.5.5), (1.5.6).

En la Proposicién (1.3.3) podemos apreciar la importancia de la solucidn
fundamental G. Conociendo la solucién fundamental G, podemos obtener
cualquier solucién al sistema (1.3.5),(1.3.6) usando la ecuacién (1.3.7). La
solucién fundamental G posee ademds las siguientes propiedades impor-
tantes.

Proposicion 1.3.4 Sea la funcion matricial G €GL (n) solucidn funda-
mental del sistema (1.3.8), (1.5.6), entonces G tiene las siguientes propiedades.
(i) G (t) es solucion fundamental st y solo si det G (t) # 0.
(ii) Six(t) es una solucidn de (1.8.5),(1.8.6), entonces x(t) se puede
erpresar en términos de la solucion fundamental por medio de la ecuacidn

(1.3.7).

Caso ortogonal.

El propésito de esta parte es mostrar algunos casos especiales de sistemas de
ecuaciones lineales, los cuales nos serdn de utilidad en capitulos posteriores.

Una matriz C de n x n es ortogonal si CCT = I. Aqui CT denota la
matriz transpuesta de C. La sigulente proposicién es un hecho que se sigue
inmediatamente de la definicion del producto matricial.
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Proposicién 1.3.5 Las siguientes afirmaciones son equivalenies para una
matriz € € GL(n): . -

(1) C"-e.s ortogonal,

(2) los vectores columnas de C son ortonormales,

(3) los vectores renglén de C son ortonormales.

Los siguientes resultados, son un caso especial de la ecuacién diferencial
(1.3.8), donde la matriz asociada a esta sistema es ortogonal.

Proposicién 1.3.6 Supongamos que la funcidn matricial B (t) = [b;; ()]
es antisimétrica para todo t, BT (t) = =B (t) . Si C €GL(n) es una matriz
ortogonal y si la funcidn matricial G (t) es solucidn de

dG
E(t) =B(t)G(t), G(t)=C,
entonces G (t) es una matriz ortogonal para todo t.

La conclusion de la Proposicidn 1.3.6 sigue siendo valida si en la ecuacion
diferencial que se plantea en este resultado cambiamos el orden de multipli-
cacion de las matrices que ahi aparecen.

Corolario 1.3.7 Bajo las mismas hipdtesis de la Proposicion (1.3.6), la
solucion fundamental G (t) del sistema lineal

dC
X m-cuB®,

es ortogonal.

Por 1ltimo en la siguiente proposicién se presenta un resultado dual al
de la proposicion (1.3.4).

Proposiciéon 1.3.8 Sean
e : (as b) =¥ Rn,

e3.: (ﬂ., b) — Rn,

e, : (a,b) - R",
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funciones suaves. Supongamos que {ej(t).ea(t),...,e, (t)} es una base
ortonormal en R™ para todo t € (a,b). Entonces existe una funcidn matricial
B (1) = [bi; (t)] tal que:

e (t) €5 (t),..- e, (1)] =[er(t),ea(t),...,en ()] B(t);
ademds B (t) es antisimétrica cuyas componentes son b;; = <e},ei> !

En [9, 10, 12] es posible encontrar una exposicén sencilla y clara de los
sistemas lineales.



Capitulo 2

Nociones Basicas para
Superficies.

Este capitulo estd dedicado completamente a explorar conceptos basicos
de Geometria Diferencial, especialmente para el estudio de superficies. El
capitulo comienza hablando de las ecuaciones de Frenet y el teorema fun-
damental de curvas en R?. "Después imiciamos con el estudio de superfi-
cies, con la definicién de una superficie regular y se muestra como podemos
parametrizarla. Se estudia el concepto de plano tangente a la superficie, el
cual nos es de utilidad para poder definir los siguientes conceptos: las for-
mas fundamentales, funciones suaves sobre superfcies regulares y para poder
hablar de campos vectoriales. En el caso de las formas fundamentales, pode-
mos decir en este momento, que la primera forma fundamental tiene mucha
importancia en las cuestiones métricas sobre la superficic. Con la segunda
forma fundamental, introducimos el operador de forma mediante el mapeo
de Gauss, el cual es un operador lineal autoadjunto, al cual le podemos
asociar una forma cuadratica, que es precisamente la segunda forma funda-
mental. Usando la segunda forma fundamental, podemos hacer un estudio
local de las superfices haciendo una clasificacion local de los puntos sobre la
superficie. Para esto tenemos que hablar de las curvaturas principales, que
son la curvatura normal méxima y minima en un punto; las cuales podemos
obtener con la segunda forma fundamental. Dos conceptos importantes que
aparecen en este punto son el de la curvatura media y la curvatura gaussiana.
En la parte final de este capitulo se habla de las coordenas especiales, en
el capitulo IV veremos, que ciertas estructuras y ecuaciones toman formas
maAs simples es estos tipos de coordenadas. Se concluye este capitulo con
ejemplos de superficies con curvatura gaussiana constante.
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2.1 Teorema Fundamental de Curvas.

2.1.i Ecuaciones de Frenet.

Iniciaremos este capitulo con el estudio de las propiedades de curvas en R?,

donde
RI — f{®y;20,%) 2 ER; $=1,2,3.}

es el espacio euclidiano. Denotemos el producto interior usual de dos vec-
tores x,y €R3 por

3
def
(x: Y> = Z Til5,

i=1
el cual un operador bilineal y simétrico.

Sea x : (a,b) — R® una curva regular (ver seccién (1.1)) parametrizada
por su longitud de arco s. Denotemos el vector tangente a la curva por

t(s) =x'(s)- (2.1.1)

El vector tangente t(s) tiene longitud unitaria. Se puede probar que la
norma ||x” (s)|| de la segunda derivada mide la velocidad con la que cambia
el dngulo que forma el vector tangente a la curva en s. Por tanto, ||x” (s)]|
mide que tan rapido la curva se aleja de su recta tangente en s, en una
vecindad de dicho punto. Definimos la curvatura de x en s como:

K () &t |Ix" (s)]| - (2.1.2)

En los puntos donde k (s) # 0, podemos definir un vector unitario n (s) en
la direccion del vector x” (s) por la ecuacién

x"(s) =k(s)n(s).

El vector n (s) es ortogonal a t(s), ya que: (x’(s),x’(s)) = 1.Derivando con
respecto a s tenemos que (x' (s),x"” (s)) = 0. Ademds por 2.1.1 y 2.1.2

t'(s) =k (s)n(s)

Los vectores t(s) y n(s) definen un plano llamado el plano osculador, cuyo
vector normal es conocido como el vector binormal y se define como

b(s) =t(s) xn(s),
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donde la operacién " x” denota el producto vectorial en R?, entonces el
conjunto .

- {t.n,b} (2.1.3)

es una base ortonormal para R? asociado a la curva a en el punto a(s). Si
dejamos variar el punto s en todo el intervalo (a,b), entonces tenemos una
base ortonormal mdévil a lo largo de toda la curva, al conjunto {t,n,b} se
le conoce como el marco movil de Frenet. Una forma de analizar el com-
portamiento de una curva a lo largo de toda la trayectoria es analizando su
marco movil 2.1.3 a través del tiempo. 8i calculamos la derivada con re-
specto al parametro s, de los vectores del marco de Frenet (2.1.3), podemos
expresar estas derivadas, denotadas por t',n’, b’, como una combinacion lin-
eal de {t,n, b}, ya que es una base ortonormal para R®. Entonces tenemos:

t'(s) =k (s)n(s), (2.1.4)
n'(s)=—k(s)t(s)+7(s)b(s), (2.1.5)
b’ (s) = —7(s)n(s), (2.1.6)

aqui la funcién 7 (s) se conoce como torsién y mide el cambio del plano
osculador a lo largo de la curva x. Las ecuaciones (2.1.4),(2.1.5) y (2.1.6)
son conocidas como las ecuaciones de Frenet-Serret. En forma vectorial las
ecuaciones de Frenet toman la forma:

t! 0 w 0 -
n |=| =k 0 7 n
b’ 0 -7 0 b

2.1.2 Teorema Fundamental de Curvas en el Espacio.

Recapitulando lo que hemos estudiado anteriormente, si tenemos una curva
regular parametrizada por la funcion longitud de arco s, con curvatura & (s)
y torsion 7 (s), todo el comportamiento de la curva estd plasmado en las
ecuaciones de Frenet-Serret (2.1.4), (2.1.5), (2.1.6). De manera reciproca,
el teorema fundamental de curvas establece que si tenemos & (s), 7 (s) fun-
ciones suaves que satisfacen la ecuaciones de Frenet, entonces existe una
tinica (salvo isometrias) curva regular cuya curvatura y torsién son precisa-
mente & (s),7(s). El teorema es un resultado de existencia y unicidad,
donde la existencia de la curva es una aplicacién de la teorfa de EDO y
la unicidad de la curva es bajo transformaciones en el espacio llamadas
movimientos rigides que son transformaciones que preservan longitudes y
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angulos. Antes de continuar comentemos con mais detalle lo que son los
movimientos rigidos.

Denotemos por GL (n) al conjunto de las matrices reales de orden n; el
conjunto de matrices ortogonales, denotado por O (n) es un subconjunto de
GL (n) tal que

O(n) % {A €GL(n) : det A =1}.

Una transformacién lineal en R® es una rotacidn si y solo si la matriz asoci-

adad a la transformacién es ortogonal. Sea F : R* — R3 una transformacién

definida por ’
F(x)=Ax+b, (2:1:7)

con A€O (n) y b €R3. La transformacién F definida por 2.1.7 es un movimiento
rigido.

Ahora estamos preparados para formular el Teorema Fundamental de
Curvas en el espacio.

Teorema 2.1.1 Sean x(s) > 0 y 7(s) funciones suaves definidas en el
intervalo (a,b). Supongamos que k (s) > 0 7 (s) satisfacen las ecuaciones de
Frenet 2.1.4,2.1.5,2.1.6. Entonces eziste una curva regular o : (a,b) — R?
tal que s es el pardmetro de longitud de arco, k (s) es su curvatura y 7 (s) es
la torsion de a. Mds aun, si existe otra curve regular § con curvatura k (s)
y torsion 7 (s), enlonces existe un movimiento rigido F tal que

a(s) =Fof(s) para toda s € (a,b).

El lector interesado en profundizar en las ecuaciones de Frenet v el Teo-
rema fundamental de superficies puede consultar [3, 4, 8, 14, 15, 17].

2.2 Superficies Regulares.

De manera intuitiva, una superficie regular en R® se obtiene, tomando piezas
de un plano y deforméndolo "suavemente”, de tal manera que la figura
resultante no tenga vértices, aristas o autointersecciones. Podemos ver a
una superfice regular como un conjunto R? que se obtiene pegando pedazos
suavemente deformados del plano. Iniciemos esta seccién dando la definicién
formal de superfice regular, que englobe las caracteristicas anteriores. Todo
el material de estudio de esta seccién se puede consultar en [4, 8, 13, 14].
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2.2.1 Superficies, Parametrizaciones y Cartas Coordenadas.

En geometria diferencial se estudian las propiedades locales de las superficies,
para lograr esto se utilizan técnicas de calculo diferencial. La definicién 2.2.1
de superficie regular requiere que cada punto de la superficie y una vecindad
de él éste contenido en una carta coordenada, es decir, que cada punto
que este en dicha carta puede ser caracterizado por las coordenadas locales
correpondientes a la vecindad como si se tratara como un conjunto en el
plano euclidiano. A pesar de esto, un punto puede estar contenido en mds
de una carta coordenada y por lo tanto se puede representar de mas de una
forma distinta; sin embargo, algunas propiedades que son objeto de estudio
en geometria no deben depender de la parametrizacion que se elija para
representar una vecindad del punto. De este asunto nos encargaremos més
adelante, ahora vamos a dar nuestra primera definicién importante de este
trabajo: superficie regular.

Definicién 2.2.1 Un subconjuntoM C R? es una superficie regular, si para
cada p € M eziste una vecindad V del punto p en R3 y una funcidn x :
U — VNM de un abierto U C R? sobre VN M C R® tal que:
(i) x es diferenciable, es decir, para x(u,v) = (z1(u,v), T2 (u, v), x3(u,v)),
con (u,v) € U , las funciones z; son suaves, para i =1,2,3.
(i) x es un homeomorfismo, esto significa que x es conlinua, biyec-
tiva, y su inverse X1 también es continua.

(iit) (Condicidn de regularidad). Para cada q € U, el diferencial de

x, dxg : R? — R3
_ [¢x(a) 9x(q)
dxq = [ 5e " By (2.2.1)

tiene rango 2.

Mads adelante, veremos que la condicién (#i) garantiza la existencia de
un plano tangente a la superficie.

La funcién x(u, v) es llamada una parametrizacidn, o un sistema de coor-
denadas locales en una vecindad de p. El subconjunto V' N M que contiene
al punto p y estd contenido en la superficie M es llamada una vecindad
coordenada o carta coordenada; en lo sucesivo denotaremos simplemente
por V a la vecindad coordenada de un punto p e M. Todas las vecindades
coordenadas V' C M del punto p constituyen una topologia relativa en M.
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Figura 2.1: Parametrizacion del toro:
x(u,v) = ((rcosu+ a)cosv, (rcosu + a) senv,senu).

2.2.2 Ejemplos de Superficies en R?

Para ilustrar la Definicién 2.2.1 presentaremos algunos ejemplos de superfi-
cies. Estos ejemplo; en algunos casos particulares, pueden ser usados como
criterios para decidir si un subconjunto de R3 es una superficie regular sin
recurrir directamente a la Definicion 2.2.1.

Superficies de revolucién.

Una superficie de revolucién se obtiene girando una curva plana alrededor
de un eje de revolucién contenido en el plano de la curva. Sea a(v) =
(f (v),g(v)) : (a,b) — R? una parametrizacién de la curva C contenida en
el plano ziz3, el conjunto M que se obtiene al rotar la curva C sobre el eje
z3, es decir,

M = {(f (v)cosu, f (v)senu,g(v)) :v € (a,b),u € [0,27]}.

es una superficie regular, la cual puede ser completamente cubierta con dos
cartas coordenadas.
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Griéficas de funciones.

Sea f : R?2 — R ana Tuncién suave, la grafica de f es un subconjunto
en R3 tal:
def 3
graf f = {(171-.312,933) eER”:z3 = f(ﬁ?l,-'m}} .

En el siguiente resultado estableceremos que las griaficas de funciones suaves
son superficies regulares.

Proposicién 2.2.1 Sea f: U — R una funcidn suave definida en un sub-
conjunto abierto U de R?, entonces graf f es una superficie reqular.

Valores Regulares.

Decidir en algunos casos si un subconjunto en R?® es una superfice regular
directamente de la definiciéon puede resulta un trabajo muy tedioso. En
la siguiente proposicién estableceremos un criterio para comprobar cudndo
un subconjunto es una superfice regular sin usar directamente la Definicién
(2.2.1). Antes de formular dicha proposicién definamos algunos conceptos
importantes.

Sea F : U C R® — R™ una funcién suave definida en un conjunto abierto
de R™; se dice que p €U es un punto critico de F si el diferencial dFp, :

R™ — Rm’
oF;

no es un operador suprayectivo (sobre). La imagen F (p) € R™ de un punto
critico es llamado velor eritice de F. Un punto de R™ que no es un valor
critico es llamado un valor regular de F.

Recordemos ademds que la imagen inversa de un punto a €R™ como el
conjunto

F'(a) ¥ {peU:F(p)=a).

Proposicién 2.2.2 Sea f: U C R? — R una funcidn suave ya € f (U) un
valor regular de f, entonces f~' (a) es una superficie regular.

Ejemplo 2.2.1 La esfera unitaria como subconjunto en el espacio es

St= {(m],:rg,x:g)GRE' :xf+;c%+3:§=l}‘ (2.2.2)
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Es una superficie reqular, que tiene como una parametrizacion a la funcién
€ % x (u,v) = (u,v: \/l—u?-vz):

para la vecindad coordenada H N S? donde
H = {(z1,22,23) € R*: 23 > 0.}

Figura 2.2: Parametrizacién de la esfera:

x(u,v) = (u,v, V1 — u2 —0?).

Para cubrir completamente a la esfera necesitamos 5 parametrizaciones
mads, similares a la mostrada en (2.2.2). También podemos ver que la esfera
unitaria es superfice reguler usando la Proposicion (2.2.2). Para esto defi-
namos la funcion F (21, 2,23) = 1 — (23 4+ 23+ 22), como el cero es un valor
reqular de F, entonces por la Proposicion (2.2.2) se sigue que el conjunto
F~1(0) es una superficie regular, y en este caso F~1(0) = S2.

Estos ejemplos, proposiciones v sus demostraciones pueden ser encontra-
dos con todo detalle, por ejemplo, en el capitulo 2 de [4].
2.2.3 Cambio de Parametrizacion.

Si un punto estd en dos cartas coordenadas, es posible pasar de una parametrizacién
a la otra a través de una transformacién diferenciable que se conoce como
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funcién de transicién. Esto nos permite decir que una propiedad es invari-
ante bajo un cambio de parametrizacidn 6 que no depende de la parametrizacién
;s esta propiedad no se nrodifica bajo un cambio de coordenadas.

Sea p un punto de una superfice regular M, y supongamos que x : U —
R3, y : U —R3 son dos parametrizaciones de M tal que p € x (U)Ny (V)=
W . Se define la funcidn de transicién h : V—U por

h=xloy (2.2.3)

Proposicién 2.2.3 Dadas dos parametrizaciones x : U — R2, y :V— R?
de una superficie M con x(U) Ny (V) # @ se tiene que la funcidn de
transicion h 2.2.8 es un difeomorfismo.

Una demostraciéon de este hecho se puede encontrar en [4, 8, 14]. Es
ficil probar que todo difeomorfismo h : V—U puede ser utilizado como una
funcién de transicién. Con lo que tenemos una correspondencia biunivoca
entre los difeomorfismos en el plano y las funciones de transicién (2.2.3)

2.2.4 Plano Tangente.

El propdsito primordial de esta parte es mostrar que la condicién (1) de
la definicién 2.2.1 de una superficie regular M garantiza que para cada
punto p € M el conjunto de vectores tangentes a curvas parametrizadas,
contenidas en M y que pasan a través de p, constituyen un plano.

Se dice que una curva regular « : (a,b) — R? estd en la superficie regular
M si la imagen directa del intervalo (a, b) bajo la curva a es un subeonjunto
de M, en pocas palabras, a[(a,b)] C M, de aqui en adelante indicaremos
en el contradominio de estas curvas que estdn sobre la superficie. Por un
vector tangente a M en el punto p vamos a considerar el vector tangente
a’ (0) de una curva regular o : (—e,e) — M tal que o (0) = p. El conjunto
de vectores tangente a M en el punto p,

T MY (o (0) i (—e,) = M, a(0)=p}, (2.2.4)

es llamado el plano tangente. En la siguiente proposicién se establece que el
plano tangente a una superficie es un espacio vectorial, una prueba de este
hecho se encuentra en [4, 8, 14].

Proposicién 2.2.4 Sea x : U C R? — M, una parametrizacién de una
superficie reqular M y sea (up,vo) € U. El conjunto de vectores tangente a
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M en el punto x (ug,v9) = p constituye un espacio vectorial de dimensidn

2; mds aiin,
= 2 :

TpM = dX (g ) (R?) C RE.

El espacio tangente T, M no depende de la parametrizacién que se elija
para representar a una vecindad del punto p, pero al tomar una parametrizacién
x se determina una base para el espacio T, M dada por

gx ox
% (uﬂa rL’O) 3 6_1.! (UU, UU) ,
la cual es llamada la base asociada a x. Para facilitar calculos posteriores
es conveniente escribir

ax ax

g (10:v0) = Xu (uo, %) , 3 (ug, o) = Xy (up, vp) -
Los vectores x,,, Xy, que forman una base para Tp M, son llamados vectores
coordenados.

Calculemos las coordenadas de un vector a €T, M en la base asociada a

la parametrizacién x (u,v). Como el vector a es tangente a la superfice M,
entonces a es el vector velocidad a' (0) de una curva regular a = xo donde
B : (—€,€) — U esta dada por B(t) = (u(t),v(t)), con B(t) = x~! (p),

entonces,

3 . ) ——d-xu v
o(0) = 5 (xof) (0) = 4 (u(t),v (1)) (0)

= ' (0)xy (u(0),v(0)) + v (0) %, (u(0),v(0)) = a.

Entonces, en la base {x,, X, }, el vector a tiene coordenadas (v’ (0),v'(0)) .

La recta que pasa por un punto p de una supercie v es perpendicular
a TpM se llama normal a la supercie en el punto p. A cualquier vector
de esta recta se llama vector normal en p. Para una vecindad coordenada
V C M podemos definir un vector normal en cada punto p €V a través de
la parametrizacién x (u, v) por:
Xy X Xy

R L B (2.2.5)

[l % Xy

Si dejamos correr p a través del conjunto V' € M tenemos una funcién
definida en un abiero de M, la cual como veremos a continuacién es una
funcién suave y un campo normal unitario.



2.2 Superficies Regulares. 33

2.2.5 Funciones Suaves.

Entre los conceptos mds importantes del Cdlculo de varias variables estdn
las funciones suaves que van de un abierto de R® en R™. Es posible construir
funciones bien definidas sobre una superficie regular M, el interés principal
es dar un criterio sobre cuando estas funciones son suaves. Sea f: V C M —
R una funcién definida en un subconjunto abierto V' de una superficie regular
M. Entoces se dice que [ es suave en p € 'V si para alguna parametrizacién
x:U — R3 con p € x(U) C V, la composicién f ox :IU — R es suave en el
punto x~! (p). La funcién f es suave en V si estd funcién es diferenciable en
todos los puntos de V.. Como se puede notar, para que una funcién sea suave
es necesario que exista una parametrizacion, sin embargo la diferenciabilidad
es propiedad de la funcién, y no depende de parametrizaciéon alguna.

La definicién de diferenciabilidad puede ser extendida ficilmente a fun-
ciones entre superficies. Una funcién continua ¢ : V; € M; — M, de un
abierto V; de una superficie regular M; a una superficie regular M, se dice
ser diferenciable en el punto p €Vj si dadas las parametrizaciones

x1: U3 — My, x9:U; — Mo,
con p € x; (U1) y o (x1 (U1)) C x2(Us), la funcién
xz_lonpoxl:Ul — Uy

es diferenciable en q = xl'l (p)-

2.2.6 Campos Vectoriales.

En la Seccién (1.1) se recordé el concepto de campos vectoriales en R™, ahora
desarrollaremos el concepto de campos vectoriales en superficies regulares.
Un campo vectorial en el plano es una funcién definida en un abierto U C
R? que asigna a cada punto q =(u,v) € U un vector w(q) € R% EI
campo vectorial w se dice que es suave si al escribir el campo vectorial
w(u,v) = (a(u,v),b(u,v)), las funciones a y b son funciones suaves en U.

Definicién 2.2.2 Un campo vectorial w suave definido en un conjunto
abierto V. C M de una superficie reqular M es una funcidn que asigna
a cada punto p €V un vector w(p) € TpM y cumple que para alguna
pametrizacion x (u,v) en p, la funcidn a (u,v) y

b(u,v) daedas por:

w (u,v) = a(u,v) Xy + b (u,v) xy,
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son suaves en el punto (u,v).

En particular los vectores x, y X, son campos vectoriales suaves.

- Una curva regular conexa C C M contenida en una superficie regular,
se’ dice ser una curve integrable del campo vectorial w :M — T, M si para
cada punto p €C el vector w (p) es tangente a C en p.

Se puede comprobar facilmente que la definicién de diferenciabilidad
para campos vectoriales en superficies no depende de la parametrizacién
de la superficie que se elija. Con el concepto de campo vectorial sobre
una superficie podemos definir ecuaciones diferenciales sobre la superficie,
trayectorias, campos de direcciones, curvas integables; y también podemos
extender algunos teoremas y resultados importantes.

Aqui enunciaremos un teorema que serd de gran utilidad en secciones y
capitulos posteriores, este resultado nos dice que es posible construir una
parametrizacién de una superficie regular, usando dos campos vectoriales
linealmente independientes. Un planteamiento mas formal de este teorema
y su demostracién puede ser consultado en [4, 14, 17].

Teorema 2.2.5 Sean w; y wg dos campos vectoriales en un conjunto abierto
V C M, los cuales son linealmente independientes en algiun punto p €V.
Entonces es posible parametrizar una vecindad Vo C V' de p de tal manera
que para cada (u,v) € Vy las lineas de coordenas de esta parametrizacion
que pasan a través de (u,v) son tangentes a las lineas determinadas por

wi (u,v) y wa (u,v).

Orientabilidad.

Vamos a decir que una superficie reqular es orientable si es posible cubrir
la superficie con una familia de vecindades coordenadas de tal manera que
si un punto p €M estd en dos vecindades coordenadas de esta familia, en-
tonces el jacobiano (véase la férmula 1.2.3 de ser necesario) de la funcién
de transicién es positivo en p. La eleccién de tal familia es llamada una
orientacion de M, y a M en este caso se dice que estd orientada. Si tal
eleccién no es posible la superficie es no orientable. Como hemos comen-
tado anteriormente, cada punto p de una superficie regular M admite un
plano tangente 7pM, cuando tomamos una parametrizacién x (u,v) de una
vecindad V del punto p siempre es posible definir un campo normal uni-
tario al espacio Tp M, dado por el vector N de la ecuacién (2.2.5). Esto
induce una orientacion para el espacio T, M, mds ain este campo normal



2.2 Superficies Regulares. 35

es suave en cada punto de la vecindad V. Cuando tenemos una superfi-
cie regular cubierta por varias cartas coordenadas, la mayor dificultad para
saber si dicha superﬁc’ie es orientable es cuando un punto se encuentra en
la interseccion de varias cartas coordenadas. Supongamos entonces que el
punto p €M estd en la interseccién de dos cartas coordenadas correspondi-
entes a las parametrizaciones x :U — M y y :W — M, vamos a determinar
una orientacién del plano tangente T M correspodiente a la base asociada
{Xu. Xy}, usando el campo vectorial normal (2.2.5). Si escribimos la base
{¥w.y:} asociada a la parametrizacién y (w, z) en términos de la base aso-
ciada a la parametrizacion x (u, v) tenemos:

du . v
=Xua v a3
Yo dw dw

du & dv
2 = Xy—— + Xy—,
%2 dz YOz

donde © = u (w, z) y v = v (w, z) son las expresiones del cambio de coorde-
nadas. Las bases {Xy,Xy} ¥-{yw,¥-} determinan la misma orientacién del
Ty M siy solo si el determinante de la matriz jacobiana

du
&

Q

<
vesR
| S

de la funcién de transicion es positivo.

Para comprobar si una superficie regular estd orientada debemos com-
probar la existencia de una familia de cartas coordenadas en donde la funcién
de transicién sea positiva en la interseccion de dos cartas coordenadas. Esto
es algo que en la practica puede resultar muy dificil y tedioso de checar;
es necesario entonces usar otras formas alternativas para decidir si una su-
perficie es orientable o no. Una de ellas es a través de campos vectoriales
normales a la superficie. Entendemos por un campo suave de vectores nor-
males unitarios en un conjunto abierto V' C M una funcién N : V — R3
que asocia a cada punto p €V un vector normal unitario N (p) €R3 a M en
el punto p.

Proposicién 2.2.6 Una superficie reqular M C R3 es orientable si y sélo
si existe una campo vectorial de vectores normales unitarios N : M — R3

en M.
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El Diferencial de una Funcién Suave.

Supongames qtte M y A son dos superficies regulares en R, y ¢ : M — N
es una funcién suave. El diferencial de ¢ en p, denotado por dyp, es una
transformacién lineal de T, M a T‘P(p)N definida por

dyp (' (0)) = (pea) (0),

donde a : (—€,e) — M es una curva suave en M tal que a(0) = p. el
diferencial de ¢ estd bien definido, ya que si a, 3 son dos curvas en’ M tales
que a(0) = B(0) = p y & (0) = # (0), entonces por la regla de la cadena
(poa) (0) = (poB) (0).

Como mencionamos lineas arriba, el diferencial de ¢ es una transfor-
macién lineal y como tal posee una representacién matricial.

Sea a : (—€,€) — M una curva parametrizada con a (0) = p, definimos
la curva 8 = p o @; esta curva estd contenida en la superficie Ny 8(0) =
¢(p). Sean x(u,v) y y (w, z) parametrizaciones de en vecindades de p y
© (p), respectivamente. Supongamos que ¢ estd expresado en coordenadas
locales por ¢ (u,v) = (¢ (u,v), @2 (u,v)), ¥y que la curva o estd dada por

a(t)=(u(t),v(t), te(—ee).

Entonces

B(t) = (o1 (u(t),v(t)) pa(u(t),v (),

y la expresién de G (0) en la base {y.,y:} es

g (0) = (%%lu’ (0) + %u’ (0), %“%u’ (0) + %u’ (o)) . (2.2.6)

La ecuacién (2.2.6) muestra que 8’ (0) depende sélo del mapeo ¢ v de las co-
ordenadas (v’ (0), %' (0)) del vector a en la base {xy,X,}, en forma vectorial
tenemos:

T _[% @/ v
ﬁ(t))—cu,op(a)—[g,%z %](v,(o}), (227

es decir, dgp es una transformacion lineal de T, M a T,V cuya repre-
sentacion matricial estd dada por (2.2.7).
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2.3 Formas Fundamentales.

231 ° Priméra Forma Fundamental.

Estd seccién ésta dedicada al estudio de las estructura geométricas que pode-
mos encontrar en una superficie regular. El concepto méas importante para
poder estudiar estas cuestiones métricas es la primera forma fundamental.
Sea M una superficie regular, para cada punto p € M es posible inducir un
producto interior en el plano tangente T, M, el cual denotaremos por ()p. Si
wi, wp € Tp M, entonces (wy, wg)p es igual al producto interior usual de los
vectores wi, wy en R?. Como el producto interior es un operador bilineal,
podemos asignar una forma cuadrética I, : T, M — R dada por:

I, (w) = (w,w) = [w[? > 0. (2.3.1)

La forma cuadratica I en Tp M, definido por la ecuacién (2.3.1), es llamada
primera forma fundamental de la superficie regular M en el punto p e M.

Geométricamente, la primera forma fundamental nos permite hacer medi-
ciones y calculos en la superficie como longitudes de curvas, dngulos entre
vectores tangentes, dreas de regiones. La primera forma fundamental en
términos de la base {x,,x,} asociada a la parametrizacion x (u,v) es:

I = Edu? + 2Fdudv + Gdv?, (23:2)

donde:
F=i{xuXa); F=0ix), G={XuXi): (2.3.3)

son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {x,,x,} de
TpoM, ademas E (u,v), F (u,v), G (u,v) son funciones suaves.

2.3.2 Operador de Forma y Segunda Forma Fundamental.

Dada una superficie regular M y una parametrizaciéon x : U — M de una
vecindad coordenada, se define el Mapeo de Gauss de M

N:M — §?

por
b D> s 8

REEEk
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el cual es un campo suave normal unitario. Si calculamos el diferencial de
N de p € M obtenemos un mapeo lineal de T, M a TN(pJ.S'? definida por

dNp, (o' (0)) = (Noa)' (0), (2.3.4)

como de costumbre o : (—€,€) — M es una curva suave con «a(0) = p.

Se sigue de la definicién de dNp, que
dN () =Ny dN(x,) =Ny

Como el plano tangente a S? en el punto N (p) es perpendicular-a N (p),
entonces Tiy(p)S ¥ TpM son paralelos, podemos considerar que dNj, es una
transformacién lineal de T, M en si mismo.

Una caracteristica importante del operador N (p) se establece en la sigu-
iente proposicion.

Proposicién 2.3.1 La transformacidn lineal dNp : ToM — Tp M definide
en la ecuacion (2.3.4) es autoadjunta, es decir,

(dNp (x) ,y) = (x,dNp (y)).

El operador autoadjunto —dNp : TpM — Tp M es llamado el operador
de forma de la superficie M en p. Podemos asociar una forma bilinear
simetrica al operador —dNp, por

Il (w) = —(dNp (w),w), weT M. (2.3.5)

La forma cuadrética I, definida en T, M por 2.3.5 es llamada la segunda
forma fundamental de M en p.

A fin de facilitar la comprensién de las definiciones y el resultado geométrico

que presentaremos mds adelante, en la siguiente proposicién enunciaremos
las propiedades mas importantes de los operadores autoadjuntos.

Se dice que un operador lineal A : V — 'V definido en un espacio vecto-
rial V con producto interior, es autoadjunto si (Av,w) = (v, Aw) para todos
los vectores v,w € V.

Proposicion 2.3.2 Sea A :V — V un operador lineal autoadjunto, en-
tonces eziste una base ortonormal {e1,e2} de V tal que:

(1) Ezisten A, Ay con Ay > Ao que satisfacen:

Ae; = Me;, Aex = Azey,
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es decir, e1,es son los eigenvectores de A.

(2) En la base {ey, ey} la matriz de A es diagonal cuyos elementos
elementos sor A1, As.
(3) Los eigenvalores A1, Ay con A1 > Ay son el mdximo y el minimo

de la forma cuadrdtica asociada a A.

Es posible expresar la segunda forma fundamental usando coordenadas
locales, consideremos una parametrizacién x (u,v) en un punto p de una
superficie regular M. Sea a(t) = x (u (t),v (t)) una curva en M con a (0) =
p, el vector tangente a a (t) en p es

! ! ’
O = XU + Xyt

dNp (&) = N'(u(t),v (t)) = Nyu' + Nyv.
Como N, y N, pertenecen a T, M, podemos escribir
Ny = anxy + az1xy,
Ny = a12xy + ageXy,
y por lo tanto

dNp, (o) = (any’ + a19v’) xu + (@010’ + agzv”) xy;

! /
~ (v )=lan s (%)
v 91 g3 v
Otra manera de expresar la segunda forma fundamental en la base {x,,x,}
estd dada por

€1l consecuencia

I, () = e () + 2fus + g (v')°,

aqui
C== (Nﬂv xﬂ-> = (N' xuu} ] (236)

f=- (meu-) = (N, xyy) = (N, X)) = = (Nu, Xo) (2.3.7)

g == (vaxv) - (N!xvv) » (238)
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2.4 Curvaturas.

EJ;I esta parte, daremos una interpretacién geométrica a la segunda forma
fundamental, algunas de estas propiedades geométricas se derivan del hecho
de que el diferencial del mapeo de Gauss en un operador lineal autoadjunto.

2.4.1 Curvatura Normal.

Sea C una curva regular contenida en la superficie regular M y que pase
por un punto p €M, sea k la curvatura de C en p, y cosf = (n,N), donde
n es el vector normal a C y N es el vector normal a la superficie M en p.
Definamos la curvatura normal de C' en p por

k,=kcoséf.

En otras palabras, k, mide la longitud de la proyeccién del vector kn sobre
el vector normal a la superficie. Para dar una interpretacién geométrica
de la segunda forma fundamental, consideremos la curva regulas C C M
parametrizada por « (s) con « (0) = p, entonces se puede comprobar que

11, (& (0)) = (N,kn) (p) = ky (p) -

El valor de la segunda forma fundamental para un vector unitario en T, M
es igual a la curvatura normal de una curva regular que pasa por el punto

P

2.4.2 Curvatura Gaussiana y Curvatura Media.

Los eigenvectores Ay, Az del operador de forma —dIN,, son llamadas las cur-
vaturas principales de M en p, los eigenvectores unitarios de —dN, son
llamadas las direcciones principales. Denotemos la curvatura Gaussiana
por K (p) y la curvatura media como H (p) las cuales estan definidas como:

1
K (p) = det(-dNp),  H(p) = 5 tr(-dNp),
es decir,

_/\]—f*AQ

E siguiente resultado es muy importante, ya que establece la relacién en-
tre las curvaturas media y gaussiana con las formas fundamentales. Pruebas
a estos hechos se encuentran en [4, 8, 14].

K (p)=MA, H(p)
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Proposicién 2.4.1 Sea x : U — M una parametrizacidn de una superfi-
cte regular M, consideremos los coeficientes de 1,11 (2.8.2), (2.8.5) asoci-
ados a le parametrizacidn x (u,v). Entonces

Y

; _eg—f?
K’EG—FZ'
H_eE—ZfF+gG
- EG-F?

Con el operador de forma y las curvaturas media y gaussiana podemos
tener caracterizados los distintos tipos de comportamiento de una superficie
en una vecindad de un punto, lo cual motiva a hacer la siguiente clasificacion
de puntos en M van en funcion del comportamiento de las curvaturas media
y gaussiana en un punto dado.

Un punto p de una superfice regular M es llamado:
(i) Eliptico si det (dNp) > 0.
(ii) Hiperbdlico si det (dNp) < 0.
(iii) Parabdlico si det (ANp) = 0, pero dN, # 0.
(iv) Planar si dNp = 0.

(v) Umbilical si las curvatura principales Ay, A2 son iguales.

De un particular interés serdn para nosotros las direcciones asintdticas.
Sea p un punto en una superficie regular M. Una direccién asintética de
M en p es una direccién en 7, M tal que la curvatura normal es cero. Una
curva asintética de M es una curva regular conexa C C M para la cual, la
linea tangente en cada punto de la curva C es una direccién asintética.

2.5 Tipos de Coordenadas.

En esta seccién presentaremos algunas parametrizaciones especiales para
superficies regulares que tienen caracteristicas peculiares, en particular nos
interesa ver qué forma tienen las formas fundamentales en esas coordenadas.
Entre las mds importantes estan aquellas cuyos vectores coordenados son
ortogonales, o que ademads son paralelos a las direcciones principales, ademads
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el teorema 2.2.5 nos da condiciones bajo las cuales es posible encontrar
coordenadas especiales en cada punto de una superficie.

Antes de presentar estos tipo de coordenadas, recordemos que la primera
forma fundamental puede ser utilizada para resolver cuestiones métrices so-
bre una superficie regular. Sea M una superficie, supongamos que tenemos
dos curvas a : (a,b) —» M, B: (a,b) — M, las cuales se intersectan en t = t
formando un dngulo @, para el cual se cumple

(' (to) , B’ (t0))
lle! (to)|l 16 (to)ll”

En particular, el 4ngulo ¢ entre dos curvas coordenadas de una parametrizacién

cosf =

x (u,v) es
(xu: x‘t') F

(Xu, Xu) (X0, X0)  EG
de esto se sigue que las curvas coordenas de una parametrizacién x (u, v) son
ortogonales si y solo st F' (u,v) = 0 para todo (u,v), y tal parametrizacién
es llamada una parametrizacion ortogonal.

Consideremos ahora solo una curva « : (a,b) — M, entonces la longitud
de arco s de la curva es

cos ¢ =

t
s () =/ o’ )] dt,

en términos de la primera forma fundamental

sl / VI @)t

En particular, si a (t) = x (u (), v (¢)) estd contenida en una vecindad coor-
denada correspodiente a la parametrizacién x (u,v), la longitud de arco la
podemos calcular por la expresién

s(t) = /t \/E (uw')? 4 2F (u'v') + G (v')?dt.

2.5.1 Coordenadas Ortogonales

Una parametrizacién x (u,v) definida en un vecindad V' de una superficie
regular M se dice ser ortogonal si los vectores coordenados son ortogonales,

Pu,9) = Eu %) =0, (2.5.1)
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para todo (u,v) € V. De manera natural podemos preguntarnos; si dado un
punto p € M de una superfice regular, ;podemos encontrar una parametrizacién
defina en una vécindad del punto p que sea ortogonal? La respuesta se sigue
casi de inmediato del teorema 2.2.5.

.
v

Proposicién 2.5.1 Para cade p € M existe una parametrizacion x (u,v)
definida en una vecindad V de p tal que los vectores coordenados Xy, Xy S00
ortogonales en toda la vecindad V.

El teorema 2.2.5 dice que si tenemos dos campos vectoriales en una
superficie que son linealmente independientes, entonces podemos encon- -
trar una parametrizacion tal que los vectores coordenados sean paralelos
en cada punto a los campos vectoriales. Entonces, para construir una
parametrizacion ortogonal en una superficie regular M, para cada punto
p € M elijamos una parametrizacion arbitraria y (w, z) en una vecindad de
p y apliquemos el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a los vec-
tores coordenados y,,,y.. Con esto hemos contruido un campo suave de vec-
tores ortonormales, entonces por el teorema 2.2.5 existe una parametrizacién
ortogonal en definida en una vecindad del punto p, como dicho punto fue
arbitrario, esto se cumple para cada punto de la superficie.

Tlustremos estas ideas mostrando una parametrizacion ortogonal a una
curva regular.

Ejemplo 2.5.1 La parametrizacion para la esfera, S?, dada por

x (6, ¢) = (senf cos ¢, sen @ sen ¢, cos ), (2.5.2)

donde 0 < 8 <7 y 0 < ¢ < 2w, son conocidas como coordenadas esféricas;
la parametrizacion (2.5.2) cubre toda la circunferencic menos un semiciculo
contenido en el plano xz y sus polos. Calculando las derivadas parciales de
la parametrizacidn (2.5.2) tenemos

Xg (¢, ¢) = (cosfcos ¢, cos Gsen ¢, —sen )
X4 (0, ¢) = (senfsen ¢,senfcos ¢, 0),
la primera forma fundemental para S* es
I =7%d6* + r? sen® 0do°,

es decir
sz - L
E=r°, F=0  G=r"sen“d,
esto comprueba el hecho que las curvas coordenadas asociadas a la parametrizacion
x (6, ¢) son ortogonales.
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2.5.2 Coordenadas de Lineas de Curvatura.

En esta parte tenemos el propésito de mostrar que existe una parametrizacién
de coordenadas de lineas de curvatura, es decir, aquellas coordenadas que
soil paralelas a las direcciones principales de la superficie, y después estudiar
la ecuacion de Gauss-Codazzi en este tipo de coordenadas. Supongamos que
M es una superficie regular en R®, y : U — M es una parametrizacién
¥ Po = x(ug,vp) es un punto no umbilical. Esto significa que el operador
dNp, tiene 2 valores propios distintos. Como dN es suave, existe un con-
junto abierto Uy de U que contiene a (ug, vg) tal que y(u, v) no tiene punto
umbilicales en todo el subconjunto abierto Uy. Haciendo uso del dlgebra
lineal, podemos escribir las formulas de los dos vectores propios vi,vp de
dN en Uy y ver que vy, vo son funciones suaves en Up. Como dN es autoad-
junto con dos valores propios distintos, vi y v2 son perpendiculares. Por
el teorema 2.2.5, podemos encontrar un cambio de coordenadas tal que los
vectores coordenados y, y y. sean paralelos a vi y va. Esto significa que
existe un parametrizacion x : U — M | tal que x, y X, son paralelos a v, y
vy respectivamente.Como (vi, vy) = 0, entonces en esta nuevas coordenadas

se tiene:
F = (x‘l.hx‘l.’) = 0

Pero como x, v x, son las direcciones principales, el operador dN es diago-
nizable con respecto a la base dada por sus vectores propio. Por tanto

f=0.

En otra palabras, las dos formas I, II son diagonizables.Tal parametrizacion
es llamada coordenadas de linea de curvatura.

Con esto hemos probado

Proposicién 2.5.2 Si M C R3? es una superficie y pg € M es un punto
no umbilical, entonces eriste una parametrizacion de Lineas de curvatura
x:U — M cerca de py, es decir,

F= (xua xu} =0 f = (x'u.mN> =0,
lo que es equivalente a

I = Edu®+ Gdv?®, II=edu®+ g dv?

Ejemplo 2.5.2 Un ejemplo interesante y simple de coordenadas de lineas
de curvatura es el cilindro. Consideremos la parametrizacidn del cilindro
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mejor conocida, como coordenadas cilindricas

x (u,v) = (rcosu,rsenu,v), con0<u<2r, veR.

Es fdacil probar que necesitamos dos cartas para cubrir el cilindro. Los vec-
tores coordenados son:

Xy = (—rsenu,rcosu,0),

Xy = (010:1)9

y el vector normal
N = (cosu,senwu,0).
Los coeficientes de la primera forma fundamental son E = 2, F = 0 g
G =1, por tanto
I = r?du® + dv?,
Si ahora calculamos los coeficientes de la sequnda forma fundamental ten-
emose=—1,f=0yg=0, entonces

]
I = —du”,
Resumiendo, como F = 0, las coordenadas cilindricas son una parametrizacion
ortogonal, pero, mds aiun, como f = 0 entonces es una parametrizacion de
ltneas de curvatura.

2.5.3 Coordenadas de Lineas Asintéticas

Recordemos que una da direccion asintotica es aquella donde las curvatura
normal se anula, y una curva asintotica es aquella en la que las tangente a
cada punto de la curva es una direccién asintdtica. Una aplicacion mas del
teorema 2.2.5 es la existencia de una parametrizacion en la que los vectores
coordenados sean paralelos a las curvas asintdticas. Una curva asintotica es
solucion de la ecuacion

e(u)’ + f (W) +9 () =0 (2.5.3)

aquie, f, g son los coeficientes de la segunda forma fundamental. En una
vecindad de un punto hiperbélico p, tenemos que eg — f2 < 0

Después de realizar algunas operaciones podemos descomponer la ecuacion
(2.5.3) en un sistema de dos ecuaciones que nos van a determinar una par de
vectores linealmente independientes en una vecindad del punto hiperbdélico
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p, entonces aplicando el teorema 2.2.5 podemos encontrar una parametrizacion
en una vecindad del punto p, de tal manera que las curvas coordenas son
lag curvas integrales de la ecuacién (2.5.3); esto es solo un esbozo de la
demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.5.3 Sea p un punto hiperbolico de M, entonces es posible
encontrar una carta coordenada de p tal que las curvas coordenas de esta
parametrizacion son curvas asintdticas de M.

2.6 Ejemplos.

2.6.1 Superficies de Curvatura Gaussiana Constante Posi-
tiva.

La esfera, el plano y el cilindro circular recto son ejemplos conocidos de
superficies de curvatura gaussiana constante, sin embargo existen muchos
otros. Es facil ver que en el plano la curvatura gaussina se anula, lo mismo
sucede en el cilindro; en esencia, si una superfice tiene curvatura gaussiana
cero podemos pensar que esa superficie es como un plano, més precisamente,
es isométrica al plano. Una isometria es un difeomorfismo ¢ : M — N
entre superficies regulares, si para todos los punto p €M y para cada par
de vectores wy, wy € T M se tiene

(w1, wa) = (dgp (W1),dep (w2)) .

Un isomorfismo en una funcién cuyo diferencial preserva el producto interior
y en consecuencia se preserva la primer forma fundamental; no lo estudi-
aremos a detalle, pero si dos superficies son isométricas poseen la misma
curvatura gaussiana en sus puntos correpondientes. Existe un resultado
reciproco, es decir, si dos superficies tiene la misma curvatura gaussiana,
entonces estas superficies son localmente isométricas.

Pero esto se vuelve mds interesante si una superficie regular tiene cur-
vatura gaussiana constante, como se establece en el siguiente resultado.

Proposicién 2.6.1 Si dos superficie tienen tienen curvatura gaussiana con-
stante y ésta coincide, entonces las superficies son isométricas.

En la caso de la esfera, ésta tiene curvatura gaussiana constante K = ;lg,
donde 7 es el radio de la esfera. Como una consecuencia de la Proposicién
2.6.1, tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 2.6.2 Toda superficie de curvatura gaussiana constante posi-
tiva K puede representarse isométricamente sobre una esfera de radio igual
r tal que K = ;1;

Practicainente hablando, podemos decir que en esencia todas las superfi-
cie de curvatura gaussiana constante positiva se pueden ver localmente como
esferas.

Un ejemplo mas de superfies que tienen curvatura constante son las
superficies en revolucion con curvatura constante, dichas superficies pueden
definirse mediante la parametrizacion

x (u,v) = (f (v) cosu, f (v)senu, g (v)),

con curvatura gausiana K = a—lg, donde la constante a > 0 satisface

s = [ 15 (s ()
0

para alguna constante b > 0. Para detalles ver [8].

2.6.2 Superficies con K = —1.

De especial interés son las superficies con curvatura gaussiana constante
negativa, en particular aquella superficie con X = —1. Un ejemplo clasico es
la seudoesfera de seudoradio 1. Geométricamente, la seudoesfera es generada
por una circunferencia singular central que se agudiza asintoticamente a
ambos lados de esta circunferencia. También podemos generar la seudoesfera
como una superfice en revolucién, usando como generatriz a la curva plana
conocida como la Tractrix y que rota sobre su asintota. Ver detalles en
8, 15].
Una parametrizacién para la seudoesfera estd dada por

x (u,v) = (sechucosv,sechusenv,u — tanhu), u>0, ve|[0,2r).
(2.6.1)

Su primear forma fundamental es:
I = tanh? udu® + sech ud'vz,
y su segunda forma fundamental,

11 = — sech utanh udu? + sech u tanh udv?.
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Con curvatura media

1
H = - (senhu — cschu),

y curvatura gaussiana
K=-1

La seudoesfera. por lo tanto, tiene superficie gausiana constante negativa,
justificando su nombre de seudoesfera, es decir, contrario a la esfera que tiene
curvatura gaussiana negativa. Como iltimo comentario sobre la seudoesfera
podemos decir que la parametrizacion (2.6.1) es una parametrizacién de co-
ordenadas de lineas de curvatura. Todo el material estudiado en este capftulo
forma parte del temario bédsico de muchos libros de Geometria Diferencial,
como referencia para consulta con una visién mds formal y amplia de estos
hechos tenemos [4, 8, 13, 14, 15].

Figura 2.3: Parametrizacién de la seudoesfera:
x(u,v) = (sech ucos v, sech usen v, u — tanh u).



Capitulo 3

Criterio de Frobenius

El Criterio de Frobenius es uno de los dos principales resultados que se en-
cuentran en este trabajo. El papel que juega para demostrar el Teorema Fun-
damental de Superficies (Teorema (4.2.1)) es crucial.Es usado en el Capitulo
4 para dar solucién satisfactoria a la parte de existencia del Teorema Fun-
damental. Esta es la parte que en muchos libros elementales de Geometria
no se aborda con toda precisién y detalle, con pocas excepciones, como por
ejemplo el libro de J.J. Stoker [14]. El criterio de Frobenius forma parte de
una teoria mas completa llamada Integrabilidad de Frobenius, que se utiliza
por ejemplo para dar solucién a un sistema de familias uniparamétricas de
EDO. Este criterio tiene una amplia variedad de formulaciones, algunas de
ellas usan conceptos bésicos de Geometria y Ecuaciones Diferenciales tales
como campos vectoriales, corchetes de Lie, funciones matriciales, ete. Otras
usan conceptos mas avanzados como formas diferenciales, distribuciones de
planos, etc. El lector interesado en conocer las distintas formulaciones de
este criterio podria comenzar con [3, 5, 7, 14, 17]. En esta seccién sélo
presentaremos aquellas versiones del teorema que nos son de utilidad para
lograr nuestro objetivo principal.

3.1 Condiciones de Integrabilidad de Frobenius.

En esta parte daremos una introduccion al Criterio de Frobenius, el cual
garantiza la existencia de solucion para un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales. Este criterio establece condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de dicha solucién, conocidas como condiciones de inte-
grabilidad. En esta seccién utilizaremos sélo funciones y campos escalares
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suaves con valores reales para formar los sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales. Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

oz

a:V(u,U,x(u,v)), (3.1.1)
Oz
= W (u,v,z (u,v)), (3.1.2)

donde V,W : U x R — R son mapeos suaves y I{ es un subcun_]unto abierto
de R2.

En general, no existe solucién al sistema (3.1.1),(3.1.2), entonces, como
el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, el objetivo 1égico es encontrar
qué condiciones adicionales debe de tener el sistema (3.1.1),(3.1.2) para que
este sea soluble. El teorema de Frobenius nos da condiciones necesarias y
suficientes para que el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (3.1.1),
(3.1.2) tenga solucion. Ademds, la demostracion de este teorema nos pro-
porciona un algoritmo para construir la solucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales como el sistema (3.1.1),(3.1.2). Primero debemos re-
solver una ecuacién diferencial ordinaria en la variable u y después resolver
una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias para la variable v. Las
condiciones dadas en el teorema de Frobenius garantizan que este proceso
nos produce una solucién al sistema de ecuaciones.

Para encontrar explicitamente que condicién se debe cumplir para que
exista solucién al sistema (3.1.1), (3.1.2), hagamos lo siguiente: Supongamos
que el sistema (3.1.1), (3.1.2) admzte una solucién suave x (u,v); entonces
se tiene, por diferenciabilidad, amgm E—a—z. Desarrollando estas derivadas
parciales tenemos

3%z g (oz d
BUBU - _6_'0 (a) - %V(u’! U:.T(U,U))
av. oV oz oV oV
o o R

dv Bz v Hv Oz

%z 0 (Ox d]

i) — | =] ==—W :
Judv du (8'{!) GHH (o, 2v))
ow  oWaoxr oW BW

3u+8:z: ou 6u+3.1
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Al igualar los resultados obtenidos, los campos V, W debe satisfacer la sign-

iente ecuacion: oV .oV © IW oW
; LA YRR - — _"_/ . 1.
ov % oz du % oz v e

A la ecuacién (3.1.3) se le conoce como condicidn de compatibilidad. La
ecuacion (3.1.3) es una condicién necesaria para que el sistema (3.1.1),
(3.1.2) se pueda resolver; méds ain, esta condicién también es suficiente para
que exista solucion al sistema (3.1.1), (3.1.2), pero este punto sera tratado
en la secion 3.2 con mas detalle, desde un punto de vista més general.

En el siguiente resultado se presenta una interpretacién geométrica del
Teorema de Frobenius. Se construye una superficie regular utilizando una
solucién al sistema (3.1.1), (3.1.2) y cuyos vectores que generan al plano
tangente a cada punto tienen entre sus componentes a los campos V, W.

Proposicién 3.1.1 Si la condicion (3.1.3) se cumple, entonces existe una
tnica solucion local « (u,v) del sistema (3.1.1) y (3.1.2). Ademds la grifica
de la funcion z,

MY graf (z) = {(u,v,w) €R® : w=2z(u,)},

es una superficie regular y el plano tangente a M en cada punto (u,v) es
generado por los vectores

X (w,v,7) =(1,0,V (u,v,x)), Y (u,v,z)=(0,1,W (u,v,z)), (3.14)
es decir,

Ty yM = Span {X (u, v,z (u,v)), Y (u, v,z (u,v))} .

La demostracién de este resultado es muy simple y casi inmediata. Este
material es tratado con mayor detalle en el capitulo 2 de [4] o en [8, 14, 15].
Ademds el reciproco de esta proposicién también es cierto.

En la Proposicién (3.1.1) hemos formado los campos vectoriales X,Y
(3.1.4) utilizando los campos escalares V, W. Entonces se puede probar que
la condicién (3.1.3) para los campos V,W es equivalente a pedir que los
campos X,Y conmuten; como veremos en el siguiente lema.

Lema 3.1.2 Sean los campos vectoriales X y'Y en R3 definidos como en
(3.1.4). Supongamos que V y W satisfacen la ecuacion (3.1.3). Entonces



52 Criterio de Frobenius

los campos vectoriales X yY conmutan, es decir, el corchete de Lie de X y
Y es cero,
X, Yl =0,

y reciprocamente.

Demostracion. Recordemos que el corchete de Lie [v, w] (x) (ver seccidn
1.1) para dos campos vectoriales v (x) = (v; (x),v2(X), ..., Un (X)) y W (X) =
(wy (x),ws (x),...,w, (x)) en R™, es otro campo vectorial suave en R™, cuyas
componentes estdn dadas por:

n
def 7] a , :
[v,w]; (x) = Z (vja—xjw,- - wja—xjuf) (3=1,2,...;1).
g=1
Calculemos el commutador de los campos X y Y (3.1.4), usando la formula
anterior:
[X,YJI =0,
[X»le =0,
oV av aw oW

Por lo tanto, tenemos que

v v ow  aw
XY =(00—+—+—W-— - — :
X, Y] (’ % Bz ou 8&:)
como los campos escalares cumplen la condicién (3.1.3) entonces
X, Y] =0,

comao queriamos demostrar, y reciprocamente. m
Este hecho nos permite plantear una versién del teorema de Frobenius
en términos del conmutador de campos vectoriales [X, Y].

Teorema 3.1.3 Sean X,Y : U x O —R3 campos vectoriales suaves, donde
U c R? y O C R son dominios abiertos. Supongamos que

X,Y]=0.
Entonces, para cade punto (u,v) de U existe una superficie reqular M tal

que para cada punto m € M el plano tangente en cada punto de M es
generado por los vectores X y Y, es decir,

TpwM =Span{X,Y}.

Para una demostracién de este teorema ver [3].



3.2 Criterio de Frobenius 53

3.2 Criterio de Frobenius

En esta seccic}n' formularemos el criterio de Frobenius, con un punto de vista
mds formal que el que se le dié en la seccién anterior. Aqui se generaliza el
problema de encontrar una solucién comin al sistema de ecuaciones difer-
enciales presentado en la seccidn 3.1, pero ahora usando campos vectoriales
en R", para formular las ecuaciones diferenciales. El objetivo del criterio
de Frobenius en esta seccién sigue siendo el mismo, obtener condiciones
necesarias y suficientes para que exista solucién comin a un sistema de
ecnaciones parciales; el criterio de Frobenius como se mencioné en la seccion
anterior es una expresién analitica que se conoce como ecuacion de compati-
bilidad. Sin mds comentarios por el momento, en el siguiente teorema que de
ahora en adelante conoceremos como Criterio de Frobenius, estableceremos
la ecuacion de compatibilidad.

Teorema 3.2.1 (Criterio de Frobenius) Sean V,W : U/ x O — R",
campos vectoriales suaves, donde U C R? y @ C R™ son abiertos. Sea
(up,v0) € U un punto fijo.- Entonces para cada punto inicial p € O el
siguiente sistema de ecuaciones

X

e V (u,v, X (u,v)), (3.2.1)

% =W (u,v,X (u,v)), (3.2.2)
X (ug, v) = p, (3.2.3)

tiene una inica solucion suave X : Uy — R™ bien definida en una vecindad
Uy de (ug, vg) en U 51y sélo si

v DV, 8W DW

ES +ﬁ i + DX Vs (3.2.4)

Demostracion. (a) Necesidad. Si X es una solucion suave de (3.2.1),
(3.2.2) v (3.2.3), entonces la igualdad de las parciales cruzadas

8 (o) _ o (ax)
Ju\du) Oul\dv/’

implica la condicién de compatibilidad (3.2.4).
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(b)Suficiencia. Supongamos que V, W satisfacen la condicién (3.2.4).
Recuérdese que en la ecuacion (3.2.4) la matrices que multiplican a los cam-
pos.V y W respectivamente estdn dadas por:

DV _ [aV DW _ [aW,
DX ~ |0X; DX ~ |aX;]"

Intentemos resolver el sistema (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3). Tomemos la ecuacién
(3.2.1) sujeta a la condicién inicial (3.2.3). Si fijamos el valor v = vg en
la ecuacién (3.2.1), tenemos una familia de EDO para la variable u. Por
Teorema de Existencia y Unicidad (Teorema 1.2.1), existen § > 0 y una
funcion suave a : (ug — 6, ug + &) — R™ que satisfacen

da

5 =V (u,vg, a(u)),

a(up) = p.

Para cada u € (up — 6,up + d), definamos B%(v) = B(u,v) como la tnica
solucion del problema de Cauchy

dﬁ" Iy e
dl' =W (uil"ﬁ (U))?

B%(vo) = a(u).

Sea X (u,v) qef 3%(v). Por construccién, X satisface la ecuacion (3.2.2) y
X (ug,vg) = p. Solo resta verificar que X satisface también la ecuacidn
(3.2.1). Para esto, definamos la funcién Z (u,v) = £X (u,v) — V (u,v,X)
y calculemos su derivada parcial con respecto a v. Por conveniencia, al
momento de efectuar cdlculos omitiremos la dependencia de parametros u y
v.

=m ov DX dv
%X 8V DV 8X
m*(a*ma)

d v DV X

% {%*ma)

W DW 86X ayv DV
E*ﬁa“(a+ﬁw)-

07 _ 9 (9X_\_ X _av_DVoX
du v \ du
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Como los campo V y W cumplen con la ecuacién 3.2.4, tenemos

0z _ oW  DWOX (0W DW_
v _ Ou DX du du DX
' _ DW (38X _ DWZ
DX \ ou - DX
De esto se sigue que Z es solucién de la siguiente ecuacién diferencial:
0Z w
o (u,v) = ﬁ(u, v, Z)Z (u,v). (3.2.5)
Si tomamos v = vy,
X
Z(u,v9) = B (u,v9) = V (u,vg, X (u,vg))
d
dua(u) (u,vp, @ (u)) =0

Para todo u € (ug — d,ug + §). Ademds la ecuacién (3.2.5) estd sujeta a la
condicién inicial
' Z (ug,v9) = 0. (3.2.6)
Pero como la funcién constante cero también es solucién de (3.2.5), (3.2.6),
por el Teorema de Existencia y Unicidad (Teorema 1.2.1), tenemos que
Z (u,v) = 0. Por lo tanto la funcién X (u,v) satisface la ecuacién (3.2.1),
como necesitdbamos demostrar. m

Como caso particular del Teorema (3.2.1), cuando n = 1, obtenemos el
sistema (3.1.1),(3.1.2) y la condicién de compatibilidad (3.2.4) se transforma
en la ecuacién (3.1.3).

3.2.1 Interpretacién geométrica en el caso general.

La interpretacién geométrica del Criterio de Frobenius, dada en la Proposicion
3.1.1, para el caso particular cuando n = 1 sigue siendo vélida general como
lo veremos a continuacién. Sean V, W : {2 x R® — R" campos vectoriales

suaves,
v V (u,v,X),
W = W(u,vX),

donde {2 es un conjunto abierto de IRi. Usando los campos V, W definamos
unos nuevos campos vectoriales V, W : Q x R™ — R"*2, por

V (ug, v, X) = (1,0, V), W (ug, vo. X) = (0,1, W). (3.2.7)
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Resulta evidente que los campos vectoriales {7,\?\‘7 (3.2.7) son linealmente
independientes. Ahora como en el caso n = 1, estableceremos bajo que
condiciones existe una superficie en R"*? tal que el espacio tangente en
cada punto de la superficie sea generado por los vectores {’f, W.

Proposicién 3.2.2 Sean {}, W campos vectoriales suave en R™"*? definidos
como en la ecuacion (3.2.7). Si para cada (up,vg) € Q y X € R™ se cumple
que

[V, W] (ug, v, X) € Span{V (ug,v0,X), W (ug,v0,X)} . (3.2.8)

Entonces eziste una vecindad N (ug, vy, X) C R™**? y una superficie S C
N(ug,vo, X) tal que si (u,v,X) € S, se tiene que

Tiww,x)S = Span{V (ug, v, X) , W (ug, vo, X)}. (3.2.9)

Los campos vectoriales definidos por (3.2.7) y que cumplen con la condicién
(3.2.8) son conocidos como una distribucidn involutiva de rango 2. En este
caso, la condicién (3.2.8) es equivalente a

[V, W] =0. (3.2.10)

Msés atin, la condicién (3.2.10) se cumple si y sélo si los campos V, W
satisfacen la ecuacién
8V DV __  8W DWW

W = A%
5U+DX Bu+DX ’

la cual es la condicién de compatibilidad (3.2.4) de el criterio de Frobe-
nius (Teorema 3.2.1). La superficie cuya existencia asegura la Proposicién
3.2.2 resulta estar parametrizada por

X = (u,v, X (u,v)), (3.2.11)

donde la funcién X (u,v) es solucién del sistema (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3)
cuya existencia esta garantizada por el criterio de Frobenius. El lector in-
teresado en estudiar este enfoque del criterio de Frobenius puede empezar
por consultar [3].
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3.3 Caso lineal

3.3.1 Criterio de Frobenius para Sistemas Lineales.

En esta seccién, veremos que cuando los campos vectoriales suaves V, W en
R™ que aparecen en el sistema (3.2.1), (3.2.2) son lineales, es posible formular
un sistema de ecuaciones expresado en términos de funciones matriciales que
serd equivalente al sistema (3.2.1), (3.2.2), en el sentido de que la existencia
de solucién de un sistema implica la existencia en el otro sistema y viceversa.

Sean U C R? y @ C R™ conjuntos abiertos. Sea (ug,vg) € U punto fijo.
Para cada p € O, consideremos el sistema de ecuaciones para la funcién
vectorial X : & — R™

X

= V (u,v, X (u,v)), (3.3.1)

% =W (u,v, X (u,v)), (3.3.2)
X fan) = 339

Donde V,W : i x O — R"™ son campos vectoriales suaves. Si suponemos
que los campos vectoriales V, W son lineales con respecto a la variable X,
entonces existen funciones matriciales suaves §,T : U — gl(n) tales que
V (u,v,X) = S(x,v) X y W (u,v,X) = T (u,v) X. Entonces el sistema de
ecuaciones (3.3.1), (3.3.2) tiene la siguiente forma:

oX

i S (u,v) X, (3.3.4)
X
¢ Vi T (u,v) X, (3.3.5)

sujeto a la condicidn inicial (3.3.3). Ahora, de manera similar a lo que se hizo
en la Seccidn 1.5, vamos a obtener una funcién matricial que sea la solucién
fundamental del sistema (3.3.4), (3.3.5). Es decir, deseamos encontrar una
funcién matricial mediante la cual podamos obtener fécilmente todas las
soluciones del sistema (3.3.4), (3.3.5) que se tienen para cada vector p en
R™.  Analiticamente deseamos encontrar una funcién matricial suave G :
U — GL (n) tal que

X (u,v) = G (u,v) p. (3.3.6)

Si calculamos las derivadas parciales de la ecuacién (3.3.6), tenemos:

= (3.3.7)

ou  Ou
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ox _ e
_ v vt
" En las ecuaciones (3.3.7), (3.3.8) hemos omitido los pardmetros u y v

ya que esta igualdad se tiene para todo (u,v) € . Igualando (3.3.4) con
(3.3.7) se tiene que:

(3.3.8)

56 _

ou
Si ahora igualamos la ecuacién (3.3.5) con (3.3.8), mediante cilculos simi-
lares a los anteriores tenemos que

oG

5. =TG. (3.3.10)

SG. (3.3.9)

De la ecuacion (3.3.6) tenemos que la funcién G en el punto (ug, vg) satisface
que
X (un, ‘Un) =G (‘u.g, ‘Ug) p.

Como la funcién X satisface la condicién inicial (3.3.3), se sigue que
G (up,v0) p = p, para todo p eR",

y entonces se tiene que:
G(ug,‘vg) =1I. (3.3.11)

Hemos transformado el sistema de ecuaciones (3.3.1), (3.3.2) y (3.3.3)
definido para una funcién vectorial en R™ mediante campos vectoriales lin-
eales, en un nuevo sistema formado por (3.3.9), (3.3.10) y (3.3.11).

El siguiente resultado establece condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de solucién al sistema de ecuaciones matriciales (3.3.9), (3.3.10)
y (3.3.11).

Recordemos que para dos matrices A, B de dimensién n x n, se define
el conmutador de las matrices A, B como:

[A,B] € AB - BA.

Teorema 3.3.1 Sean S, T : U — gl(n) funciones matriciales suaves, donde
U es un abierto de R2. Para cada punto fijo (ug, vo) € U, el siguiente sistema
de ecuaciones

8G _

-

SG, (3.3.12)
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oG
_ , o So=TG, (3.3.13)
G (up,vo) =1, (3.3.14)

tiene una solucion matricial suave G : Uy — GL(n) bien definida en una
vecindad Uy de (ug,vg) enU , si y sélo si
s T

—_—— — =0. 3.1
5~ 3; +1ST =0 (3.3.15)

Demostracion. (Necesidad) Este teorema es consecuencia del Teorema
(3.2.1), Si tomamos un vector p €R"™, y multiplicamos por la derecha ambos
lados de las ecuaciones (3.3.12),(3.3.13) y (3.3.14) respectivamente, este sis-
tema se transforma en un sistema de ecuaciones definido para una funcién
vectorial en R™ en el que se cumplen las hipétesis del Teorema (3.2.1). De
aquise sigue que este sistema tiene solucién si y sélo si cumple con una
condicién de compatibilidad (3.2.4), la cual también puede obtenerse del
calculo de las segundas derivadas parciales de la funcién G y utilizando la
propiedad de las parciales cruzadas.

(Suficiencia) Por una parte tenemos

2 G _ 9(SG) SQQE—FQ;S
ovéu v Bv v
as 8
= STG+ %G = (S’]I‘ + E) G;
por otra parte,
8*G a (TG) oG oT
udv ou TE-FEG
= TSG+—G = (']I‘§ ﬂ) G;
du
por lo tanto, al igualar las expresiones anteriores, la condicidon de compati-
bilidad es . T
ST+— = —
i dv T du

la cual es equivalente a la ecuacion (3.3.15). =

Vamos a decir que el sistema de ecuaciones (3.3.12), (3.3.13), (3.3.3)
es compatible si y sélo si este sistema tiene una solucion comin. En este
momento estableceremos un resultado muy sencillo pero importante para el
desarrollo de este trabajo.
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Corolario 3.3.2 El sistema de ecuaciones (3.3.12), (3.3.13), (5.5.8) es
compatible si y sdlo si el sistema transpuesto a (3.5.12), (5.3.13),(3.8.3)
también es-compatible.

Demostracion. Si realizamos la operacion transpuesta en ambos lados
de cada una de las ecuaciones que forman el sistema (3.3.12), (3.3.13), (3.3.3)
tenemos que la igualdad de preserva. Por lo tanto si existe una matriz que
satisface el sistema (3.3.12), (3.3.13), (3.3.3) , entonces la transpuesta de
esta matriz serd solucién del sistema transpuesto y viceversa. m

En el siguiente resultado, que se sigue como un corolario del Teorema
(3.3.1), se establecen las condiciones de existencia de solucién para un sis-
tema de ecuaciones lineales similar al (3.3.12),(3.3.13) y (3.3.14). La difer-
encia que se tiene aqui es la manera en que se multiplican las matrices.

Corolario 3.3.3 SeanS.T : U — gl(n) funciones matriciales suaves, donde
U es un abierto de R%. Tomemos un punio fijo (ug, vg) € U. Entonces el
siguiente sistema de ecuaciones

oG

T GS, (3.3.16)

aG

~ =GT, (3.3.17)
G (ug,vg) =1, (3.3.18)

tiene una solucidn matricial suave G : Uy — GL (n) bien definida en una
vecindad Uy de (ug,vg) en U, si y sdlo si
08 aT

e =[RT. (3-3.19)

Demostracidn. Siaplicamos el Corolario al sistema (3.3.16),(3.3.17),(3.3.18),
tenemos que éste es compatible si y sélo si el siguiente sistema es compatible.:

aGT T T
B =5"G',
?-{—;E'=TTGT
dv ’

GT (ug, ) = L
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Por el Teorema (3.3.1) el sistema anterior tiene solucién si y sélo si las
matrices ST y TT cumplen con la ecuacién:
8L 1T
— - —+ [§7,17] =0. 3.20
50 " aa T 5T (3.3.20)

Si tomamos transpuesta de la ecuacién (3.3.20) tenemos el resultado deseado.
[

Para finalizar, queremos establecer la relacién que existe entre el sistema
(3.3.1),(3.3.2) y la ecuacién de compatibilidad (3.3.15).

Teorema 3.3.4 El sistema (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) admite una solucidn
X (u,v) para cada punto p €R™ si y sdlo si se cumple la ecuacidn (3.3.15).

Demostracién. (Necesidad) Supongamos que la funcién X (u,v) es
solueién al sistema (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3). Para cada p €R" definamos la
funcién matricial G usando las férmulas (3.3.6), (3.3.11). Esta funcién es
solucién del sistema (3.3.12), (3.3.13), (3.3.14), entonces por el Teorema
(3.3.1) se cumple la ecuacién (3.3.15).

(Suficiencia) Ahora supongamos que se cumple la ecuacién (3.3.15). En-
tonces, otra vez por el Teorema (3.3.1) existe una funcién G que es solucién
de (3.3.12), (3.3.13), (3.3.14). Para cada p €R" definamos la funcién X (u, v)
por la ecuacién (3.3.6). Es decir

X (u,v) =G (u,v) p,

al calcular sus derivadas parciales tenemos

B 86 e
9X _ 9G

— = —p =TGG'X =TX,
ouv 6vp o

X (ug,v0) = G (up,v0) p =Ip = p.

Por lo tanto X (u,v) es solucién del sistema (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3). m

El Teorema (3.3.1) y el Teorema (3.3.4) son los resultados principales en
la demostracién del Teorema Fundamental (Teorema 4.2.1).
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3.3.2 Algoritmo de Construcciéon de Solucién para el Sistema
Lineal.

En- este parte, introduciremos nueva terminologia y plantearemos un sis-
tema de ecuaciones diferenciales parciales con un algortimo que nos permita
construir un solucién a dicho sistema la cual fue tomada del articulo 7] .
El sistema que aqui se plantea generaliza en cierto sentido al sistema lin-
eal (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) planteado al inicio de esta seccién, y el método
que describiremos aquipuede ser utilizado para calcular numéricamente su
solucién.

Un par (01, ©;) de funciones matriciales acotadas de tamafio n x n, que
son suaves en las variables reales (u,v) € R?, es llamado un par compat-
ible si existe una funcion matricial G (u,v) € GL (n) suave, que satisface
simultdneamente el sistema matricial lineal

oG

™ (12,v) = G (u,v) ©;1 (u,v), (3.3.21)
?9;? (u,v) =G (u,v) O (u,v), (3.3.22)

G(0,0) =1 (3.3.23)

Ejemplo 3.3.1 Para cualquier par (K;,Ky) de matrices constante que con-
mutan es un par compatible, cuya solucidn comin estd dada por

G (u,v) = exp (uK; + vKa) .

Si (@1, ©2) es un par compatible, la propiedad de las segundas derivadas

&G _ 8*G
Hvdu  Oudv
tenemos
o ., T
dv \ du T Qu \ v
0 0
3, G61) = (G
oG 001 oG 00,
o tegy = e
usando las expresiones (3.3.21),(3.3.22) se obtiene
a0
GO,0; + 62— goy0, + 622,
dv du
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lo cual implica que

90, 00,

- —— =[01,0,]. 3.3.24
T [©1,©2] ( )
La ecuacién (3.3.24) aparece en varios problemas de Fisica-Matemdticas y

geometria diferencial [16].

Nota 3.3.1 La ecuacidn (3.3.24) es llamada la ecuacion de curvatura cero.

En la siguiente proposicion se establece las condiciones bajo las cuales
se tiene solucion al sistema (3.3.21),(3.3.22),(3.3.23). Este resultado es muy
importante, ya que nos proporciona un método que podemos seguir para
construir la solucién.

Proposicién 3.3.5 Si el par (©1,07) satisface la ecuecion (5.5.24), en-
tonces (©1,02) es un par compatible.

Demostracién. Para tener un idea més clara de como se construye la
solucién, daremos esta prueba por pasos.

Paso 1. Sean F! (u,v) y F? (u,v) funciones matriciales que satisfacen

Bu (z,v) = F (u,v) Oy (w,v), F (0,v)=1 parav € R, (3.3.25)

u

OF?

dv
La existencia de las funciones F! y F? estd garantizada por el Teorema de
Existencia y Unicidad para sistemas lineales (Teorema 1.3.2). Estas fun-
ciones son las soluciones fundamentales de su respectiva ecuacion diferencial
lineal.

(u,v) = F! (u,v) ©3 (u,v), F?(u,0)=1 vparauecR. (3.3.26)

Paso 2. Consideremos la funcién matricial suave
G (u,v) = F2(0,v) F! (u,v),

entonces derivemos esta funcién con respecto a la variable u.

G o, OF
-g;(urv) = F (U,U) ou (u!t)

= F?(0,v)F (u,v) ©; (u,v)
= G(u,v)0;(u,v).
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Con este paso tenemos que la funcién G es solucién de (3.3.21).

Paso 3. En este 1iltimo paso vamos a probar que G también es solucion
de (3.3.22). Para esto consideremos la funcién matricial

_9G

H a == G@Q,
y verifiquemos que H también satisface el sistema lineal (3.3.21),

OH a [0G
% - & (a 3 Ge?)

a 6G oG 0609

= —— = [ —6+G—
ov du (6u Ak Bu)
d

5 90,
= 5-(GO) -G (eze] + W) ;

usando la ecuacion (3.3.24),

oH 8 90,
il - (GO;) -G (9192 + "a?)
_ %y 500 90,
_ 86 86, 90,
= av@”fﬁ(*a?‘@l@?‘ E)‘

usando de nueva cuenta la ecuacién (3.3.24),

OH G
_(% = (%4“@@2) e,

JH

a — lH[@l

Como:

H(0,v) = %(0,0)—@{0,1})92 (0,v)
= %g(o,v)—F(O,U)eg[O,v)=U,

por la unicidad de la solucién tenemos que

H (uz,v) =0 para todo u € R,

y entonces G satisface (3.3.22). m
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Teorema 3.3.6 Supongamos que la funcidn G (u,v) es solucidn del sisterma
(3.8.21), (3.5.22), (3.3.23). Entoces esta funcidn estd dada ezplicitamente
por la siguiente férmuda: ~

G (u,v) = F2(0,v) F* (w,v) = F! (u, 0) F2 (u, v). (3.3.27)

Demostracion. En la prueba de la Proposicién (3.3.5) se demostrd
que la funcién G (u,v) = F? (0,v) F* (u,v) es solucién al sistema (3.3.21),
(3.3.22), (3.3.23). Sélo tenemos que probar ahora que la funcién F! (u,0) F? (u, v)
también es solucién, ya que por unicidad de solucién (ver Teorema 3.2.1)
tendrfamos que G (u,v) = F* (u,0) F? (u,v). Para lograr nuestro objetivo,
sélo tenemos que verificar que la funcién F! (u, 0) F? (u, v) satisface las ecua-
ciones (3.3.21),(3.3.22),(3.3.23). Si calculamos la parcial con respecto a v
tenemos

g{- (F! (u,0)F? (u,v)) = F*(u,0) % (F? (u,v))

= F!(u,0)F? (u,v) O (u,v).

Por lo tanto tenemos la ecuacioén (3.3.22). Si definimos ahora la funcién

H (u, v) =a% (F* (u, 0) F? (u,v)) — F* (,0) F? (u, v) Og (u,v),

mediante calculos similares a los que se realizaron en el Paso 3 de la de-
mostracion de la Proposicion (3.3.5) tenemos que H (u,v) = 0. Por lo tanto
tenemos la ecuacién (3.3.21). Por tltimo, en la condicién inicial tenemos
que

F! (0,0)F2(0,0) =1,

por lo tanto
G (u,v) = F! (u,0)F? (u,v).

]

En la Proposicién (3.3.5) se establece una condicién necesaria y suficiente
para que el sistema (3.3.21),(3.3.22),(3.3.23) tenga solucién. La prueba de
esta Proposicion quedd divida en tres pasos. En los dos primeros pasos se
construye una funcién matricial y en el resto de la demostracién se prueba
que esta funcién es solucién del sistema. Como ya tenemos la prueba com-
pleta y estamos plenamente seguros que la funcién que aqui se construye
es solucién del sistema, podemos refinar los detalles importantes de la con-
struccién que se dan en la prueba de esta demostracién. Con esto obtenemos
un algoritmo que nos puede servir para construir por métodos numéricos la
matriz solucion del sistema. Dicho algoritmo es el siguiente.
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Algoritmo 3.3.1 El algoritmo para construir la solucion de un sistema
lineal se puede realizar esencialmente en tres pasos.

71 Tomemos la ecuacidn (3.5.21). Para cada valor de la variable v fijo,
tenemos una ecuacidn diferencial ordinaria para la variable u, sujeta
a la condicion inicial cuando uw = 0. Lo que obtenemos aqui es una
familia de ecuaciones diferenciales ordinarias, una para cada valor de
v que tomemos. Sea F'(u,v) la funcidn matricial que satisface

oF! 1 1 :

E[u,v)=]}" (v,v)©) (u,v), F (0,v)=1 para v € R.
La funcién matricial F* (u,v) determina un miembro de la familia de
soluciones para lo ecuacidn (3.3.21) con cada valor de la variable v.
Numeéricamente podemos tomar un conjunto de valores para la variable
v y resolver la ecuacidn diferencial con cada uno de ellos. Con todas
las soluciones asi obtenidas, tendremos una aprozimacidn numérica a
la funcion F! (u,v).

2 Ahora tomemos la ecuaciin (3.5.22). Para cada valor fijo de la vari-
able u, tenemos una ecuacion diferencial ordinaria sujeta a la condicidon
inicial cuando v = 0. Andlogamente al Paso 1, obtenemos una familia
de ecuaciones diferenciales ordinarias, una ecuacidn por cada valor
de u que se tome. Sea F?(u,v) la funcién matricial que satisface el
siguiente sistema

oF? i 2

E(u,v):ﬂ" (u,v) @y (u,v), F*(u,0)=1 paraueckR.
Como en el Paso 1, la funcidén F? (u,v) determina un miembro de la
familia de soluciones para la ecuacidn (3.3.22). Numéricamente se
procede de la misma manera gue en el Paso 1 y asiobtenemos una
aprozimacion numérica a la funcion F? (u,v).

8 Por iltimo, construyamos la matriz G (u,v) usando cualquiera de las
dos expresiones dadas en (8.3.27). Esta funcion G (u,v) es una aproz-
imacién numérica a la solucién del sistema de ecuaciones (8.3.21),
(8.8.22), (3.8.23). Obtendremos mejores aprozimaciones a la solucion
de este sistema mientras tomemos cada vez mas valores para las vari-
able u y v, y mientras estos valores estén mds cercanos entre st.




Capitulo 4

Teorema fundamental de
superficies en R?

En este capitulo presentaremos una demostracién completa del Teorema
Fundamental de Superficies en R® (Teorema 4.2.1). Las ecuaciones de Gauss
(4.1.1), (4.1.2), (4.1.4), (4.1.5) y las ecuaciones de Weingarten (4.1.3),(4.1.6)
son usualmente conocidas como el sistema fundamental de ecuaciones par-
ciales de la teoria de superficies, para mas detalles se puede consulta el libro
de J.J. Stoker [14]. Estas ecuaciones expresan las primeras parciales del
triedro x,,x,, N, definidas para todos los puntos de una superficie regular
en términos de estos mismos vectores.

Hasta este punto podemos resaltar la analogia que existe entre estas
ecuaciones y las ecuaciones de Frenet (2.1.4), (2.1.5), (2.1.6) para curvas en
el espacio. Sin embargo existen entre ambos sistemas de ecuaciones bas-
tantes diferencias importantes. En el caso de las ecuaciones de Frenet, sus
coeficientes k y 7 son invariantes bajo cualquier cambio de coordenadas en
el que se preserve orientacion (ver Seccién 1.1). En el caso de las ecuaciones
de Gauss y de Weingarten (4.1.1)-(4.1.6) los coeficientes de esta ecuaciones
diferenciales dependen de los coeficientes de la primera y la segunda forma
fundamental; los cuales no son invariantes bajo un cambio de coordenadas.
En el caso de las curvas en el espacio, el Teorema Fundamental de Curvas en
R?® (Teorema 2.1.1) establece que una curva regular existe como la integral
de las ecuaciones de Frenet cuando la curvatura x > 0 y la torsién 7 son
funciones arbitrarias parametrizadas por su longitud de arco. Ademds todas
las curvas obtenidas de esta forma son congruentes, es decir dos curvas con
la misma funcién de curvatura y torsion difieren en a lo mds un movimiento
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rigido.
En el caso de las supercies es natural, por analogia, hacernos las sigu-
ientes preguntas:

1 Si tenemos un conjunto de funciones suaves arbitrarias, jexiste una su-
perficie tal que los coeficientes de sus formas fundamentales en una
parametrizacion dada sean precisamente estas funciones?

2 S5i tal superficie existe, jes unica?, jen qué sentido lo es? .

La respuesta a la primera pregunta es no, en general. La razén principal
de esto es que el sistema de ecuaciones (4.1.1)-(4.1.6) es un sistema sobre-
determinado, debido a que tiene mds incdgnitas que ecuaciones; en efecto
hay 15 ecuaciones diferenciales que deben ser cumplidas simultdneamente
por 9 funciones escalares. De esta manera, no debe sorprendernos el hecho
de que el sistema de ecuaciones (4.1.1)-(4.1.6) de la teoria de superficies no
siempre tenga solucidn para coeficentes arbitrarios de sus formas fundamen-
tales, como sisucede en el caso de las ecuaciones de Frenet. Para que la
respuesta a la prithera pregunta sea afirmativa, ciertas identidades llamadas
ecuaciones de compatibilidad, deben de tenerse para los coeficentes de las
formas fundamentales.

4.1 Ecuaciones de Gauss-Codazzi.

4.1.1 Derivacion de las condiciones de integrabilidad.

Para comenzar con el capitulo, vamos a derivar las ecuaciones de Gauss-
Codazzi. Sea M una superficie en R3, orientable con un sistema de coor-
denadas locales x : U € R? — R?, tal que a cada pareja (u,v) € U C R?
le asigna el punto x(u,v) = p € M; formemos el marco mévil {x,, x,, N},
donde
N = Xu X Xy
”xu X xu”

es el campo vectorial normal unitario a M. Recuérdese que la notacién
X, indica la derivada parcial %. Como M es una superficie regular, se sigue
que los vectores Xy, X,, N forman una base para R? (ver Capitulo 2); mds
atn, dichos vectores son funciones suaves definidas en el abierto U € R?,
por lo tanto, las derivadas parciales de estas funciones pueden ser escritas

como una combinacién lineal de esta base:
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Xy = Thixu + Thix + LN, (4.1.1)
i = T4 Do+ BN, (4.1.2)
Ny = a11Xy + a21Xy, (4.1.3)
¥
Xyu = F%gxu o r?g){u + L3N, (4.1,4)
K= Fégxn + T%le, + L4N, (4.1.5)
N, = aiaxy, + agoxy. (4.1.6)

Donde los coeficientes I' . son llamados simbolos de Christoffel', los coefi-
cientes aj; fueron introducidos en la seccién 2.3 y los L; estin relaciona-
dos con los coeficientes de la segunda forma fundamental. M4ds ain, en
la Proposicién 4.1.3 probaremos que todos los coeficientes que aparecen en
las ecuaciones (4.1.1) hasta (4.1.6) se pueden expresar en términos de los
coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental.

Las ecuaciones (4.1.1),(4.1.2),(4.1.4),(4.1.5) son conocidas como las ecua-
ciones de Gauss y las ecuaciones (4.1.3),(4.1.6) son ecuaciones derivadas por
Weingarten?. ’

El sistema de ecuaciones (4.1.1)-(4.1.6) pueden ser escritos en forma
vectorial:

Xy Xy
Xy =P p. ol [ (4.1.7)
N ) N
X Xu
Xy =Q Xy | (4.1.8)
N " N

Aqui P y Q son funciones matriciales de 9 x 9, definidas por bloques cuyas
expresiones son:

My T30 Ll Ti,I3 T2,I3 Ljlz
P = | Tils T3 Lol |, @= | ThIz T2,I3 Lilz |, (4.1.9)
ajnls axnly 0 aipllz axly O

'Elwin Bruno Christoffel (1829-1900). Matematico Aleman, Profesor en Estrasburgo.
el introdujo los simbolos de tres indices que ahora san conocido como simbolos de Christof-
fel y usados en la Teorfa de Invariantes.

?Julius Weingarten. Profesor de la Technische Universitat en Berlin. Una superficie en
la cual existe una relacién funcional definida entre sus curvaturas principales es llamada
una Superficie de Weingarten.
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donde

Las matrices P y Q no son independientes, estdn relacionadas por una
ecuacion de compatibilidad, como se establece en la siguiente proposicién.
Recordemos que para dos matrices A, B de dimensién n x n el conmutador
matricial se define por:

[A,B] % AB - BA.

Proposicién 4.1.1 Las funciones matriciales P y Q definidas por (4.1.9)
satisfacen la condicion de compatibilidad

Pu—-Qu+[P, Q=0 (4.1.10)

Demostracién. Denotemos por

Xy
X =\ Xy
N

Por la continuidad de las parciales tenemos X,,,, = X,,,. Desarrollando las
derivadas

(X)uv = (XU)U 1

usando la ecuacién (4.1.7) tenemos:

Rl = (P X,
— Ptjx+pxt.'
= P, X + PQX
= (P, +PQ X

Andlogamente,

X = Xo), =(2X),
= Q.X+ 90X,

Q. X+QPX

= (Qu+QP)X.

I
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Por ultimo, igualando las expresiones anteriores, tenemos:

P+ PRX=(Qu+QP)X,

de esto se sigue

Pu+PR=Q.+ QP.

Al igualar a cero esta expresién tenemos la ecuacién (4.1.10)

Pu _Qu+PQ_QP=0.

La ecuaciéon (4.1.10) es la Fcuacion de Compatibilidad en forma ma-
tricial, que como veremos en la seccién 4.3, es una condicién necesaria y
suficiente para la existencia local de una superficie. En la parte final de esta
seccién probaremos que algunas de las componentes de la ecuacién (4.1.10)
son las ecuaciones de Peterson-Mainardi-Codazzi, y otras componentes son
las ecuaciones de Weingarten. Estas ecuaciones son llamadas en algunos
textos [4, 8, 14] condiciones de integrabilidad.

4.1.2 Calculo de las matrices P y Q.

Nuestro siguiente propdsito es mostrar que las componentes de las matrices
que aparecen en (4.1.9) se pueden expresar en términos de los coefientes de
la primera y la segunda forma fundamental, y las derivadas de los coefi-
cientes de la primer forma. Recordemos que los coeficientes de las formas
fundamentales estan dados por las siguientes expresiones:

E=(xu,Xu), F=(Xy,%Xy), G = (Xp,X0},
para la primera forma y

e = <—xu, Nu) = (Xuu, N),
= (-—x“, N.,,) = (Xuy; N) = ('—X-m Nu)»
g = (_XU1N1'> Ol {X'UU’N>'

para la segunda forma fundamental.

Lema 4.1.2 Sea V un espacio vectorial con producto interior (,) y vy, vg, ..., Up
une base de V. Sea £ € V un vector cuya expresion en términos de la base
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es £ =) 1L, z;v; Entonces:

T &1
T _ g 6.2 }
3"‘?1 Eﬂ

donde & = (€,vi) y G = (gi;) = ((vi, ;).

Demostracion. Notemos que
i
& = (Evw) =0 =,
j=1

n n
= Za:j(vj_,v,-_) = Z:rjgj,-.
j=1 j=1

Comao esto se cumple para todo i=1,2,...,n, entonces tenemos

&1 T

£ T
:2 -G .2

gn In

En la siguiente proposicién se presentan férmulas explicitas para calcular
las componentes de las matrices que aparecen en (4.1.9).

Proposicién 4.1.3 Las componentes de las funciones matriciales P y Q
(4.1.9) se expresan en términos de los coeficientes de la primera y la sequnda
forma fundamental; y derivadas de la primer forma como:

[ lEu]I(i [Fu - ‘%EN)H-? els i 9%1113 g%2H3 0 ]
P=| 3EI; 3Gul3 fl3 g3 ¢*21; 0 |, (4.1.11)
—el3 - fI3 0 | 0 0 I |

1B, I3 3Gulz fI3 ] [ ' ¢'%03 0
Q = (Fv - %Gu)]];; §Gvﬂ3 gl3 gmﬂg 922113 0 |. (4.1.12)
—fls —gl3 0 | 0O 0 I3 |
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Demostracién. Verifiquemos primero que los simbolos de Christoffel
dependen dnicamente de los coeficientes de la primera forma fundamental y
sus derivadas. Por simple.cédlculo de los productos interiores se derivan las
siguientes expresiones:

1 1
(Xuuy Xu) = §Eus (Xow, Xy) = §G1n
1 1
(qu,x“) = EE'-" (Huy; Xy} = EG'“
1
(quaxu) = (xu,xv)u = (xu,xvu) =F, - 5_5‘1”
1
(xvv’x“) = <X1”x‘ll)u - <xv1 xuv} = FU X §GU'.
Xuu, N) = €, (xuw,N) =y,
(%u, Np) = —F, (Ny,N) = (N,,N)=0

Si recordamos que el triedro {x,,x,,N}, es una base para R?, en este
caso, la matriz G que aparece en el Lema 4.1.2 tiene la forma

) E F 0
G=|F G o], (4.1.13)
0 0 1

denotemos al matriz inversa de G como:

gl g2 0
Gl=| g2 ¢2 ¢
0 0 1

Aplicando el Lema 4.1.2 a las ecuaciones de Gauss y de Weingarten
(4.1.1)-(4.1.6), las cuales expresan las derivadas parciales de los vectores
Xy, Xy, N como una combinacion lineal de la base {x,X,, N}, tenemos:

3! i, i 45,
, | =G| F,-3E, |, 3 | =G| 3G. |,
L, e Ly f
F%2 F-‘” ot %Gu F12 ‘lELu

2 — -1 1 2 — -1 F
Pzg G EGU ) Flz G ‘qu 3
Ly g L f



74 Teorema fundamental de superficies en R?

aii —E a2 = i
azn | =G| -f |, age | =G| —g
L 0 0 0

De esto se sigue que los simbolos de Christoffel se pueden escribir solamente
en términos de la primera forma fundamental y sus derivadas. Por iltimo,
sustituyendo los resultados anteriores en las férmulas de las matrices P y
Q que aparecen en la ecuacién (4.1.9), se llega a las ecuaciones (4.1.11) y
(4.1.12). m

4.1.3 Ecuaciones de Gauss-Codazzi en GL(3).

En esta parte nuestro objetivo es sustituir el sistema vectorial (4.1.7) y
(4.1.8) por un sistema matricial equivalente. En consecuencia, obtendremos
una expresion equivalente a la ecuacién de compatibilidad (4.1.10), planteada
en términos de matrices del grupo GL(9), por una ecuacién planteada ahora
con matrices del grupos GL(3). El propésito de todo esto es facilitar y simpli-
ficar la notacidn para las secciones posteriores, donde se dara la demostracion
del teorema fundamental de superfices. Para lograr lo anterior, definiremos
un par de operadores lineales cuyas propiedades, planteadas en esta misma
seccion en forma de lemas, nos ayudardn a cambiar el sistema vectorial
(4.1.7),(4.1.8) por un sistema matricial equivalente. Vamos a decir que un
sistema vectorial es equivalente a un sistema matricial si y sélo si la exis-
tencia de solucién en el sistema vectorial implica la existencia de solucién al
sistema matricial y viceversa.

Para cada matriz
1] a2 a3
A= ay asz as | € GL(3).
31 a3 ass

se define el operador lineal [ : GL(3) — GL(9) por:

- anls a2l aisls
l(A) = | axls azls assls (4.1.14)
a31l3 a3l 333

Lema 4.1.4 El operador ! (4.1.14) tiene las siguientes propiedades:
(i) | es inyectivo en su imagen;

()  1(AB)=1(A)L(B);
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(i) L([A,B]) = [I(A),I(B)];

()" (A7) =1(a)"";

() L(AT)=1(A)T;

(vi) St A es una funcién matricial suave, en las variables u y v,

entonces:
'E(Au) = Z(A)u v 1E(Av) = I(A}u

Para la demostracion de este lema ver apéndice A.
Nota 4.1.1 Si denotamos por I~ al operador inverso de l, es fdcil probar
que 1! posee las mismas propiedades que el operador I; salvo que éstas deben

estar planteadas en el respectivo dominio y contradominio de 1=,

Sea Il = (w1, g, ...,m9)7 € RY, un vector columna. Se define el operador
lineal L : R® — GL(3) por

def m T4 M7
L(TI)Z | g m5 73 (4.1.15)
T3 Tg Tg

La importancia del operador L (4.1.15) es que sus propiedades nos permiten
obtener un sistema matricial de 3 x 3 a partir de un sistema. vectorial lineal
en R®.

Lema 4.1.5 FEl operador L (4.1.15) posee las siguiente propiedades:
(i) L es inyectivo en su imagen;
(ii) Si X (u,v) es una funcion vectorial suave en R, entonces
L(Xy) = L(X)y y LX) = L(X)y;
(ii1) Para cada X , Y € RY, la ecuacidn vectorial:

V=A%,

donde
ajls aqlly a7ls
A= | azll3 asl3 agls |,
aslly aglls agls

se transforma bajo el operador L en la ecuactidn matricial equivalente:

L(Y) = L(X)A.
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Aqui
A=),

donde ™" es la inversa del operador 1 (4.1.14).
La demostracion de este lema puede ser consultada en el apéndice A.

Proposicién 4.1.6 El sistema vectorial (4.1.7) y (4.1.8) , es equivalente al
sistema de ecuaciones matriciales:

[Xy, Xy, N], = [Xy, Xy, N] P, (4.1.16)
[Xu, Xy, N, = [Xu, Xy, N] Q. (4.1.17)
P y Q son matrices cuadradas de 3 x 3 dadas por:
P=["1(P)", (4.1.18)
Q="' (Q)]". (4.1.19)

Demostraciéon. Apliquemos la transformacion lineal L (4.1.15) a la
ecuacién vectorial (4.1.7). Por el inciso (iii) del Lema (4.1.5), esta ecuacién
se transforma

Xau Xu
b ¥ = I Wi P,
N a N
donde P = [!‘1 {P)]T, con esto obtenemos la ecuacién (4.1.18). Por otra
parte,
X
L e = [X,,X,,N],
N

y por el inciso (ii) del Lema (4.1.5) se sigue que

Xy
L Xy e [XH‘XU,N]H.
N

k13

Con esto se obtiene la ecuacién matricial (4.1.16). Analogamente, aplicando
el operador L (4.1.15) a la ecuacién (4.1.8) y usando sus propiedades, pode-
mos obtener las ecuaciones (4.1.17) y (4.1.19). =
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En la Proposicién (4.1.3) probamos que los simbolos de Christoffel de-
penden-de los coeficientes de la primera forma fundamental, en esta misma
proposicién también se dan las férmulas para calcular las componentes de
las matrices P y Q (4.1.9). Usando el operador [ (4.1.14) podemos obtener
féormulas para las matrices P y (9, como se establece en el siguiente corolario.

Corolario 4.1.7 Las componentes de las matrices P y Q (4.1.16),(4.1.17)
se obtienen mediante las formulas:

o g2 01 [ 4B B e
P=| g2 ¢2 0 (L= %EuJ 3Gu —F |, (4.1.20)
| 0 0 1| e f 0
= gll 912 o1 T %Ev (Fu _ %Gu) _f
Q= g% ¢2 0 io, ig, =g |. (4.1.21)
L & B XL § g 0

Demostracion. Si se sustituyen las férmulas para las matrices P y @
(4.1.11) y (4.1.12) en las ecuaciones (4.1.18) y (4.1.19), obtenemos (4.1.20)
y (4.1.21). m

Recordemos que las matrices P y Q del sistema vectorial planteado por
(4.1.7) y (4.1.8) satisface la ecuacidon de compatibilidad (4.1.10), por lo que es
de esperarse que las matrices P y @@ del sistema matricial (4.1.16) y (4.1.17)
también estén relacionadas por su propia ecuacién de compatibilidad, como
se prueba en la siguiente proposicién.

Proposicion 4.1.8 Las funciones matriciales Py Q (4.1.20),(4.1.21) sat-
isfacen la condicion de compatibilidad

P, - Qu = [P,Q]. (4.1.22)

Demostracién. Siaplicamos [ ™}, la inversa del operador lineal I definido
por (4.1.14) a la ecuacién ecuacién de compatibilidad (4.1.10) que satisfacen
las matrices P y Q, entonces por la propiedades del operador [~! (ver Lema
4.1.4 y la Nota 4.1.1) tenemos:

P —-Qu) = (=[P, 9],
(P, -171(Q), = -[T'P), 17 (Q)],
P,)T - (@u)" = -[P",Q7],
P,-Q. = [P,Q.
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En reswmen, podemos decir que el sistema vectorial (4.1.7) y (4.1.8) y
el .'si'sterna matricial (4.1.16) y (4.1.17) son equivalentes, es decir, ambos
representan los mismos objetos pero en espacios distintos. Se puede pasar
de un sistema a otro usando los operadores lineales que definimos en las
ecuaciones (4.1.14),(4.1.15) y ambos tienen la misma solucién comin. Ma4s
aun, las ecuacion de compatibilidad (4.1.10) que satisface el sistema vectorial
(4.1.7) y (4.1.8) es equivalente a la ecuacién de compatibilidad (4.1.22) que
satisface el sistema matricial (4.1.16) y (4.1.17), en el sentido de que al
satisfacerse una ecuacién se satisface la otra y viceversa; también en este caso
podemos pasar de una condicién a la otra por medio de la transformacién
lineal [ (4.1.14).

4.1.4 Ecuaciones de Peterson-Mainardi-Codazzi y Teorema
de Gauss

Uno de los principales objetivos de este capitulo es derivar las ecuaciones
de compatibilidad asociadas al sistema de ecuaciones (4.1.1)-(4.1.6). Cabe
sefialar en este punto que el enfoque dado aqui para intentar resolver el
sistema de ecuaciones (4.1.1)-(4.1.6) es diferente al que se encuentre en los
libros de texto cldsicos de Geometria Diferencial como [4, 8, 14, 15]. En el en-
foque clasico la ecuaciones de compatibilidad estdan dadas por la ecuacion del
Teorema de Gauss (4.1.24) y las ecuaciones de Peterson-Mainardi-Codazzi
(4.1.27),(4.1.28) las cuales son conocidas bajo el nombre de ecuaciones de
compatibilidad de la teoria de superficies. En el enfoque que abordamos
en esta ultima parte, obtenemos la condicién de compatibilidad en forma
matricial en cuyas componentes podemos encontrar las ecuaciones de com-
patibilidad cldsica. Esta es la razén por la cual la ecuacion de compatibilidad
(4.1.22) también es llamada ecuacién de Gauss-Codazzi.

Como primer punto, escribamos las matrices Py @ (4.1.20),(4.1.21) us-
ando lo simbolos de Christoffel que aparecen en las ecuaciones (4.1.9).

e F - fC
Iy Iy ;g;%fp; Il Ti HE*FGTT%E'!
P =|T} T3 E‘;'G_T'%T ,Q = | I}, T3 Ec’(—__gfz . (4.1.23)
e f 0 2 g 0

Por simple inspeccién de las féormulas (4.1.20) y (4.1.21) notamos que
la segunda columna de la matriz P es igual a la primera columna de @,
esto implica que I'}; = T'},, T} = I'4, es decir los simbolos de Christoffel
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son simétricos con respecto a los subindices. En la proposicién (4.1.3), de-
mostramos que Jos simbolos de Chrsitoffel dependen de los coeficientes de la
primera forma fundamiental. En el capitulo de superficies, seccién (2.3), se
mencioné que'todas las propiedades que puedne expresarse en funcién de los
coeficientes de la primera forma fundamental son propiedades intrinsecas de
la superficie. Si calculamos las componentes (1, 1), (1,2), (2, 1) de la ecuacién
(4.1.22) usando las matrices P, Q (4.1.23), tenemos:

(Th), = (Tl2), = TulT, = Tl - FK, (4.1.24)

(Fél),,. f (Féz)u =T} T3 + 3,13 — oI5y — T35 - GK,  (4.1.25)
(r¥1)u " (Ffz)u =TT, + 5T}, - T5.TT, —T%I%, + EK. (4.1.26)

Donde K es la curvatura Gaussiana, definida en términos de los coeficiente
de la primera y la segunda forma fundamental por:

_eg—f?
= EG - F?’

(ver Proposiciéon (2.4.1)). Las ecuaciones (4.1.24), (4.1.25), (4.1.26) son
conocidas como las férmulas cldsicas del Teorema de Gauss [4, 8, 14, 15],
el cual establece que la curvatura gaussiana es una propiedad intrinseca de
la superficie, es decir que permanece invariante bajo isometrias. La manera
de comprobar esto es despejando la curvatura gaussiana en cualquiera de
las ecuaciones (4.1.24), (4.1.25), (4.1.26), con lo que la curvatura gaussiana
queda expresada en términos de los simbolos de Christoffel, los que a su
vez dependen de los coeficientes de la primera forma fundamental. Con

estas ecuaciones hemos probado el Teorema Egregio Gauss, uno de los mas
importantes en la teoria de superficies.

Teorema 4.1.9 (Teorema Egregio de Gauss) La curvature Gaussiana
de una superficie en R3 se puede calcular en término de los coeficientes de
la primere forma fundamental.

Si calculamos las componentes (3,1) y (3,2) de la ecuacién de compati-
bilidad (4.1.22) obtenemos:

ey — fu=elly+ f (2, —T};) — gT4, (4.1.27)

fo—gu=elhy+ f(T5—T3) — gT3,. (4.1.28)
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Las férmulas (4.1.27), (4.1.28) son las ecuaciones de Peterson-Minardi-Codazzi
4, 8; 14, 15] en su versién clasica. El resto de las componentes de la ecuacién
de compatibilidad (4.1.22) son identidades que involucran a las ecuaciones
de’Gauss o a las ecuaciones de Peterson-Mainardi-Codazzi. Como punto
final se hace la observacién de que la ecuacién de compatibilidad (4.1.22)
es también llamada la ecuacidn de Gauss-Codazzi por razones que en este
momento son mas que obvias.

4.2 Formulacion del Teorema Fundamental.

Esta seccién estd dedicada a la formulacién del Teorema Fundamental de
Superficies en R?, esta es la parte central de este trabajo, todo el trabajo re-
alizado en capitulos anteriores serd utilizado a partir de este punto para dar
una demostracién completa de este teorema. El primer paso para demostrar
cualquier teorema es que su formulacién sea clara, de tal manera que po-
damos entenderlo satisfactoriamente. Para asegurarnos de esto, presentare-
mos una formulacién formal del teorema fundamental y después haremos los
comentarios necesarios sobre las partes que forman este teorema y acerca de
las hipdtesis que se requieren.

Teorema 4.2.1 (a) Sea M una superficie reqular orientable en R?, con una
parametrizacion x : U C R? — M. Supongamos que E,F.G y e, f,g son
los coeficientes de la primera y la sequnda forma fundamental con respecto
a la parametrizacidn x, definamos las matrices P y Q en términos de los
coeficientes de la primera y la segunde forma fundamental dadas por las
formulas (4.1.20) y (4.1.21). Entonces P y Q satisfacen la ecuacidn de
compatibilidad

P, -Q, = {[P: Q] . (4.2.1)

(b) Sean E.F.G,e, f,g funciones suaves definidas en un dominio abierto
V C R?, tales que E > 0,G > 0 y EG — F? > 0. Usando estas funciones
definimos las funciones matriciales G : V. — GL(3) dada por (4.1.18) y P,
Q :V — GL(3) por (4.1.20) y (4.1.21). Supongamos que P y Q satisfacen
la ecuacion de compatibilidad (4.3.4). Entonces eriste un abierto U C V, y
una tnica funcion suave x :U — R® tal que M = x(U) es una superficie
reqular y los coeficentes de la primera y segunda forma fundamental para la
superficie M estan dadas por las funciones E, F,G y e, f, g respectivamente.
(c) Sean M y N dos superficies regulares con parametrizaciones x : V C
R> - M yx:V c R? = N, respectivamente. Si eriste una vecindad



4.2 Formulacion del Teorema Fundamental. 81

abierta U C V tal que los coeficientes de la primera y la sequnda forma
fundamental asociados a las parametrizaciones x y X coinciden en todo U,
entonces existe’ un movimiento rigido F R3 — R? tal que

F(N)=M, en todo U.

A continuacién, y con el fin de poner en claro la importancia de los re-
sultados que se establecen en el Teorema (4.2.1), describiremos brevemente
cada uno de los incisos que forman parte del Teorema Fundamental de Su-
perficies; también se dard un esbozo de los pasos que se siguen para lograr
la prueba. El Teorema (4.2.1) es un resultado local que da condiciones nece-
sarias y suficientes para la existencia de una superficie regular, también cabe
aclarar que es un resultado de existencia y unicidad.

En el inciso (a) del Teorema (4.2.1) se tiene el propdsito de obtener
las ecuaciones de compatibidad que deben de cumplir los coeficentes de
las formas fundamentales de una superficie regular. La idea es plantear
las ecuaciones de Gauss y de Weingarten (4.1.1)-(4.1.6) y mostrar que las
componentes que aparecen en estas ecuaciones son funciones que dependen
de los coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental. Luego,
usando la propiedad de las parciales cruzadas para funciones suaves, obten-
emos la ecuaciones de compatibilidad que también son conocidas como las
ecuaciones de Gauss-Codazzi, que ademds de ser condiciones necesarias son
suficientes para la existencia local de una superfice regular, como se muestra
en el siguiente inciso.

El inciso (b) es la parte mds importante del teorema y la mas dificil de
probar. Aquf es donde se prueba la existencia de una superficie dados los
coeficientes de sus formas fundamentales. Para poder dar una demostracion
completa y satisfactoria de este inciso, usaremos un resultado importante
desarrollado en el Capitulo 2, el criterio de Frobenius (Teorema 3.3.1). Como
queremos demostrar la existencia de una superficie que tenga como coefi-
ciente de sus formas fundamentales a ciertas funciones dadas, entonces estas
funciones, junto con una parametrizacién de dicha superfice debe de satis-
facer las ecuaciones de Gauss y Weingarten en su forma matricial (4.1.16),
(4.1.17). Esto nos da un sistema de ecuaciones en la que la incégnita es una
funcién matricial. Por el el criterio de Frobenius, este sistema tiene solucion
si y sélo si los coeficientes de las formas fundamentales satisfacen las ecua-
ciones de Gauss-Codazzi. Ahora tomando las soluciones de este sistema se
construye otro sistema de ecuaciones en el que la solucién, garantizada otra
vez por el teorema de Frobenius, es una parametrizaciéon de una superficie
regular como se demuestra en este mismo inciso.
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En el inciso (c) se demuestra de manera local la unicidad de una superfi-
cie, salvo movimientos rigidos. Se inicia la prueba de este inciso suponiendo
que tenemos dos superficies en que para ciertas parametrizaciones los coefi-
centes de sus formas fundamentales son idénticos. Después se identifica un
punto en cada una de las superficies y se contruye una movimiento rigido que
mapea isométricamente a un punto de una superficie y su plano tangente
con su correspodiente punto en la otra superficie y a su plano. Todo esto sin
que cambie la orientacion de los planos. Por 1iltimo se aplica el movimiento
rigido a la superficie, y se demuestra, usando el Teorema de Existencia y
Unicidad de EDO (Teorema 1.2.1) que en una vecindad ambas superficies
son iguales.

4.3 Demostracion del Teorema Fundamental.

El trabajo realizado en los capitulos y secciones anteriores nos servird aquipara
lograr nuestro proposito, la demostracién del Teorema fundamental de Su-

perficies.

4.3.1 Demostracion de la ecuacion de compatibilidad

El inciso (a) ya ha sido probado en la primera seccion de este capitulo. Como
ya se menciond en la seccidén (4.1), la ecuacién de compatibilidad también
es conocida como ecuacion de Gauss-Codazzi; a partir de este momento
usaremos alguno de los dos nombres conforme resulte mds conveniente.

4.3.2 [Existencia de la superficie.

Debido a lo extenso que resulta probar esta parte, se presentard en 3 pasos.

Pasol. Consideremos las funciones suaves E, F,G,e, f,g definidas en
el dominio abierto V' C R?, que cumplen las hipétesis del inciso (b) del
Teorema (4.2.1). Como queremos demostrar la existencia de una superfi-
cie que tenga como coeficiente de sus formas fundamentales a las funciones
E, F.G,e, f,g, entonces estas funciones, junto con una parametrizacién de
dicha superfice deben de satisfacer las ecuaciones de Gauss y Weingarten en
su forma matricial (4.1.16),(4.1.17). Esto nos da un sistema de ecuaciones
en las que la incégnita es una funcién matricial. Por el Criterio de Frobe-
nius, este sistema tiene solucién si y solo si los coeficientes de las formas
fundamentales satisfacen las ecuaciones de Gauss-Codazzi. Para lograr lo
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anterior, formemos la matriz G (4.1.13)

3 E F 0
G=| F G 0]. (4.3.1)
0 0 1
Después construyamos las matrices P y @ (4.1.20), (4.1.21)
[ 1E, %EU = u
P= Gnl (Fn =5 %Eb) EGU _f 1 (432}

Q=G §Gu 1G, 2 [ (4.3.3)
g

Tomemos (ug,vg) un punto fijo en el dominio abierto V C R?, p € R*

y ej,es, ez una base para R3, tal que (ei,e5) = gij (ug,v0) y (ei,e3) =0

para i = 1,2. Supongamos ahora que P y Q satisfacen la ecuacién de
compatibilidad

P,-Q.=[PQ]. (4.3.4)

Entonces, por el criterio de Frobenius (Teorema 3.3.1), existe una vecindad
U C V del punto (ug,vo) y una funcién matricial suave V : U — GL(3)

V = [wi,wy,wa) s (4.3.5)

donde cada w; es una funcion vectorial suave en R3, para i = 1,2, 3, tal que
es solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

v, = VQ. (4.3.7)
V |(ug,0)= [€1, €2, €3] . (4.3.8)

La funcién matricial V (4.3.5) posee ciertas propiedades que seran de utilidad
en el siguiente paso de la demostracién. La primera de estas propiedades se
presenta en el siguiente lema.
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Lema 4.3.1 Para las funciones vectoriales wy y we que son columnas de la
matriz V (4.5.5) se cumple la siguiente identidad

(w2)u = (w1)o- (4.3.9)

Demostracién. Notemos que (ws), es la segunda columna de la matriz
V. que aparece en la ecuacién (4.3.6) y (w;)y es la primer columna de la
matriz V,, de la ecuacién (4.3.7). Utilizando las ecuaciones (4.3.6),(4.3.7) y
las férmulas de las matrices P y @ (4.3.2), (4.3.3) tenemos:

iE
f v
(Wo)u = [w1,wo,ws] G | 3Gu | = (wi)o-

f

En el siguiente lema se prueba que ws, la tercera columna de la matriz
V es ortogonal al subespacio generado por las dos columnas restantes de V.

Lema 4.3.2 Para las funciones vectoriales w;, que son columnas de la funcidn
matricial V (4.8.5), se cumple la siguiente identidad

(wi,wg) =0, parai=1,2; (4.3.10)

y ademds se tiene

G =VTv. (4.3.11)
Donde G es la funcidn matricial (4.3.1).

Demostracién. Definamos Z=V7V = ((w;,w;)), la cual es una matriz
simétrica por construccion. La idea es probar que

Z=0G.
Si transponemos las ecuaciones (4.3.6) y (4.3.7) tenemos:
VT = pTVy7, (4.3.12)
vI = Q7VT. (4.3.13)

Multiplicando por la izquierda las ecuaciones (4.3.6) y (4.3.7) por VT, ten-
emos:

vTv, = VTVP, (4.3.14)
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vy, = vIvQ. (4.3.15)

Anélogamente, multiplicando por la derecha las ecuaciones (4.3.12) y (4.3.13)

por V ol)tene!irfos
vIy = PTVTY, (4.3.16)

vIv = QTVTV. (4.3.17)
Si se suma la ecuacién (4.3.14) con la ecuacién (4.3.16) y andlogamente se
suma la ecuacién (4.3.15) y la ecuacién (4.3.17); se forma un nuevo sistema

de ecuaciones en derivadas parciales, que toma la siguiente forma después
de hacer la sustitucién Z = VTV y sus derivadas.

Z, = ZP+P7Z, (4.3.18)
Z, = ZQ+Q7Z, (4.3.19)
Z(ug,vo) = G(ug, vo). (4.3.20)

Como la funcién matricial Z es suave (por ser producto de dos funciones
suaves) se tiene que Z,, = Z,,. Si desarrollamos estas derivadas parciales
usando (4.3.18),(4.3.19), obtendremos la condicién de compatibilidad, dada
por el criterio de Frobenius (Teorema 3.3.1), para que dicho sistema tenga
solucién. Entonces se tiene por un lado que:

Zyy = (Zy)y=2Z,P+ E]PU"FPSZ-FPTZU,
= ZQP+Q'ZP + ZP +PTZ+PTZQ+PTQ" Z,

y por otro lado se tiene:

(Zy)u = Z.Q + ZQ,+Q2Z + Q7Z,,
ZPQ + PTZQ + 2Q,+QTZ + QTZP+ QTP Z.

ZUH

Il

Si igualamos las expresiones anteriores y agrupamos términos obtenemos
que la condicién de compatibilidad es:

Z(P, — Q) + (PT - QT)Z = 2(PQ - QP) — (PTQ"-Q"P")Z.
[Z, lpv T Qu] = [Z: [P, @” (4321)

Como se puede notar, la condicién de compatibilidad (4.3.21) involucra a la
funcién incégnita Z, lo cual parece a simple vista una desventaja al momento
de querer saber si dicho sistema tiene solucidn. Pero recordemos que las
matrices P y Q) que aparecen aqui, no son independientes entre si, ya que
estas satisfacen la ecuaciéon de Gauss-Codazzi (4.3.4). De esto se sigue que la
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ecuacion (4.3.21) tambien se satisface y por lo tanto el sistema de ecuaciones
formado par (4.3.18), (4.3.19) y (4.3.20) tiene solucién local tnica. Por una
parfe, sabemos que por construccién Z=VTV es solucién del sistema de
ecuaciones parciales. Si ahora tomamos Z = G (4.3.1) en las ecuaciones
(4.3.18), (4.3.19) y (4.3.20) y utilizamos las expresiones para matrices P y
Q dadas por (4.3.2) y (4.3.3) tenemos

%Eu %EU —e %Eu (Fu—%EU) e
G, = GG (Fu—%EU) 5Gu —f |+ | 3E» %Gu f | 671G,
e f 0 —e -f 70
E., F, 0
= F, Gy ©
0o 0 o0
%
:E, (Fy—-1G.) -f 1E ic. f
o BR W abe 7Ol I
G-U = GG * EG“ 'Q'G'u —g + (‘Fl.'_ﬁGuJ EG'” q G G,
N i 9 0 . ~g 9
B, F, 0
T Ft.r Gu 0
0o 0 0

Notemos que hemos obtenido una identidad para la funcion G. De esto se
sigue que la matriz G es solucién de (4.3.18), (4.3.19), en consecuencia, por la
unicidad de solucién G = VTV = ((w;,w;)), por lo tanto (w;,ws) = giz = 0,
parai=1,2 =

Para terminar este primer paso, probemos que las columnas de la matriz
V= [w;,ws, ws] forman una base para R3, lo cual es equivalente a probar que
la matriz V es invertible.

Lema 4.3.3 La funcidn matricial V (4.3.5) es invertible.

Demostracién. Por el Lema (4.3.2), G = VTV, por la propiedades de
los determinantes det G = (det V)%, Por otra parte

detG =EG - F2>0

y entonces det V # 0. Por tanto V es invertible. m

Notemos que todas la propiedades que se probaron aqui para el conjunto
de vectores {w;,ws,ws} lo sefialan como un posible triedro mévil de una
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superfice regular, es decir, en cada punto de dicha superfice su plano tangente
estarfa generado por los vectores wy,wg y como vector normal al plano el
vector ws. En el siguiento paso probaremos que esto es cierto.

Paso 2. 'Probaremos ahora que existe una superficie regular tal que
su triedro movil, es decir, los vectores base de su plano tangente y el vec-
tor normal al plano son precisamente las columnas de la funcién matricial
V (4.3.5), es decir, queremos encontrar una funcién vectorial suave (una
parametrizacion) x :(u,v) € U — R3, tal que se satisfaga el sistema de
ecuaciones:

Xy = Wi, (4.3.22)
Xy = Wo, (4.3.23)
x (ug,vp) = Po- (4.3.24)

El siguiente resultado establece que este sistema siempre tiene solucién.

Lema 4.3.4 El sistema de ecuaciones (4.5.22), (4.5.28) y (4.5.24) tiene
solucidn unica.

Demostracién. Por el criterio de Frobenius (Teorema 3.2.1), la condicién
de compatibilidad para que este sistema tenga solucién es: xyu, = Xy, lO
cual es equivalente a

(wo)u = (1)
Por el lema (4.3.1), tenemos que esta identidad se cumple y el sistema tiene
solucién unica, definida en una vecindad U del punto pg. m

Probemos ahora que la imagen de U bajo la funcién x es una superficie
regular la cual tiene w1 y wz como sus vectores coordenados, dicho de otro
modo, que estos vectores generan al plano tangente en cada punto de la
superficie.

Lema 4.3.5 Supongamos que x :U — R® es solucidn del sistema de ecua-
ciones (4.9.22), ({.9.28) y (4.8.24). Entonces M = x(U) C R? es una
superficie regular.

Demostracién. Vamos a probar que M = x (U) es la grafica de una
funcién suave. Seax : U — R3 la solucién al sistema (4.3.22),(4.3.23),(4.3.24).
Definamos la funcién F : U x R? — R3 dada por

F (u,v,p) = x(u,v) - p, donde p =(p1,p2,p3) € R®.
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Es claro que F es una funcién suave. Veamos que el valor de la funcién en
el punto fijo (ug, v, pPo) € U x R3 es

F (ug, vg, Po) = x (up, vp) — po = 0.

Al calcular las derivadas parciales de F' con respecto a u, v, p tenemos

OF _ OF_

ou = ov =
5F {aﬂ-] =10 0
s =| B =1 @
o |9 0 0 -1

Entonces por el Teorema de la Funcién Implicita (Teorema 1.2.2) en una
vecindad del punto (up,vp,pg) el conjunto de puntos (u,v,p) tales que
F (u,v,p) = 0 es la grifica de una funcién suave. Mds alin, existe una tinica
funcién suave g bien definida en una vecindad del punto (ug,vg) tal que
p = g (u,v). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el abierto U
es el dominio de definicion de la funcion g . Por otra parte, si F (u,v,p) = 0,
x (u,v) = p, y entonces x (u, v) = g (¢, v) para todo (u,v) € U. Por lo tanto
el conjunto M = x (U) es la gréfica de una funcién suave. Por la Proposicién
(2.2.1) se tiene que M es una superficie regular. m
Paso 3. En este ultimo paso vamos a probar que la superficie M
cuya parametrizacién x (u, v) es solucién del sistemas de ecuaciones (4.3.22),
(4.3.23) tiene como su primera y su segunda forma fundamental las formas
cuadraticas:
I = Edu?® + Fdudv + Gdv?,
IT = edu® + fdudv + gdv?,

donde las funciones E, F, G, e, f, g definen a las matrices G,Fy Q (4.3.1),(4.3.2)
y (4.3.1).

Por otra parte, obsérvese que del Lema (4.3.4) se sigue para la superfi-
cie dada por la parametrizacién x (u, v), por tanto las funciones vectoriales
wi,ws generan el plano tangente a dicha superficie y la funcién vectorial
w3 es el vector normal a dicho plano, por lo que podemos calcular los coefi-
centes de la primera y la segunda forma fundamental asociadas a x, a partir
del triedro mévil {wy,ws,ws}. Estos coeficientes satisfacen un sistema de
ecuaciones parciales, como se vio en la seccién (4.1):

(w1, wa,wi), = [w1,ws,ws] P, (4.3.25)
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w1, wa, ws], = [wi, w2, ws] Q, (4.3.26)

Adem4s en esta misma seccién 4.1 se demostré que P y Q se expresan en
términos de 1o¢ coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental
(Proposicién 4.1.3). Por el inciso (a) del del teorema (4.2.1) tenemos que P
y @ satisfacen la ecuacion

-.=[pQ).

Otra vez por el criterio de Frobenius (3.3.1) el sistema de ecuaciones

(4.3.25) y (4.3.26) tiene solucién inica, a saber la funcién matricial [w;, wy, ws].

Pero, por otra parte esta misma funcién es solucién del sistema de ecuaciones
(4.3.6) y (4.3.7) en el mismo conjunto abierto U. Por la unicidad de solu-
ciones, se tiene que P = Py Q = Q. Por una parte tenemos que las matrices
P y @ se expresan en términos de los coeficientes de la primera y la segunda
forma fundamental de la superficie M = x (U). Por otra parte se tiene que
las matrices P y @ se contruyeron usando de las funciones E, F,G, ¢, f, g.
Mads ain, el par de matrices P,QQ es construido usando las mismas ecua-
ciones que nos dan de manera explicita al par P,Q. Por lo tanto, las fun-
ciones E,F,G y e, f,g son los coeficientes de la primer y segunda forma
fundamental de la superficie x(U), asociados a la parametrizacién x.

Resumen 1 La prueba del inciso (b) del teorema (4.2.1) quedd dividida
en tres pasos. En el Paso 1 se utilizaron las funciones E, F,G,e, f, g que
cumplen las hipdtesis del teorema. Como queremos demostrar que eriste
una superfice tal que los coeficientes de sus formas fundamentales sean pre-
cisamente las funciones que mencionamos arriba, estas funciones junto con
una parametrizacion de la superficie deben de satisfacerr las ecuaciones de
Gauss y Weingarten (4.5.6), (4.3.7). Para formar este sistema de ecua-
ciones, se construyd, a partir de las funciones E,F,G,e, f,g, la funcion
matricial G (4.3.1) y las funciones matriciales P y Q mediante las férmulas
(4.8.2),(4.3.3).Se supuso adicionalmente que las matrices P y Q cumplen
la condicidn de compatibilidad (4.3.4). Por el criterio de Frobenius el sis-
tema ({.3.6), (4.3.7) tiene solucion local unica si y sdlo si las matrices P
y Q satisfacen la ecuacion de compatibilidad (4.8.4). Entonces eriste una
funcién matricial V = |wy, wy, ws], que es solucidn del sistema de ecuaciones
parciales (4.3.6), (4.3.7). Dicha funcion V tiene propiedades muy impor-
tantes para poder completar la prueba de este inciso. FEstas propiedades
fueron probadas en este paso y son: (1) El conjunto de vectores {w1,ws,ws}
(columnas de la matriz V) forman una base para R3. (2) El vector ws

e
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es ortogonal al subespacio (plano) generado por los vectores wy y wa. (3)
Por iltimo se tiene la siguiente identidad (w), = (w2),. Debido a estas
propiedades el -conjunto de vectores {w),ws,ws} es un buen candidato para
ser‘un triedro mdvil de una superfice reqular, es decir, en cada punto de
dicha superfice su plano tangente estaria generado por los vectores wy,wsy y
como vector normal a dicho plano estaria el vector ws. En el Paso 2 se
quiere demostrar que ezriste una funcion vectorial suave x : U C R? — R3 tal
que sus derivadas parciales sean precisamente las funciones wy y wy. Ana-
liticamente esto es equivalente a plantear el sistema de ecuaciones parciales
(4.3.22),(4.8.23). El cual, por el criterio de Frobenius, tiene solucidn si y
solo si los vectores wy y wy salisfacen lo ecuacion de compatibilidad que en
este caso es (w1), = (w2),. Ahora debemos probar que la solucidn al sistema
(4.3.22),(4.8.23) es una parametrizacion y por tanto el conjunto x (U) es
una superfice regular. Para ello, usando el Teorema de la Funcidn Implicita
(Teorema 1.2.2), demostramos que el conjunto x (U) es la grdfica de una
funcidn suave con lo cual inmediatamente es una superficie regular como lo
establece la Proposicidn (2.2.1). En el Paso 8 se demuestra que los coefi-
cientes de la primer y segunda forma fundamental de la superficie regular
x(U) asociados a la parametrizacidon x son las funciones E,F,G ye, f,q con
las que iniciamos la demostracidn de este inciso. Por una parte tenemos por
los Pasos 1y 2 que la parametrizacidn x satisface el sistema (4.3.6), (4.3.7).
Como x es una parametrizacion de una superfice reqular tenemos que esta
funcion satisface las ecuaciones de Gauss y Weingarten (4.1.1)-(4.1.6) en
donde los coeficientes que aparecen en esta ecuaciones son funciones que de-
penden de los coeficientes de las formas funadamentales. En forma matricial

las ecuaciones de Gauss y Weingarten tiene la misma forma que el sistema
(4.8.6), (1.3.7) y por unicidad de solucidn tenemos el resultado bhuscado.

4.3.3 Unicidad de la superficie.

Para finalizar con la seccién y por consecuencia con la demostracién del
teorema, demostremos la unicidad de la superficie. Aclaremos un poco en
qué consiste esta unicidad. En el inciso (¢) del teorema (4.2.1) se establece
la unicidad de la superficie salvo movimientos rigidos. Esto quiere decir
que en el caso de tener dos superficie regulares tales que en sus respectivas
parametrizaciones, los coeficientes de la primera y la segunda forma funda-
mental de ambas superficies son idénticos, entonces podemos construir un
movimiento rigido (una rotaciéon seguida de una traslacién) tal que haga
coincidir isométricamente una superficie en la otra. Para ver esto con mds
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detalle iniciemos con la prueba de esta ltima parte. Si tenemos dos super-
ficies regulares M y A siempre podemos encontrar dos parametrizaciones
x y y para cagda una’de las superficies cuya dominio de definicién sea el
mismo dominjo abierto U C R? (Proposicién 2.2.3). Supongamos entonces
que tenemos dos parametrizaciones x : U—=M y y : U — N tales que los
coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental asociados a esa
parametrizaciones son idénticos. En el siguiente Lema se muestra como se
puede construir un movimiento rigido tal que para un punto fijo (ug, vg) € U
mapea isométricamente el plano tangente a M en el punto x (up, vg) sobre
el plano tangente a N en y (ugp, vg)-

Lema 4.3.6 Sean M y N dos superficies requlares con parametrizaciones
x(u,v) y y(u,v), respectivamente, definidas sobre el mismo dominio abierto
U C R?. Supongamos que ambas superficies M y N tienen a las funciones
suaves E, F,G, y e, f,g como los coeficientes de sus respectivas formas fun-
damentales en todo U. Entonces, para un punto fijo (up,vo) € U, existe un
movimiento rigide F : R® — R3

F(u)=Au+a, A€SO(3), acR® (4.3.27)
tal que:
F(y(uo, v)) x(u0, vo),
F(yu(uo,v)) = xu(uo,vo),
F()@(uuat’u)) = Xy(uo, o),
F(N(uo,v)) = N(ug,vo).

Demostracion. Consideremos las parametrizaciones x(u,v) y y(u,v)
de las superficies M y A. Para un punto (ug,v9) € U fijo, definamos el
vector a €R® por

a= x(uﬂi ‘Un} = y(u‘l]s UU)'
Como los conjunto de vectores {xy,x,,N} ¥ {y,,,yv,ﬁ} forman una base
para R3, Podemos definir una transformacién lineal T de R® en si mismo
por medio de estas bases, de la siguiente manera:

TYM(HOIUU) = xu(U(},‘UD),
T}’U[UC‘, UO) = X"(ﬂ{], Uﬂ):

y

TN(ug, vp) = N(uo, vp).
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Como las normas de los vectores coordenadas y el dngulo entre ellos estd
determinado por los coeficientes de la primer forma fundamental de cada
superficie, se sigue que T es una rotacién, por lo tanto la podemos rep-
resentar matricialmente por una matriz A €SO (3). Por tltimo, definimos
F :R3 — R3 por

F(u) = Au+a,

la cual satisface las condiciones que estamos buscando. =

El Lema (4.3.6) es un resultado puntual, el cual establece que para cua-
lesquiera dos superficies que tienen los mismos coeficientes para su formas
fundamentales, podemos tomar un punto fijo en uno de ellas y construir
un moviento rigido que mapea isométricamente el plano tangente en dicho
punto al plano tangente en el punto correpondiente. Lo que resta es probar
que este resultado se puede extender a una vecindad de dicho punto. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer ahora que tenemos dos superficies
regulares las cuales contienen un punto en comiin y que los coeficientes de
sus respectivas formas fundamentales son iguales en una vecindad de este
punto. Bajo estas condiciones demostremos que las dos superficies coinciden
en un vecindad.

Lema 4.3.7 Sean M y N dos superficies regulares con parametrizaciones
x(u,v) y y(u,v) respectivamente, definidas sobre el mismo dominio abierto
U c R2. Supongamos que ambas superficies M y N tienen a las funciones
suaves E.F, G, y e, f,g como los coeficientes de sus respectivas formas fun-
damentales en todo U. Supongamos que eziste un punto (ug,vg) € U en el
cual

x(ug,v0) = ¥y(uo,vo),
Xu(uo,v0) = Yyu(uo,v0),
Xy(uo,v0) = Yo(uo,v0),

Entonces
y(u,v) = x(u,v).

para todae (u,v) € U
Demostraciéon. Consideremos una curva regular C : (u(t),v(t)) definida

en el abierto U y que pase por el punto (ug,vp). La imagen de la curva C
en x(u,v) satisface las ecuaciones

' = u'xy, + v'x,, (4.3.28)
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X, = u'Xyy + U'Xyyp, (4.3.29)

T Xy = U e + U Xy, (4.3.30)

En este parte la notacién x' indica derivacién con respecto al pardmetro t. Si
en las ecuaciones (4.3.28) y (4.3.29) remplazamos a las segundas derivadas de
x por las primeras derivadas de dicha funcién usando las ecuaciones (4.1.1)
a la (4.1.6) que aparecen en seccién 4.1, y después al vector normal N lo
expresamos como el producto cruz de los vectores coordenados, el resultado
es un conjunto de tres ecuaciones vectoriales diferenciaales ordinarias de

primer orden:

X' = fi(%Xu, Xu, 1), (4.3.31)
Xy = f2(Xu, X, t), (4.3.32)
XL = f3(xlﬂxl}r t), (4333)

para las tres funciones vectoriales x(t),x,(t),x,(t). La funcién fiestd de-
terminada (nicamente por la curva C, mientras que las funciones fo y f3
dependen de la curva C' y de las funciones E, F\ G, y e, f, g. Andlogamente,
podemos hacer lo mismo con la imagen de la curva C bajo la parametrizacién
y(u,v) de la superficie A.En consecuencia, obtendriamos el mismo sistema
de ecuaciones diferenciales (4.3.31),(4.3.32),(4.3.33) salvo que las funciones
incdgnitas en este caso son los vectores y(t), yu(t), yy(t). Como estos vec-
tores coinciden con x(t),x,(t),x,(t) en el punto (ug,vp), tenemos por el
Teorema de Existencia y Unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias
(Teorema 1.2.1), que estos vectores son iguales para todo ¢. De esta manera,
como las imdgenes de todas las curvas regulares definidas en U coinciden en

las dos superficies, entonces estas superficies debe de ser iguales en todo U
y con esto tenemos el resultado deseado. m

4.4 Ecuaciones de Gauss-Codazzi en coordenadas
especiales.

En la Seccién (2.5) vimos que para ciertos tipos de coordenadas como las
ortogonales y de lineas de curvatura, las formas fundamentales toman ex-
presiones mas simples. Como la ecuacion de Gauss-Codazzi es una ecuacién
para los coeficentes de las formas fundamentales, en esta Seccién veremos
como se ven afectadas las ecuaciones de Gauss-Codazzi en este tipo de co-
ordenadas especiales.
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4.4.1 Coordenadas ortogonales.

Sea-M una superficie regular y E,F y G los coeficientes de la primera forma
fundamental que corresponde a una parametrizacion x (u,v). Supongamos
que las coordenadas locales (u,v) son ortogonales, es decir,

F=0, E>0yG>0.

Consideremos el triedro mévil ertonormal e M que correponde a la
parametrizacién ortogonal:

X 8 Xy S

Wy = —, w3=

Ahora plantemos el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales

I % %o

(w1, wa,ws], = [w1,ws,ws] P,

[L«Jl » W2, w3]|; = {W] yWa, w3} Q

Como la matriz [w;,ws,ws] es ortogonal, entonces P y @ son matrices anti-
simétricas . Mas aiin sus componente estdn dadas por:

pij = (Wi)wwi)  ,  Gij = (Wj)v, wi) -

Para detalles ver, en el Capitulo 1, la Proposicién (1.3.8).

Ilustremos lo anterior calculando la componente pio,

e = ((22) 22)

s )
VEG
<xusxu)u = (Xm xuv)
vVEG
~3Bs __ (VE),
VEG N
Con calculos similares podemos encontrar las demds componentes de las
matrices P y @@, las cuales toman la forma:
D '\/E v B

(] VvE
P=| _WE. _
0 7% ;
0
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0 -0 -

Eo&

Por lo que para calcular la ecuacién de Gauss-Codazzi (4.3.4) de una su-
perficie parametrizada por coodenadas ortogonales, solamente necesitamos
calcular las componentes (21), (31) y (32) de la ecuacién

Pu_‘@uz[]}na@]-

Al hacer los cdlculo obtenemaos:

. (VE)y B (VG)u =eg—f2 (4.4.1)
VG vE | ~— ¥EBG o
e f\ _fGu gk
(\/E')U - (\/E)u “VEG ' G e

(L) . (_&) ~ Bl & (4.4.3)
MGle MG E JVEG
La ecuacién (4.4.1) es la ecuacién de Gauss y las ecuaciones de (4.4.2),(4.4.3)

son las ecuaciones de Peterson-Mainardi-Codazzi.Recordemos que la cur-
vatura Gaussiana en este caso es igual a

eg — f?
i d=
EG ’
y por tanto tenemos que
().~ ()
Tt M R0
VEG

Como ya habia sido comentado, la ecuacién de Gauss-Codazzi toma
una expresion muy simple cuando trabajamos con coordenadas ortogonales.
Pero, ;, es siempre posible encontrar una paremetrizacion ortogonal para una
superficie en R®? Esta pregunta puede ser contestada usando el Teorema
(2.2.5). El teorema dice que si tenemos dos campos vectoriales linealmente
independientes w;, ws en una superficie, entonces podemos encontrar una
parametrizacién ¢(w, z) tal que ¢y, ¢, son paralelos a wj, wa respectiva-
mente.
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Dada una parametrizacién arbitraria x(u, v) de una superficie M, pode-
mos-aplicar el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a los vectores
Xu; Xy para construir un campo vectorial ortonornal suave:

I Xy

w =7 (4.4.4)
F
VE(x — pxu) EXu) (4.4.5)

T VBC-F
Por el teorema (2.2.5), existe una nueva parametrizacién X(w, z) tal que
Xu, X, son paralelos a wi,ws. En este caso la primera forma fundamental
escrita en las estas coordenadas tiene la forma:

E dw? + G dz*.

Aqui, E, G son los coeficientes de la primera forma fundamental asociada
a la parametrizacion x. A pesar de esto, en general no es posible encontrar
una parametrizacién X(w, z) tal que w; y wo (4.4.4),(4.4.5) sean los vectores
coordenados de X,, y X, por que si esto fuera posible entonces la primera
forma fundamental de la superficie serfa I = dw?+ dz?, lo cual implica que
la curvatura Gaussiana debe de ser a cero.

4.4.2 Coordenadas de lineas de curvatura.

En esta parte tenemos el propdsito de mostrar que existe una parametrizacion
de coordenadas de lineas de curvatura, es decir, aquellas coordenadas que
son paralelas a las direcciones principales de la superficie, y después estudiar
la ecuacion de Gauss-Codazzi en este tipo de coordenadas. Supongamos que
M es una superficie regular en R®, y : U — M es una parametrizacién
Yy po = X(ug,vp) es un punto ne umbilical. Esto significa que el operador
dNp, tiene 2 valores propios distintos. Como dN es suave, existe un con-
junto abierto Uy de U que contiene a (up, vp) tal que y(u,v) no tiene puntos
umbilicales en todo el subconjunto abierto Up. Haciendo uso del algebra
lineal podemos escribir las férmulas de los dos vectores propios vy, vo de dN
en Uy y ver que vy, vs son funciones suaves en Uy. Como dN es autoad-
junto con dos valores propios distintos, v; ¥ vg son perpendiculares. Por el
teorema (2.2.5), podemos encontrar un cambio de coordenadas tal que los
vectores coordenados y, v ¥, sean paralelos a v; v va. Esto significa que
existe un parametrizacion x : U — M | tal que x, y x, son paralelos a v;
y vo respectivamente.Como (v, vy) = 0, entonces en esta nuevas coorde-
nadas se tiene que F = (x,,X,) = 0. Pero como x, y X, son las direcciones
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principales, el operador dN es diagonizable con respecto a la base dada por
sus vectores propio. Por tanto f = 0. En otra palabras, las dos formas I, 11
son diagonizables. Tal parametrizacién es llamada coordenadas de lineas de
curvatura. Con esto hemos probado el siguiente resultado:

Proposicién 4.4.1 Si M C R3 es una superficie y po € M es un punto
no umbilical, entonces eriste una parametrizacion de lineas de curvatura

X :U — M cerca de pg, es decir,
F=uX) =0, [f=(xuwN)=0,
lo que es equivalente a
I=Edu®+Gdv?, II=edu®+gd’

El siguiente resultado establece la forma que tiene la ecuacion de Gauss-
Codazzi (4.3.4) para un sistema de coordenadas de lineas de curvatura.

Teorema 4.4.2 Supdngase que x(u,v) es una parametrizacion de coorde-
nadas de lineas de curvatura de una superfice regular M C R® con sus forma
fundamentales 1,11 dadas por la ecuacidn ({.4.16) del teorema (4.4.2). En-
tonces las componentes de la ecuacion de Gauss-Codazzi (4.2.1) son:

((\/E)v) _l_((\/(_;)u) ) (4.4.6)

VG VE VEG’
(__v%)v - g(‘;ﬁ'u‘ (4.4.7)
(%)v = eg"‘ (4.4.8)

Demostracion. Formemos la base ortonormal
Xy

Xu
W =—==, We=— ws=uw) Xuwy,
vVE vG

definamos las matrices (p;;) = (((wi)u,w;)) ¥ (¢i5) = ({(Wi)y, w;)) y formemos
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales

0 f\/E}w €

V6 VE
(w1, wa, w3, = [w,ws,ws] —L‘%x 0 i (4.4.9)

75 0 0
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VG)u
0 -t 0
(w1, w2, ws], = (w1, wa, ws] %_%E 0 _% : (4.4.10)
0 -2 0
VG

-

Al aplicar la ecuacién de Gauss-Codazzi a las matrices P y Q (4.3.4),
]Pu = Qu == {]Ps @} 3

y como la matrices son antisimétricas sélo tenemos que calcular las compo-
nentes (21),(31) y (32) de la ecuacién y se tiene el resultado del teorema.
|

Aqui, la ecuacién (4.4.6) es la ecuacién del teorema de Gauss y las ecua-
ciones de Peterson-Mainardi-Codazzi son precisamente (4.4.7) y (4.4.8)

4.5 Superficies con curvatura Gaussiana constante
negativa

En esta dltima parte, vamos a probar que para una superficie M en R? con
curvatura Gaussiana constante y negativa se puede encontrar una parametrizacién
x(u,v), que sea de lineas de curvatura y que el dngulo @ entre lineas asintéticas
satisfaga la ecuacidn de sine-Gordon (ESG):

By — By = senf. (4.5.1)

La ecuacién sine-Gordon tiene diversas aplicaciones en un amplio rango
de la Fisica y la Matemaética, las soluciones de esta ecuacién (4.5.1) son
llamadas solitones. Para ver varias de estas aplicaciones de la ecuacién de
sine-Gordon se puede consultar [16]. Mds atn, la ecuacién de Gauss-Codazzi
(4.2.1) asociada a esta parametrizacién se reduce a sélo una ecuacién, en este
caso, sine-Gordon. En efecto, se prueba que existe una correpondencia uno a
uno entre las soluciones locales 6 (ESG) con Im(@) C (0,7) y las superficies

regulares en R? con K = —1, salvo movimientos rigidos.
Sea M una superficie en R3 con K = —1. Sean \; y Az las dos curvaturas
principales. Como K = AjAy = —1, entonces A\ # Mg, es decir, no tiene

puntos umbilicales. Por lo tanto, podemos encontrar una parametrizacion de
lineas de curvatura x(u, v) en M. Supongamos que las formas fundamentales
son I = Edu?+Gdv?, II = e du?+ f dv?. Entonces las curvaturas principales
son Ay = £, A2 = é Pero como A;As = —1, entonces podemos suponer que
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existe una funcién suave ¢ tal que

e
,\1=E'=t.antp, /\2=%=—cot<p,
es decir,
€ g
— =V Etanyp, — = —VGcoty. 4.5.2
- v b = 2 (4.5.2)

Como E,G,e,g satisfacen las ecuaciones de Gauss-Codazzi, al sustituir
(4.5.1) en (4.4.7) y (4.4.8) obtenemos:

(VEtang), = —cotp (JE) ; (4.5.3)

v

(— VG cot @)y =tang (\/6) z (4.5.4)

i

Desarrollando las parciales en la ecuacién (4.5.3) obtenemos

(\/f)u tanp + VE (sec? p) o, = — cot (\/E) ,

o

lo cual implica que

(tan @ + cot ) (\/E) = -VE (sec2 @) Po-

T

De donde se obtiene

(V/E)v __seny
vE cosgo‘pu'
Haciendo célculos similares con la ecuacién (4.5.4) tenemos:
(VE), _ eosy
‘/(—;, - Sen{’ofpu-

En otras palabras, tenemos
(log \/‘E)u = (log cos ¢),, , (log \/E)u = (logsen¢),, .
Por lo tanto existen funciones suaves cj(u) y c2(v) tal que
log VE = logcos o + ¢ (v), log VG =logsenp + ca(v),

es decir,

VE =e*Wcosp, VG =e?Vseng



100 Teorema fundamental de superficies en R*

Como I es definido positivo, vE, VG nunca se anulan. Entonces podemos
asumir que tanto seng y cos son positivos, y en consecuencia ¢ € (0. 12{)
Ahcra tomando un cambio de coordenadas (w (u), z (v)) tal que

dw C](u] dz . 62(1_,]

EE =e . E’l; =€ 5
Por la regla de la cadena

33( - ax du - —ecq(u)

Bw  Gudw € ’ )
entonces ||xy| = cosy. Mediante un cdlculo similar podemos obtener

[x:|| = senyp. Como w es una funcién que sélo depende de u y a su vez z
es una funcién sélo de v, entonces x,, es paralelo a x,, y x; es paralelo a x,,.
Entonces la parametrizacién x (w, z) es también una sistema de coordenadas
de lineas de curvatura y los coeficientes de la segunda forma fundamental 11
en (w, z) son

e =tanpcos’ ¢ = Sen@cosp, g= —cotnpsenzgo = — SEeN L Cos .

Hasta este punto-hemos probado una parte de la siguiente proposicion.

Proposicién 4.5.1 Sea M una superficie reqular en R3 con K = —1. En-
tonces existe una parametrizacion local de coordenadas de lineas de curvatura
(w, z) tal que las formas fundamentales en estas coordenadas son:

I = cos? pdw? + sen® pdz?, II=senycosg (du;2 - f dz2) . (4.5.5)

donde 2¢ es el dngulo entre dos direcciones asintdticas. Mds ain, la ecuacidn
de Gauss-Codazzi es equivalente a la ecuacion sine-Gordon

Puw — Pzz = SEN P COS Y. (456]

Demostracién. Anteriormente se probd que se cumple la ecuacion
(4.5.5). Para terminar la parte que falta, calculemos la ecuacién de Gauss-
Codazzi (4.4.7),(4.4.8) que debe satisfacer la parametrizacién de lineas de
curvatura. Para esto formemos una base ortonormal a partir de la parametrizacién
x (w, z).

Xw Xz Xy X Xz

wi=

e s R
: [Xw % %

= f = —-,
cos @ sen g
Como ya es sabido, estos vectores satisfacen el siguiente sistema de ecua-

ciones:
[w1,ws,ws],, = [wy,ws,ws] P,

T LT
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(w1, w2, w3], = w1, w2, ws3] Q.
Aqui las matrices PP y Q-estdn dadas por las férmulas (4.4.9) v (4.4.10)
que se usan cuando (w, z) son coordenadas de lineas de curvatura. Como
VE = cos ®, VG = Sen, y e = —g = sen @ cos , tenemos:

0 —p, —Seny 0 — P 0
P= @z 0 0 y Q=1 vu 0 coS (4.5.7)
senp 0 0 0 —cose O

Por el inciso (a) del Teorema (4.2.1) P y Q satisfacen la ecuacién de
Gauss-Codazzi

]Pz_Qw:[ps@}-

De esta ultima ecuacion sélo debemos calcular las componentes (13) y (12).
Notemos que al calcular las componente de (13),(23) de Gauss-Codazzi
obtenemos una identidad. Por tltimo, al calcular la ecuacién del Teorema
de Gauss (dada por la componente (12) ) obtenemos

Puw — Pzz = SEIL Y COS .

Como II = senypcosy (dw? — dz?), xy + x, son direcciones asintéticas.
Usando T vemos que X, &+ x, son vectores unitarios. Al calcular el siguiente
producto interior tenemos

(g F Ky Xy — X)) = cos? w— sen’ @ = cos 2,

de esto se signe que el dngulo entre las direcciones asintéticas x,, + x. vy
Xy — Xz 8520, W

Una consecuencia de la demostracién de la Proposicién (4.5.1) es el sigu-
iente corolario.

Corolario 4.5.2 Sean P y Q funciones matriciales definidas como en (4.5.7).
Entonces el sistema

{L‘"] y W, “JS]w = [wl y W2, Ld3] ]P?

[wi, w2, ws], = [wr1,ws, w3] Q.

tiene solucidn si y solo si el dngulo ¢ entre dos curvas asintdticas satisface
la ESG (4.5.1).

Como consecuencia del Teorema Fundamental de Superficies (4.2.1) y el
corolario (4.5.2) tenemos que el inverso de la Proposicién (4.5.1) es cierto.
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Proposicion 4.5.3 Sean ¢ : U — R una solucidn de la ESG (4.5.6), pg €
R3, (uo,v0) € U, y e1,e2,e3 una base ortonormal. Sean P,Q : U — SO(3)
Junciones matriciales suaves definidas como en (4.5.7). Entonces existe un
subconjunto abierto Uy de (ug,vo) en U y una dnica funcidn matricial

[, wy, w2, ws] : Ug = R® x O(3)
que es solucidn para el siguiente sistema de ecuaciones
(w1, wo, ws],, = [w1,wa, ws] P,

(w1, wa, w3), = [w1,ws,ws] Q.
Xy = CO8 @ Wy,
Xy = Sen¢ wa,
x (ug,v0) = Pa, w1 (uo,v0) =e1, wa(uo,v0) = ez.
Mids ain, sisencosy > 0 en Uy, entonces x(Up) es una superficie reqular
con K = —1 cuyas formas fundamentales asociadas a dicha superficie son
de la forma (4.5.5).

En la ultima parte de la Proposicién (4.5.3) se establece una correspon-
dencia uno a uno entre las soluciones ¢ de la ESG (4.5.1) y una superficie
regular de R3 con K = —1, salvo movimientos rigidos.

Resumiendo, si tenemos una parametrizacion x (u,v) de lineas de cur-
vatura dada como en la Proposicion (4.5.1), para una superficie regular con
K = —1, y v la correpondiente solucion de la ESG (4.5.1). Las cordenadas
(u,v) son el espacio-tiempo. Se ha probado ya que x, + X, son direcciones
asintoticas. Si hacemos el cambio de coordenadas uw = s +t,v = s —t, en-
tonees X, = X, + X,, X, = X, — Xy; y las formas fundamentales escritas en
las coordenadas (s,t) son :

I = ds? + 2 cos 2pdsdt + dt?,
IT = sen 2¢pdsdt,

y la ESG (4.5.6) es
20y, = sen 2.

Un sistema de coordenadas locales x (u,v) para una superficie en R? es
llamado un sistema de coordenadas asintoticas si X, X, son paralelos a las
direcciones asintéticas, es decir, e = g = 0. Nétese que las coordenadas
(s,t) construidas sobre una superficie en R® con K = —1 es un sistema
de coordenadas asintéticas y s,t son pardmetros de longitud de arco. Este
sistema de coordenadas es llamado el sistema de coordenadas Tchebyshef
para superficie en R con K = —1.



Apéndice

En este apéndice estudiaremos con detalle las propiedades de los operadores
lineales que aparecen en la seccion 4.1. Cabe aclarar que aqui tomaremos
como un hecho que estos operadores son lineales por ser algo que resulta
casi inmediato de su definicién .

A.1 Operadores.

Consideremos los espacios vectoriales R™ = {(z1,%9,....2,) : ; € R}, con
"()" el producto interior usual y GL (n) el conjunto de la matrices no sin-

gulares de n X n.
Para cada matriz
@yp a1z g

A= | ag ez azs | € GL(3),
(i3] (23 Q33

se define el operador lineal [ : GL(3) — GL(9) por:

gt anly aply aysls
l(A) = | anls al; a2l |. (A.1.1)
a3l aosls asslls

Aqui I3 denota la matriz identidad de 3 x 3.

Proposicién A.1.1 El operador! (A.1.1) posee las siguientes propiedades:
(i) [ es inyectivo en su imagen.
(i) L(AB)=1[(A)I(B).
(w)  1([A,B]) = [I(A),(B)]
(iv) (A7) =1(A)" .



104 Apéndice

() 1(AT) =1(A)T
(vi) .Si-A es una funcidn matricial suave, en las variables u y v,

entonces:

L(Ay) =1(A), L} L(Ay) =1(A),.

Demostracién. (i) Es suficiente probar que el micleo de ! es la matriz
0 de 3 x 3. Supongamos que la matriz A estd en el micleo de l. Entonces

[(A)=0,en GL(9),

por otra parte,
anls ai2ls ajsls
J(A) = [ {},211[3 a;gg]I;; 0323]13 J i
a1l  agally a3l
Lo cual implica que A = 0, y por tanto el operador | es inyectivo en su
imagen.

(ii) Sean

aj

A=| ap ,B=[b],b2,b3]€GL(3).
ag

Aqui, por conveniencia, los a; son vectores renglén y los b; son vectores

columna en R®. De esta forma podemos escribir el producto como AB = [(a;, b;)].

Asi

(ag,b;)I3 (ag,bo)lz (az, baz)Is
(a3, b;)I3 (a3, by) I3 (a3, bg;) I3
I(A)I(B).

I(AB)

[{ﬂ:,bt}ﬂa (ajbg) I3 (a;,by) I3

(11t) Recordemos que [A, B] = AB—BA, entonces
[([A,B]) = I(AB-BA)
[(lA,B]) = ((AB)-I(BA),
por (i1) se tiene

I(|A,B]) = I(A)l(B)-I(B)I(A)
[1(A),1(B))].

Il
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(iv) Como AA~! = I, si aplicamos el operador [ a esta igualdad, ten-
emos: : )
: 1(A)I(AY) =1
Si multiplicamos por [ (A)~! en ambos lados:

LA TIA)I(ATY) = (AT
HA™Y) = 1Ay,

(v) Probemos que [ (A) =1 (AT)T.

aplly anls anls
I(AT) = | a1l asls asly
a13l3  agslls assls

Entonces
a11ls ai2ly ajsly

UAT)T = | anls agls azslsy | =1(A).
azlly azsllz assls

(vi) Sin pérdida de generalidad, es suficiente probar que se cumple esta
propiedad para una funcién matricial suave B : R —GL (3), dada por
B(t) = [bj; (t)]. Recuérdese que By = 92 = [£b;;(¢)]. Primero note-
mos que ! (B (t)) es una funcién matricial suave en GL (9). Mediante unos

simples célculos se tiene

Lbyyls Lbiols  Fbisls

l (Bt) = a'bQIH.'S af'b22H3 a—bgaﬂs
gtbails  Gbosls  Fbasls
= I(B),.

El siguiente operador tiene una propiedad muy interesante, la cual nos
permite pasar de un sistema vectorial a un sistema matricial. Esta es la
propiedad mds importante para la demostracién del teorema fundamental
(4.2.1). Sea X = (x1,22,...,29)7 € R®, un vector columna. Se define el

operador lineal L : R® — GL(3) por

1 T4 I7
L(X )cléf To Ty s (A.1.2)
T3 Tg 9
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Proposicién A.1.2 El operador L (A.1.2) posee las siguiente propiedades:

(i) L es inyectivo en su imagen.
i) Si X (u,v) es una funcién vectorial suave en R, entonces

L(X,) = L(X), Y L(X,) = L(X),.
(1ii) Para cada X , Y € R®, que satisfacen la ecuacidn vectorial:
Y = AX

donde
a1l alz a3l

A= | a4l aslz3 agls
a7l agly agl;

Esta ecuacion se transforma bajo el operador L en la ecuacion matricial:
L(Y) = L(X)A,

aqui

A=),

donde 1! es la inversa del operador 1 (A.1.1).

Demostracién. (i) Supongamos que el vector X esta en el nicleo de
de L, es decir L (X) =0 en GL (9), Por otra parte

1 T4 Iy
L(X) = ra Is I8 3
T3 I T9
esto implica que X = 0 en R? y por lo tanto L es inyectivo en su imagen.

(ii) Es suficiente probar L(X,) = L(X),, la otra parte se prueba de
manera similar. Otra vez aqui X,, = E%X, entonces

d a a
Tl pald FuI7
B

L(Xu) = B\é_'.‘mﬁ E}E-‘BE 33, g
Jul3 a6 FuTo
L(X)w.

(i11) Supongamos que X, Y € R, y satisfacen la ecuacién vectorial

Y = AX
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con
aq 1[3 a,4113 G?Hs

- A= a2113 (15]13 03]13
azlls aglls agl

Definamos los vectores renglén x; = (23, T4, T7) , X2 = (T2, T5,T8), X3 =
(73, g, z9) a; = (a1, aq,a7),as = (ag, a5, as),a3 = (as, ag, ag). Entonces

( (a1, x1) \
(al:x2}
(a1,x3)
(az,x1)
Y = <a21x2) f
(ag,x3)
(a3ax1)
(3.3,)[2)
\ (a3,x3) /
Entonces
[ (a1, x1) (a2, x1) (a3, x1)
L(Y) = (a1,x2) (az,x2) (as,x2)
| (a1,x3) (ag,x3) (a3, X3)
rxl a) T
= Xa as
| X3 ag
-Il T4 XT7 @y a4 ay A
= In [y T az as as
| T3 ITg Ty a3 ag ag
= L(X)A.
Aqui
T
a; a4 ay
A = as as as
a3 ag Qg
= [l
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