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1 Introduccion

Uno de los temas centrales del andlisis real es la continuidad de funciones.
Se puede decir mucho sobre este tema, y en este trabajo de tesis se estudian
principalmente propiedades de los conjuntos de continuidad y discontinuidad
tanto de funciones reales en general como de funciones que son limite puntual
de una sucesién de funciones continuas.

Primeramente, en el capitulo 2 se dan algunas definiciones y resultados
bésicos sobre numerabilidad de conjuntos y topologia de R, los cuales serdan
las bases para estudiar las propiedades de numerabilidad y topolégicas de los
conjuntos de puntos de continuidad y discontinuidad de una funcién.

En el capitulo 3 se hace una clasificacién de los tipos de discontinuidad de
una funcién, se define la oscilacién de una funcién y se muestra su relacién
con la continuidad. Adems4s, se hace un andlisis de la numerabilidad de cier-
tos subconjuntos del conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién,
los cuales se definen a través de la clasificacién de discontinuidades hecha.
También se presentan algunas propiedades topoldgicas del conjunto de pun-
tos de discontinuidad de una funcién.

Finalmente, en el capitulo 4 se trata el tema de limites de sucesiones de
funciones y se analiza la continuidad de la funcién limite y de las funciones
de la sucesién. Este andlisis nos llevara a los conceptos de convergencia
quasi-uniforme y funciones Baire 1. Los principales resultados que involucran
estos conceptos son dar una condicién necesaria y suficiente para que la
funcién limite de una sucesién de funciones continuas sea también continua,
y describir el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién que es
limite puntual de una sucesién de funciones continuas.



2 Definiciones y resultados sobre numerabil-
idad y topologia

En este capitulo se presenta una serie de conceptos y resultados muy conoci-
dos sobre numerabilidad (seccién 2.1) y topologia de R (seccién 2.2), con el
fin de establecer las bases que necesitaremos para abordar los temas de los
capitulos posteriores.

2.1 Definiciones y resultados sobre numerabilidad

Comenzaremos definiendo qué es un conjunto numerable, para después pro-
bar algunos resultados bésicos que involucran este concepto, entre ellos, un
1itil principio que nos permitira probar la numerabilidad de conjuntos de una
manera relativamente sencilla, ejemplificando esto al probar a través de este
principio que el conjunto QQ de niimeros racionales es numerable, y mostrando
su interés tedrico al utilizarlo para probar que la unién numerable de con-
juntos numerables es numerable. También se probara el conocido resultado
de que un intervalo es no numerable.

Definicién 2.1. Sea A un subconjunto de R. Se dice que:

(i) A es finito si A =0 o si para algiin n € N existe una funcién biyectiva

F:A={l2 . .,n}
(ii) A es infinito numerable si existe una funcién biyectiva f : A — N.
(iii) A es numerable si es finito o infinito numerable.

(iv) A es no numerable si no es finito ni infinito numerable.

Lema 2.2. Un subconjunto de un conjunto finito es finito.

Prueba. Sea B C R finito, y sea A C B. Si B = (), entonces su 1nico
subconjunto es B, asi que A = 0, el cual es un conjunto finito. Si B #
(0, entonces existe n € N y una funcién biyectiva f : B — {1,2,...,n}.
Supongamos que A # @) (si A = (), entonces A es finito y ya acabamos), y sea
{i1,%2,...,im} = f(A). Definamos g : A — {1,2,...,m} como g(z) = j, donde
f(z) = i;. Dado que f es biyectiva, es claro que g también es biyectiva, y
entonces A es finito. ]



Teorema 2.3. Un subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Prueba. Sea B C R numerable, y sea A C B. Si A es finito, ya acabamos.
Supongamos que A es infinito. Entonces, por el Lema 2.2, B también es
infinito, asi que B es infinito numerable (pues es numerable por hipétesis).
Luego, existe una funcién biyectiva f : N — B, por lo que podemos enlistar
los elementos de B como -

{I1,$2,$3, }1

donde f(n) = z,. Sea
S={neN:z, € A}.

Sea n; = min S. Sean ny = minS\{n}, ng = min S\{ny,n2}, y en general,
para k € N, habiendo elegido ny, ..., nx—1, tomamos ny = min S\{ny, ..., nx_1}.
Definiendo g : N =+ A como g(k) = z,,, obtenemos una funcién biyectiva de

N en A, por lo que A es infinito numerable.
' O

A continuacién se presenta un principio de numerabilidad y se ilustra
cémo puede ser aplicado para probar la numerabilidad de conjuntos, como
los conjuntos Z de mimeros enteros y Q de nimeros racionales. También
se muestra el interés tedrico de este principio, usindolo para probar que la
unién numerable de conjuntos numerables es numerable.

Los conceptos utilizados en el enunciado del siguiente teorema son: un
conjunto fijo y finito llamado alfabeto, a cuyos elementos llamaremos letras,
y las palabras que pueden ser formadas yuxtaponiendo letras del alfabeto,
formando asi una cadena de longitud finita. Las palabras pueden tener letras
repetidas.

Teorema 2.4 (Principio de numerabilidad). Sea S el conjunto de todas
las palabras que pueden ser formadas usando leiras de un alfabeto finito A.
Entonces S es infinito numerable. Asi, cualquier conjunto de palabras que
pueden formarse con letras de A es numerable.

Prueba. Supongamos que A contiene k letras, k¥ € N. Para cada n € N,
sea S, el subconjunto de S de las palabras de longitud n. Se tiene que
S = U2,S,. Como S, es un conjunto finito que consta de k™ palabras,
existe una funcién f; : S; — {1,2,...,k} biyectiva, una funcién f : S; —



{k+1,k+2,...,k+ k®} biyectiva, etcétera. Para cada n > 2 existe una
funcién biyectiva

fo i S {E4+E 4+ BV L k24 42, L kR 4 B R ER)

Sea f : § — N definida por f(s) = fa(s), si s € S,.. f es una funcién biyec-
tiva, ya que hereda las propiedades de las funciones f,,. Consecuentemente,
S es infinito numerable. Ademas, si 7' C S, el Teorema 2.3 implica que 7" es
numerable. O

En los siguientes corolarios se muestra la utilidad de este principio de nu-
merabilidad, probando resultados que se presentan habitualmente en cursos
introductorios al anélisis, pero de una manera mucho maés sencilla.

Corolario 2.5. El conjunto Z de nuimeros enteros es numerable.

Prueba. Sea A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,—}. Cada elemento de Z puede
ser representado como una palabra formada utilizando palabras del alfabeto
A. Es decir, el conjunto Z puede ser identificado como un subconjunto de
todas las palabras que pueden formarse con letras de A. Por lo tanto, por el
Principio de numerabilidad (Teorema 2.4) Z es numerable. O

Corolario 2.6. El conjunto Q de nimeros racionales es numerable.

Prueba. Sea A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,/,—}. Los elementos del conjunto
Q de nmiimeros racionales son de la forma a/b, donde a y b son enteros, b # 0.
Asi, @@ puede ser identificado como un subconjunto de todas las palabras que
pueden formarse con letras de A. Por ejemplo, el niimero racional % puede
ser representado por la palabra ”3/4”. Asi, el Principio de numerabilidad
(Teorema 2.4) implica que QQ es numerable. O

Corolario 2.7. La unién de una coleccion numerable de conjuntos numer-
ables es numerable. '

Prueba. Sea Ai, A,, Az, ... una coleccién numerable de conjuntos infinitos
numerables. Para cada n € N existe una funcién f, : N = A, biyectiva.
Cualquier elemento de U2, A, puede ser expresado como fx(m) para k €
N (el menor indice) y algin m € N. Asi, cada uno de tales elementos
es identificable con una palabra que puede ser formada usando letras del
alfabeto {1,2,3.4,5, 6,7,8,9,(,)}. Por tanto, el Principio de numerabilidad
(Teorema 2.4) asegura que U, A, es numerable. El caso finito es similar. O
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Teorema 2.8. Sean A,B C R. Si f: A — B es inyectiva y B es numerable,
entonces A también es numerable.

Prueba. Como f : A — B es inyectiva, se tiene que f : A — f(A) es
biyectiva. Ademds, dado que B es numerable y f(A) C B, el Teorema 2.3
implica que f(A) es numerable, asi que existe g : f(A) — N biyectiva. Luego,
gof:A— f(A) = N es biyectiva. Por lo tanto, A es numerable. a

Lema 2.9. El intervalo (0,1) es no numerable.

Prueba. Supongamos que (0, 1) es numerable. Entonces podemos enlistar los
elementos de (0, 1) como
{Il, T2,I3, }

Cada elemento de (0, 1) tiene una expansién decimal infinita, asi que podemos
escribirlos de la siguiente manera:

1 = 0.anappai3---,
I3 = 0-021023023' Ty
zz3 = 0.az1a30a33-" -,

donde cada a;; € {0,1,2,...,9}. Ahora construimos un nimero ¢ = 0.cycacs - - -

definiendo
= 4 si 1 FH % 4:
C‘I_{ o sl ag£:4.
Este niimero no puede ser igual a alguno de los mimeros z1, 3, T3, . . ., Ya que
¢y z; difieren en la i-ésima posicion de sus expansiones decimaes. Esto nos
lleva a una contradiccién, lo que prueba que (0,1) es no numerable. O

Definicién 2.10. A un intervalo de la forma [a,a], a € R se le llama inter-
valo degenerado. A un intervalo que no es degenerado, se le llama intervalo
no degenerado.

Teorema 2.11. Ningiin tntervalo no vacio y no degenerado es numerable.

Prueba. Sean a,b € R, con a < b. Definamos la funcién f : (0,1) — (a,b)
como f(t) = (1 — t)a + tb. Claramente, f es una funcién biyectiva. Esto
nos dice que no existe una funcién g : (a,b) — N biyectiva, ya que si
existiera tal funcién, g o f seria una funcién biyectiva de (0,1) en N, lo

9



cual no es posible ya que (0,1) es no numerable (Lema 2.9). Se sigue que
(a,b) es no numerable. Como (a,b) es un subconjunto de los intervalos
(a,b], [a,b), [a,b], (a,0), [a,0), (—00,b) ¥ (—o0,b], el Teorema 2.3 implica
que estos intervalos son no numerables. O

En lo sucesivo supondremos que todos los intervalos son no vacios y no
degenerados, a menos que se especifique lo contrario.

2.2 Definiciones y resultados de topologia de R

En esta seccién se presentan algunas definiciones topolégicas de R, asi como
resultados basicos y no tan béasicos, los cuales seran de suma importancia
para el desarrollo de la teoria de los capitulos posteriores. Se incluyen desde
las definiciones de supremo e infimo de un conjunto, hasta resultados sobre
conjuntos G5 y JF,, pasando por la Propiedad Arquiemediana de R, la densi-
dad de @ en R, resultados sobre conjuntos cerrados, abiertos, densos, densos
en ninguna parte, de primera categoria, de segunda categoria y residuales, el
Teorema de Categoria de Baire y sus equivalencias, entre otros.

Definicién 2.12. Sea A un subconjunto de R. Si A estéd acotado superior-
mente, entonces la minima cota superior de A se llama el supremo de A y se
denota por sup A. Asi, s =sup A si y sdlo si -

(i) s>z, paratodoz € A, y

(i1) si s’ < s, entonces existe z € A tal que z > s

Si A esta acotado inferiormente, entonces la méaxima cota superior de A
se llama el infimo de A y se denota por inf A. Asi, ¢ = inf A si y sélo si

(i) t<z,paratodoz € A,y
(ii) si ¢’ > t, entonces existe = € A tal que z < t'.

Axioma de Completez de R. Todo subconjunto A no vacio de R acotado
superiormente tiene una minima cota superior. Esto es, sup A existe y es un
numero real.

Teorema 2.13 (Propiedad Arquimediana de R). El conjunto N de
numeros naturales no estd acotado superiormente.
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Prueba. Supongamos que N estd acotado superiormente. Entonces, por el
Axioma de Completez de R, N tiene una minima cota superior, digamos
supN = m. Como m es la minima cota superior, m — 1 no es una cota
superior de N, pues m — 1 < m. Luego, existe ng € N tal que ng > m — 1.
Pero entonces ng + 1 > m, y como nyg + 1 € N, esto contradice el hecho de
que m es una cota superior de N. O

Teorema 2.14. Los siguientes enunciados son equivalentes a la Propiedad
Arquimediana:

(i) Para cada z € R, eziste n € N tal que n > z.
(ii) Para cada x > 0 y para cada y € R, existe n € N tal que nz > y.
(i) Para cada z > 0, eziste n € N tal que 0 < 1/n < z.

Prueba. Probaremos que Teorema 2.13 = (i) = (ii) = (iii) = Teorema 2.12.

Teorema 2.13 = (i): Supongamos que (i) no se cumple. Entonces, existe
zo € R tal que n < 2y, para todo n € N. Luego, 2; es una cota superior de N,
lo cual contradice el Teorema 2.12. Asi, la Propiedad Arquimediana implica

(i).

(i) = (ii): Sea z = y/z. Entonces existe n € N tal que n > y/z, esto es,
nT > y.

(ii) = (iii): Sea y = 1. Entonces existe n € N tal que nz > 1, esto es,
1/n < z. Ademds, como n € N, n > 0, asi que 1/n > 0.

(il1)) = Teorema 2.13: Supongamos que N estd acotado superiormente por
un numero real, digamos m. Esto es, n < m, para todo n € N. Entonces
1/n > 1/m, para todo n € N, lo cual contradice (iii) con z = 1/m. Por
tanto, (iii) implica el Teorema 2.13. O

Definicién 2.15. Sea A un subconjunto de R.

(i) Un punto z € A es un punto interior de A si existe ¢ > 0 tal que
(z — e,z +¢) C A. Al conjunto de todos los puntos interiores de A se
le llama el interior de A, y se denota por A°.
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(ii) Un punto £ € A es un punto aislado de A si existe € > 0 tal que
(z—e,z+e)NA={z}.

(iii) Un punto z € R es punto de acumulacién de A si para todo € > 0, el
intervalo (z — €,z + €) contiene al menos un punto de A distinto de z.
El conjunto de puntos de acumulacién de A se denota por A'.

(iv) Un punto z € R es punto frontera de A si para todo € > 0, se tiene
que (z—€,z24+€e)NA#0y (z—e,z+¢)N(R\A) # 0. El conjunto de
puntos frontera de A se denota por dA.

(v) A se dice ser cerrado si todo punto de acumulacién de A pertenece a
A, esto es, si A’ C A.

(vi) La cerradura de A se define como AU A’ y se denota por A

(vii) A se dice ser abierto si todo punto de A es un punto interior de A, esto
es, si A C A°.

(viii) Una vecindad de un punto z € R es un intervalo abierto que contiene
at.

Teorema 2.16. Sea A un subconjunto de R. A es abierto s1 y sélo si R\A
es cerrado.

Prueba. Supongamos primero que A es abierto. Probaremos que R\A es
cerrado, es decir, (R\A) C R\A. Sea z € (R\A). Entonces, para todo
€ > 0, el conjunto (z — €, z + €) contiene al menos un punto de R\ A distinto
de z. Luego, z ¢ A°. Como A es abierto, A = A°, asi que z ¢ A. De aqui
que z € R\ A, por lo que R\ A es cerrado.

Supongamos ahora que R\ A es cerrado. Probaremos que A es abierto,
es decir, A C A°. Sea z € A. Entonces z ¢ R\A. Como R\A es cerrado,
(R\A) C R\A, asi que z ¢ (R\A)'. Asi, existe ¢ > 0 tal que (z — e,z +¢) N
(R\A) = 0. Luego, (z — ¢,z +¢) C A, por lo que z € A°. Por lo tanto, A es
abierto. O

Teorema 2.17. Sea A un subconjunto de R. A es cerrado si y sélo si A= A.

Prueba. Supongamos que A es cerrado. Se tiene que A C AU A" = A.
Ademsés, como A es cerrado, A’ C A, asf que A = AU A" C A. Por tanto,
A=A
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Supongamos ahora que A = A. Entonces A’ ¢ AUA' = A = A. Por
tanto, A es cerrado. O

Lema 2.18. Sea A un subconjunto de R. Si A es cerrado, entonces 0A C A.

Prueba. Sea z € 0A, y supongamos que z ¢ A. Como para todo ¢ > 0 se
tiene que (z — e,z +e)NA#0Dyz ¢ A, entonces z € A'. Luego A’ C A,
lo cual contradice la hipétesis de que A es cerrado. Por tanto, z € A, y
0AC A. O

Teorema 2.19. La interseccion de cualquier coleccion numerable anidada
de conjuntos no vacios, cerrados y acotados es no vacia.

Prueba. Sea A;, Aj, Az, ... una coleccién numerable de conjuntos no vacios,
cerrados y acotados tales que A, D A, para toda n € N. Debemos encon-
trar z € R tal que z € A,, para todan € N. Sean a, = inf A,, y b, = sup A,.
Como A, es acotado, se tiene que a,, b, € R, y como A, es cerrado, el Lema
2.18 nos dice que an, b, € A,. Para cada n € N, definamos

I = [din; Bal-

Como A; C A; para j > 1, se tiene que a; < a; y b; < b;, por lo que [; C ;
para 7 > . De aqui,

LNL#0. (1)
Ademss, A, C I, para toda n € N. Como a, > a,, para n > m, {a,} es

una sucesion no decreciente. Ademas, se tiene que a, < b; para todan € N,
asi que b, es una cota superior para la sucesion {a,}. Como {a,} es no
decreciente y acotada superiormente, el Axioma de Completez de R asegura
la existencia de

T = Sup ay,.
nel

Para probar que z € A, para toda n € N, mostraremos primero que z € I,
para toda n € N. Para esto, debemos probar que a, < = < b,, para toda
n € N. La primera desigualdad se cumple por la definicién de supremo.
Para probar la segunda, supongamos que existe i € N tal que b; < z. Como
z = sup{a, : n € N}, existe j € N tal que b; < a; < z. Luego,

ﬂqug(ﬂjgbj.

De aqui se tiene que

IjﬂL::@,
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lo cual contradice (1). Asi, hemos probado que z € I, para toda n € N.

Finalmente, probaremos que z € A, para toda n € N. Si z = a; para algin
1 € N, entonces z € A, para toda n € N, pues z = sup,,.y ax. Por otra parte,
si z ¢ {a,}, entonces a, < z, para toda n € N. Luego, para cada n € N fijo
y para todo ¢ > 0, el intervalo (z — ¢,z) debe contener algiin punto de A,
(ya que a, < z). Asi,  debe ser un punto de acumulacién de A,, y como A,
es cerrado, = es un punto de A,. Por lo tanto z € A,, paracadan € N. O

Corolario 2.20. Sea I, 15, 13,... una coleccion numerable anidada de in-
tervalos cerrados y acotados cuya longitud tiende a cero, esto es I, D Iy,
para todan € N y[(I,) = 0. Entonces

() L={=}

n=1
para algiin = € R.

Prueba. Por el Teorema 2.19, sabemos que la interseccién de los I,’s es no
vacia. Supongamos que dicha interseccién contiene al menos dos puntos
z; < z3. Esto significa que [z;,z;] C I, para todo n € N. Pero como
I(I,) — 0, existe N € N tal que I([z1,22]) > !(,), para todo n > N, lo
cual es imposible. Por tanto, z; y zs no pueden ser ambos puntos en la
interseccién numerable de los I,,’s, lo que prueba lo que queriamos. O

Definicién 2.21. Un conjunto A C IR es denso en R si para todo intervalo
abierto I se tiene ANT # ).

Teorema 2.22. El conjunto Q de niimeros racionales es denso en R.

Prueba. Sea I = (a,b), con a < b. Buscamos r € QN (a,b). Primero
supongamos que a > 0. Como b — a > 0, por la Propiedad Arquimediana
(Teorema 2.14 (iii)), existe n € N tal que b —a > 1/n. Sea

A={keN:b<k/n}.

A es no vacio por la Propiedad Arquimediana (Teorema 2.13 (i)) (con z = bn).
Luego, A tiene un elemento minimo, digamos min A = m. Asii m € Ay
m—1¢ A, asi que (m — 1)/n < b < m/n, y entonces

a=b—(b—a)<m/n—1/n=(m~-1)/n.
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Por tanto, a < (m—1)/n< b, yr:=(m—1)/n € QN (a,b).

Si a < 0, entonces —a > 0, y por la Propiedad Arquimediana (Teorema
2.14 (i)), existe n € N tal que n > —a, esto es, n +a > 0. Luego, por lo que
acabamos de probar, existe r € QN (n+a,n+b), y entonces r—n € QN (a, b).

Por lo tanto, Q es denso en R. O

Corolario 2.23. El conjunto R\Q de nimeros irracionales es denso en R.

Prueba. Sea I = (a,b), con a < b. Buscamos i € (R\Q) N (a,b). Por el
Teorema 2.22, existe r € Q N (a/v/2,b/+/2). Como /2 es irracional, /2
también lo es, asi que i := rv/2 € (R\Q) N (a,b). Por lo tanto, R\Q es denso
en R. O

Definicién 2.24. Sean A, B C R. Se dice que es A denso en B si todo
intervalo abierto que intersecta a B también intersecta a A.

Teorema 2.25. Sean A,B C R. A es denso en B si y sélo si AD B.

Prueba. Supongamos que A es denso en B. Probaremos que A D B. Sea
T € B. Siz € A, entonces z € AUA’ = A y ya acabamos. Supongamos que
z ¢ A. Dado € > 0, se tiene que BN (z — ¢,z + €¢) # 0. Luego, como A es
densoen B, (z—¢,z+€e)NA#D. Dadoquez ¢ (z—¢c,z2+€e)NAF#0D, zes
un punto de acumulacién de A, esto es, z € A’. Por lo tantoz € AUA' = A.
Asi, AD B.

Supongamos ahora que A D B. Probaremos que A es denso en B. Sea I
un intervalo abierto tal que BNI # . Debemos probar que ANI # ). Como
AD B, setieneque ANI#0. Seaz e ANI. Siz € A, entonces z € ANI,
y ya acabamos. Supongamos que T ¢ A. Entonces z € A’. Ademads, como
I es abierto, z € I°. Sea ¢ > 0 tal que (z — €,z +¢) € I. Como z € A,
AN(z—¢,xz+¢) # 0. Luego, ANI # 0, y por lo tanto, A es denso en B. [

Definicion 2.26. Un conjunto A C R es denso en ninguna parte en R si
todo intervalo abierto I contiene un subintervalo abierto J tal que ANJ = (.

Definicién 2.27. Sean A, B C R. A es denso en ninguna parte en B si todo
intervalo abierto I que intersecta a B contiene un subintervalo abierto J que
no intersecta a A.

Observacién 2.28. Un conjunto A C R es denso en ninguna parte en R s1
y sélo st para cualquier intervalo abierto I se tiene que A no es denso en I.
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Prueba. Supongamos primero que A es denso en ninguna parte en R. Sea I
un intervalo abierto. Existe un subintervalo abierto J C I tal que ANJ = 0.
Asi, J es un intervalo que intersecta a I pero que no intersecta a A. Por
tanto, A no es denso en I. ;

Reciprocamente, sea I un intervalo abierto y supongamos que A no es
denso en I. Entonces existe un intervalo abierto L tal que INL # 0y
ANL=0. SeaJ=1INL. Entonces J es abierto, JC Iy ANJ =0. Por
tanto, A es denso en ninguna parte en R. O

Teorema 2.29. La unidn de cualquier coleccion finita de conjuntos densos
en ninguna parte en R es también un conjunto denso en ninguna parte en
R.

Prueba. Sea A, A, ..., A,, una coleccién finita de conjuntos densos en ninguna
parte en R, v sea I un intervalo abierto en R. Buscamos un intervalo abierto
J C I tal que (|Jz_; Ax) N J = 0. Como A, es denso en ninguna parte en
R, existe un intervalo abierto I; C I tal que A; NI; =#. Como A, también
es denso en ninguna parte en R, existe un intervalo abierto I, C I; tal que
AN I = 0. Procediendo de esta manera se obtienen intervalos abiertos

LD>DLDODLD---DI,

tales que para k = 1,...,m, Ay NI = 0. Como I, C I, para k = 1,...,7n, se
tiene que Ay NI, C Ay NIy =0, porloque A4z NI, =@ parak=1,..n

Luego,
(UAk) NL=JAnL)=]J0=0,
k=1 k=1 k=1
asi que J = I, es el invervalo que buscabamos. O

Teorema 2.30. Sea A C R y B =R\A. Entonces A es cerrado y denso en
ninguna parte en R si y sélo si B es abierto y denso en R.

Prueba. Supongamos que A es cerrado y denso en ninguna parte en R. Pro-
baremos que B es abierto y denso en R. Por el Teorema 2.16, B es abierto.
Sea I un intervalo abierto. Como A es denso en ninguna parte, existe un
subintervalo abierto J C I tal que AN J = 0. Esto significa que J C R\A4,
es decir J C B. Luego, BNJ # 0, y como J C I, se tiene que BN I # 0.
Por lo tanto, B es denso en R. -
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Inversamente, supongamos que B es abierto y denso en R. Probaremos
que A es cerrado y denso en ninguna parte en R. De nuevo por el Teorema
2.16, se tiene que A es cerrado. Sea I un intervalo abierto. Como B es denso
en R, BNI #0. Sea J=BNI. Jes abierto, pues B e I lo son. Ademss,
J € B=R\A, asi que ANJ = 0. Por lo tanto, A es denso en ninguna parte
en R. O

Teorema 2.31. Sea A un subconjunto de R. A denso en ninguna parte en
R si y sdlo si A no contiene intervalos. Esto es, (A)° = 0.

Prueba. Supongamos que A es denso en ninguna parte en R. Si existiera
un intervalo I C A, esto contradirfa el hecho de que A es denso en ninguna
parte en R. Por lo tanto, A no contiene intervalos.

Supongamos ahora que A no contiene intervalos y que A no es denso en
ninguna parte en R. Entonces existe un intervalo abierto I con ANT # () tal
que para todo subintervalo abierto J C I se tiene que AN J # 0. Se sigue
que AN1I es denso en I. En efecto, si K es cualquier intervalo abierto tal
que I N K # ), entonces, como I N K C I, se tiene que ANT N K # 0, asi
que AN I es denso en I. Luego, por el Teorema 2.25,

A>AnI > L.

Asi, A contiene al intervalo I, lo que contradice nuestra hipétesis. Por lo
tanto, A es denso en ninguna parte. O

Lema 2.32. Sea x € R. El conjunto {z} es denso en ninguna parte en R.

Prueba. El conjunto {z} = {z} tiene un solo elemento, por lo que no puede
contener un intervalo, asi que el Teorema 2.31 nos dice que {z} es denso en
ninguna parte en R. O

Definicion 2.33. Sea A un subconjunto de R.

(i) A es de primera categoria si puede ser expresado como la unién numer-
able de conjuntos densos en ninguna parte en R.

(ii) A es de segunda categoria si no es de primera categoria.
(iii) A es residual en R si su complemento R\ A es de primera categoria.

Teorema 2.34. Sea A C R numerable. Entonces A es de primera categoria.
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Prueba. Como A es numerable, podemos enlistar sus elementos de la sigu-
iente forma:
A= {Il,.‘rg,.’b‘3, .- }

Por el Lema 2.32, {z,} es un conjunto denso en ninguna parte en R para toda
n € N. Asi, A puede ser expresado como la unién numerable de conjuntos
densos en ninguna parte en R:

A= U{Iﬂ}‘

n=1
Por lo tanto, A es de primera categoria. O

Teorema 2.35. La unidn de cualquier coleccion numerable de conjuntos de
primera categoria es también un conjunto de primera categoria.

Prueba. Sea A,, A, As, ... una coleccién numerable de conjuntos de primera
categoria. Como A; es de primera categoria, puede ser expresado como
A1 = g, Aux, donde Ay es un conjunto denso en ninguna parte en R para
toda k € N. De la misma manera, para cada n € N, el conjunto A, puede
expresarse como A, = Jp-; Ank, donde A, es un conjunto denso en ninguna
parte en R para toda k € N. Luego, [J;2; An = Unzy Up) Ank = U k=1 Anks
donde U;"ik;l A, es la unién numerable de conjuntos densos en ninguna
parte en R. Por lo tanto | J3 ; An es de primera categoria. O

Teorema 2.36. La interseccion de cualquier coleccion numerable de conjun-
tos residuales es también un conjunto residual.

Prueba. Sea A, Ay, Az, ... una coleccién numerable de conjuntos residuales.
Entonces R\ A;, R\ A2, R\ A3, ... es una coleccién numerable de conjuntos de
primera categoria, y por el Teorema 2.35, | Jo- ; R\ A, es también de primera
categorfa. Como |Jo-, R\A, = R\ .-, An, se tiene que ()., A, es un
conjunto residual. O

Definicién 2.37. Sean A,B C R. Una funcién biyectiva f : A — B se
dice ser un homeomorfismo si f y f son continuas. Si tal funcién existe,
decimos que A y B son homeomorfos.

Lema 2.38. Sea A un subconjunto de R y f : R = R un homeomorfismo.
Entonces A es denso en ninguna parte en R si y sdlo si f(A) es denso en
ninguna parte en R.
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Prueba. Notemos primero que como f es un homeomorfismo, z € R es un
punto de acumulacién de A si y sélo si f(z) es un punto de acumulacén de

f(A). Luego, u Ly
f(A) = f(A).

Supongamos que A es denso en ninguna parte en R y que f(A) no lo es.
Entonces, por el Teorema 2.31, existe un intervalo abierto I tal que

I c f(A) = f(A).

Aplicando f~! obtenemos
f1(I) c A

Como f es continua, f~(I) es abierto. Luego, A es denso en el intervalo
abierto f~1(I), lo que contradice el hecho de que A es denso en ninguna parte
en R. Por tanto, f(A) es denso en ninguna parte en RR. _

Inversamente, supongamos que f(A) es denso en ninguna parte en R y
que A no lo es. Entonces, por el Teorema 2.31, existe un intervalo abierto I
tal que

I CA.
Aplicando f obtenemos

fI) C f(A) = f(A).

Como f~! es continua, f(I) es abierto. Luego, f(A) es denso en el intervalo
abierto f(7), lo que contradice el hecho de que f(A) es denso en ninguna
parte en R. Por tanto, A es denso en ninguna parte en R. O

Lema 2.39. Sea A un subconjunto de R y f : R = R un homeomorfismo.
Entonces A es de primera categoria siy sélo si f(A) es de primera categoria.

Prueba. Supongamos primero que A es de primera categoria. Entonces existe
una coleccién numerable A;, Ay, As,. .. de conjuntos densos en ninguna parte
en R tal que

el
n=1

Asi, tenemos que

sy=1(U) () #an.

n=1 n=1
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Por el Lema 2.38, f(A,) es denso en ninguna parte para todo n € N. Asi,
hemos expresado f(A) como la unién numerable de conjuntos densos en
ninguna parte en R. Por lo tanto, f(A) es de primera categoria.
Inversamente, supongamos que f(A) es de primera categoria. Entonces
existe una coleccién numerable B, By, Bs, ... de conjuntos densos en ninguna

parte en R tal que
f(4) = Ba.
n=1

Asi, tenemos que

A=A = - (UB)=6f"(Bn)-

n=1

Por el Lema 2.38, f~'(B,) es denso en ninguna parte en R para todo n € N.
Asi, hemos expresado A como la unién numerable de conjuntos densos en
ninguna parte. Por lo tanto, A es de primera categoria. ]

Ahora presentaremos cinco versiones del Teorema de Categoria de Baire
v la prueba de sus equivalencias. Primero probaremos una de estas versiones,
la cual se enuncia como sigue:

Teorema 2.40 (Teorema de Categoria de Baire). Todo conjunto resid-
unal es denso en R.

Prueba. Sea A C R un conjunto residual. Entonces R\A = | J;_, An, donde
A,. es un conjunto denso en ninguna parte en R para cada n € N. Luego,

R\(R\A) = R\ U, A,, es decir,
A:m\DAm

Sea I un intervalo cerrado. Como A; es denso en ninguna parte en R, existe
un intervalo cerrado I} C I tal que I; N A; = 0. Por el Teorema 2.29, la
unién A; U A, es denso en ninguna parte en R, asi que existe un intervalo
cerrado I, C I; tal que I N (A; U Az) = 0. De la misma manera, para cada
n > 2, existe un intervalo cerrado I, C I,,_; tal que

LLN(AAUAU---UA)=0
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con
LoL>---DO1I,.

Se tiene entonces que

(N#)a(Ua)-o

Pero por el Teorema 2.19, (., I # 0, pues es la interseccién de una sucesién
de intervalos cerrados anidados. Como (,-_; In) C I, se tiene que

0+ (fj]fn) H(R\QA,.) cm(R\QAn),

de aqui que,

INA#D
Por lo tanto, A debe contener un punto del intervalo J, y entonces, un punto
de cualquier intervalo, asi que A es denso en R. O

A continuacién presentamos cinco versiones del Teorema de Categoria de
Baire y probaremos su equivalencia. Nétese que la versién ya presentada
también se incluye, como la versién (1).

Teorema 2.41. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) Todo conjunto residual es denso en R.
(i1) Todo intervalo [a,b] es un conjunto de seqgunda categoria.
(ii1) R es de segunda categoria.

(iv) La union numerable de conjuntos cerrados con interior vacio tiene in-
terior vacio.

(v) La interseccion numerable de conjuntos abiertos y densos en R es un
conjunto denso en R.

Prueba. (i) = (ii) Supongamos que existe un intervalo I = [a, b] de primera
categoria. Entonces R\I es residual, asi que por hipétesis es denso en R.
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Luego, (R\I) NI # B (contradiccién). Por lo tanto todo intervalo es de se-
gunda categoria.

(ii) = (iii) Supongamos que R es de primera categoria. Entonces podemos
escribir

oo
n=1

donde cada A, es denso en ninguna parte. Luego, cualquier intervalo I =
[a, b] puede ser expresado como

I=RNI=( GA,.) nI= G(Anﬂf).
n=1 n=1

Cada uno de los conjuntos A, N I es denso en ninguna parte, por lo que
hemos escrito I como la unién numerable de conjuntos densos en ninguna
parte, concluyendo entonces que I es de primera categoria, y contradiciendo
asf nuestra hipdtesis. Por lo tanto R es de segunda categoria.

(iii) = (i) Supongamos que existe un conjunto A C R el cual es residual
pero no denso en R. Entonces existe un intervalo I = [a, b] tal que ANI = 0.
Como A es residual, R\ A es de primera categoria, asi que podemos expresar

R\ A como
R\A = ] B,
n=1

donde cada B, e¢s denso en ninguna parte. Como I € R\ A, podemos escribir

I=RANI= (Gsn)mz G(Bnmf).

n=1

Cada uno de los conjuntos B, N I es denso en ninguna parte, por lo que
es de primera categoria. Ahora probremos que si un intervalo es de primera
categoria, entonces todo R es de primera categoria.

Primero probaremos que si I = [a,b] es de primera categoria, entonces
cualquier intervalo [c,d] es de primera categorfa. Sea @, : [a,b] — [0,1]

definida por
z—a
@a,b(ﬂ:‘) = b_ a.
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®, 5 es una funcién biyectiva y continua con inversa continua @;i : [0,1] —
[a, b] definida por

@;i(m) =z(b—a)+a.
Esto quiere decir que ®,3 es un homeomorfismo.

Dado cualquier intervalo [c,d], la composicién @_; o @4 es un homeo-
morfismo de [a,b] en [, d]. Como [a, b] es de primera categoria, el Lema 2.39
implica que [¢,d] también es de primera categoria. Asi, cualquier intervalo
[c, d] es de primera categoria.

Finalmente, como R puede ser expresado como

R = U[_n: n),

y todo intervalo [-n,n] es de primera categoria, entonces, por el Teorema
2.35, R es de primera categoria. Pero esto contradice (iii). Por lo tanto, todo
conjunto residual es denso en R.

(iv) = (v) Sea A;, A, As, ... una coleccién numerable de conjuntos abiertos
v densos en R, y sea

a2
n=1

Para cada n € N, sea B, = R\A,, y sea B = R\A. Por las leyes de De
Morgan se tiene que

[e.=] oo [==]
B=R\A=R\[)4.=JR\4.= | ] B..

n=1 n=1 n=1
Como los A,’s son conjuntos abiertos y densos en R, el Teorema 2.30 nos
dice que los B,’s son conjuntos cerrados y densos en ninguna parte, y por el
Teorema 2.31, tienen interior vacio. Luego, por (iv), B tiene interior vacio.
Supongamos que A no es denso en R. Entonces existe un intervalo I tal que
ANI=0. Luego, I C B, lo que contradice el hecho de que B tiene interior
vacio. Por lo tanto, A es denso en R.

(v) = (iv) Sea Ay, A3, As, . .. una coleccién numerable de conjuntos cerrados
con interior vacio, y sea



Para cada n € N, sea B, = R\A,, y sea B = R\ A. por las leyes de De
Morgan se tiene que

BzR\A:R\GAnz ﬁR\Aﬂz ﬁBﬂ.
n=1 n=1

n=1

Como los A,’s son conjuntos cerrados y densos en ninguna parte, entonces
tienen interior vacio por el Teorema 2.31, y el Teorema 2.30 nos dice que los
B,’s son conjuntos abiertos y densos en R. Luego, por (v), B es denso en
R. Supongamos que A no tiene interior vacio. Entonces existe un intervalo
I C A. Luego, BN1I = 0, lo que contradice el hecho de que B es denso en
R. Por lo tanto, A tiene interior vacio.

(i) = (v) Sea A;, Ay, A3, ... una colecciéon numerable de conjuntos abiertos
y densos en R, y sea
A=) An
n=1

Por el Teorema 2.30, los conjuntos R\An son cerrados y densos en ninguna
parte en R. Se tiene ademaés que

R\A:R\ﬁ@:GR\AH

asi que R\ A es de primera categoria, y entonces A es un conjunto residual.
De (i) se sigue que A es denso en R.

(iv) = (i) Sea A C R un conjunto residual. Entonces B = R\A es de
primera categoria. Luego, existe una coleccién numerable By, B;, Bs,... de
conjuntos densos en ninguna parte tal que

B=R\A= B,

n=1
Por el Teorema 2.31 sabemos que (B,)° = 0, para cada n € N. Luego, por

(iv), el conjunto
H=| |B.
n=1
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tiene interior vacio. Como B C H, B también tiene interior vacio. Luego, si
I es un intervalo, se tiene que I € B, por lo que AN I # @. Por lo tanto A
es denso en R. O

Corolario 2.42. Sea Ay, A, As, . .. una coleccidn numerable de subconjuntos
de R. Supongamos que eziste un intervalo I tal que I C |-, A,. Entonces
eziste ng € N y un subintervalo-J C I tal que A,, es denso en J.

Prueba. Tenemos que
oo

= JA.nD).
5 n=1
Por el Teorema de Categoria de Baire (Teorema 2.41 (ii)) I es de segunda
categorfa, asi que existe ng € N tal que A,, NI no es denso en ninguna parte
en R. Asi, por la Observacién 2.28, A,,NI es denso en algin intervalo J C I.
Asi, A, también es denso en J. O

Definicién 2.43. Un subconjunto G de R es de tipo G5 (o un conjunto Gj)
si puede ser expresado como la interseccién numerable de conjuntos abiertos;
esto es, si existen conjuntos abiertos Gy, G2, G, ... talesque G =), G

Teorema 2.44. Todo conjunto abierto y todo conjunto cerrado en R es de
tipo gg

Prueba. Sea G un conjunto abierto en R. Es claro que G es de tipo G;.
Mostraremos que G puede ser expresado como la unién numerable de con-
juntos cerrados. Expresemos G en la forma

oo

G = J(ansbn)

n=1

donde los intervalos (a,, b,) son disjuntos por pares. Para cadan € N existen
sucesiones {c,, } ¥ {d,..} tales que la sucesién {c,,} decrece a a,, la sucesién
{d..} crece a b, y ¢,, < dn, para cada k € N. Luego

a'ﬂl ﬂ) U[cnk'ldn ]
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Hemos expresado cada intervalo componente de G como la unién numerable
de conjuntos cerrados. Se sigue que

G = U U[an, dnk] = U [cnudmc]r
n=1k=1

kn=1

esto es, G es también la unién numerable de conjuntos cerrados. Ahora
tomemos los complementos. Esto muestra que R\G puede ser expresado
como la unterseccién numerable de conjuntos abiertos (usando las leyes de
De Morgan). Como todo conjunto cerrado F' puede ser escrito como

F=R\G

para algin conjunto abierto G, hemos probado que cualquier conjunto cer-
rado es de tipo G;. O

Teorema 2.45. Sea G C R de tipo G5 y denso en R. Entonces G es residual.

_Pmeba. Escribamos -
G= ﬂ L,
k=1

donde cada conjunto G, es abierto. Como G es denso en R por hipdtesis
y G C G, para cada n € N, cada conjunto G, es también denso en R.
Entonces, por el Teorema 2.30, R\G,, es denso en ninguna parte en R para
todo n € N, por lo que cada G, es residual. Asi, por el Teorema 2.36, G es
residual. O

Observacién 2.46. El conjunto @ de nimeros racionales no es de tipo
Gs, va que si lo fuera, entonces, como Q es denso en R, el Teorema 2.45
implicaria que Q es residual, pero como @Q es numerable, @ es de primera
categoria (Teorema 2.34).

Definicién 2.47. Un subconjunto F de R es de tipo F, (o un conjunto F,)
si puede ser expresado como la unién numerable de conjutos cerrados; esto
es, si existen conjuntos cerrados Fy, Fy, Fs, ... tales que F = 2o, Fy..

Teorema 2.48. Un conjunto es de tipo Gs si y sélo si su complemento es de

tipo F,.
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Prueba. Sea G C R de tipo G;. Escribamos
oo
G=[ Gy
n=1
dbnde cada conjunto G,, es abierto. Entonces
R\G =R\( () G.) = J®\Ga)
n=1 n=1

donde cada conjunto R\G, es cerrado. Por lo tanto R\G es de tipo 7.
Inversamente, sea g C R tal que su complemento R\g es de tipo F,. Escrib-
amos

R\G = D F,
n=1

donde cada conjunto F, es cerrado. Entonces
¢=R\R\G) =R\(|J ) = NR\F)
n=1 n=1

donde cada conjunto R\F, es abierto. Por lo tanto G es de tipo Gj. O

Teorema 2.49. Todo conjunto abierto y todo conjunto cerrado en R es tanto
de tipo G5 como de tipo F,.

Prueba. En la prueba del Teorema 2.44 se mostré explicitamente cémo ex-
presar cualquier conjunto abierto como uno de tipo F,. Asi, los conjuntos
abiertos son tanto de tipo G5 como de tipo F,. En dicha prueba también se
mostré que 'todo conjunto cerrado es de tipo G5. Ademas, es evidente que
todo conjunto cerrado es también de tipo J,. O
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3 Conjunto de puntos de discontinuidad de
una funcion

Como su nombre lo dice, este capitulo trata sobre el conjunto de puntos de
discontinuidad de una funcién real. Comenzaremos haciendo en la seccién
3.1 una clasificiacién de los tipos de discontinuidad que se pueden presentar
en un punto del dominio de una funcién, obteniendo asi una particion del
conjunto de puntos de discontinuidad. En la seccién 3.2, definiremos lo que
es la oscilacién de una funcién y veremos su relacién con la continuidad de
una funcién en un punto. En la seccién 3.3, combinaremos lo visto en las dos
secciones anteriores para estudiar la numerabilidad y no numerabilidad de los
subconjuntos del conjunto de discontinuidad de una funcién que forman una
particién de este dltimo, los cuales se obtuvieron a través de la clasificacién
hecha en la primera seccion. Finalmente, en la seccion 3.4, se vera un teorema
que dice que el conjunto de puntos de continuidad de una funcién es de tipo
Gs vy el conjunto de puntos de discontinuidad es de tipo F,, y que si G es un
conjunto de tipo Gs, entonces existe una funcién cuyo conjunto de puntos de
continuidad es G.

Comencemos recordando que una funcién f: A C R — R es continua en
un punto aislado o un punto de acumulacién de A, zy € A, si

lim f(z) = f(zo),

I—+Ig

o equivalentemente, si para todo € > 0 existe § > 0 tal que
|f(z) — f(xo)| < €

para todo z € A tal que |z — zo| < 4.

Basdndonos en lo anterior, que una funcién f : A € R — R sea dis-
continua en z, € A significa que lim,,,, f(z) no existe (esto incluye las
posibilidades 400 y —00.) o bien, que este limite existe pero

lim f(z) # f(zo)-

T—Ig

Notemos que f no puede ser discontinua en un punto aislado de A.

En lo sucesivo, denotaremos por C; al conjunto de puntos donde f es
continua, y por Dy al conjunto de puntos de discontinuidad de f.
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3.1 Clasificacién de discontinuidades de una funcién

Podemos hacer una clasificacién de las discontinuidades de una funcidn definiendo
los siguientes tipos de discontinuidad:

Definicién 3.1. Sea f una funcién real definida en un intervalo I, y sea
zo € I. Diremos que:

(i) f tiene una discontinuidad removible en z; si existe L € R tal que

lim__, + f(z) =lim, , - f(z) = L, pero L # f(zo).

(ii) f tiene una discontinuidad de salto en zy si existen Ly, L, € R tales
que

ljn]:-—d»xj' f(I) = Llﬁhmzqz; f(:r) = L2= PE€To Ll ?é L?-

(iii) f tiene una discontinuidad esencial en zp silim__,_+ f(z) no existe o si

lim,_, - f(z) no existe.

Para acortar la notacién, en lo sucesivo denotaremos como f(zy) alimz_,z,— f(z)
y como f(zg) a lim; 2o f(z). Ademas, consideraremos los siguientes con-
juntos:

R {zo € I : f tiene una discontinuidad removible en zy}.
J = {z¢ €1I: f tiene una discontinuidad de salto en zy}.
E {zo € I : f tiene una discontinuidad esencial en zo}.
E; {zo € I : f(z7) no existe y f(zg) no existe}.

E, = {z¢€1: f(zy) existe y f(z{) no existe}.

Es = {mzp € I: f(z7) no existe y f(z7) existe}.

Il

Definicién 3.2. Si g € FE) se dice que zg es una discontinuidad esencial de
tipo 1 y si zg € FylU By se dice que zp es una discontinuidad esencial de tipo 2.

Observacién 3.3. Notemos que:
(i) E=E,UEUE;.
(ii) Dy = RUJUE UE,;UE3 y los conjuntos R, J, By, Ey y E3 son disjuntos

por pares, es decir, estos conjuntos forman una particién de Djy.
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3.2 Oscilacién de una funcion

En esta seccién definiremos lo que es la osclacién de una funcién en un inter-
valo y en un punto. El resultado central que probaremos es que una funcién
es continua en un punto si y sélo si la oscilacién de la funcién en dicho punto

€s Cero.

Definicion 3.4. Sea f una funcién real definida en un intervalo I y sea
xy € I. Si zp es un punto interior de I, f es acotada en una vecindad de z,
y h > 0 es lo suficientemente pequeno de modo que el intervalo [zg—h, Zg+h]
esté contenido en dicha vecindad, llamaremos a

Wilzo—h,ao+hl= sup  f(z)— f(=@).
z€[zg —h,zo+h] "0 h 0+h]

la oscilacion de f en [zo—h,zTo+h], y a wi(zo) = limp_o+ Wy[zo— h, zo+h),
la oscilacion de f en zy. Si f es no acotada en toda vecindad de z;, diremos
que wy(zg) = +o0.

Observacion 3.5. Con respecto a la definicion anterior:

(i) Se hacen las modificaciones necesarias si g es un punto extremo de I.

(ii) Como (para f acotada cerca de zy) Wy[zg— h, Zo+ h] es una funcién no
negativa, no decreciente de h, wy(zg) esta bien definida y es no negativa.

Teorema 3.6. Si f es acotada en [a, b], entonces

Wyla,b) = sup |f(z)— f(y)l-

@,y €la,b]
Prueba. Para todo z,y € [a, b] se tiene que

inf f(w)— sup f(2) < f(z) = f(y) < sup f(z) — inf f(w),

wE|a,b] z€[a,b] z€[a,b] we[a,b)
es decir,
10) = FWI < sup f()~ it fw) = Wila,H)
De aqui que

sup |f(z) — f(y)| £ Wy[a,b].

x;yE[alb]
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Ademés,

sup |f(z) - f(y)] = sup f(z)— f(¥)

z,yE[a,b] z,y€[a,b]
= sup f(z)+ sup —f(y)
z€[a,b] y€Ela,b]
= sup f(z)— inf f(y)
z€[a.b] y€[a,b]
= Wf[a, b}
Por lo tanto

Wiyla,b] = sup ] |f(z) = f(y)I-

,y€la,b

O

Teorema 3.7. Sea f una funcién real definida en un intervalo I y sea zy € I.
Entonces f es continua en zg si y sélo si wy(zg) = 0.

Prueba. Supongamos que f estd definida en una vecindad de zp y que f es
continua en zp. Sea ¢ > 0. Como f es continua en zy, existe hg > 0 tal que
|z — x| < ho implica
£(@) — Flao)| < /2.
Sean y, z € (zq — ho, Zo + ho)- Se tiene que
(W) — F(2)] < |f(y) — fzo)| + |f(z0) — f(2)| < €/2+€/2=E¢
Como y, z € (2o — ho, Zo + ho) son arbitrarios,

sup{|f(y) — f(2)| : ¥,z € (xo — ho,Zo + ho)} < €.

Si 0 < h < hg, entonces [zg — h, zg + h] C (o — ho, Zo + ho), por lo que

sup  [f(y) - f(2)] < sup Jwlf(z.f)—f(zf-)l§~s.

y,z€[zo—h,zo+h] ¥,2€(zo—ho,To+

Luego, por el Teorema 3.6, se tiene que
Wiz — h,zo+ h] < €.

Como ¢ es arbitrario,
Wf[xg T h,x() + h.l = 0.
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Asi,
wf(zﬁ) — hl_l;l{l]l_]_ Wf[.’I:o =l h??’"ﬂ # h’] = h%"‘ 0=0.

Para probar la implicacién inversa, supongamos ahora que ws(zo) = 0. Sea
e > 0. Sea h > 0 tal que

Wlzo — h,zo + h] < .
Como
{f(z)—f(zo)| : z € (xo—h, zo+R)} C {|f(z)— ()| : 2,y € [wo—h,zo+h]}
entonces, por el Teorema 3.6,
sup{|f(z) — f(zo)| : = € (o — b, zo + h)} < Wylzo — h, o + k] < €.

De aqui que |f(z) — f(zo)| < € siempre que |z — z¢| < h. Por lo tanto f es
continua en xg. O

Teorema 3.8. Sea f una funcién real definida en un intervalo cerrado I
(puede ser todo R). Sea r > 0. Entonces el conjunto

{z :wy(z) <7}

es abierto, y el conjunto
{z:wy(z) 21}
es cerrado.

Prueba. Sea A = {z : wy(z) < r} y sea 9 € A. Queremos encontrar un
nimero real hg > 0 tal que (zg — ho, Zo + ho) C A, esto es, tal que ws(z) < 7
- para todo z € (zg — ho, To+ ho)- Sea wy(zy) =a < ryseaf € (a,r). Como

wr(zo) = lim Wy[zo — h,zo +h] = lim . |f(u) = f(v)] < B,

existe hg > 0 tal que

sup |f(w) — f(v)| £ B,

u,v€[rg—ho,To+ho)

asi que -

|f(w) — fv)| < B
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para todo u,v € (zg — ho,Zo + hp). Sea = € (Zg — ho,Zo + hg). Como.
(zo — ho, o + ho) es abierto, existe h; < hg tal que

(.‘I‘ — h],m‘—}-h;) € (Ig — hg,zp + hg)
Entonces
wr(z) < sup{|f(s) - f(t)|: st € (= hy,z+ h1)}
< sup{|f(u) — f(v)] : w,v € (zo — ho,Z0 + o)} < B <,

asi que z € A. Esto prueba que A es abierto. Luego, el complemento de A
en I, el conjunto

{r:wy(z) >},

es cerrado. 0O

3.3 Cardinalidad del conjunto de puntos de discon-
tinuidad de una funcion

En esta seccién veremos algunas propiedades de numerabilidad de los con-

juntos de discontinuidades removibles, de salto y esenciales de tipo 1 y 2

de una funcién, a saber: los conjuntos de discontinuidades removibles, de

salto y esenciales de tipo 2 son numerables, mientras que el conjunto de dis-

contuidades esenciales de tipo 1 no necesariamente es numerable, dando el
siguiente ejemplo para probar esta tltima afirmacién:

Ejemplo 3.9. En el intervalo [0, 1], consideremos la funcién indicadora de
los numeros racionales xg introducida por Dirichlet y definida por

() = 1 siz esracional
Xe 0 si z es irracional

Se tiene que F = E; = [0,1]. Asi, E} es no numerable.

Este ejemplo muestra que, en general, no podemos ”contar” las discon-
tinuidades esenciales de tipo 1 de una funcién real definida en un intervalo.

Lema 3.10.. Sea f una funcién real definida en un intervalo I. Si para algiin
z € I se tiene que lim,,.+ f(y) € R y existe r € R tal que

lim f(y) >r> f(z),
y—zt
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entonces existe m € N tal que

fly) >r> [(z)
siempre que y € (z,z + 1/m).

Prueba. Sea I = limy_,,+ f(y). Tenemos que L —r > 0. Por definicién de
limite lateral derecho, existe § > 0 tal que |f(y) — L| < L — r siempre que
y € (z,z + d). De aqui se tiene que —L + 7 < f(y) — L, es decir,

fly) >r

siempre que y € (z,z + §). Por la Propiedad Arquimediana, existe m € N
tal que 1/m < 6, asi que

fly) >r> f(z)
siempre que y € (z,z + 1/m). O

Lema 3.11. Sea f una funcién real definida en un intervalo 1. Si para algiin
z € I se tiene que lim, .+ f(y) y lim,_,,- f(y) existen como nimeros reales,
y existe 7 € R tal que

lim f(y) > 7> lim f(y),
y—rzt y—
entonces existe m € N tal que

f(2)>7>f(y)

siempre que y € (x — 1/m,z) y =z € (z,z + 1/m).

Prueba. Sean Ly = limy,_,.+ f(y) y Ly = lim,_,,- f(y). Se tiene que L; —r >
0y r— Ly > 0. Por definicién de limite lateral derecho, existe 4; > 0 tal
que |f(z) — Ly| < L; — r siempre que z € (z,z + 6;). De aqui se tiene que
—Ly +7 < f(2) — Ly, es decir,

flz) =

siempre que z € (z,z + ;). De la misma manera, por definicién de limite
lateral izquierdo, existe 62 > 0 tal que |f(y) — Ls| < 7 — L, siempre que
y € (z — d02,z). De aqui se tiene que f(y) — Ly < r — Ly, es decir,

r> f(y)
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siempre que ¥y € (z — s, ). Por la Propiedad Arquimediana, existen ki, k; €
N tales que 1/k; < 6y 1/ka < 62. Sea m = max{ky, k»}. Entonces 1/m < &,
y 1/m < &, asi que

f(z)>7> f(y)
siempre que y € (z — 1/m,z) y z € (z,z+ 1/m). O

Teorema 3.12. Sea f una funcién real definida en un intervalo I. Entonces
el conjunto R de discontinuidades remouibles de f es numerable.

Prueba. Notemos que R = R; U Ry, donde

Bi={zel: im fy)= lim fly)> f(z)}

Ry={zel: yl_i,% fly) = ylilil— fy) < f(z)}.

(tomando en cuenta que lim, .+ f(y) € R). Probaremos primero que R, es
numerable construyendo un conjunto U que sea numerable y que contenga a
Ry. Paracadage Qyn € N, sea

Ry ={z €1: f(y) > q> f(z) siempre que y € (z,z +1/n)}

Mostraremos que este conjunto es numerable. Para ello, supongamos que
existen u,v,w € Jpconu <v<w,v—u<1l/nyw—v < 1/n. Como
u € Jgpu y v € (u,u+ 1/n), se tiene que f(v) > q. Ademss, como v € Jon ¥y
w € (v,v+ 1/n), se tiene también que f(v) < g, lo cual es imposible, por lo
que tales mimeros u, v y w no pueden existir. En particular, Si w —u < 1/n,
entonces v—u < 1/ny w—v < 1/n, asi que Jy, no puede contener tres puntos
u,v,w tales que u < v < w < u + 1/n. En otras palabras, si u,w € Rg,y
existe un punto v € Ry, entre u y w, entonces |u — w| > 1/n. Para cada

k€ Z, sea
Ikz[f,k.{_l}
‘ N

Cada intervalo I; tiene longitud 1/n, asi que a lo mds contiene dos puntos
de Rgn, por lo que Iy N Ry, es finito para toda k € Z. Luego,

Rgn = | J(Ze N Ryn)

kel
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es numerable. Sea -
U= U En
geQn=1

Se sigue que U es numerable. Para ver que R, C U, notemos que si = € R,
por la densidad de Q en R, existe r € QQ tal que

D f) v J(z),

y por el Lema 3.10, existe m € N tal que

fy) >r> f(z)

siempre que y € (z,z + 1/m). Asi, © € Ry, y por tanto z € U. Luego, el
Teorema 2.3 nos asegura que R; es numerable. Similarmente, se prueba que
R, también es numerable. Por lo tanto B = R; U Ry es numerable. O

Teorema 3.13. Sea f una funcion real definida en un intervalo I. Entonces
el conjunto J de discontinuidades de salto de f es numerable.

Prueba. Notemos que J = J; U J,, donde

h={zel: T, fly) > Jom ()}

Jo={zel: lim f(y) < lim f(y)}.
szt YT

(tomando en cuenta que lim,_,.+ f(y) y lim, .- f(y) existen como nimeros
reales). Probaremos primero que J; es numerable construyendo un conjunto
U que sea numerable y que contenga a J;. Paracadage Q y n € N, sea

Jp={z €1: f(2) > g > f(y) siempre que y € (z—1/n,1) y 2 € (=, z+1/n)}

Mostraremos que este conjunto es numerable. Para ello, supongamos que
existen u,v,w € Jpconu <v<w,v—u<l/nyw-v<1/n. Como
u € Jg y v € (u,u+1/n), se tiene que f(v) > ¢g. Ademas, como w € Jgn ¥
v € (w— 1/n,w), se tiene también que f(v) < g, lo cual es imposible, por lo
que tales niimeros u, v y w no pueden existir. En particular, Si w —u < 1/n,
entonces v—u < 1/ny w—v < 1/n, asi que Jy, no puede contener tres puntos
u,v,w tales que u < v < w < u+ 1/n. En otras palabras, si u,w € J,, ¥y
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existe un punto v € J,, entre u y w, entonces |[u — w| > 1/n. Para cada
k € Z, sea

n n

Cada intervalo I tiene longitud 1/n, asi que a lo més contiene dos puntos
de Jgn, por lo que Ix N Jyn es finito para toda k € Z. Luego,

%=Umn%)
keZ

es numerable. Sea -
P | L)
qgeEQ n=1

Se sigue que U es numerable. Para ver que J; C U, notemos que si z € J;,
por la densidad de Q en R, existe r € Q tal que

lim f(y) >r> lim f(y),
y—rzt y—zT—
y por el Lema 3.11, existe m € N tal que

f(z) >r> f(y)

siempre que y € (z — 1/m,z) y 2 € (z,z + 1/m). Asi, 2 € Jm, ¥y por
tanto x € U. Luego, el Teorema 2.3 nos asegura que J; es numerable.
Similarmente, se prueba que Js también es numerable. Por lo tanto J =
J1 U Jy es numerable. O

Observacién 3.14. Los Teoremas 3.12 y 3.13 nos dicen que si f es una
funcién real definida en un intervalo I, entonces R U J es numerable.

Lema 3.15. Sea f una funcion real mondtona definida en un intervalo I. Si
o es un punto interior de I, entonces ambos limites laterales im, _, .+ f(z)

ylim_, - f(z) ezisten.
J n:-—b..";o

Prueba. Supongamos que f es no decreciente (el caso en el que f es no
creciente se sigue del hecho de que —f es una funcién no decreciente). Sea
{z.} una sucesién creciente de puntos en I tal que z, = zo (por ejemplo, la
sucesién de puntos zo — 1/n contenidos en I). Entonces la sucesién {f(z,)}
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es no decreciente y estd acotada por arriba por f(zg). Luego, por el Principio
de Convergencia Monétona, existe L € R tal que f(z,) — L.
Para z, < z < x,

flza) < fz) < L.
Sea € > 0. Como f(z,) — L, existe N € N tal que

L— f(z,) <e
siempre que n > N. Para z tal que zny < z < 7 tenemos entonces
L-f(r) < L- f(zn) <e

Se sigue que
lim f(z)= L,
Ty
asi que f tiene un limite lateral izquierdo en zy. Un argumento similar

muestra que f también tiene un limite lateral derecho en .
a

Lema 3.16. Sea f una funcién real definida en un intervalo I. Si [ es
mondtona en I, entonces Dy = J.

Prueba. Por el Lema 3.15, lim,,_, - fl@)y lim, .+ f(z) existen. Dado que f
es monotona, claramente se tiene que

m /(@) < f(z0) < lim f(z).

.'L'—I':BD I—rI,

Asi, la tinica posibilidad de que f tenga una discontinuidad en el punto zg
es si

lim f(z) — lim f(z) >0,

de donde
lim f(z) # lim f(z),
x——b:r:o {L“—f.’.l:o
por lo que dicha continuidad debe ser de salto. O

Teorema 3.17. El conjunto de discontinuidades de una funcién monétona
es numerable.
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Prueba. Del Lema 3.16 se tiene que Dy = J, asi que por Teorema 3.13, Dy
es numerable. O

Teorema 3.18. Sea f una funcion real definida en un intervalo I. Entonces
RU JU E; es numerable.

.Prueba. Sea A = RU JU E,. Entonces
A={zg€l: f(z;) existe y f es discontinua en z,}.
Para cada n € N, sea
An = {zo € A : wy(z0) > 1/n}.

Si zg € A, entonces (por el Teorema 3.7) wy(zp) > 0. Si wy(zp) es finito, de
acuerdo con la Propiedad Arquimediana, existe un niimero natural k tal que
k- wg(zo) > 1. Si wys(zp) = +o0, esta misma desigualdad se cumple para
cualquier niimero natural k. Entonces zp € A para algin k y, entonces,
T € U2, An. Asi, A C U2, A,, y como claramente U2 A, C A, se tiene
que A =U2,A,. Si mostramos que cada A, es numera.ble entonces A serd
también numerable. Para ello, sea n fijo y sea o € A,. Probaremos que zg
es el extremo derecho de un intervalo abierto disjunto de A, y usaremos este
hecho para probar la numerabilidad de A,. Como g € An, f (3:0) existe y
entonces hay un mimero positivo §,(zy) tal que

|/ (z) — f(zg)| < 1/2n

siempre que T — §,(7¢) < T < p. Observemos que f es entonces necesaria-
mente acotada en (zg — d,(%o), To) ¥ que si z,y € (zo — da(20), ZTo), entonces

|f(z) = fW)] = (@) — fzg) + fza) — f()] .
1

< @) = @) + 1A (5) — f@ < 5+ 5=~

De aqui que si a,b € (zg — 6,(zp), Zo) y @ < b, entonces (por el Teorema 3.6)
Wyla, b < 1/n.

Asi que si z € (g — 8,(20),Zo) ¥ h es suficientemente pequefio para que
[z — h,z+ h] C (zo — 6a(20), zp), entonces

Welz—h,z+h] <1/n
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y entonces
wy(z) = hliI(I)l+ Wylz—h,z+ h] < 1/n.

Haciendo I,,(zq) = (o — 6.(Z0); Zo), se tiene entonces que
In (:EU) M An = 9

y entonces cada zy € A, es el extremo derecho de un intervalo disjunto de A,,.
Finalmente, si zy € A,, sea g,(Zo) un nimero racional tal que gn(zg) € I.(zo)
y definamos la funcién F' : A, — Q por

F(zp) = gn(zo)-

Para ver que F es inyectiva, sean g,z € A, y sin pérdida de generalidad
supongamos que Zp < Zp. Entonces

In(mg) N I,.,_(Zg) =)

Si no, se tendria zo € I,.(2) (ya que o es el extremo derecho de I,(zp)) ¥
entonces

IH(ZO) n An 7é 0:

lo que contradice la construccién de I,(z). Como I,(zo) N I(z) = 0,
G.(z0) # gn(20) y F es inyectiva. Como Q es numerable, el Teorema 2.8
implica que A, es numerable. O

Corolario 3.19. Sea f una funcion real definida en un intervalo I. Entonces
E3 es numerable.

Prueba. Recordemos que Ey = {zy € I : f(zg) existe y f(z;) no existe} y
sea F = {z : —z € I}. En F, sea g(z) = f(—z). Entonces E3(f) = E:(g).
Aplicando el Teorema 3.18 a g en F y usando el Teorema 2.3 obtenemos que
E(g) es numerable y entonces también lo es E3(f). O

Corolario 3.20. Sea f una funcién real definida en un intervalo I. Entonces
RU JU Es U E3 es numerable.

Prueba. El resultado se sigue directamente del Teorema 3.18 y el Corolario
3.19. O

El Ejemplo 3.9 y el Corolario 3.20 nos dicen que sélo el conjunto F; de
discontinuidades esenciales de tipo 1 no es necesariamente numerable.
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3.4 Propiedades topolégicas del conjunto de puntos de
discontinuidad de una funcién

Teorema 3.21. Sea f una funcion real definida en un intervalo cerrado I
(puede ser todo R). Entonces el conjunto Cy de puntos de continuidad de
f es de tipo Gs, y el conjunto Dy de puntos de discontinuidad de f es de
tipo F,. Inversamente, si G es un conjunto de tipo Gs, entonces existe una
funcion f real definida en R tal que Cy = G. :

Prueba. Para probar la primera parte, sea f : I = R. Por el Teorema 3.7,
debemos mostrar que el conjunto

Cs={z €I:ws(z) =0}
es de tipo Gs;. Para cada n € N, sea
B, ={z € I:ws(z) > 1/n}.

Por el Teorema 3.8, cada conjunto B,, es cerrado. Asi que el conjunto

es de tipo F,. Por el Teorema 3.7, D; = B. Entonces, Cy = I\B. Como
el complemento de un F, es un G, el conjunto Cy es un Gy, y por la misma
razon, Dy es un F;. Inversamente, sea G’ un subconjunto de R de tipo Gj.
Entonces G puede ser expresado de la forma '

G = ﬁ Gn
n=1

con cada conjunto G, abierto. Podemos suponer sin pérdida de generailidad
que G; = R y que G; D Gy para cada i € N. Sean {an} y {B.} dos
sucesiones de numeros positivos, cada una convergente a cero, con

Qn > PBn > Qny,
para todo n € N. Definimos una funcién f : R — R por

0 si zelG
f(z) =< ap si € (Gp\Gnrua)NQ
Brn si z € (G,\Gnt1) N (R\Q).
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Mostraremos que f es continua en cada punto de G y discontinua en cada
punto de R\G.
Sea 25 € G y sea € > 0. Elegimos k € N tal que oy < ¢. Como

oD
2o € G=[)Gh,
ﬂ:l
vemos que Tg € Gi. El conjunto G es abierto, asi que existe § > 0 tal que
(zo — 8,20 + &) C Gy. De la definicién de f en Gy, vemos que

0L flz) Lar<e
si |z — xg| < 6, asi que [ es continua en z.
Ahora sea z, € R\G. Entonces existe n € N tal que z, pertenece al conjunto
Gn\Gny1. Luego f(zo) = an 0 f(zo) = B.. Supongamos que f(zp) = ay,. Si
zo es un punto interior de G,\Gn41, entonces zj es un punto limite de

{zel:ze(G\Gna) N(R\Q)} ={zel: f(z) =B}

asi que f es discontinua en z;.
El argumento es similar si zy es un punto frontera de G,\Gn+1. De nuevo,
supongamos que f(zg) = a,. Arbitrariamente cerca de z, hay puntos del
conjunto

R\(Gn\Gri1)-

En estos puntos, f toma valores en el conjunto

i#n  j#n
El \inico punto de acumulacién de este conjunto es cero asi que S es cerrado.
En particular, o, no es un punto de acumulacién de este conjunto y no
pertenece a él. Sea e la mitad de la distancia del punto o, al conjunto
cerrado S; esto es, sea

1 1
€= Ed(amS) = Emin{]aﬂ —s|:s €S}

Arbitrariamente cerca de z, hay puntos z tales que f(z) € S. Para un tal
punto,

|f () = f(zo)| = | () — am| > ¢,

asi que f es discontinua en xg. O

Observacién 3.22. El Teorema 3.21 implica que no existe una funcién real
que sea continua sélo en Q, ya que por la Observacién 2.46, @ no es Gs.
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4 Continuidad y limite de sucesiones de fun-
ciones

Este capitulo trata sobre funciones que son limite de una sucesién de fun-
ciones, y se analiza tanto la continuidad de la funcién limite como la con-
tinuidad de las funciones de la sucesién. Mas precisamente, en la seccién 4.1
daremos una condicién necesaria y suficiente para que la funcién limite de una
sucesién de funciones continuas sea continua a través del concepto de con-
vergencia quasi-uniforme. En la seccién 4.2, presentamos algunos resultados
y propiedades de funciones que son limite puntual de funciones continuas,
y veremos también una caracterizacion del conjunto de puntos de discon-
tinuidad de esta clase de funciones, a las cuales llamaremos funciones Baire
L.

4.1 Cuando es continua una funcién limite
4.1.1 Convergencia puntual y uniforme

Comenzaremos definiendo lo que es la convergencia puntual y uniforme de
una sucesion de funciones y veremos algunos ejemplos para ilustrar estas dos
definiciones, en los cuales analizaremos la continuidad de la funcién limite.

Definicién 4.1. Se dice que una sucesién de funciones {f,} converge pun-
tualmente a f en un intervalo I si f,(z) — f(z) para cada z € I, o més
precisamente, si para cada z € I y cada € > 0 existe un entero positivo
N (e, z) tal que |f.(z) — f(z)] < € para toda n > N.

Notemos que el entero positivo K dependerd tanto de z como de €. Si
podemos encontrar un entero K que sélo dependa de € y no de z, decimos
que la convergencia de {f»} a f es uniforme en /.

Definicién 4.2. Se dice que una sucesién de funciones {f,} converge uni-
formemente a f en un intervalo I si para cada e > 0 existe un entero positivo

K tal que |fn(z) — f(z)| < € para toda z € I y para todan > N.

Observacién 4.3. Si una sucesién de funciones {f,} converge uniforme-
mente a f en un intervalo I, entonces { f,} converge puntualmente a f en I.
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El siguiente teorema sera ttil para probar que la convergencia de una
sucesién de funciones es o no es uniforme.

Teorema 4.4. Una sucesion de funciones {f,} converge uniformemente a
f en un intervalo I si y sélo si limy, oo Sup, ¢y | fn(z) — f(z)| = 0.

Prueba. Para cada n € N, sea s, = sup,;|fa(z) — f(z)|. Supongamos
. primero que {f,} converge a f uniformemente. Dado ¢ > 0 existe un entero

positivo N tal que
|fa(z) — f(z)] < €/2

para toda z € I y para toda n > N. Luego,

Jsul = 50 = s0p | fo(2) ~ @) < /2 <

para toda n > N. De aquf que lim, _,» 5, =0.
Inversamente, supongamos que lim,, ,, s, = 0. Entonces, dado € > 0, existe
un entero positivo N tal que |s,| < € para toda n > N. Pero entonces

’fu(m) - f(‘r)l < [Sn! <€
para toda z € I y para toda n > N. Por lo tanto {f,} converge a f
uniformemente.

O

Consideremos las funciones definidas en el intervalo [0, 1] de los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 4.5. fu(z) = (z —1/n)% f(z) =2
Para cada z € [0, 1] fija, se tiene que

lim falx) = lim(z—1/n)*= n]i’ngo(:c —1/n)(z —1/n)

n—+00
" s _ 5 - S|
= ﬂl;n;(:r 1/n) nl;n{:)[o(x 1/6) =x x=2a%
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asi que f, — f puntualmente en [0, 1]. M4s aiin, como
0< lim sup |fa(z) = f(z)] = lim sup |(z—1/n)* -2’
n—+o0 IE[UJ] n—oco :I:G[ﬂ,l}

= lim sup |2* —2z/n+1/k* — 27|

n—oo TE IO’ 1]

= lim sup |1/n?®— 2z/n|

n—oo :I:EIU,].]

< lim sup (1/n*+2z/n)

00 £ 2(0,1)
= lim (1/n*+2/n) =0+0=0,

se tiene entonces que

lim sup |fu(z) - f(z)| =0,
z€[0,1)

n—roo

asi que el Teorema 4.4 implica que f, — f uniformemente en [0, 1].

y

Figura 1: Ejemplo 4.5

Ejemplo 4.6. f,(z) = z%l; f(z) =0,

Para cada z € [0, 1] fija, se tiene que

1
ILm fa(z) = lim /B .

n—oco T+ 7N n-ﬂ:a:/n-i—l 0+1 i
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asi que f, — f puntualmente en [0,1]. Ademas,

1
lim sup |[f.(z)— f(z)] = lim sup —0|
"""‘x'ne[[},l]' (=) - 5= 0 zefo,1] | T+ T
= lim sup
n—00 ge(0,1) T + 1
= =l
asf que por el Teorema 4.4, f, — f uniformemente en [0, 1].
b
1_
fa
fx
e e
e g
fs x
0 f 1
Figura 2: Ejemplo 4.6
: = _ |z s 0<z<],
Ejemplo 4.7. f.(z) =z —z";, f(z)= { G & o=1
Si0<z<l,z—2" > z,ysiz =1, entonces z — z" = 0. Asi, fy = f

puntualmente. Sin embargo, esta convergencia no es uniforme, ya que

lim sup |fu(z)— f(z)] = lm sup |z—2z" —1z|
0,1]

n—00 3€[ n—oo :':E[D,l]

= lim sup z" = lim 1"

n—Fc0 xE[O,l) n—oo
= ! =1l

y por el Teorema 4.4, se sigue que la convergencia no es uniforme.
Este ejemplo muestra que el limite puntual de una sucesién de funciones
continuas puede ser una funcién discontinua. En este caso, f es discontinua
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f
fs

4
fi
I

f1 X
0 1

Figura 3: Ejemplo 4.7

en z = 1. Asi, la convergencia puntual no es una condicién suficiente para
garantizar la continuidad de la funcién limite.

0 si 0<z<1,

Ejemplo 4.8. f,(z) =z f(z)= { 1 s z=1

Al igual que en el ejemplo anterior, se tiene que f, — f puntualmente
en [0, 1], pero esta convergencia no es uniforme. Adem3s la funcién limite f
tampoco es continua en [0,1], ya que es discontinua en z = 1. Para ver que
la convergencia es puntual, notemos que si z = 1, entonces f,(z) = 1 para
toda n € N. Ademis, para cada 0 < z < 1 fija, se tiene que

lim fi(z) = lim 2" =0,
n—oo Tn—co

por lo que f, — f puntualmente en [0, 1]. Sin embargo,

lim, sup [/n(a) = @] = Jim sup [o" ~ /(o)

n—o0 TE n—oco IE[O,I]

= lim sup |1 -0

0 2e(0,1]
- imi-140

el Teorema 4.4 implica que f, — f uniformemente en [0, 1].

Ejemplo 4.9. f,(z) =n’z(1 —z*)";, f(z)=0.
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(=)

Figura 4: Ejemplo 4.8

En este ejemplo, f, — f puntualmente en [0, 1]. Para ver esto, notemos que
si z € {0,1} es evidente que lim, ,, fo(z) = 0. Paracada 0 <z < 1y
n €N,

In(fn(2)) = In(n®z(1 — 2*)™) = Inn? + Inz + nin(1 — z?).

En esta expresién, In z es un nimero fijo y In(1 — z?) es un nimero fijo nega-
tivo. Como n tiende a co més rapido que In n, se tiene que lim,,_, . In(f,(z)) =
—00, lo que es equivalente a decir que lim,_,o fo(z) = 0. Sin embargo, esta
convergencia no es uniformemente. Para probar esto, notemos que

fi(z) = n?(1 — 22)* — 2032%(1 — 22)" ! = n?(1 — 2?)""1(1 — (1 + 2n)z?)
Luego, haciendo fi(z) =0, se tiene que

1
Vi+2n

Asi, el valor maximo de f, en [0,1] es

1 e ( 2n )"
fn(\/1+2n)_\/2n+l 1+2n) °
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Pero v,—2’;~—:—1 — 00y ($22-)" = 1/+/e, asi que

lim sup |fa(z) - f(z)] = lim sup [n’z(1—22)* 0|
400 .c(0,1] k=00 zefo,1]
= lim sup n®z(l —2?)"
ﬂ—}mzelo‘ll

i n? . X" -

= =0
n—oo /2n + 1\ 1+ 2n *
El Teorema 4.4 nos dice entonces que la convergencia no es uniforme.

Este ejemplo ilustra que la funcién limite puede ser continua incluso si la
convergencia no es uniforme.

fa

I3

Fi

0

Figura 5: Ejemplo 4.9

El siguiente teorema, el cual se estudia en los cursos introductorios de
analisis real, se incluye aqui para analizar una desigualdad clave utilizada en
su prueba, la cual nos llevard a la definicién de convergencia quasi-uniforme.

Teorema 4.10. Sea {f,} una sucesién de funciones que converge puntual-
mente a una funcion f en un intervalo I. Supongamos que cada f, es con-
tinua en zy € I. Si f, — f uniformemente, entonces [ es continua en
Ig.

Prueba. Sea € > 0. Como f, —+ f uniformemente, existe un entero positivo
N tal que |fn(z)— f(z)| < € para toda z € I y paratodan > N. Seam > N
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un entero fijo. Entonces |fn(z) — f(z)] < ¢/3. Como cada f, es continua en
Ty, en particular f,, lo es, asi que existe § > 0 tal que | fm(z) — frm(20)| < €/3
siempre que |z —zg| < 6 y = € I. Luego, para z € I con |z — zo| < § se tiene
que

1f(z) = f(zo)| < |f(z) = fm(2)] + | fm(2) = Fim(z0)| + | fm(Z0) — f (o))
< €/3+€/3+¢/3=¢.

Por lo tanto f es continua en zg. O

4.1.2 Convergencia quasi-uniforme

El Teorema 4.10 asegura que la convergencia uniforme es una condicién su-
ficiente para la continuidad de la funcién limite. Por otro lado, el Ejemplo
4.9 muestra que puede ocurrir que la funcién limite sea continua incluso si
la convergencia no es uniforme. De aqui que la convergencia uniforme no es
una condicién necesaria para la continuidad de la funcién limite. Esto puede
verse analizando la desigualdad clave '

[£(z) = f(zo)| £ |f(z) = fn(z)| + | fn(x) = Fin(z0)| + | fra(0) — f(0)-

El iiltimo término puede hacerse pequefio por la convergencia puntual en
zp. El término de en medio puede hacerse pequeno para z cerca de zo por
la continuidad de f,, en zp. El primer término también debe ser pequeno
para toda z cerca de 7y (aqui es donde se requiere algo mas fuerte que la
convergencia puntual). Sin embargo, no se necesita que |f(z) — fu(z)| < €
para toda n > N y para toda z € I. Sélo se neceita que |f(z) — fu(z)| < €
cuando n = m y para toda = € I cerca de zp. Esto lleva a la siguiente
definicion:

Definicién 4.11. Sea {f.} una sucesién de funciones definidas en un inter-
valo I, tal que {f,} converge puntualmente a una funcién f definida en I.
La sucesién {f,} converge quasi-uniformemente a f en el punto zy € I si
para cada € > 0 y cada entero positivo N, existe § > 0 y un entero positivo
m > N tal que |f(z) — f(z)| < € para toda z € I que satisface |z — z,| < 4.

Puede probarse que en el Ejemplo 4.9, la convergencia es quasi-uniforme
en cada punto de [0, 1].
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Como veremos en el siguiente teorema, la convergencia quasi-uniforme
es una condicién necesaria y suficiente para garantizar la continuidad de la
funcién limite.

Teorema 4.12. Sea {fn} una sucesidn de funciones que converge puniual-
mente a una funcién f en un intervalo I. Supongamos que cada f, es con-
tinua en o € I. Entonces {f,} converge quasi-uniformemete a f en xq si y
sélo si f es continua en z,.

Prueba. Supongamos que { f,} converge quasi-uniformemente a f en z,. Sea
e > 0. Como f,(zo) — f(zo) (pues f, — f puntualmente en I) existe N tal
que |fa(zo) — f(z0)| < €/3 para toda n > N. Como {f,} converge quasi-
uniformemente a f en zq, existe § > 0 y un entero positivo m > N tal que
|fm(z) — f(z)| < €/3 para toda = € I con |z — zy| < 4. Como f, es continua
en ¢, existe 0 < 6; < 4 tal que |fa(Z) — fm(z0)| < €/3 para toda z € T con
|z — x| < 6;. Asi, para z € I con |z — x| < §, se tiene que

|f(z) = f(mo)l < |f(2) = fm(@)| + | fm(2) = fim(@0)| + | frm(0) — F (o)
< €¢/3+¢€¢/3+¢/3=¢

Por lo tanto, la funcién f es continua en zp.

Inversamente, supongamos que f es continua en z5. Sean € > 0y N
un entero positivo. Como f,(z¢) — f(zo), existe un entero m > N tal
que |fm(zo) — f(z0)| < €/3. Como f,, es continua en c, existe §; > 0 tal
que |fm(z) — fm(zo)| < €/3 siempre que |z — zo| < 6 y £ € I, y como f
es continua en Zp, existe d; > 0 tal que |f(z) — f(wo)| < ¢/3 sicmpre que
|z — x| < 82y x € I. Sea § = min{d;, 6,}. Entonces, para toda z € I con
|z — x| < 6, -

|[fm(z) = fm(zo)| < €/3 y  |f(z)— f(zo0)| < €/3.

Se sigue que

[fm(2) = F@)] < |fm(2) = fm(20)| + | fn(20) = F(Z0)| + | f(20) — F (o)
< €/3+€/3+€/3=¢

para toda z € I que satisface |z — zp] < 4. Por tanto, la sucesién {f,}
converge quasi-uniformemente a f en zp. O
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4.2 ;Qué tan discontinua es una funcién limite?

4.2.1 Funciones Baire 1

El resultado central de esta seccion es mostrar que el limite puntual de una
sucesion de funciones continuas es una funcion continua excepto en un con-

junto de primera categoria

Definicion 4.13. Se dice que una funcién f definida en un intervalo I es
una funcién Baire I si existe una sucesién { f,} de funciones continuas que
converge puntualmente a f en I.

Los Ejemplos del 4.5 al 4.9 son ejemplos de funciones Baire I, ya que las
fn’s son funciones continuas y convergen puntualmente a f en [0, 1].

Observacién 4.14. Toda funcién continua f es Baire I, ya que haciendo
fo = f+ 1/n para toda n € N, entonces cada f, es continua, y se tiene
ademds que para cada z en el dominio de f,

lim fu(z) = lim (f(2) +1/n) = f() + 0 = f(z).

Los Ejemplos 4.7 y 4.8 muestran que una funcién puede ser Baire I incluso
si es discontinua en un punto.

Teorema 4.15. Supongamos que f y g son funciones Baire I definidas en
un intevalo I. Entonces

(a) f+g es Baire L.
(b) fg es Baire L
(c) cf es Baire I, para todo ¢ € R.

Prueba. Como f y g son Baire I, existen sucesiones {fn} ¥ {9} de funciones
continuas definidas en I que convergen puntualmente a f y g, respectiva-
mente. Luego, se sigue de las propiedades de sucesiones.convergentes y de
continuidad de funciones, que {fn + gn}, {fadn} ¥ {cfr} son sucesiones de
funciones continuas que convergen a f + g, fg y ¢f puntualmente en I, re-
spectivamente. Esto nos dice f + ¢, fg y cf son Baire 1. O
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Definicién 4.16. Sea f una funcién definida en un intervalo I, y sea S =
{z1,Z3,...,2,} C I finito, con z; < z3 < -+ < z,. La curva lineal por
piezas ®(f, S) es la funcién definida en [z;,z,] por

o(f,S)(z) = flz) si z€8,
) ) (flzin) = flz) (_Ii) + f(z:) si z € (zi,Tis1),

Tip1—Ti
donde =1,2,...,n— 1.

La grafica de ®(f,S) es la curva lineal por piezas que conecta a los pun-
tos (z;, f(z:)), i = 1,...,n. Claramente, ®(f,.S) es una funcién continua de
[z1,z,) en R. En la Figura 5 se muestra un ejemplo de la grafica de ®(f, S)
para f y S dados.

1 /

X1 X5 X3 \ X4 X5 X

Figura 6: Curva lineal ®(f,S).

Teorema 4.17. Sea f una funcién definida en un intervalo I = [a,b], y
supongamos que el conjunto Dy de discontinuidades de f es finito. Entonces

f es Baire L.

Prueba. Podemos escribir Dy = {2, Z3, ..., Tg—1}, con T2 < T3 < +++ < Tp_1.
Sean z; =a 'y zx = b. Para cadan € N, sea

Sn={z1,.. , Ty T1 +6/1y..., Tp—1+8/n,22 — 6/n,...,z1 — &/n},
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donde 4 se define como
Ti+1 — Ti

y i=1,2,...,k—1}.

e min{
Notemos que
7 <$¢+5/Tl <$,‘+1'—5/ﬂ<$i+1, (2)

paratodoi=1,2,...,k — 1 y para todo n € N.
Para cada n € N, sea f, la funcién definida en I por

[ B(8)@) s = eTn(Ukln— 8fn,z+b/nl),
f“(x)‘{ &) & %€ I\Ukslm— 6/, s+ 6/m),

En la Figura 6 se muestran algunas graficas de las funciones f,’s alrededor
de algin z;.

Xi_1 x; Xit1 Xis2

Figura 7: Gréficas de las funciones f,,’s alrededor de z;.

Es claro que f,, es una funcién continua para cada n € N, ya que @(f,S,) vy

f lo son.
Ahora probaremos que f, — f puntualmenteen I. Siz € {z;, s, ..., Tk},
entonces x = x; para algin 7. Luego,

fn(.’ﬁ) = fn(xi) = f(xi) = f($)=
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para todo n € N.
Por otra parte, si r; < T < zj4; para algin j =1,2,...,k — 1, sea

r=min{z — z;,z;}1 — z}.
Entonces, para cualquier n > §/r se tiene que
z;+6/n <z <zjp1 —d/n.

Asi,
2 ¢ [ — /s +0/n] Y ¢ los— 6/n,zsa + /).

Luego, por (2),
; : z ¢ |z; — 8/n,z; + §/n],

paratodoz=1,2,...,k, es decir
z € I\(UL, [z; — 8/n,z; + §/n]).

Por tanto, f.(z) = f(z) para todo n > §/r. Asi, f, — f puntualmente en
I, como queriamos probar. O

Corolario 4.18. Sea f una funcién definida en un intervalo 1. Supongamos
que f es escalonada. Entonces f es Baire I

Prueba. Se sigue directamente del Teorema 4.17, ya que una funcién escalon-
ada tiene s6lo un niimero finito de discontinuidades. O

Definicién 4.19. Sea [a,}] un intervalo en R.

(i) Una particién P de [a, b] es un conjunto finito de puntos {zg, z1, ,,, .Zn }
talquea=zp< ;< -+ < T, =b.

(ii) La norma de la particion P se define como max{z; —z; ; :i=1,...,n},
y se denota por ||P||.

Teorema 4.20. Sea f una funcidn definida en un intervalo I, y supongamos
que el conjunto Dy de puntos de discontinuidad de f es numerable. Entonces
f es Baire I.
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Prueba. Se tiene que Cy, el conjunto de puntos de continuidad de f, es no
numerable y denso en I. Para ver esto, notemos que si Cy fuera numerable,
entonces / = CyU Dy también seria numerable, lo cual no es posible, ya que
ningiin intervalo es numerable. Asi, Cy debe ser no numerabe. Sea J un
intervalo abierto que interseca a I. Si se tuviera que J C Dy, el Teorema 2.3
implicaria que J es numerable, lo cual es imposible. Luego, JNCy # 0, y
Cy es denso en I. Asi, para cada 7,8 € QN I, con r < s, podemos elegir un
punto zs € (r,5) N Cy. A través de estos puntos, se define

E={z,:1,scQnlr<s}.

Claramente, E es un subconjunto numerable de Cy. Ademas, si J es un
intervalo abierto que interseca a I, por la densidad de @@ en R, existen u,v €
QnNJ, con u < v. Luego, existe z,, € JN E, por lo que ENJ # 0, asi que
E es denso en I. Sean a y b los puntos extremos izquierdo y derecho de I,
respectivamente. Sea S = EF U Dy U {a,b}. Entonces, S es numerable, asi
que podemos hacer una lista de sus elementos:

S= {31182,83, }

S es denso en I, pues E lo es. Supongamos sin pérdida de generalidad que

sy =ays;=> Sea
@ 1
P= {55 ):mg ): 7. _51}}

una particién de I con ||P1|| < 1/2%. Podemos encontrar
S, € P, 2NN s

s € (21),237) NS

tu) € (:r{l) {1)) nsS.

h—12 :r:

Sea my; = max{til),tgl), ,tﬁ}} y sea S; = {S1,52,53,..y8m,}. Si J es
cualquier intervalo en I con I(J) (longitud de J) mayor que 1/2, podemos
encontrar y € S; tal que y € J, y entonces J N S; # 0. Sea

2
_{wl :Ig)n' *3 f:)}
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una particién de I con ||Py|| < 1/23. Podemos encontrar

Sy € (@, z7) N (S\S1)

s € (21,287) N (S\S1)

5,00 € (2, f,?) N (S\Sy).
Seamsq = max{t(z} t(z) tm} Notemos que mg > my. Sea Sy = {51, 52,53, .-, Smy }-
Si J es cualquier mtervalo en I con I(J) > 1/2%, podemos encontrar y € S,

tal que y € J, y entonces J NSz # 0. Sea

3 3 3
Py ={z{", 28", .., 253}

una particién de I con ||Ps|| < 1/2%. Podemos encontrar

s € (247,217) N (S\(S1 U )

53 € (31 :5'32 )ﬁ (S\ (51U S2))

s € (2, f,?) N (S\(S1US2).
Seamsz = max{t(s) tm ,tﬁ)} Notemos que n;,g > my. Sea Sz = {s1,52,853, -, Sms }-
Si J es cualquier mterva.lo en I con [(J) > 1/2%, podemos encontrar y € Sy
tal que y € J, y entonces J NSz # 0

Realizando este mismo procedimiento para cada entero positivo n, pode-
mos construir S, = {s1, S, ..., Sm. }, €ON My, > M, _1, tal que para cualquier
intervalo J en I con I(J) > 1/2", exista y € S, tal que y € J, y entonces
JNS, #0.

Se tiene que
§=| )8 (1)
-n=1
En efecto, la sucesién {m;,mg,ms,...} C N es estrictamente creciente, asf
que si s; € S, debe existir m, > i y entonces s; € S, para toda g > p. Asi,
S c |22, Sn. Ademds, por construccion, | Joe,Sa C S.
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Para cada entero positivo n, sea f, la funcién continua descrita por la
curva lineal ®(f,S,). Probaremos que f, converge puntualmente a f.

Sea z € I. Si z € S, entonces, por (1), z € S; para algin entero positivo
1. Asi, para cualquier n > i, se tiene que

falz) = f(2).

Si z ¢ S, entonces f es continua en z, asi que para cualquier € > 0, existe
d > 0 tal que |f(z) — f(y)| < € siempre que |z —y| < 6. Sea N = I'}ﬁ’z’?, y
sean > N. Entonces é§ > 1/2". Como l(z —é,z) = l(z,z + ) =6 >'1/2",

se tiene que

(z—-0,2)NS. #0
(z,z+6)NS, #0.

Sean
s' =max((z — 6,z) N Sy,)

s" = min((z, z + 8) N Sy).
s' y " estdn bien definidos ya que S, es finito. De esta manera,

r—d<s<z<s’<z+4,

y no hay elementos de S, en el intervalo (s',s"). Como |z — §'| < 8 y
|z — s"| < 8, se tiene que

|f(2) = fal(s)] = |F(z) = F(s)] < /3. (2)

y
|f(z) = fa(s")] = |f(2) — F(s")] < €/3. (3)

Como f, es lineal en el intervalo [¢', s”], de (1) y (2) obtenemos

(@) = fa(s)] < |fa(s") = Ful(s)] = |£(5") — F(s)]
< |f(s") = f(@)| +|f(z) — ()] < e/3+¢€/3=2¢/3. (4)

Luego, de (2) y (4),
|fa(z) = F(2)] < |fa(z) = fa(8')] + | fa(8') — fl2)] < 2¢/3+¢/3 =€

Como z es un punto arbitrario de I, {f,} converge a f puntualmente en I.
Por lo tanto, f es Baire 1. O
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Corolario 4.21. Sea f una funcién real definida en un intervalo I, y supong-
amos que f es mondtona. Entonces f es Baire I

Prueba. El resultado se sigue directamente de los Teoremas 3.17 y 4.20. [

Teorema 4.22. Sea f : R — R derivable. Entonces f’, la derivada de f, es
Baire 1.

-Prueba. Sabemos que la funcién derivada de f estd definida como

i SE+R) = f(2)

h—m h

f'(z) =

Notemos que una forma equivalente de expresar la derivada de f es

flz+1/n) — f(z)
1/n '

f(z) = lim

Asi, haciendo

_ flz+1/n) - f(z)
fulx) = 1/n '

para cada n € N, obtenemos una sucesién de funciones {f,.}, donde cada
fn es continua (pues f lo es ya que es deriva.ble), la cual converge a f’
puntualmente. Esto nos dice que f' es Baire 1. O

Ejemplo 4.23. Consideremos la siguiente funcién f y la sucesién de fun-
ciones { fx} definidas en el intervalo [0, 1] por

file) = n’z si 0<z<1/n, (&) = 0 si z=0,
"HE1 1Yz si 1n<z<l =1z si 0<z<1.

La sucesién {f,} converge a f puntualmente, ya que si z = 0, entonces
fa(z) =0, para todan € N, y si 0 < z < 1, por la Propiedad Arquiemdiana
(Teorema 2.13 (iii)) existe N € N tal que 1/N < z, entonces f,(z) =1/z =
f(z) paratodan > N, yaque 1/n < 1/N < z, asi que lim,_,s fn(z) = f(z)
para toda = € [0,1]. Luego, como cada una de las f,’s es continua, se tiene
que f es Baire L.
Noétese que una manera mas sencilla de probar que esta funcién es Baire I,
es utilizar el Teorema 4.17, ya que en este caso, Dy = {0} es finito.

El Ejemplo 4.23 muestra que una funcién Baire I no es necesariamente
acotada.
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Figura 8: Ejemplo 4.17

Lema 4.24. Sea f una funcion Baire I definida en un intervalo 1. Supong-
amos que f estd acotada por M. Entonces eziste una sucesion {f,} de fun-
ciones continuas acotadas también por M, que converge punitualmente a f
en I.

Prueba. Como f es Baire I, existe una sucesién {g,} de funciones continuas,
la cual converge puntualmente a f en I. Supongamos que M es una cota
para f.
Para cada n € N definamos la funcién f,, por
-M si g,(z) < —M,
fa(z) = max { min{gn(z), M}, —M} = { gn(z) si —M < ga(z) < M,
M si g.(z) > M.

Es claro que |f,(z)] £ M para toda z € [0, 1], esto es, M es una cota para f,

en /. Ademads, como las funciones max y min de cualesquiera dos funciones

F'y G estéan definidas por

(F+G)+|F -G (F+G)-|F-G]
2 2 :

y como g, es continua, se tiene que f, es continua. Sabemos también que M

es una cota para f en I, es decir, — M < f(z) < M para toda z € I.

y min{F,G} =

max{F,G} =
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Figura 9: Lema 4.18

Sea x € I fija. Tenemos que
lim fo(z) = lim max { min{gn(z), M}, —M}
= max{mm{nli}rgogn(m),M},.—M}
max { min{ f(z), M},—M}

= max {f(z),—M}

= flz)
Por lo tanto, {f,} es una sucesién de funciones continuas acotadas por M
que converge a f puntualmente en I. O

Lema 4.25. Sea {fi} una sucesién de funciones Baire I definidas en un
intervalo I, y sea { My} una sucesion de nimeros reales positivos tal que

| fe(z)] £ My, para tode z € I y para toda k € N.
St Y ro 1 My converge, entonces la funcién f = ;- fr es Baire L

Prueba. Como cada fi es una funcién Baire I acotada por My, el Lema
4.24 implica que para cada entero positivo k existe una sucesién {gg,}o>, de
funciones continuas que converge puntualmente a f; en I tal que |gi,(z)| <
M. para toda z € I. Para cada n € N, sea

hn = Z Gkn-
k=1
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Cada h,, es una funcién continua, ya que es la suma finita de funciones
contnuas. Probaremos que {h,}32, converge a f puntualmente en I. Sea
z € I fijayseae>0. Como Y ;- M converge, existe un entero positivo K
tal que

Z M = Z M =’ZM;¢—*ZM;: < /4,
k=m+1 k=m+1 k=1 k=1

para toda m > K. En particular, para m = K|, se tiene que

i My < €/4.

=K+1

Como {gkn(z)}22, converge a fx(z) para toda k, en particular converge para
k=1,2,.., K, asi que para cada k = 1,2,..., K, existe un entero positivo
N> K tal que
€
91(#) ~ ful@)] < 5
para toda n > Ni. Sea N = max{N;, N,, ..., Nk }. Entonces N > K y

€

0(2) — Fola)] < 5

para toda n > N y para toda k = 1,2,..., K. Luego, para toda n > N,
tenemos que

|ha(z) — f(z)] = ngn(ﬂ?)—ka(i? ngn z) — ka(l‘ Z fi(z)
k=n+1

Z(g;m(x) fk(I))‘ Z fr(z)
k=1 k=n+1

<Z|qk,.(z) filz)] + Z |fi(z)]

k=n+1

=S Mol = Al 3 o) —AElE S a0

k=1 k=K+1 k=n+1

K
<> lgkn() — fil2)| + Z |gkn(z)] + Z | felz)| + Z |fe(@)]
k=1 k

=K+1 k=K+1 k=n+1
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>

=3 lomn(a) — fila)] + Z |gin ()] + Z |fe ()]
e

k=K+1 k=K+1

= I

< Y lgen(@) = fu(2)] + Z |gkn ()] + Z |fi(2)

k= k=K+1 k=K+1

5

<Y lgkn(®) — fu(2)] +2 Z M
=

= k=K+1

< ;m’ +2(e/4) = (21{) +¢/2
=¢/2+¢/2=¢
Por lo tanto, {h,}32, converge a f puntualmente en 1. O

Teorema 4.26. Sea {f,} una sucesion de funciones Baire I definidas en un
intervalo I. Si {f,} converge uniformemenie a f en I, entonces f es Baire

I

Prueba. Como f,, — f uniformemente en I, existe una subsucesién { f,, } tal
que | fn, (z) = f(z)| < 27% para todo = € I y para todo k € N. Consideremos
la sucesion {fn,,, — fn,}- El Teorema 4.15 nos dice que ésta es una sucesién
de funciones Baire I. Para toda = € I y todo entero positivo k, tenemos que

I(fﬂk+l i fﬂk)(w)l lfﬂk+1 (:c) - fﬂk ($)|
| fress (2) — F(@)] + | f(2) — for(2)]
2—{k+1) + z—k

%(2—") +2k = (g) 9k,

Sea M;. = (3/2)27F. Entonces |(fn,,, — fn,) ()| < My para todaz € I'y todo
entero postivo k. Ademds, Y po, Mi es una serie geométrica convergente.

A IA
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Notemos que

Z(fﬂk-i—l - fa)(@) = Z (fﬂk+1 (z) — fax (I))
N
= 1\]{1_1}11002 (f‘ﬂ»kﬂ (I) fr(z ))
k=1

N
= N_}W(Zfﬂk+l )_Zfﬂk(m))
k=1
=l (o (@) = i ()
= f(z) = fau(2) = (f = fa))(2),

asf que por el Lema 4.25, 3 | (fap,y — far) = f — fa, €s Baire I. Como f,,
es Baire I, se tiene por el Teorema 4.15 que f = (f — f,,) + fn, es BaireI. O

Lema 4.27. Sea f una funcion Baire I definida en un intervalo I, y sea
{fa} una sucesién de funciones continuas que converge a f puntualmente en
I. Para todo v € R, se tiene que

o o0 o0

frel:fla)<r}= UUﬂ{meI fﬂ(x)q__}

k=1m=1n=m

A rernesrel}

k=1m=1n=m

oo

-

{zel:flx)>r})=

Prueba. Probaremos que

C_ &
£ %
— )8

{zel:f(z)<r}= {xEI:fn(x)g'r—%}. (5)

Il
o

b
I
-

T n=m

Notemos que

{:rEI:f(:r)<r}=D{IEI:)‘(&:)S‘r—%}.

p=1

Asi, probar (5) es equivalente a probar

oo oo oo oo

U{IEI f(x)<r-——} Uu ﬂ{zef fn(2) <'-"——},

p=1 k=1m=1n=m
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para toda p € N.
Sea y € U2 {z € I: f(:r:) <r-— —} Entonces existe p € N tal que

fly) < r - % <r- 5’;. De aqui que r — —p — f(y) > 0. Luego, como
lim, 0 fa(y) = f(y), existe un entero positivo m tal que

fal) — F@) < |falt) - F@)] <7 - 511; 1)

para toda n > m, por lo que, f,(y) <r— zi para toda n > m. Asi,

o oo oo

yEUﬂ{IEI fn(:z:)<r——} UUﬂ{weI fn:r)<'r——}.

m=1n=m k=1m=1n=m

Ahora, supongamos que ¥y € Ure; Um—1 Mherm {x el: falzr) <7 %}

Entonces existen un enteros positivos k y m tales que

1
L e =
RYEr—g
para toda n > m. Luego,
I 1
1) = lim jay) < Jim, ( } E) T

asi que
yE{xEI:f(:::)gr—%}CG{xe]‘:f(z)gr~%}.
. L

Esto prueba lo que queriamos.
La prueba de que

werfw>n=UU N {zer @ zrei]

k=1m=1n=m

es similar. O

Lema 4.28. Sea f una funcién Baire I definida en un intervalo I. Para
cualquier r € R, los conjuntos

el flayert 9§ fzelflz)<r}
son de tipo Fy.
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Prueba. Como f es Baire I, existe una sucesién {f,} de funciones continuas
que converge puntualmente a f en I. Por el Lema 4.27, sabemos que

oo oo oo

el fm <= U N {xe!:fn(:r)gr—%}.

k=1m=1n=m

Como cada f, es continua, el conjunto

fu' (=00, m — 1/K]) = {z €l: falz) <7 %}

es cerrado, ya que es la imagen inversa de un conjunto cerrado. Luego, para
cada m € N, el conjunto

o0

ﬂ {:rEI:fn(I)Sr—%}.

n=m

es cerrado, ya que la interseccion numerable de conjuntos cerrados es cerrado.
De esta manera, el conjunto {z € I : f(z) < r} es de tipo F,, pues es la
unién numerable de conjuntos cerrados.

Similarmente, el Lema 4.27 nos dice que

co o0 oo

{a:e}':f(:c)>r}=U U ﬂ {mef:fn(r)zr-}-%}.

k=1m=1n=m

Como cada f,, es continua, el conjunto
T
L ([ +1/k,00)) = {m €l fulz) 27+ E}

es cerrado, pues es la imagen inversa de un conjunto cerrado. Luego, para
cada m € N, el conjunto

oo

N {xEI!fn(I)zr-{"%}.

n=m

es cerrado, ya que la interseccién numerable de conjuntos cerrados es cerrado.
Asi, el conjunto {z € I : f(z) < r} es de tipo F,, pues es la unién numerable
de conjuntos cerrados. O
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Teorema 4.29. Sea f una funcion Baire I definida en un intervalo I. En-
tonces Cj, el conjunto de punlos de continuidad de f, es un conjunto denso
en I de tipo Gs.

Prueba. Cy es de tipo Gs; por el Teorema 3.21. Supongamos que Cf no es
denso en I. Entonces existe un intervalo abierto L tal que INL # 0 y
C;NL=10. SeaJ=1INL. Se tiene que CyNJ C C;NL =0, asi que
CiNJ =0,y como JC I, se tiene que J C Dy. Para cadan € N, sea

Ei={z € J:wy(z) 2 1/n}.

Para cada n € N, el conjunto E, es cerrado por el Teorema 3.8. Por el
Teorema 3.7, sabemos que f es continua en un punto z € I si y sélo si
wg(z) = 0, por lo que z € Dy si y sdlo si wy(z) > 0. Asi, como J C Dy,
ws(z) > 0 para todo = € J. Luego,

J=|) B

n=1

Por el Corolario 2.42, existe np € N y un subintervalo H C J tal que E,, es
denso en H.

Si H es cualquier subintervalo de H, entonces F,, N H # 0, pues E,, es
denso en H. Sea zp € E,, N H. Sea h > 0 suficientemente pequefio de modo
que [zg — h,zo + h] C H (se hacen las modificaciones necesarias si zg es un
punto extremo de H ). Por el Teorema 3.6,

sup{|u — v| : u,v € f(H)} = sup{|f(z) - F(W)| : 7,y € H}
> sup{|f(z) = f(¥)| : 2,y € [z0 — ho, To + ho}
= Wf[iL‘D A hu, g+ hu]
> h]il’g_ W_f[:ro o2 h._. Tg+ h]

= wy(z0) = 1/np.

Asi, el intervalo H tiene la propiedad de que f mapea todo subintervalo de
H en un conjunto con didmetro mayor o igual que 1/ng. Ahora probaremos
que esto no es posible para f, un limite puntual de funciones continuas.
Sea {I = (ax, bx)} una sucesién de intervalos, cada uno de longitud menor
que 1/ng, tal que
F(H) € UE, .
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Para cada k € N sea !
Hy=fYI,)NH.

Entonces H = | J;—, H, pero ninguno de los conjuntos Hj puede contener un
intervalo, pues si algin Hj contuviera un intervalo L, se tendria lo siguiente:

(i) Como L C Hy C H, entonces
sup{|u — v| : u,v € f(L)} > 1/ny,

(i) y c.omo f(L) C f(Hg) C I, y l(I) < 1/ng, entonces

sup{|v —v| : u,v € f(L)} < sup{|u—v|: u,v € f(Hi)}
< sup{|u—v| : u,v € I}}
=l(Ik) < 1/no,

lo cual es una contradiccién. Ahora,
Hy={zeH:f(z)<b}n{zeH: f(z)> ax}.

Por el Lema 4.28, cada uno de estos conjuntos es de tipo F,, asi que Hy =
;=1 Hxj, con cada uno de los conjuntos Hy; cerrado. Se sigue que

H=| 8= ]| | &
k=1 k=1 j=1

El intervalo H es expresado como la unién numerable de conjuntos cerrados.
Se sigue del Teorema de Categoria de Baire (Teorema 2.41 (ii)) que al menos
uno de los conjuntos Hy; no es denso en ninguna parte en R, y por el Corolario
2.42, Hi; es denso en algin intervalo K € H. Como Hy; es cerrado,

Hy; = Hy; D K.

Pero esto implica que Hy D K, y ya vimos que esto no es posible (pues Hy
no contiene intervalos). Esta contradicciéon completa la prueba. Por lo tanto,
Cy es denso en 1. O

Lema 4.30. Sea f una funcién Baire I definida en un intervalo cerrado I.
Sea r > 0. Entonces el conjunito

{z€l:wz)>7}

es cerrado y denso en ninguna parte en R.
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Prueba. Sea E = {z € I : wy(z) > r}. Sabemos por el Teorema 3.8 que E es
cerrado. Supongamos que E no es denso en ninguna parte en R. Entonces,
por el Teorema 2.28, existe un intervalo J C E. Como FE es cerrado, F = F,
asi que J C E.

Sea { f»} una sucesién de funciones continuas que converge a f en I. Dado
0 < e < r/16, y un punto arbitrario zo € J°, por la convergencia puntual de
{fn} a f, existe un entero positivo ny tal que

| f(z0) = fao(0)| < € (6)

Como f,, es continua en z,, existe una vecindad cerrada Jy C J de z, tal
que
z€Jo = |fno(@0) — fro(z)| <€ ! (M)

Por (6) y (7) tenemos que
z€do = |f(m) = fuola)] < 2. (8)
Como zy € Jy C E, existe otro punto z; € J§ tal que
|f(zo0) = f(z1)| = r/2. (9)

Repetimos el mismo razonamiento anterior con el punto z;. Como {f.}
converge puntualmente a f, existe n; > my tal que

|f(z1) = fru(z1)| < € - (10)

Como f,, es continua en z;, existe una vecindad cerrada J; C Jy de z;, tal
que l(J;) < l(Jp)/2y

g€y = |fu(z1) — fa,(2)| < e (11)
Por (10) y (11) tenemos que

1€ ) = |f(z1) = fu (@) < 2 (12)
Asi, si z € Ji, entonces

/2 < |f(2o) — f(z1)|
< |f(2o) = fro (Z)| + | fro (2) — Fur ()| + | i (=) — f (1)
< 2+ |fﬂo($) = Jra (I)l + 2¢,

69



donde la primera desigualdad se sigue de (9) y la dltima desigualdad de (8)
y (12). Luego,

z€Nr = |fao(z) — (@) >1/2—-de>7/2—-7/4=1/4 (13)

Ahora porcedemos por induccién. Supongamos que para algun indice k € N
se tiene

Jo Doy s Iy Dol (14)
Ty € J§3, 1 € Jyyey 1 € Jp_1,Zk € Jp (15)
Tnos vy s g (16)
tales que

|f(zk) = f(zk-1)| 2 7/2 (17)
|fa(zk) = fze) <€ (18)
z € Jy = |fa,(z) — flzi)] < 2e. (19)

Como Ji C FE, existe un punto zx4, € Jy tal que
| (k1) — f(zx)| 2 7/2. (20)

Esto satisface la hipétesis de induccién (17). Como {f,} converge puntual-
mente a f, existe ngyy > n tal que

[ Foei (iein) = Flaiaa)] <& (21)

Esto satisface la hipétesis de induccién (18). Como f, ., es contlnua en Tp.1,
existe una vecindad cerrada Ji41 C Ji de x4, tal que

U Jk1) < U(Jx)/2 (22)
Tre1 € S (23)
z € Jry1 = |fnk+1 ($k+1) = fnk+1($)] <€ (24)
De (21) y (24) se tiene que
T e J_J;+1 — |fﬂk+1($) —_ f($k+1)| < 2e. (25)

Por (25), se satisface la hipétesis de induccién (19) para n + 1. Ademas,
para cada paso de induccién, utilizamos (21) y (24), junto con la hipétesis
de induccién (19) para deducir

TE Jk+l =¥ |fﬂk+1 (.’1?) = fﬂk($)| > T/?' =de= T‘/4 (26)

70



Como Jy, Ji, Jo, - .. es una coleccién anidada de intervalos cerrados cuya lon-
gitud tiende a cero, el Corolario 2.20 implica que

ﬂ Jk - {:r},
k=0

para algiin x € R. Asi, para cada k € N, tenemos

| Frisa () — Fri(2)] > /4. (27)

Pero implica que {f,,} diverge en z. Luego, bajo la hipéteis hecha, {f,} no
puede converger en I. Por lo tanto ¥ no puede contener algiin intervalo, y
entonces E es denso en ninguna parte en R. ' O

Teorema 4.31. Sea f una funcion Baire I definida en un intervalo cerrado
1. Entonces Dy, el conjunto de puntos de discontinuidad de f, es un conjunto
de primera categoria.

Prueba. Se define
E,={z €1 :ws(z) > 1/n,para todo z € I}.

Por el Lema, 4.30, cada E, es denso en ninguna parte en R. Notemos que si
z € Dy, entonces
we(z) =7 >0.

Sea n € N tal que 7 > 1/n. Entonces z € E,,. Asi,

o0
D; = En.
n=1
Por lo tanto, Dy es de primera categoria. O
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