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Introducción 

Tomando en cuenta nuestra experiencia de las características geométricas del espacio que nos 
rodea, una pregunta importante es: ¿cuál es la forma que globalmente tiene el espacio tridi-
mensional si alrededor de cada uno de sus puntos es localmente euclidiano?. ¿Cuales son las 
características topológicas del universo?, ¿es nuestro universo un espacio acotado, simplemente 
conexo, es orientado, etc.?. Estas preguntas son cuestiones fundamentales de la filosofía y la 
ciencia. En este trabajo daremos respuesta a algunas de estas interrogantes con los medios que 
nos ofrece el pensamiento y las teorías matemáticas. 

El problema que se aborda en este trabajo es clasificación de los espacios localmente euclid-
iaiios, es decir, de aquellos espacios que poseen una geometría que es en una vecindad de cada 
uno de sus puntos igual a la geometría euclidiana. Esta clasificación la presentamos para los es-
pacios de dimensión dos y tres. En este trabajo, con métodos y técnicas elementales del álgebra 
lineal y topología, mostramos que todo espacio localmente euclidiano se obtiene a partir de la 
acción de un subgrupo de isometrías euclidianas uniformemente discontinuos sobre el plano eu-
clidiano o sobre el espacio respectivamente. Mostramos que globalmente los espacios euclidianos 
se representan como el espacio cociente formado por las órbitas de la acción del grupo. En este 
sentido la clasificación de los espacios euclidianos se reduce a la clasificación de los sub-grupos 
uniformemente discontinuos de isometrías euclidianas en el plano o en el espacio. 

En esta intruducción hacemos un breve resumen de cada uno de los capítulos de este trabajo, 
para después presentar el contenido del mismo y por último anexar las conclusiones obtenidas 
después de finalizado el proyecto. Las principales fuentes de consulta e información utilizadas se 
encuentran para el caso de superficies euclidianas en el texto de J. Stiliwell titulado "Geometry 
of Surfaces" [1] y para el caso de espacios euclidianos tri-dimensionales en el texto "Geometries 
and Groups" (Geometrii i Gruppy) de V. V. Nikulin & I. R. Shafarevich [2]. 

En la primer sección de este trabajo presentamos el concepto de isometría euclidiana como 
aquellas transformaciones que preservan la distancia euclidiana. Caracterizamos estas transfor-
maciones para el caso del plano y del espacio tri-dimensional. En particular mostramos que el 
conjunto de isometrías euclidianas constituyen un grupo de transformaciones bajo la operación 
de composición cuyos elementos se obtienen corno composiciones de traslaciones, rotaciones y 
reflexiones. La caracterización de las isometrías euclidianas se hace a través de la forma canónica 
de Jordan para operadores lineales. 

En el segundo capitulo, titulado "Grupos Uniformemente Discontinuos de Isometrías Euclid-
ianas", se define el concepto de sub-grupo de isometrías euclidianas uniformemente discontinuo 
1', como aquellos grupos de isometrías euclidianas tales que la distancia entre un punto y su 
imagen bajo esas simetrías se encuentra siempre a una distancia no menor que un número dado. 
Esta característica hace que los elementos de cada grupo uniformemente discontinuo distinto 
de la identidad no posean puntos fijos. En el caso del plano este último hecho elimina a las 
rotaciones como posibles elementos de un grupo uniformemente discontinuo y en el caso del 
espacio a las rotaciones seguidas de traslaciones perpendiculares al eje de rotación. 

La clasificación de los grupos de isometrías uniformemente discontinuos se hace en base a los 
sub-grupos de traslaciones que contienen y las isometrías lineales que preservan la retícula que 
define la órbita del origen bajo el sub-grupo de traslaciones. 
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Para el caso del plano, los sub-grupos uniformemente discontinuos tiene uno o dos gen-
eradores que pueden ser traslaciones o reflexiones seguidas de traslaciones. Estas últimas se 
denominan reflexiones con deslizamiento. Para el espacio, la situación es un poco más variada 
y se pueden tener uno, dos o tres generadores entre traslaciones, rotaciones con torcimiento y 
reflexiones con deslizamiento. En particular se demuestra que en el plano se tienen 4 grupos 
uniformemente discontinuos de isometrías euclidianas y en el espacio tridimensional se tienen 
18. Se dan también para cada uno de ellos el conjunto de sus generadores. 

En el último capítulo se introduce el concepto de espacio localmente euclidiano como aquel-
los espacios topológicos que dotados de una métrica son localmente isométricos a una vecindad 
cerrada de radio constante del espacio vectorial euclidiano R. Además supondremos propiedad 
de conexidad para estos espacios. La importancia de estos espacios radica en que se pueden 
introducir y generalizar de manera natural objetos geométricos de la geometría euclidiana usual 
como segmentos de linea, rectas, ángulos, poligonales, etc. Aquí se presentan ejemplos de estos 
espacios en dimensión dos denominadas superficies euclidianas y en dimensión tres denomina-
dos espacios euclidianos tri-dimensionales. Los ejemplos presentados corresponden a espacios 
cocientes definidos mediante relaciones de equivalencia entre puntos del plano o del espacio aso-
ciadas a acciones de sub-grupos uniformemente discontinuos. Por ejemplo se muestra que el 
Cilindro, el Toro, la Botella de Klein y La Banda de Móbius son espacios que admiten una 
métrica localmente isométrica con la euclidiana. Así también en el caso de tres dimensiones se 
muestran ejemplos de espacios euclidianos que son generalizaciones de los de dos dimensiones 
como toros tridimensionales, especies de bandas y botellas con torcimientos, etc. 

Finalmente, en el último capítulo se introducen los conceptos que nos permitirán probar el 
llamado Teorema de Clasificación de espacios euclidianos debido a los grandes matemáticos H. 
Hopf (19 Noviembre 1894 - 3 Junio 1971) [3] y  Killing (10 Mayo 1847 - 11 Febrero 1923) [4]. Este 
teorema afirma que un espacio euclidiano M es isométrico al espacio de órbitas correspondiente 
a la acción de un grupo uniformemente discontinuo de isometrías euclidianas del espacio R'2. 
Este grupo es el grupo de transformaciones se asocia una función especial p de IR?' en M que se 
construye asociando a cada segmento de recta por el origen de IR?', un segmento de recta en M 
que parte de un punto inicial arbitrario de M. Esa función resulta ser una función suprayectiva 
y tiene la propiedad de ser una función cubriente, es decir cada punto de M posee una vecindad 
cuya imagen inversa bajo la función p esta formada de abiertos ajenos sobre los cuales p es 
una isometría. Se introduce enseguida sobre IR?' la relación de equivalencia cuyas clases se 
forman con los puntos de IR" que bajo la función cubriente p tienen una misma imagen en M y 
se considera el espacio cociente IRf'/ «-' y se muestra que dichas clases corresponden a las órbitas 
de un grupo uniformemente discontinuo de isometrías euclidianas de IR" asociado a la función p 
y que se denomina el grupo cubriente. Enseguida se observa que M y el espacio cociente IR''/ 
son isométricos, lo que concluye la prueba. 

En cuanto a la originalidad de este trabajo podemos decir que consiste en el hecho de 
presentar en forma completa y rigurosa los distintos conceptos y resultados sobre la clasificación 
de los espacios localmente euclidianos. Los materiales que en español se tiene sobre el problema 
de clasificación que nos ocupa generalmente se reducen al caso bi-dimensional. Aquí nosotros 
presentamos los resultados en su mayor generalidad y en particular mostramos la lista completa 
de los espacios en tres dimensiones que son localmente euclidianos. 



Capítulo 1 

Clasificación de isometrías euclidianas en 

En este capítulo presentamos los conceptos básicos relativos a la métrica euclidiana y sus 
isometrías. Se recomienda para una mayor información los textos: "Foundations of Linear 
Álgebra" [5] y "Linear Álgebra and Geometry" [6]. 

1.1 Isometrías euclidianas en 

Consideremos el espacio vectorial n-dimensional 

= {X = (xl,x2,...,xn) 1 Xi E IR, i = 

dotado del producto interior euclidiano dado por 

X Y = E xi Yi 

Esta estructura define una métrica en Rn denominada métrica euclidiana, definida mediante 

71 

dR?(X.Y) = - Y). (X - Y) = \>2(Xi —y)2 

Recordemos que para cada vector X en R el producto interior euclidiano define su llamada 
norma euclidiana mediante 11 X 1 = X 

Definición 1.1 Una Isometría Euclidiana es una función E : R - R que preserva la 
métrica euclidiana, es decir. 

dn(F(X),F(Y)) = dn(X,Y), VX,Y E lR' 

De la definición es claro ver que las isometrías son funciones inyectivas, pues si F(X) = F(Y) 
entonces, dan (F(X), F(Y)) = O, pero como F es isometría, entonces dan (X, Y) = O. por lo tanto 
x=Y. 

Proposición 1.1.1 Las isometrías de R son cerradas bajo la operación de composición de 
funciones. 

Demostración. Sean F1, F2  isometrías de PJ. Sean X, Y E lR. 

dn(Fj. 0F2(X),Fi oF2(Y)) = dan(Fi(F2(X)),F1(F2(Y))) 

= dn(Fi(X),Fi(Y)) 

= dan(X,Y) 

3 



4 Clasificación de isometrías euclidianas en 

Por lo tanto. I o 12 es una isometría. en IR. 

Toda isometría euclidiana F se puede descomponer de manera única en la forma E = TQ  o  G. 
y Ta  es la isometría dada por la traslación T( (X) = X+ a, con a = F(0). Note que C = T_oI 
es una isometría tal que C(0) = O (O denota el origen), es decir deja fijo el origen. 

Teorema 1.1.2 Una función F 1R' -+ R' con E(0) = O es isometría. si  y solo si. preserva 
el producto interior euclidiano, es decir F(X) F(Y) = X Y. VX, Y E IR". 

Demostración. Primero probaremos que si una función preserva la norma euclidiana entonces 
es una isometría euclidiana que transforma el origen en el origen y recíprocamente. si  F es una 
isometría euclidiana que transforma el origen en el origen entonces preserva la norma, a partir 
de esto probaremos que entonces preserva el producto interior. 

F preserva la norma, esto quiere decir que para cada X, F(X)Il = 

significa que manda el origen en el origen. Por otro lado, si X, Y E IR" 

dRn(X,Y)=HX — Yjj 

y entonces 

dR?l(F(X),F(Y)) = 1 1  F(X) — F(Y)I 

=HX - YH 
= dRr1 (X. Y) 

Xil , claramente esto 

y por lo tanto F resulta ser una isometría euclidiana. 
Recíprocamente si F es una isometría euclidiana y F(0) = O, entonces para cada X E IR" se 
tiene 

HXH = dR1(X,O) 

= d7(F(X).F(0)) 

dpn(F(X).0) 

= JF(X)jj 

lo cual prueba que F preserva la norma. 

Ahora probaremos que si una función preserva la norma euclidiana entonces preserva el 
producto interior euclidiano y recíprocamente. 

Supongamos que F preserva la norma. Tomemos dos puntos X, Y E IR" y calculemos 
F(X) F(Y). De las propiedades del producto punto se tiene 

F(X) . F(Y) = [F(X) . F(X) + F(Y) F(Y) - F(X) - F(Y) 112] 
2 
1 

- - IF(X)H2  +11 F(Y)l 2  - jF(X) - F(Y)H 2] 
- 2 

1 
- - xH2 +HYH2-  HX—YH 2 J 
- 2 

= X +Y Y - HX - YH 21 2 
= X . Y 



1.1 Isometrías euclidianas en R 5 

Recíprocamente si F preserva el producto interior veamos que preserva la norma. Sea X e 
IR?1, luego 

=F(X).F(X) 

= HF(X)II 2  

Demostrando así que toda isometría euclidiana que manda el origen en el origen preserva el 
producto interior. • 

Ahora probaremos que toda isometría euclidiana F que transforma el vector cero en el vector 
cero es una función lineal. Primero veremos que transforma rectas en rectas. 

Lema 1.1.3 Toda isometría euclidiana E : R -+ R', tal que F(0) = O, transforma rectas 
en rectas. 

Demostración. Sea E : IR7  - Rn isometría euclidiana que deja fijo el origen. Sea \ la recta 
formada por los puntos X = P + )Q con A un número real, P, Q e IR?'. Probaremos que 
F(X) = F(P) + ..\F(Q), es decir transforma la recta generada por P y Q en la recta generada 
por F(P) y F(Q). Basta observar 

dn(F(P+ \Q),F(P)+ .\F(Q)) = O, VP,Q E ]R 

Para esta demostración usaremos fuertemente el teorema anterior. 

dRn(F(P + ,\Q), F(P) + )s.F(Q)) = F(P +,\Q) - F(P) - .\F(Q)II2  

=(P+Q).(P+Q)+P.P+\2(Q.Q)-2(P+\Q).P 

—2\(P+.XQ).Q+2\(P.Q)=0 

Por lo tanto, F(P + .\Q) = F(P) + \F(Q) y F transforma rectas en rectas. 

Corno toda isometría es la composición de una traslación y una isometría que fija el origen, 
entonces podemos decir que toda isometría transforma rectas en rectas ya que toda traslación 
también envía rectas en rectas. 

Teorema 1. 1.4 Las isometrías E : IR?1 -+ R' tal que F(0) = O son transformaciones lineales. 

Demostración. Aplicando directamente el resultado anterior se tiene que si P. Q E IR» y \ real, 
entonces F(P + )Q) = F(P) + )F(Q), es decir F es una transformación lineal. 

Con lo probado anteriormente concluimos que las isometrías E: R11  -+ IR" que mandan el 
cero en el cero son suprayectivas, pues estas isometrías son transformaciones lineales inyectivas, 
y además IR» es un espacio vectorial de dimensión n, y la isometría manda valores de IR" en IR?1. 

Como, por el argumento anterior, las isometrías euclidianas que dejan fijo el cero son sobres, 
y ademas las traslaciones también lo son, entonces las isometrías euclidianas formadas por la 
composición de estas dos también lo son. Ahora, como toda isometría euclidiana se puede 



6 Clasificación de isometrías euclidianas en 

descomponer como la composición de una traslación con una isometría euclidiana que fija el 
origen, entonces toda isometría. euclidiana, es una función biyectiva. De lo anterior tenemos que 
toda isometría euclidiana tiene inversa que es también una isometría. euclidiana. 

De los resultados anteriores podemos asegurar que el conjunto de isometrías euclidianas 
forman un grupo de transformaciones bajo la operación composición. 

1.2 Clasificacion de isometrías euclidianas en 

Tomando en cuenta que toda isometría euclidiana es de la forma T0 R, con R isometría lineal. 
la  clasificación de las isoinetrías euclidianas se reduce a la clasificación de isometrías euclidianas 
lineales. 

En el caso del espacio euclidiano R2, si F es una isometría euclidiana lineal, su valores 
propios son en general dos números complejos 1\I .,\2,  ambos de norma uno y entonces se tienen 
las siguientes casos para el espectro de F: 

a) A l  = 1,2 = 1 

b) .\1=1.)2=-1 

C) Al = e 0. '2 = e 9  

En el primer caso, R es la isometría identidad. 

En el segundo caso, R tiene dos vectores propios, v1,v2, con R(vi ) = v1,R(v2) = —y2, 

además como es isometría euclidiana 

R(vi) R(v2) = V1 

=VI .  (y) 

=0 

es decir, y1 es perpendicular a v2  y entonces R es una reflexión sobre la recta generada por Vi. 
Esta isometría euclidiana la denotaremos por 8V,  donde y es el vector generador de la recta de 
reflexión. 

En el tercer caso, R es una rotación alrededor del origen con un ángulo O. Denotaremos a 
esta isometría. como R0. 

Por lo tanto, si F es una isometría euclidiana entonces será de la forma: 

Caso Notación Isometría 
a) F = TQ Traslación 
b) F = TaSV Reflexión con deslizamiento 
c) F = TR0 Rotación seguida de una traslación 

Lema 1.2.1 Todo punto en el plano esta determinado por su distancia a tres puntos no colin-
eales A. B. C. 
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Demostración. Esto tiene que ser así, pues si no lo fuera, entonces podríamos tomar dos 
puntos P y Q E IR2, P Q, tales que da2(P, Q) = da2(Q, A), dR2(P,  B) = dR2(Q, B) y 
dR2(P, C) = dR2(Q, C), entonces los puntos A, B, C. tendrían que estar en la mediatriz de P y 
Q, pero antes dijimos que A, B, C no son colineales., por lo tanto P = Q. u 

Lema 1.2.2 Cualquier isometría F de R2  es determinada por las imágenes F(A), F(B), F(C), 
de tres puntos A, B, C no colineales. 

Demostración. Basta demostrar que para cada P E IR2  distinto de A, B, C el punto F(P) esta to-
talmente determinado. Esto es así, pues, por él lema anterior, solo puede existir un punto F(P) 
tal que dR2(F(P),F(A)) = dR2(P,A), dR2(F(P),F(B)) = dR2(P,B) y dR2(F(P),F(C)) = 

da2(P,C). u 

1.2.1 Fórmulas explicitas de las isometrías euclidianas en el plano 

. Reflexión sobre una recta L de la forma y = mx. 

sL(x ) 
(2my+(1—m2)x 2mx—(1—m2)y\ 

= 1+m2  ' 1+m2  ) 

La reflexión también se puede calcular como 

S(/) L)(X) = 2((X-p. L)L) - X-p 

donde p es el punto donde pasa el eje de reflexión paralelo al vector unitario L. 

• Traslación por un vector 

T(a,)(X,Y) = (x+a,y+/i) 

La traslación también se puede calcular como 

T(X) = X+a 

donde a es el vector de traslación. 

• Rotación con el origen como centro y por un ángulo O. 

Ro(x, y) = (xcos9 - ysenü. xsenO + ycos9) 

• Rotación con un punto p arbitrario como centro y por un ángulo 9. Estas rotaciones son 
de la forma Ro, = Tp  o R0 o T_, con T y T_ traslaciones y R0 una rotación con centro 
en el origen. La rotación RO,,, es también una isometría, pues las isometrías son cerradas 
bajo la operación composición. 
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1.3 Clasificación de isometrías euclidianas en 1ft3  

Sea F una isometría euclidiana lineal en R3  y X un vector en R3,entonces F(X) = AX, 
A: IR3 __>  IR3  matriz invertible. 
Denotemos por )i. )'2, )¼3 los valores propios de F los cuales deberán tener como números com-
plejos norma unitaria. Entonces para el espectro de F tendremos los siguientes casos: 

a) Al = 1)¼2 = 1,,\3  = 1 —+ Identidad 

b) Al = 1, A2 = 1—\3 = —1 —* Reflexión sobre el plano generado por los vectores propios 
asociados a 1 

C) Al = 1, \2 = e20, )3 = e 0  -~ Rotación por un ángulo 0 alrededor del vector propio 
asociado a  Al  

d) Al = —1, ) 2 = e  ío , )3 = e 9  — Rotación por un ángulo O alrededor del eje V, donde y 
es el vector propio asociado a Al. en seguida de una reflexión sobre el plano generado por 
los vectores propios asociados a )'2 

1.3.1 Fórmulas explicitas de las isometrías euclidianas en el espacio 

• Reflexión sobre el plano con vector normal N y que pasa por el origen. 

SN(X) = X — 2(N X)N 

• Traslación por un vector a  e 

T0(X)=X+c 

• Rotación con eje L, ILI = 1, y án.ulo 8 

RL.O(X) = (1 — cosO)(X. L)X + (cosO)L + (X x L)sen6 

• Rotación con un punto p arbitrario como centro y por un ángulo O. Estas rotaciones, 
al igual que en el caso del plano, son de la forma R0, = Tp  o R0  o T_, con T y T_ 
traslaciones y R0  una rotación con centro en el origen. La rotación R0  es también una 
isometría, pues las isometrías son cerradas bajo la operación composición. 



Capítulo 2 

Grupos uniformemente discontinuos de isometrías 
euclidianas 

En este capítulo presentamos el concepto de grupo uniformemente discontinuo de isometrías 
euclidianas, así como algunas de sus propiedades que nos permitirán clasificarlos para el caso de 
isometrías en el plano y posteriormente en el espacio. 

2.1 Grupos uniformemente discontinuos 

Definición 2.1 Un subgrupo F de isometrías del espacio se dice unifoí7nemente discontinuo 
si existe un número real r > O tal que si X E lR y C E 1' con X se tiene que 
dRn(X,G(X)) >r. 

Como propiedades más importantes de los grupos uniformemente discontinuos de isometrías 
se tienen las siguientes dos: 

Proposición 2.1.1 Sea 1' un grupo uniformemente discontinuo de isometrías del espacio 1R'; 
entonces: Si G E 1' con G Identidad; no existe X E Rn  tal que C(X) = X. Es decir. ningún 
elemento de F distinto de la identidad puede dejar puntos fijos. 

Demostración. Supongamos que para un elemento C E F con C distinto de la identidad exista 
Xo E 1R' con G(Xo) = X0. Siendo G una función continua, dada una bola abierta con 
centro en G(X0) y radio igual a 11  existe una bola abierta B6(X0) con centro en Xo de radio 
6 tal que G(Bs(Xo)) c B(G(Xo)). Siendo G(X0) = Xo, se tendría que la imagen de cada 
punto X de B6(X0) bajo G estaría a una distancia menor que de dicho punto X. Como G 
no es la identidad, la distancia entre X y G(X) debe ser mayor o igual a r, lo cual no se daría 
para al menos un punto de B5(X0 ), contradiciéndose la propiedad de F de ser uniformemente 
discontinuo. 

Lema 2.1.2 Para cada elemento TR con R isometría lineal de un grupo F uniformemente 
discontinuo de isometrías, el conjunto definido por la órbita del origen bajo el subgrupo F*  de 
traslaciones del grupo F, es invariante bajo el operador R. 

Demostración. Efectivamente, si T E F  y TR e F con R isometría lineal, se tiene TR o = 

TR(c ) oTR, luego, TR() = I )ROT(  o(TR)' E F y entonces la traslación TR(a) E F. Es decir, 
si 1' E F y TR E F, entonces TR(a) E F'. 1 

Las propiedades anterior nos permite clasificar los posibles grupos uniformemente discontin-
uos de isometrías. Por ejemplo, en el plano, los posibles elementos de un grupo uniformemente 

9 
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discontinuo solo pueden ser traslaciones o elementos de la forma TaSV  con SI una reflexión sobre 
una recta generada por el vector y y que pasa por el origen. Note que un grupo uniformemente 
discontinuo de isometrías en el plano no puede tener elementos de la forma TaR con R = R0 
una rotación con 6 kir, k un número entero, ya que teniendo en cuenta que R0 - 1 es una 
matriz invertible si 6 kir entonces existiría X tal que TaR(X) = X lo cual no es posible para 
ningún elemento de un grupo uniformemente discontinuo. Tomando en cuenta que con Rk, 
es una reflexión si k es impar y es la identidad si k es par, podemos afirmar que F solo tiene 
traslaciones o reflexiones sobre rectas con deslizamiento. 

Proposición 2.1.3 Todo grupo uniformemente discontinuo de isometrías del plano F solo puede 
ser generado por una o dos traslaciones o una reflexión con deslizamiento o una traslación y una 
reflexión con deslizamiento en una dirección con componente no nula sobre el eje de reflexión. 

Analogamente, en la siguiente proposición presentamos los tipos de isometrías que pueden 
ser parte de un grupo uniformemente discontinuo de isometrías del espacio tridimensional. 

Proposición 2.1.4 Los elementos de un grupo unif. discontinuo de isometrías euclidianas en 
el espacio solo pueden ser traslaciones T, torcimientos TR1,0  donde e¿ - 1 O y reflexiones con 
deslizamientos T,,,Sr,  donde a es un vector cuya componente a lo largo del plano de reflexión II 
es distinta de cero. 

Demostración. Tornando en cuenta que toda isometría es de la forma TaR con Ta  una traslación 
y R una isometría lineal, basta observar que las distintas formas que puede tornar R estan dadas 
por sus posibles formas de Jordan. Como el polinomio caracteristico p(x) de R es de grado tres 
y R es isometría, cada valor propio debe tener norma 1. Lo anterior nos lleva a los siguientes 
posibles conjuntos de raices para p(x): a) (1, 1, 1) que corresponde a la Identidad, b) (1, 1, —1) 
corresponde a una reflexión sobre un plano que pasa por el origen;  e) (1, e 9, e °) corresponde 
a una rotación con ángulo O alrededor de un eje; c) (-1, e 0, e 9) corresponde a una rotación 
con ángulo 9 alrededor de un eje seguido de una reflexión sobre el plano que pasa por el origen 
y es perpendicular a ese eje. Note que el caso (1, —1, —1) es una rotación con un ángulo ir y que 
(-15  —1, —1) es una reflexión central y esta incluida en el caso e). Finalmente note que de las 
isometrías de la forma TaR con a O, aquellas de la forma TR19S donde el eje de rotación 
1 es paralelo a la normal al plano de reflexión II dejan siempre un punto fijo y por lo tanto no 
puede ser elemento de algun grupo uniformemente discontinuo. 

2.2 Clasificación de grupos uniformemente discontinuos de iso-
metrías euclidianas en el plano 

Observemos primero que en el plano las únicas isometrías que no dejan punto fijo son las trasla-
ciones y las isometrías de la forma TSV  donde SV  denota la reflexión sobre la recta generada por 
el vector y que pasa por el origen. Note que las isometrías de la forma TcRü donde R0 denota 
la rotación alrededor del origen por un ángulo 9 = kir, k entero, siempre tienen punto fijo y por 
lo tanto se excluyen de todo grupo uniformemente discontinuo de isometrías euclidianas. 

Existen en el plano cuatro posibilidades para un grupo uniformemente discontinuo F y su 
subgrupo de traslaciones F*.  A saber se tienen los siguientes casos: 
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1) F=Id F* = Id 

2) FLId I* = Id 

3) F74Id F*=<tno. >,a ER2,n EZ 

4) 1' Id F < tna+mj3>, C9 E IR2, n,m e 

El caso 1) es el caso trivial, y el espacio cociente resulta equivalente topológicamente al plano 
euclidiano. 

El caso 2) nunca se presenta ya que si 1' no contiene traslaciones salvo la identidad, podría 
entonces solo tener isometrías de la forma TQSV  con a un vector que tiene componente no nula 
sobre la recta de reflexión generada por el vector y. En ese caso TaSV  oTaSV  = Ta+Sv(a) = T20, 
y como supusimos que F = Id, se tendría que a = 0, lo cual nos llevaría a que S E F lo cual 
no es posible ya que S' deja fija toda una recta y esto no es posible para elementos de un grupo 
uniformemente discontinuo. 

Para el caso 3), se tienen dos posibles subcasos: el primer subcaso es que F = = Tna, 
aquí el grupo F está generado por la isometrías G(x, y) = (x + n, y) para toda n entera, en este 
caso el espacio cociente es topológicamente equivalente al cilindro. 

El segundo subcaso es que F tenga elementos que no sean traSlaciones, luego tendrían que 
ser reflexiones con deslizamiento, es decir, serían isometrías euclidianas de la forma TPSV  con p 
tal que tiene componente a lo largo de la recta generada por y. Pero como TPSV  o TSV = T2, 
tomando p = , el subgrupo < > se generaría mediante (TSv)2n = Tija  y el grupo 1' estaría 
generado por una reflexión con deslizamiento de la forma TSv.  Tomando y = e1 y a = (, 0), el 
grupo F estaría generado por la isometría I(x, y) = (x +1, —y) y todos sus elementos serian de la 
forma G,,, (x, y) = (x+n, (-1)7 y) paran E Z. En este caso el espacio cociente es topologicamente 
equivalente a la banda de Móbius. 

En el caso 4), tenemos también dos posibles subca.sos: el primer subcaso se da cuando F solo 
contiene las traslaciones Tn,,,.,8  donde supondremos que a = (1,0) y fi = (0, 1). En este subcaso 
el grupo F estaría generado por las isometrías gn(x, y) = (x + n, y) y hm(X, y) = (x, y + m) con 
n, m E Z. Aquí el espacio cociente resulta ser topológicaniente equivalente al toro. 

El segundo subcaso se tiene cuando F contiene reflexiones con deslizamiento TPSV  donde y es 
el vector generador de una recta que es paralela a alguno de los vectores a o fi (digamos a). Ahora 
el grupo F es generado por Tg S y Tfi, o por T3 S'  y Ta  con u vector paralelo a fi. Si tomamos 

= e1  y fi = e2, los elementos del grupo IT son de la forma 9n,rn = (Tsv)n o T(x, y) = 

(TjS(x, y + m) = (x + , (-1)(y + m)) (note que g2n,o = Tna y go,m = Tm ). En este caso 
el espacio cociente resulta ser topológicamente equivalente a la botella de Klein. 

2.3 Simetrías de retículas en 1ft2  y IR3  

Tomando en cuenta que la isometría lineal que corresponde a cada elemento de un grupo discon-
tinuo de isometrías IT preserva la órbita del cero bajo el subgrupo de traslaciones F*  abordamos 
aquí el problema de la clasificación de las retículas en dos y tres dimensiones. 

2.3.1 Simetrías de retículas hl-dimensionales 

Para clasificar los grupos uniformemente discontinuos en el espacio presentamos primero la 
clasificación de las simetrías de retículas en el plano. 

Sea £ la retícula bi-dimensional generada por los vectores a y ,6 con a x fi 0 0. Supondremos 
sin perdida de generalidad que a = el y 0 . e3 = 0. La retícula L viene dada por, 
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={nei+mfi, con n,rnEZ} 

Las isometrías del espacio tridimensional que dejan invariante la retícula hidimensional £ son 
rotaciones alrededor del eje de las zetas y reflexiones sobre planos perpendiculares al plano xy, 
esto nos permite decir que el estudio de las isometrías de una retícula bi-dimensional se reduce 
al estudio de simetrías del plano que dejan fijo una retícula del mismo plano. Si denotamos por 
M la 2 x 2-matriz cuyas columnas son e1, 13 y R es una rotación del plano xy alrededor del 
origen con un ángulo e que deja invariante £ se tendrá 

RM=ME 

donde E es una matriz cuyas entradas son números enteros. Luego, R = MEM' y la matriz 
E tendrá por determinante 1 y traza igual 2cos9, donde e es el ángulo de rotación. Siendo E 
con entradas enteras, tendremos para la traza de R 

2 cos e e Z 

y entonces los posibles valores para cose son —1, - , O, , 1 y los ángulos de rotación permi- 
tidos son O = ir, O = , o = , e = , e = , e = , e = , e O. Note que si O = , 

Ir 
 ir ~Lir entonces £ es una retícula cuadrada, si e = , , , la retícula esta formada de triángulos 

equilateros, si e = O, ir entonces la retícula es arbitraria. 

En cuanto a las simetrías que son reflexiones R sobre planos perpendiculares al de la retícula 
£ y la preservan, si L es la recta intersección del plano de reflexión con el plano de la retícula, 
entonces si  = na+mfi E L se tiene que p—R(p) e £; p+R(p) e L y (p—R(p)).(p+R(p)) = O. 
Note que el punto p+R(p) forma con p y el origen un triángulo isósceles con base sobre L. Luego, 
la sub-retícula sobre L estará generada por el vector a + R(a) más cercano al origen y entonces 
los puntos de £ se encuentran dispuestos sobre rectas paralelas entre si y perpendiculares a L 
separadas sobre L en una distancia igual a la mitad de la norma del generador de la sub-retícula 
sobre L o igual a la norma del generador de la sub-retícula cii el caso de que generador de £ 
más cercano al origen se encuentra sobre L. 

Lo anterior nos lleva a que £ es una retícula rectángular generada por dos vectores a y 
perpendiculares o es una retícula formada de rombos. En este último caso, el eje de reflexión 
coincide con la recta que pasa por el origen y el centro del rombo cuyo vértice es el origen. 

En este último caso los ejes de reflexión que dejan invariante la retícula £ son las rectas que 
pasan por el centro del rombo ó coincide, en el caso de que el rombo sea un cuadrado, pasan 
por los lados o el centro del rombo con vértice en el origen. 

De acuerdo a los grupos de isometrías euclidianas lineales del espacio bajo las cuales puede 
ser invariante una retícula bi-dimensional, las formas posibles de retículas con simetrías son las 
siguientes: 

Proposición 2.3.1 (a) Todas las retículas bi-dimensionales son invariantes bajo la identidad, 
la reflexión sobre el plano de la retícula y las rotaciones por un ángulo ir alrededor de la 
recta que pasa por el origen y es perpendicular a la retícula. 

(b) Las retículas que son invariantes bajo las rotaciones con ángulos . ir. , son generadas 
por dos vectores de la misma norma y perpendiculares entre si. Ver Figura 2.1. 

(c) Las retículas invariantes bajo las rotaciones por , , , , son las generadas por dos 
vectores de la misma norma que hacen un ángulo de 
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(d) Las retículas que son invariantes bajo la reflexión sobre una recta L que parte del origen, 
son aquellas generadas por dos vectores independientes con la misma magnitud tales que 
forman un mismo ángulo con la recta L o son generadas por dos vectores perpendiculares 
donde uno de ellos descansa sobre la recta L. Ver Figura 2.2. 

Y 

X 

Figura 2.1: Retícula cuadrangular 

Y 

x 

Figura 2.2: Retícula rectangular 

2.3.2 Simetrías de retículas tri-dimensionales 

Sea £ la retícula en IR3  generada por lo5 vectores a. fi, y -y, con (a x fi) - -y O 

£ = {na+ m+p'y, con n,m,p Z}. 

Sea R una isometría lineal que deja invariante a C. En este apartado clasificaremos las 
retículas en IR3  que tienen simetrías euclidianas lineales. Distinguiremos dos casos: 

Primero cuando la retícula tiene una isometría dada por una rotación y después cuando la 
retícula tenga una reflexión sobre algún plano como una de sus isometrías. 

Si R es una rotación con un ángulo 6 ir entre los vectores n, ,6 y 'y que generan a 

Supongamos que a es de norma minima que no coincida con el eje de rotación, entonces R(a) 
será tambien un vector de la retícula con la misma norma que a, luego tendrá que coincidir con 
alguno de los otros dos restantes, digamos que R(a) = fi y por lo tanto, el sub-espacio P generado 
por a y fi quedara invariante y también la sub-retícula J = {na + mfi, con n, m e Z} quedara 
invariante. Entonces tendremos que ¿T es una retícula bi-dimensional y R restringida al plano P 
será una isometría de J, y tomando en cuenta el análisis hecho arriba para isometrías de retículas 
bi-dimensionales tendremos entonces que el ángulo de rotación 6 será tal que 2cos(6) e Z. En 
cuanto al otro generador 'y que se encuentra fuera del plano P, lo podremos tomar normal al 
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plano P, ya que si no fuera normal a P se puede expresar en la forma 'y = p +a con p normal a P 
y a tangente a P. Por otro lado R deja invariante al plano trasladado D = p + P. Entonces los 
puntos de la retícula a + na + m/3 sobre el plano p + P deberían también quedar invariante bajo 
la rotación, esto obliga a que a sea de la forma non + mo/3, con no, mo E Z. Luego, podremos 
tomar como generadores de este tipo de retículas a, /3 y p con (p x a) x /3 = O, l l all = LBU 
2Q-O E Z. 

Ahora veremos como deben ser las retículas tri-dimensionales generadas por tres vectores a, fi 
y 'y que admiten isometrías lieneales dadas por reflexiones Sr,  sobre un plano II. Supongamos 
que a Ø II y es de longitud minima, luego a y S11(a) serán independientes. Supongamos que 
fi = y consideremos el plano P perpendicular a II, éntonces la sub-retícula bi-dimensional 
¿7 generada por esos vectores es invariante bajo la reflexión sobre la recta Q que es la intersección 
de IT y  P. Según lo demostrado para retículas bi-dimensionales, la sub-retícula 7 deberá estar 
generada por a y fi = S'1(a) con a fi = O. es decir será una retícula formada por rectángulos 
o tendrá que ser generada por un vector a y un vector fi tales que la proyección de a sobre fi 
es igual a un medio la longitud de fi, es decir, la retícula está formada de rombos. Finalmente 
podemos ver que para que la retícula inicial £ será invariante bajo SI,  el tercer generador 'y 
tiene que encontrarse sobre el plano IT y perpendicular al plano P. 

2.4 Clasificación de grupos uniformemente discontinuos de iso-
metrías euclidianas en el espacio tridimensional 

De acuerdo al suhgrupo de traslaciones F*  que pueda contener un grupo uniformemente discon-
tinuo F de isometrías euclidianas en el espacio tri-dimensional, se tienen las siguientes posibili-
dades para F y F. 

1)F = Id, F*=Id. 

2) F Id, r* = Id o = (T), con n E Z 

3) II' Id, F (Tna+mfl), con a x fi O, n, m E Z 

4)F Id, F*=(Tna+m+qy),  con (axfi)-yO, n,m,qE7Z 

Para la clasificación de los grupos de isometrías euclidianas del espacio uniformemente dis-
continuos tomaremos en cuenta: Primero, la clase de isometrías que pueden ser elementos de 
un grupo uniformemente discontinuo. Recordemos por ejemplo, que en el espacio un grupo 
discontinuo no puede tener isometrías euclidianas que dejen fijo algún punto. Y segundo, toda 
isometría de F de la forma T( R debe ser tal que la parte lineal R debe preservar la retícula 
generada por F*.  

Los elementos que generan un grupo de isometrías euclidianas 1' uniformemente discontinuo 
solo pueden ser de tres tipos: traslaciones Ta, torcimientos Ta Ri,e con a 10 O y reflexiones con 
deslizamientos T,,Sr,  donde a tiene componente distinta de cero a lo largo del plano E. 

Procedamos a la clasificación para cada uno de los casos de la tabla anterior: 

El caso 1) es el llamado caso trivial. El grupo de isometrías solo consta de la identidad. 
Denotaremos a ese grupo por F1,1. En este caso el espacio definido por las órbitas de la acción 
del grupo coincide con 1R. 

El caso 2) contempla dos subcasos: 2.1) r Id, F = Id. Aquí 1' no puede tener reflexiones 
con deslizamiento pues estás generan grupos no triviales de traslaciones. Luego, F solo puede 
ser generado por un torcimiento de la forma Ta Riü con 0 0, 1 x a = O. Si es un número 
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irracional, entonces F* = Id. Si es un número racional entonces 1' posee un subgrupo de 
traslaciones generado por un elemento no trivial. Por lo tanto, en este subcaso 2.1) el grupo 

= {g = (TR1 9)', con 
2n

E  11,1 x a 0, n E }. 

En el subcaso 2.2) F Id y F = (T). Aquí, si R es una isometría lineal no trivial, que 
deja invatiante la retícula {no¿, u E } se tienen dos casos: 2.2.1) R(a) = a y  2.2.2) R(a) = —a, 
y entonces se tienen para R las siguientes posibilidades: 

Para el caso 2.2.1) tenemos otras dos posibilidades para R, a saber la posibilidad 2.2.1.1) 
con R = R

19 
 y una segunda 2.2.1.2) con R = Sr, con a sobre el plano H. Para estas dos 

posibilidades los grupos correspondientes son 

F2,2 ={g= (Ta R a 2i) , con k,nE7Z}, 
fi'k 

y el caso 2.2.1.2) con 
1'2,3 = {9n = (T SI'), con n E Z,a E ll}. 

Análogamente, para el caso 2.2.2) tenemos el subcaso 2.2.2.1) con R = Sr, con a normal a 
II y el subcaso 2.2.2.2) R = R1 con eje 1 perpendicular a a. En estos dos últimos casos para R, 
no pueden formar parte de elementos de un grupo uniformemente discontinuo, ya que todas las 
isometrías de la forma 2.)SI' con a normal a II o T.)R1, con eje 1 perpendicular a a no pueden 
generar el subgrupo I'. 

Para el caso 3) consideremos F 0 Id, r = (Tna+mi ) con a x fi O y (a x fi) x e3  = O. 
Note que en este caso las isornetrías lineales R del espacio que preservan la retícula no pueden 
incluir rotaciones alrededor del eje e3  pues una isometría de la forma TpRe3,0 no puede generar 
traslaciones por vectores perpendiculares a e3  sin tener puntos fijos. Luego, los casos posibles 
para la isometría lineal R de los elementos de F con F* = (Tna+m ) son: 

a) Si R = Id. se tiene 

F = F3,1 = = (T0) 0(T8)m, con n,m E Z}; 

b) Si 1? = Sr', entonces se tienen dos casos: uno con /3 e, II y o' ' H cuyo grupo 

F = I'3,2 = {gn,rn (T0r 
0  (TSn)m,  con n, m E Z}, 

en el otro caso a, fi E U y entonces se tiene el grupo 

F = F3,3 = {g = (Ta  SI') o (TSH)m, con n, m  

Finalmente el caso c) R = R , , se tienen entonces los grupos 
IIII 

1' = F3,4 {gn.m (T0  o (TBR t3 ),  con n, m. E Z}, 
2 11311 

y 
F = F3,5 = {gn,rn = (Ta S')' o (TR ), con n,m E Z}. 

2 2 Ø' 

En el caso 4), para determinar los grupos en el espacio tridimensional cuyo subgrupo F*  de 
traslaciones sea de la forma F* = (Trto+rn+q ) con (a x fi) 'y 0 O dividiremos los posibles casos 
en cuatro grupos: 
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• a) el grupo F que tiene como generadores tres generadores de FX 

• b) el grupo F que tiene entre sus generadores dos de los generadores de F* 

• c) el grupo F que tiene entre sus generadores uno de los generadores de I* 

• d) el grupo F que no tiene entre sus generadores a ninguno de los generadores de F* 

En el caso a) se tiene solo el grupo F4,1  = 

En el caso b) supongamos que Ta  = Tei  y T con fi en el plano xy son los generadores de F* 
que se incluyen entre los generadores de F. Aquí se tienen 4 subcasos: 

b.1) Si F4,2  = (Ta,T TR) con 'y x (a x fi) = O; 

b.2) Si 'y x (a x fi) = O y a fi , los posibles grupos son F43 = (Ta,Tj3,TaR) si 

c¿ - fi = O (la retícula £ es cuadrada); F4,4  = (Ta,T,TLRL) si el ángulo entre a y fi es , y 

F4,5 =  (Tu, Tfl, T2Ra), si el ángulo entre a y fi es es decir £ es triángular; 

b.3) Si a fi = O, ax fi E II y 'y E rl, se tiene r4,6  = 

b.4) Si a x fi Ell, 
f = 

y 'y E II, entonces se tiene F4,7  = 

Enseguida tenemos para el caso c) el grupo F4,8 = KTe, TS11, T1R) si a •'y = O, a x 'y E II 

y II contiene a Q. 
Note que el caso (Ta, Tfl811  , T.-1S) donde II contiene a fi y 'y no corresponde a este caso c) 

ya que TS11 = T+ y tendriamos dos traslaciones entre los generadores de F. También 

observamos que el grupo KTa,  T13 R1 .,,., T2R) no corresponde a un grupo uniformemente dis-

continuo, ya que Te Rj3., o T1  R,,. resulta tener puntos fijos. 

Finalmente consideramos los casos correspondientes al inciso d) y tenemos los casos 'y x (a x 

fi) = O y a, fi E II donde se tiene el grupo F4,9  = KTS11, T1+iaR y,) que no contiene traslaciones 

como generadores y el grupo I74,10 = (TaRa,,r ,Ty+fiR,,r ). Note que o T0 R = 

Ty+j_ aR y,. 

Note en el caso 4,9, los elementos de 1' tienen la forma g,. (Tl+ R.y2(T0Snl )m. Los 

subgrupos de traslaciones son obtenidos de la siguiente manera: 92n,0 = 
(TpRy,)2fl = 

go,m = Tmo  y gn,n = Note que R1,0  o TCS11  con 1, c E fi no tiene puntos fijos. 



2.4 Clasificación de grupos uniformemente discontinuos de isometrías euclidianas en el espacio tridimensior 

Tipo Grupo de Isometrías Euclidianas 
1,1 F=Id 

2,1 F=(TR1,0), ji E,lxaO,nEZ 

2.2 F=(1TaRa 2ir,kE 

2,3 r= a e n 

3,1 F=(T,T),ax3O 
3,2 F=(T,TjS11),aIH,/3Ell 
3,3 F = (TS",TflS"), a,3 E II, a x 0 O 

3,4 
2 11311' 

3,5 F=(TaS11TR137)aEll.±fl 2 2 11011 
4,1 1' = (a x 0). 'y O 

4,2 F = (Tj T, R 'y x (a x 13) = O 2 11,y1 
4,3 F = Ta,TJ3,TR , a ¡3 0, Hall = llll 4 yfl 2 
4,4. F= hall = hl/hl, = 
4,5 r=(Ta,T,TR. ,hlll=ll$hl, 

4,6 F (Ta,Tíj,TS'1, a= O, a x ¡3 E fi, 'y EH 
4,7 IT = (Ta,T,TyS't), ju = , ' 

4,8 F = (T,TSH,T2R), a• 'y = O, a x 'y E fi, 6 E fi 

4,9
F=KTçiS11,Tl+R),a.'y=0,a,'yEflyfi±H 

4110 F = (TaRa.r,Tf+,R,'.), 'y X (a x ¡3) = O 

Tabla 2.1: Clasificación de grupos de isometrías uniformemente discontinuos en el espacio 
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Capítulo 3 

Espacios localmente euclidianos 

3.1 Propiedades de los espacios localmente euclidianos 

Una estructura métrica sobre un conjunto M viene dada mediante una función dA,! : M x M - 
IR. tal que satisface las siguientes condiciones: 
Para todo x, y, z E M se tiene 

• dA(X, y) > O (Positiva definida) 

• 41(xy)=0x=y 

• djví(xy) = d1t1(y,x) (Simetría) 

• 

 

dm (x. y) dA,f(x, z) + d2t,j(z, y) (Desigualdad del triángulo) 

En el espacio métrico Al al conjunto De(a) = {b E MjdAf(a, b) < s} se le denomina la bola 
abierta con centro en XO y radio E. Analogamente, se define la bola cerrada con centro en a y 
radio & como el conjunto Da (a) = {b E MJdví(a, b) E}. Todo espacio métrico es un espacio 
topológico con la topología generada por la familia de las bolas abiertas, es decir un conjunto 
A se dice abierto si para cada punto a E A existe una bola abierta con centro en ese punto 
totalmente contenido en el conjunto. Obviamente todo subconjunto de un espacio métrico es un 
espacio métrico con la misma función métrica. 

Dados dos espacios métricos (M, dA,!),  (N,  dN),  una función E : M -* N se llama una 
isometría si F es uno a uno y sobre y además preserva las distancias. 

dN(F(X),F(y)) = 41(x,y),Vx,y E lvi 

Como ejemplo importante de espacio métrico tenemos el espacio vectorial R con la métrica 
euclidiana (dRn) definida mediante dRn (X, Y) = 1 I - Yll. A la bola abierta con centro en 
x0  E IR y radio s la denotaremos como BE (xo). 

Definición 3.1 Un espacio localmente euclidiano, es un espacio métrico (M, 4í),  tal que existe 
r > O, donde para cada a E M existe ó : Dr (a) -4 Br (d(a)) tal que 

d,í(x,y) = dn(q5(x),q5(y)),Vx,y E D, (a) c M 

Sobre un espacio localmente euclidiano, se puede definir y construir algunos de los conceptos 
de la geometría euclidiana como veremos a continuación. En particular podemos definir el ángulo 
de intersección entre dos curvas sobre un espacio euclidiano M como la magnitud del ángulo de 
intersección que en R" hacen sus imágenes bajo la isometría local definida alrededor del punto 
de intersección. 

19 
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Recordemos ahora que un segmento de recta en 1R' es la imagen de una curva C: [a, b] --> 1R 
de la forma C(t) = p + tv con p, y E 1R y una trayectoria poligonal en 1R es una curva 
'y: [a, b] - R continua tal que existen al, a2, ..., a, donde a = al <a2 < ... <a_i < an  = 

tales que 'y(aj, aj+l)  es un segmento de recta para i = 11  ... , n - 1. Tomando en cuenta las 
definiciones anteriores tenemos: 

Definición 3.2 Una trayectoria poligonal en un espacio localmente euclidiano M es una curva 
'y, tal que en cada punto de ella -y (t) la isometría local definida  en ('y(t)) mapea 'yfl(-y) en 
una trayectoria poligonal en R'2 . Analogamente, una poligonal define un segmento de recta en 
M si 'y fl D, (-y) es mapeado en un segmento de recta en 1R?. 

Definición 3.3 Un espacio euclidiano M se dice conexo por trayectorias poligonales si para 
cada par de puntos a, b E M existe una trayectoria poligonal en M que los une. 

Supondremos de ahora en adelante que M es un espacio localmente euclidiano conexo por 
trayectorias poligonales. Mostraremos enseguida que cada segmento de recta en M se puede 
extender indefinidamente dando lugar al concepto de recta en M. 

Sea L un segmento de recta en M dado por la curva 8: [a, b] - M. Tomando en el extremo 
8(b) la isometría local ((6(b)), ml),  que existe en virtud de ser M localmente euclidiano, la 
imagen bajo & de los puntos de 8(t) en ( 1(8(b))) definen un segmento de recta en 1R? con 
punto final ó,(ó(b)) y que se puede extender en lPJ como segmento de recta hasta un único punto 

Q de la frontera de çb1((6(b)). El segmento c5j(6(b))Q en lR es transformado bajo q5 en 
un segmento de recta en M que es extensión de L y tiene una magnitud mayor en r unidades 
que la de L. Repitamos este proceso para el segmento extendido y para el extremo q5j(Q). De 
esta manera obtenemos en cada paso una extención del segmento anterior con longitud mayor 
en r unidades. De esta manera obtenemos la recta en M que contiene al segmento inicial L. 

3.2 Espacios cociente 

En este apartado mostraremos como construir espacios localmente euclidianos a partir de la 
acción de grupos discontinuos de isornetrías euclidianas actuando sobre el mismo espacio 1PJ. 
Posteriormente mostraremos que este procedimiento agota a todos los espacios localmente eu-
clidianos. 

Definición 3.4 Sea F un grupo uniformemente discontinuo de isometrías euclidianas. Defini-
mos una acción de F sobre R' como una función: 

1' x Rn
-* PJ 

(G,X)=C(X), VGEF,XER 

Notese que 
o C', X) = 0 (G, (C", X)), y C, C' E F 

Para la acción de F sobre R' anterior, se tiene la siguiente relación de equivalencia. Si 
X, Y E lR diremos que están F-relacionados si existe G E F tal que Y = C(X). A las clases de 
equivalencia correspondientes las llamaremos órbitas de la acción de 1' sobre 1R y al conjunto de 
todas las órbitas le llamaremos el espacio cociente asociado a la acción dada, y lo denotaremos 
1R'/F. A la órbita que contiene al punto X E R' la denotaremos como Ox 
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Consideremos la función proyección U : R - lft/F que asocia a cada punto X de RI la 
órbita a la cual pertenece, es decir U(X) = Ox. Sobre el espacio de órbitas 1R/F definirnos la 
topología cuyos abiertos son aquellos conjuntos A de lR?/F tales que 11 1(A) es un abierto de 
1R7 . A esta topología se le llama la topología cociente. 

Para dar una métrica para el espacio de órbitas tenemos las siguientes definiciones, 

Definición 3.5 Sean Ox,  Oy E Ift/F. se define su distancia como: 

dRn/r(Ox,Oy) = min{drtn(X',Y') 1 X' E Ox, Y' E Oy} 

donde da denota la distancia euclidiana en 1Ra. 

Nótese que esta definición de métrica es local y no global. Para mostrar que la definición 
anterior de distancia es correcta, tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 3.2.1 Para la acción de 1' sobre Rn  dada en la definición anterior se tiene: a) 
Cada órbita Ox = {G(X), VG E F} no posee puntos de acumulación; b) Si Y ØOx; entonces 
la distancia de Ox  a Oy es mayor que cero. 

Demostración. a) Sea r el número real asociado a la propiedad de ser F un grupo uniforme-
mente discontinuo. Si Xo fuera un punto de acumulación de la órbita Ox,  entonces en la 
bola abierta Bi (X0) con centro Xo y radio existirían puntos distintos de la forma G(X) y 
H(X) con G, H E F. Tomando en cuenta que F es grupo de isometrías euclidianas, tenernos 
dRn(G(X), H(X)) = dRn(X, G 1 H(X)) < 2 ;  lo cual contradice la propiedad de discontinuidad 
de F. 

b) Si dos órbitas distintas Ox y Oy no estuvieran separadas por una distancia mayor que O, 
tendríamos dos sucesiones g-,, (X) y g,,, (Y) tales que dn(g(X), g,(Y)) = dRn(X, g,'gm (Y)) _ 

O, lo cual implicaría que X es un punto de acumulación de Oy, lo cual no es posible. 

u 

Definición 3.6 Una Región Fandamental de la acción de un grupo F de isometrías euclidianas 
en RT' es un conjunto de R" tal que los subconjuntos G() con G E 1' definen una partición 
de R', es decir se cumplen las siguientes dos propiedades: 

• G()flG'()=øsiGG', 

• UG=R. 
GF 

Teorema 3.2.2 Sea 1' un grupo uniformemente discontinuo de isometrías euclidianas de R y 
M = lR'/F el espacio de órbitas bajo la acción de 1' y dpj(Ox,Oy) = min{dRn(X',Y') 1 X' E 
Ox, Y' E Oy} entonces (M, d21) es un espacio localmente euclidiano. 

Demostración. Sea X E IR", y B r (X) c IR" la bola abierta con centro en X y radio , donde r 

es el número asociado al grupo  F. Sea : (X) -* (0) tal que si Y E (X) se define 

«Y) = Oy. Claramente dAf  (Ox  , Oy) < y es además isometría euclidiana en r (X) ya que 
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si W.Z e r(X), entonces G(W).H(Z) con G.H e F. con G H, son elementos de O y Oz 
respectivamente, y entonces 

dRn(G(W),H(Z)) = dn(W,G 1 H(Z)) 

Por otro lado. en todo espacio métrico se tiene la formula d(x, y) > d(x, z) - d(z, y), y entonces 

>  

>  

luego como dn(W, Z) < , se tiene 

d j í(O, Oz) = dRn(W. Z) 

es decir 
dAJ(Ó(W). (Z)) = (IR? (U Z), y ii Z e B r (X) 

Por lo tanto ó es una isometría euclidiana en Br  (X) y M es espacio localmente euclidiano. • 

3.2.1 Ejemplos de espacios localmente euclidianos 

Como ejemplos (le superficies localmente euclidianas presentarnos: 

• Cilindro. 
Sea C = R2 /F, donde F = {T(o)  1 n e 
La iF-órbita de un plinto (x, y) e C es el conjunto de la forma 

= {(x + n, y) it 

Este espacio cociente tiene como región fundamental cualquier conjunto de la forma 

= {(x,y)x E (a,a+ 1],a e IR}. 

La distancia entre dos F-órbitas se definirá de la siguiente manera. 
Sean °(x,y) Y °(w.z) F-órbitas de C. Denotaremos como [x] a la parte entera de x. 
La distancia entre dos órbitas °(x,) °(wz) se calcula (para los cálculos tomemos la región 
fundamental con a = O): 

dc(O(,),O(,)) = {d((x,y)',(w,z)') 1 (x, y)' E °(xy) flc, (w, z)' e O(,) fl} 

=d((x— [x],y),(w— [w], z» 

• Banda de Móbius. 
Sea Al = R2 /F. donde F = {T(o)  o 8 1 n e Z. 8 es la reflexión sobre y = O}. 
La F-órbita de un punto (x. y) E IR2  es el conjunto 

°(x,y) = {(x + n, (—I)" y) 1 n E } 

Este espacio cociente tiene como región fundamental cualquier conjunto (le la forma 

Im  = {(x,y) 1 x e (a, a+ 1].a e R, ye R}. 
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Figura 3.1: Órbitas en un cilindro 

La distancia entre dos r-órbitas se calcula de la siguiente manera. 
Sean °(s,y) Y °(w,z) r-órbitas de M. Denotaremos como [x] a la parte entera de x. 
La distancia entre dos órbitas °(x,y) °(w,z) se calcula (para los cálculos tomemos la región 
fundamental con a = O): 

dM(O(,y), 0(w,z)) = {d((x, y)', (w, z)') 1 (x, y)' E °(x,y) M, (w, z)' E 0(w,z) n Jm} 
= d((x - [x], (_1)[x]y).  (w - [w]. (_1)[w]z)) 

Figura 3.2: Órbitas en la banda de Móbius 

• Toro. 
Sea T = 1R2/r, donde F = {t(n,m)  1 n,m E Z}. 
La r-órbita de un punto (x, y) E T es el conjunto 

* * * * * 

o o o o o 

O(,)={(x+n,y+rn) 1 m,nEZ} 

Este espacio cociente tiene como región fundamental cualquier conjunto de la forma 

IT = {(x, y) 1 :z: E (a. a + 1]. y E (b. b + 1], a, b E R}. 
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La distancia entre dos r-órbitas se definirá de la siguiente manera. 
Sean O(x,y) Y °(w,z) r-órbitas de T. Denotaremos como [x] a la parte entera de x. 
La distancia entre dos órbitas °(x,y) °(w,z) se calcula (para los cálculos tornemos la región 
fundamental con a = O): 

dT(O(Xy),O(WZ)) = {d((x,y)',(w,z)') 1 (x, y)' E °( x,y )  flfr, (w, z)' E O() flT} 

= d((x— [x],y— [y]),(w— [w],z— [z])) 

Figura 3.3: Órbitas en un toro 

• Botella de Klein. 
Sea K = R2/I' donde r = {t(o)  o S 1 n. E 74 S es una reflexión sobre L, 
donde L es la mediatriz entre (n, m) y (n, m + 1), m E Z}. 
La F-órbita de un punto (x, y) E K es el conjunto de la forma 

°(x,y) = {(x + n, (—l)n
y + m)Im,n E Z} 

Este espacio cociente tiene como región fundamental cualquier conjunto de la forma 

IK = «X, Y) 1 x E (a,a + 1], y E (b,b+ 1],a,b E }. 

La distancia entre dos F-órbitas se definirá de la siguiente manera. 
Sean O() y O(w,z) r-órbitas de K. Denotaremos como [x] a la parte entera de x. 
La distancia entre dos órbitas °(x,y) °(w,z) se calcula (para los cálculos tomemos la región 
fundamental con a = O): 

dIc(O(,), O(,)) = {d((x, y)', (w, z)') 1 (x, y)' E O(,) fl  3i<,  (w, z)' E °(w,z) n 3K} 

= d((x - [x], (_i)Ex](y - [y])), (w - [w], (i)°1(z - [z]))) 

* * * * * 

1 
* * * * * 

1 • 1 
* * * * * 

1 
* * * * * 

Note que si la región fundamental de un subgrupo discontinuo es acotada entonces el espacio 
cociente es también acotado en el sentido de que la distancia entre cualquier par de puntos u 
órbitas es menor que un cierto número. Análogamente, si la región fundamental es no acotada, 
podemos siempre encontrar pares de puntos cuya distancia sea tan grande como se quiera. 
Tomando en cuenta lo anterior observamos que en el caso de grupos de isometrías del plano, el 
toro y la botella de Klein son espacios acotados, mientras que el plano, el cilindro y la banda de 
Móbius son no acotados. 

Como ejemplos de espacios tri-dimensionales localmente euclidianos presentamos los sigu-
ientes: 
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Figura 3.4: Órbitas en una botella de Klein 

• M = R3/F = BIvI x R 
F = (T S') con a paralelo a II 

Supongamos que a = ci y II es el plano XY. 

F(x,y,z)= (ni S(xy.z)=(x+n().y,(-1)z). con nEZ 

Este espacio cociente tiene como región fundamental cualquier conjunto de la forma 

= {(x,y.z) 1 x E (a,a+ 1], a E R, y,z E R} 

• M = ]R3 /F 

F = (TaS.TS) con a,fi E II y a x O 

Supongamos que a = e1 y 3 = e2. 

Fn.rn(x, y, z) = (Ta S fl )12 (TSfl)m(x, y, z) = (x ± n, y ± m, (_1)mz ), con n, m E Z 

Este espacio cociente tiene como región fundamental cualquier conjunto de la forma 

= {(x.y.z) 1 x E (a,a+ 1], y E (b.b+ 1],z E R, a.b E R} 

• Al = R3/F 

F = (T0. T, TS) con ir generado por a y , y 'y perpendicular. 

Supongamos que a = el, 3 = e2 y por lo tanto 'y = e3- 

Fn.m.q(x, y, z) = (T0. y1(T3)m (T7 n)(x,  Y.  z) = (x+Tb. y+m, (_1)z+(1+(_1)1)), 

• • . 
* * * 

* * 
• . 

* * * 
* * 

0 
* * * 

* * 
• • • • 

* * * 
* * 

• • . • 

con ir, m. q E Z 

Este espacio cociente tiene como región fundamental cualquier conjunto de la forma 

= {(x,y,z) 1 x E (a,a+1]. y (b.b± 1].z E R. a,bE Tft} 
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3.3 Teorema de clasificación de espacios euclidianos 

Ahora mostraremos que los espacios localmente euclidianos de dimensión n son siempre espacios 
cocientes asociados a la acción de subgrupos uniformente discontinuos de isometrías euclidianas 
sobre el espacio vectorial R'2. 

Este es el contenido del Teorema de clasificación de ese tipo de espacios y que nos permite 
dar una respuesta matemática a las posibles formas que globalmente puede tener el espacio 
en el cual vivimos. Veremos dado un espacio euclidiano arbitrario como obtener el subgrupo 
de isometrías correspondiente mediante la introducción de los conceptos de función cubriente e 
isometriá cubriente. 

3.3.1 La función cubriente 

Ahora demostraremos que el espacio vectorial euclidiano IR'2  cubre a cada espacio localmete 
euclidiano y conexo por trayectorias poligonales M en el sentido de que podemos establecer una 
función F del espacio IRIZ  en el espacio M que sea sobre (es decir, cubre al espacio) y que además 
esta función es tal que cada punto del espacio M posee una vecindad tal que su imagen invers 
bajo la función es una unión ajena de abiertos de IR'2  y la función F restringida a cada uno 
de estos abiertos en IR'2  es una isometría euclidiana. A este tipo de funciones se les denomina 
"funciones cubriente?. 

Consideremos la aplicación 2 : ]R'2  - M construida en la siguiente manera. Fijemos en M 
un punto arbitrario o y la isometría local (,.(o). ) con G5 (o) = O e IR'2, (O el origen). Sea ahora 
X E IR'2  y consideremos el segmento de recta 1 que une X con el origen O de IR' y consideremos 
la recta L en M generada por el segmento de recta definido por la intersección de la imagen de 
1 bajo 2 con el bola ,(0). Sea 2(X) el punto que se encuentra sobre L a una distancia del 
punto o igual a dan (X, O). La aplicación 2 está bien definida sobre todo R. A esta aplicación 
la llamaremos el función cubriente de M generado por la isometría local (Dr(0), ). 

Definición 3.7 A la función arriba construida le llamaremos una función cubriente o la función 
cubriente asociada a la isometria 0. 

La función 2 tiene las siguientes propiedades: 

Proposición 3.3.1 La función cubriente 7 tiene las siguientes propiedades: a) Si Ay B E IR 
con dan(A,  B) < li, entonces dM(2(A), 2(B)) = dn (A, B), y entonces 7 es una isometría 
local; b) 2 es sobre. 

Demostración. Para probar a) distinguiremos dos casos. 1) A y B se encuentran sobre una 
recta que pasa por O. En este caso, como 2 transforma isométricamente segmentos de recta 
emergiendo del origen en R'2  en rectas en M con punto inicial O, se tiene por construcción que 
dM(7(A),2(B)) = dn(A,B). 

2) Ahora supongamos que dan (A, B) < pero A, B no son colineales con el origen. Sean so-
bre el segmento OA los puntos R1, R2, ..., Rk = A situados consecutivamente con dn (R.j, Rj+i) = 

i = 1, ...k - 1, y análogamente sobre los puntos Si, S2, ..., Sk = B con dn(Sj, S+1) = 
para i = 1, ...k - 1 como se observa en la Figura 3.5. Consideremos en IR los cuadriláteros W 
de vértices para i = 1..., k —1 (ver Figura 3.6) y  el triángulo inicial OS, R1. Vemos 
primeramente que el primer cuadrilátero R15152R2 está contenido en pr(0) y por lo tanto la 
función 2 preserva sus dimensiones, es decir dn(Rj, Sj) = dM(7(Rj), P(Sj)) para i, j = 1, 2, 



3.3 Teorema de clasificación de espacios euclidianos 27 

así como también. dRn(S1,  S2) = di ,1(P(Sl), 'P(S2)) y dlRn  (R1, R2) = dj1(P(R1), 'P(R2)). De-
mostraremos ahora por inducción que si las distancias entre los vertices del cuadrilátero W 
se preservan bajo 7' lo mismo se cumple para Observemos primeramente en W 1  que 
estando Rj+i y Ri+2, Y 8j+i y Sj+2 sobre rectas que salen del origen, se tiene por 1) que 
dRm(Rj+l,Rj+2) = dM(P(1j+l ),P(Rj+2 )) y dRm(Sj+1,Sj+2) = d1,1(P(S +1),P(S +2)), y por 
hipótesis de inducción dRn(Sj+1,  Rj+i) = 4j(P(Sj+i), P(Rj+i)). Nos falta comprobar que 7' 
preserva la longitud de los segmentos Rj+iS+2 y Si+iRi+2 y  Ri+2, Si+2 Para esto obser-
vamos que W y W.i están contenidos en la bola r (Sj+i) y entonces existe una isometría 
(T r (P(Si+i)),c) COfl r(P(Si+i)) = r (Si+i) y q5(7'(Sj+1)) = S1 y entonces por ser M 
localmente euclidiano existe una isometría 0 : - r(Si+i) y 0(P(S+i)). Como 
los conjuntos P(W uW +i ) están contenidos en (P(S +1)) entonces 0oP(W UW:+i) forman 
en lR? un par de cuadriláteros sobre el plano generado por las imágenes bajo q o 7' de las rec-
tas determinadas por SS2 y RiRi+2. Componiendo q con una isometría apropiada podemos 
hacer coincidir los vertices de los cuadriláteros W U W 1  con los vertices de los cuadriláteros de 
7' o (W1  U W +1) y entonces dRn(R,i+2,  S +2) = dR- (0 o (P)(H +2). q o (P) (S +2)) y como 0 es 
isometría de M en lR 7  tenemos entonces dRn  (Ri+2,  S+2) = 4f((P)(Ri+2), (P)(S +2)), con esto 
hemosprobado que el cuadrilárero W+i es también transformado por 7' isométricamente con lo 
que se concluye la valides del paso de inducción y entonces podemos afirmar que 7' transforma 
puntos de M cuya distancia es menor que 11  en puntos de R'con la misma distancia. Es decir, 
el mapero 7' es una isometría local. 

b) Ahora probaremos que cada punto q e lvi es la imagen bajo 7' de algún punto de 1R'. 
Primeramente notemos que la función cubriente 7' transforma segmentos de linea en segmentos 
de linea ya que si 1 es un segmento de linea en IR'1  podemos cubrirlo con un número finito de bolas 

sobre las cuales 7' es una isometría local. Luego su imagen estará formada de segmentos de 
línea que hacen un ángulo ir con el anterior ya que toda isometría local preserva ángulos y los 
subintervalos en que se descompone 1 hacen en sus puntos de intersección un ángulo ir. Luego 
2(1) es un segmento de linea en M. 
Para demostrar que 7' es sobre, tomemos un punto p e M. Por ser LVI conexa existe una trayec-
toria poligonal G con vertices 0,pl,p2, •,Pk = p. Sea & : Dr (o) —+ r(0) isometría, entonces 

( fl Dr (o)) determina un segmento de recta en IR" que parte del origen O a un punto r1  en 
la frontera de B r (0). Extendamos ese segmento de recta hasta el punto qi  tal que TI (q1) = Pi. 
Consideremos ahora la bola (qi),  el segmento de recta es transformado en el segmento 

de recta P(r1)p1. Consideremos ahora el segmento de recta 571- 5 en M que hace un ángulo c 
con el primer segmento de recta ?5fj y entonces 7' 1(7  fl D (Pi))  determinara un segmento 

q1r2  en la bola (q1)  que liara un ángulo o con el segmento de recta 7. 

Repitiendo esta ultima construcción, tomando (r2) y la correspondiente bola D r (2(r2)), la 

imagen inversa 7(P(r2)p2 fl (2(7'))) nos determinara un segmento de recta que continua 
al segmento Ti—r2 en IR" y de esa manera, despues de un número finito de pasos se alcanzara el 
punto q2  tal que 7(q) = P2. Con este procedimiento podemos encontrar el punto q que bajo 2 
va a dar a p y entonces habremos demostrado que 7' es sobre. u 

El grupo de isometrías cubriente 

Ahora construiremos a partir de la función cubriente 2 un grupo uniformemente discontinuo F 
de isometrías euclidianas en IR" para las cuales el espacio M es equivalente al espacio de órbitas 
de la acción de ese grupo sobre IR". A ese grupo lo llamaremos el grupo de isometrías cubriente 
asociado a la función cubriente P. 
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R S~= P s— ---; s - B=S 

Figura 3.5: 

Figura 3.6: 

Definición 3.8 Diremos que una isometría euclidiana H: 1PJ —+ Rn es una Isometría Cubri-
ente asociada al cubriente 2: 1R - M, si 2 o H = 2 para todo P e 1Ra. 

El conjunto de las isometrías cubrientes Sp forman un subgrupo de isometrías euclidianas ya 
que si H1, H2  e S2, se tiene PoH1  oH2  = 20112 = P. 

De la definición de subgrupo cubriente vemos que cada órbita de Sp es transformada bajo 2 
en un único punto de M y así M se corresponde al espacio de órbitas de la acción de S2 sobre 
lR 

Tornando en cuenta que la función cubriente 7 no es uno-a-uno, cabe preguntarse si al tomar 
dos puntos P, Q e 1R con 7(P) = 7(Q) entonces la órbita del punto P coincide con la órbita 
del punto Q. Si esto se prueba, entonces M coincide con el espacio de órbitas bajo el grupo 
cubriente. 

Lema 3.3.2 Si q = 2(P) = 2(Q). entonces existe una ismetría cubriente G tal que G(P) = Q. 

Demostración. Supongamos P Q. De la proposición anterior sabemos que existen bolas abier-
tas ajenas Bi(P) y B(Q) donde 7 es isometría sobre D(q). Luego, la aplicación que a cada 
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punto X E B (P) le asocia el punto Y de B (Q) tal que 2(X) = 2(Y) define una isometría G de 
B (P) en B (Q). Como B (P) es un abierto de 1Ra, la aplicación G se extiende de manera única 
como isometría a todo 1Ra. Claramente Q = G(P). Ahora mostraremos que G es una isometría 
cubriente. Probaremos que el conjunto D de puntos R tales que 2 o G(R) 0 2(R) es yació. En 
primer lugar S es cerrado pues si Z E DC entonces C(Z) = Z y existirían abiertos BL (G(Z)) y 
B (Z) isométricos bajo 2 a una misma bola D (2(Z)) y como antes, G seria una isometría entre 
BE(G(Z)) y B(Z) y todos los puntos W E BE (Z) serán tales que 2cC(W) 0 2(W) y entonces 
DC es abierto y por lo tanto D es cerrado. Ahora como D es cerrado y P no esta en D, existirá 
un punto W de D más cercano a P y habrá una sucesión de puntos Vi , i = 1,.. de DC  tales que 
hm V = W y 2oC(V) = 2(V), luego por continuidad de 2 y  G se tendrá 2oG(W) = 7(W) y 

i-+oo 
W E Dc, lo cual no es posible pues W E D. Por lo tanto D = 0 y  G es una isonictría cubriente. • 

Lema 3.3.3 El grupo de isometrías cubriente asociado a TI es un grupo uniformemente discon-
tinuo. 

Demostración. Observando que la órbita de un punto X E R" bajo el grupo de isometrías cubri-
ente coincide con la imagen inversa bajo la función cubriente 7' del punto 2(X) E M y tomando 
en cuenta que 2 es una isometría en la bola abierta B (X) de X, entonces en esa bola no puede 
haber dos puntos distintos de una misma órbita. Lo anterior también implica que la imagen de 
Bz (X) bajo los elementos del subgrupo de isometrías cubriente son bolas abiertas ajenas todas 
de radio . Ahora probaremos que 1' es un subgrupo de isometrías uniformemente discontinuo, es 
decir si G E F y P 0 G(P), como 2 es isometría en bolas de radio y 2(P) = 7oG(P), entonces 
dRn(P, G(P)) > pues en caso contrario d(2(P),PG(P)) = d(P,G(P)) y 2(P) Po G(P). 
Luego el subgrupo de isometrías cubriente es uniformemente discontinuo. . u 

A partir de los resultados anteriores, hemos entonces probado que todo espacio localmente 
euclidiano es isométrico al espacio cociente formado por las órbitas de la acción de un grupo 
uniforníemente discontinuo de isometrías sobre el espacio vectorial euclidiano IR?1. En este caso, 
el grupo uniformemente discontinuo de isometrías es el grupo de isometrías ciibrientes asociadas 
a la función cubriente P. Resumiendo, enunciamos el celebre Teorema de clasificación: 

Teorema 3.3.4 (Killing-Hopf) Si M es 'un espacio localmente euclidiano de dimensión rn y 
2 : ' M la función cubriente asociada a M, entonces M es isométrico al espacio cociente 
formado por las órbitas de la acción sobre IPJ1  del grupo de isometrías cubriente asociadas a la 
función cubriente 2 y dotado de la métrica dada en la Definición 4.0.1.6. 

Por último anexamos dos cuadros con las diferentes posibilidades de espacios localmente 
euclidianos de dimensión dos como de dimensión tres. 

Para el caso del plano tenemos: 

Grupo de Isometrias Tipo Topologico 

F(x, y. z) = (x, y, z) R2 Plano (no acotado) 
F = (x + n, y), con n E Z S' x IR Cilindro (no acotado) 

Fn,m = (x + n, y + m), con n, m E Z S' x S1 2-Toro (acotado) 
F = (x + n, (-1)y), con n E Z BM Banda de Móbius (no acotado) 
= (x + n, (_l)fly + m), con n, m E Z BK Botella de Klein (acotado) 

Para el caso del espacio tri-dimensional tenemos: 
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Caso Grupo de Isometrías Tipo Topologico 
1.1 F(x, y, z) = (x, y, z) R3 
2.1 F(x,y,z) = (xcos(nO) - ysen(xO),xsen(n9) +ycos(nO).z + u), 

con n E Z, e ¡ 
2.2 F(x,y,z) = (xcos(nE) —ysen,xsen(n)+ycos(n4),z +n), 

con n, k E 7L 
2.3 F(x,y,z) = (x+n,y,(—l)1z), BM x IR 

con n E Z 
3.1 F7,7(x,y,z) = (x+n,y+m,z), S' x S1 x IR 

con n, m E Z 
3.2 Fn.m(x y, z) = (x + m, y, (-1)mz + n), BK x R 

con n,mEZ 
3.3 Fn,m(x,y,z) = (x+n,y+m,(_1)mz), 

con n, m E Z 
3.4 Fnrn(X, y, z) = ((-1)'x + m, y +in, (-1)z), 

con n, m E Z 
3.5 Fn,m(X, y, z) = ((-1)mx + n, y + m, (-1)mz), 

con n, m E 7Z 
4.1 Fn,m,q(x,y,z) = (x + n, y + m, z + q), S1 x 5' x S' 

con n, m, q E Z 
4.2 Fn,m,q(x, y, z) =.((_1)x + n, (_1)qy + m, z + 

con n, m, q E Z 
4.3 Fn,m,q(x, y, z) = (Tei )(T2 )m(T!a R63, ) (x, y, z), 

con n, m, q E Z 
(x, y, z) = (Tei)'(T 4.4 Fn,m,q ,)m(TRe3,)(XI y, z), 

con n,rn,q E Z y fi = (, 4,0) 
4.5 Fn,m,q(x,y,z) = (Tei)n(Tfi)rn (Tu Re3)(x,y,z), 

con n,rn,q e Z y,5 = (ji, 4,0) 
4.6 Fn,m,q(x, y, z) = (x + n, (_1)qy + m, z + q), S' x BK 

con n, m, q E Z 
4.7 Fn,m,q(x, y, z) = (x + (n + bm), (_1)qy + m, 2 + q), S1 x BK 

con n, m, q E Z 
4.8 Fn,m,q(x, y, z) = ((_1)+mx + n, (_1)qy + m, z + ). 

con n, m, q E Z 
4.9 Fn.m(X, y, z) = (x + m, (l)m + , (_1)n+mz +  

con n, m E Z 
4.10 Fn,m(X, y, z) = ((-1)mx + n, (-1(y + m), (-1)"z + (-1)717,,), 

con n, m E Z 

Tabla 3.1: Acciones de los grupos de isometrías uniformemente discontinuos en el espacio 



Conclusiones 

Tomando en cuenta lo anterior podernos concluir que la geometría del espacio determina la 
topología del espacio, en el caso particular de la geometría euclidiana las formas topológicas 
del espacio se determinan a partir de la acción del grupo de isometrías que caracterizan a la 
geometría euclidiana. Mas aun vemos que en el plano existen solo cuatro tipos de espacios 
topológicos y en el espacio 18 tipos que pueden admitir la existencia de métricas localmente 
euclidianas. 

Me parece sorprendente como una herramienta tan fácil de entender corno es una isometría, 
y la cual podemos encontrar en cualquier momento de nuestra vida cotidiana, como puede ser 
una traslación al mover una taza en nuestra mesa, una reflexión al ver nuestro reflejo, válgame 
la redundancia, en un charco de agua o una rotación al girar en el momento de disfrutar de. 
un baile escuchando tu pieza musical favorita, puede ser utilizada para dar la explicación tan 
sorprendente como el hecho de que el espacio en que vivimos tenga, de manera global, la forma 
de alguna de las superficies presentadas. 

Nuestros antepasados pensaban que la tierra era plana, lo cual es entendible, puesto que 
las mediciones que se realizan localmente son, por decirlo de alguna manera, como se realizan 
en el plano, bastaron algunos siglos para darnos cuenta de que ese pensar era incorrecto y así 
ver nuestro mundo, de manera global, con volumen y casi esférico. Entonces, creo que esto 
se presta para hacer la siguiente pregunta: si nos dimos cuenta que la tierra realmente no es 
plana, sino que posee volumen y hasta conocemos su forma real, ¿cómo será el espacio donde 
vivimos?. Con estos resultados, quizá nos es imposible imaginarnos la forma física de nuestro 
espacio viéndolo de manera global, pero al menos podemos darle una interpretación y respuesta 
matemática a esa problemática, a ese cuestionamiento, y como lo dije anteriormente, utilizando 
solamente una herramienta tan "trivial" como son las isornetrías, claro, haciendo uso también 
de otras herramientas, que esta ciencia tan romántica, como lo es la matemática, nos otorga 
para trabajar con la base de axiomas y una lógica exacta, pero con la motivación que nos da 
la imaginación y las ganas de entender el universo que nos rodea. Solo queda agradecer a estos 
dos matemáticos por ofrecernos estos extraordinarios resultados para que la gente, común y 
corriente, pueda entender un poco más de todo aquello que nos rodea y conocer el lugar donde 
nos desarrollamos como personas y como individuos. 
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