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Introduccion

Tomando en cuenta nuestra experiencia de las caracteristicas geométricas del espacio que nos
rodea. una pregunta importante es: jcual es la forma que globalmente tiene el espacio tridi-
mensional si alrededor de cada uno de sus puntos es localmente euclidiano?. ;Cuales son las
caracteristicas topoldgicas del universo?, jes nuestro universo un espacio acotado, simplemente
conexo, es orientado, etc.?. Estas preguntas son cuestiones fundamentales de la filosofia y la
ciencia. En este trabajo daremos respuesta a algunas de estas interrogantes con los medios que
nos ofrece el pensamiento y las teorias matematicas.

El problema que se aborda en este trabajo es clasificacién de los espacios localmente euclid-
ianos, es decir, de aquellos espacios que poseen una geometria que es en una vecindad de cada
uno de sus puntos igual a la geometria euclidiana. Esta clasificacion la presentamos para los es-
pacios de dimension dos y tres. En este trabajo, con métodos y técnicas elementales del dlgebra
lineal y topologia, mostramos que todo espacio localmente euclidiano se obtiene a partir de la
accién de un subgrupo de isometrias euclidianas uniformemente discontinuos sobre el plano cu-
clidiano o sobre el espacio respectivamente. Mostramos que globalmente los espacios euclidianos
se representan como ¢l espacio cociente formado por las orbitas de la accion del grupo. En este
sentido la clasificacion de los espacios euclidianos se reduce a la clasificacién de los sub-grupos
uniformemente discontinuos de isometrias euclidianas en el plano o en el espacio.

En esta intruduccién hacemos un breve resumen de cada uno de los capitulos de este trabajo,
para después presentar el contenido del mismo y por 1iltimo anexar las conclusiones obtenidas
después de finalizado el proyecto. Las principales fuentes de consulta e informacién utilizadas se
encuentran para el caso de superficies euclidianas en el texto de J. Stillwell titulado ” Geometry
of Surfaces” [1] y para el caso de espacios euclidianos tri-dimensionales en el texto ” Geometries
and Groups” (Geometrii i Gruppy) de V. V. Nikulin & I. R. Shafarevich [2].

En la primer seccién de este trabajo presentamos el concepto de isometria euclidiana como
aquellas transformaciones que preservan la distancia euclidiana. Caracterizamos estas transfor-
maciones para el caso del plano y del espacio tri-dimensional. En particular mostramos que el
conjunto de isometrias euclidianas constituyen un grupo de transformaciones bajo la operacion
de composicién cuyos elementos se obtienen como compaosiciones de traslaciones. rotaciones y
reflexiones. La caracterizacion de las isometrias euclidianas se hace a través de la forma candnica
de Jordan para operadores lineales.

En el segundo capitulo, titulado " Grupos Uniformemente Discontinuos de Isometrias Euclid-
ianas”, se define el concepto de sub-grupo de isometrias euclidianas uniformemente discontinuo
I", como aquellos grupos de isometrias euclidianas tales que la distancia entre un punto y su
imagen bajo esas simetrias se encuentra siempre a una distancia no menor que un numero dado.
Esta caracteristica hace que los elementos de cada grupo uniformemente discontinuo distinto
de la identidad no posean puntos fijos. En el caso del plano este tltimo hecho elimina a las
rotaciones como posibles elementos de un grupo uniformemente discontinuo y en el caso del
espacio a las rotaciones seguidas de traslaciones perpendiculares al eje de rotacion.

La clasificacién de los grupos de isometrias uniformemente discontinuos se hace en base a los
sub-grupos de traslaciones que contienen y las isometrias lineales que preservan la reticula que
define la érbita del origen bajo el sub-grupo de traslaciones.



Para el caso del plano, los sub-grupos uniformemente discontinuos tiene uno o dos gen-
eradores que pueden ser traslaciones o reflexiones seguidas de traslaciones. Estas tltimas se
denominan reflexiones con deslizamiento. Para el espacio. la situacion es un poco mas variada
v se pueden tener uno, dos o tres generadores entre traslaciones, rotaciones con torcimiento y
reflexiones con deslizamiento. En particular se demuestra que en el plano se tienen 4 grupos
uniformemente discontinuos de isometrias euclidianas y en el espacio tridimensional se tienen
18. Se dan también para cada uno de ellos el conjunto de sus generadores.

En el dltimo capitulo se introduce el concepto de espacio localmente euclidiano como aquel-
los espacios topoldgicos que dotados de una métrica son localmente isométricos a una vecindad
cerrada de radio constante del espacio vectorial euclidiano R™. Ademds supondremos propiedad
de conexidad para estos espacios. La importancia de estos espacios radica en que se pueden
introducir y generalizar de manera natural objetos geométricos de la geometria euclidiana usual
como segmentos de linea, rectas, angulos, poligonales, etc. Aqui se presentan ejemplos de estos
espacios en dimensién dos denominadas superficies euclidianas y en dimensién tres denomina-
dos espacios euclidianos tri-dimensionales. Los ejemplos presentados corresponden a espacios
cocientes definidos mediante relaciones de equivalencia entre puntos del plano o del espacio aso-
ciadas a acciones de sub-grupos uniformemente discontinuos. Por ejemplo se muestra que el
Cilindro, el Toro, la Botella de Klein y La Banda de Md&bius son espacios que admiten una
métrica localmente isométrica con la euclidiana. Asi también en el caso de tres dimensiones se
muestran ejemplos de espacios euclidianos que son generalizaciones de los de dos dimensiones
como toros tridimensionales, especies de bandas y botellas con torcimientos, etc.

‘Finalmente, en el ultimo capitulo se introducen los conceptos que nos permitirdn probar el
llamado Teorema de Clasificacion de espacios euclidianos debido a los grandes matematicos H.
Hopf (19 Noviembre 1894 - 3 Junio 1971) [3] ¥ Killing (10 Mayo 1847 - 11 Febrero 1923) [4]. Este
teorema afirma que un espacio euclidiano M es isométrico al espacio de drbitas correspondiente
a la accidn de un grupo uniformemente discontinuo de isometrias euclidianas del espacio R™.
Este grupo es el grupo de transformaciones se asocia una funcion especial p de R™ en M que se
construye asociando a cada segmento de recta por el origen de R, un segmento de recta en M
que parte de un punto inicial arbitrario de M. Esa funcidn resulta ser una funcion suprayectiva
v tiene la propiedad de ser una funcién cubriente. es decir cada punto de M posee una vecindad
cuya imagen inversa bajo la funcion p esta formada de abiertos ajenos sobre los cuales p es
una isometria. Se introduce enseguida sobre R"™ la relacién de equivalencia ~ cuyas clases se
forman con los puntos de IR™ que bajo la funeién cubriente p tienen una misma imagen en M y
se considera el espacio cociente R"/ ~ y se muestra que dichas clases corresponden a las érbitas
de un grupo uniformemente discontinuo de isometrias euclidianas de R™ asociado a la funcién p
v que se denomina el grupo cubriente. Enseguida se observa que M y el espacio cociente R™/ ~
son isométricos, lo que concluye la prueba.

En cuanto a la originalidad de este trabajo podemos decir que consiste en el hecho de
presentar en forma completa y rigurosa los distintos conceptos y resultados sobre la clasificacion
de los espacios localmente euclidianos. Los materiales que en espafiol se tiene sobre el problema
de clasificacion que nos ocupa generalmente se reducen al caso bi-dimensional. Aqui nosotros
presentamos los resultados en su mayor generalidad y en particular mostramos la lista completa
de los espacios en tres dimensiones que son localmente euclidianos.



Capitulo 1

Clasificacién de isometrias euclidianas en R"

En este capitulo presentamos los conceptos bésicos relativos a la métrica euclidiana y sus
isometrias. Se recomienda para una mayor informacién los textos: “Foundations of Linear
Algebra” [5] y "Linear Algebra and Geometry” [6].

1.1 Isometrias euclidianas en R"

Consideremos el espacio vectorial n-dimensional
T . . - . e, i
R*={X = (%1, 80, ..} | 2 €ER, 1 =1,....,n}

dotado del producto interior euclidiano dado por

mn
X-Y= Zx-;y?
i=1

Esta estructura define una métrica en R™ denominada métrica euclidiana, definida mediante

dpe (X, Y) = V(X =Y) (X =Y) = | > (@i — wi)?
=1

Recordemos que para cada vector X en R”" el producto interior euclidiano define su llamada
norma euclidiana mediante || X|| = VX - X

Definicién 1.1 Una Isometria Euclidiana es una funcion F : R" — R"™ que preserva la
méirica euclidiana, es decir,

drpe (F(X), F(Y)) =drn(X.Y), VX, Y € R"
De la definicién es claro ver que las isometrias son funciones inyectivas, pues si F(X) = F(Y)

entonces, dg» (F(X), F(Y)) = 0, pero como F es isometria, entonces dg» (X.Y) = 0, por lo tanto
X=Y;

Proposicion 1.1.1 Las isometrias de R™ son cerradas bajo la operacion de composicion de
Sfunciones.

Demostracion. Sean F, Fp isometrias de R". Sean X.Y € R™.
dgn (F1 0 F2(X). F1 0 Fa(Y)) = dgn (F1 (F2(X)), Fi (F2(Y)))
== an (}TJ_(X) Fl{}’))
=dgn(X,Y)



4 Clasificacion de isometrias euclidianas en R™

Por lo tanto, I) o Is es una isometria en R". =

Toda isometria euclidiana F' se puede descomponer de manera tinica en la forma F = T, oG,
y T, es la isometria dada por la traslacién T,,(X) = X +«, con a = F(O). Note que G =T_,0l
es una isometria tal que G(O) = O (O denota el origen), es decir deja fijo el origen.

Teorema 1.1.2 Una funcion F : R"™ — R" con F(O) = O es isometria, st y solo si, preserva
el producto interior euclidiano, es decir F(X) - F(Y)=X Y, VX,Y € R".

Demostracion. Primero probaremos que si una funcién preserva la norma euclidiana entonces
es una isometria euclidiana que transforma el origen en el origen y reciprocamente, si F es una
isometria euclidiana que transforma el origen en el origen entonces preserva la norma, a partir
de esto probaremos que entonces preserva el producto interior.

F preserva la norma, esto quiere decir que para cada X, ||F(X)|| = ||X]|, claramente esto
significa que manda el origen en el origen. Por otro lado, si X,Y € R"

dpn(X,Y) = ||X - Y|
Vv entonces
dgn (F(X), F(Y)) = ||F(X) - F(Y)]|
= || X—~¥]|
=dp~(X,Y)
v por lo tanto F' resulta ser una isometria euclidiana.

Reciprocamente si F' es una isometria euclidiana y F(OQ) = O, entonces para cada X € R" se
tiene

|| X]| = drn (X, 0)
= dg» (F(X), F(0))
= dr~(F(X),0)
=||F(X)|

lo cual prueba que F preserva la norma.

Ahora probaremos que si una funcién preserva la norma euclidiana entonces preserva el
producto interior euclidiano y reciprocamente.

Supongamos que F' preserva la norma. Tomemos dos puntos X,Y € R"™ y calculemos
F(X) - F(Y). De las propiedades del producto punto se tiene

F(X)-F(Y) = %{F(X} F(X)+F(Y)- F(Y) - [|[F(X) - F(Y)|]’]
= %HIF{X)IIE +IIF@)IP = IF(X) = F(Y)I?]

= SUIXIP+ YR = X = VP

=%[X-X+Y-Y—I|X—Y||2]
=XY
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Reciprocamente si F' preserva el producto interior veamos que preserva la norma. Sea X €
R™, luego

IXIP=X-X
= F(X) - F(X)
= ||F(X)|?

Demostrando asi que toda isometria euclidiana que manda el origen en el origen preserva el
producto interior. n

Ahora probaremos que toda isometria euclidiana F' que transforma el vector cero en el vector
cero es una funcién lineal. Primero veremos que transforma rectas en rectas.

Lema 1.1.3 Toda i1sometria euclidiana F : R® — R", tal que F(O) = O, transforma rectas
en rectas.

Demostracién. Sea F : R® —s R™ isometria euclidiana que deja fijo el origen. Sea A la recta
formada por los puntos X = P + AQ@ con A un niimero real, P,Q € R". Probaremos que
F(X) = F(P)+ AF(Q), es decir transforma la recta generada por P y @ en la recta generada
por F(P)y F(Q). Basta observar

dp-(F(P 4+ AQ), F(P)+ AF(Q)) =0, YP,Q € R"
Para esta demostracién usaremos fuertemente el teorema anterior.

dgn (F(P+2Q), F(P) + AF(Q)) = ||F(P + Q) = F(P) - A»F(Q)II”
=(P+AQ)-(P+AQ)+P P+ ) (Q Q) -2P+)Q) P
—2MP+2Q) Q+2AP-Q)=0

Por lo tanto, F(P + AQ) = F(P) + AF(Q) y F transforma rectas en rectas. [ |

Como toda isometria es la composicion de una traslacién y una isometria que fija el origen,
entonces podemos decir que toda isometria transforma rectas en rectas ya que toda traslacion
también envia rectas en rectas.

Teorema 1.1.4 Las isometrias F' : R™ — R" tal que F'(O) = O son transformaciones lineales.

Demostracion. Aplicando directamente el resultado anterior se tiene que si P.Q € R" y A real,
entonces F(P + AQ) = F(P) + AF(Q), es decir F' es una transformacién lineal.
(]

Con lo probado anteriormente concluimos que las isometrias F' : R™ — R"™ que mandan el
cero en el cero son suprayectivas, pues estas isometrias son transformaciones lineales inyectivas,
y ademas R es un espacio vectorial de dimensién n, y la isometria manda valores de R" en R".

Como, por el argumento anterior, las isometrias euclidianas que dejan fijo el cero son sobres,

v ademas las traslaciones también lo son, entonces las isometrias euclidianas formadas por la
composicién de estas dos también lo son. Ahora, coma toda isometria euclidiana se puede
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descomponer como la composicion de una traslacién con una isometria euclidiana que fija el
origen, entonces toda isometria euclidiana es una funcién biyectiva. De lo anterior tenemos que
toda isometria euclidiana tiene inversa que es también una isometria euclidiana.

De los resultados anteriores podemos asegurar que el conjunto de isometrias euclidianas
forman un grupo de transformaciones bajo la operacidn composicion.

1.2 Clasificacion de isometrias euclidianas en R?

Tomando en cuenta que toda isometria euclidiana es de la forma T, R, con R isometria lineal,
la clasificacién de las isometrias euclidianas se reduce a la clasificacién de isometrias euclidianas
lineales.

En el caso del espacio euclidiano R?, si F es una isometria euclidiana lineal, su valores
propios son en general dos nimeros complejos A1, As, ambos de norma uno y entonces se tienen
las siguientes casos para el espectro de F:

a) Mi=LA=1
b) Ay =10=-1
o) A=, de=g®
En el primer caso, R es la isometria identidad.

En el segundo caso, R tiene dos vectores propios, vy, v, con R(v)) = vy, R(vg) = —va,
ademds como es isometria euclidiana

R(v1) - R(v2)

Il

v - U2
vy - (—v3)
=0

es decir, v) es perpendicular a vz y entonces R es una reflexién sobre la recta generada por v;.
Esta isometria euclidiana la denotaremos por Y, donde v es el vector generador de la recta de
reflexion. '

En el tercer caso, R es una rotacién alrededor del origen con un dngulo . Denotaremos a
esta isometria como Ry.

Por lo tanto, si F' es una isometria euclidiana entonces sera de la forma:

Caso | Notacién Isometria
a) F=T1T, Traslacion
b) F=T,5" Reflexion con deslizamiento
c) F =T,Ry | Rotacion seguida de una traslacion

Lema 1.2.1 Todo punto en el plano esta determinado por su distancia a tres puntos no colin-
eales A, B, C.
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Demostracion. Esto tiene que ser asi, pues si no lo fuera, entonces podriamos tomar dos
puntos Py Q € R?, P # @, tales que dg2(P.Q) = dg2(Q,A), dg2(P,B) = dp2(Q.B) ¥
dg2(P.C) = dg2(Q, C), entonces los puntos A4, B, C, tendrian que estar en la mediatriz de P y
@, pero antes dijimos que A, B, C' no son colineales, por lo tanto P = Q. |

Lema 1.2.2 Cualquier isometria F de R? es determinada por las imdgenes F(A), F(B), F(C).
de tres puntos A, B.C no colineales.

Demostracidn. Basta demostrar que para cada P € R? distinto de A, B, C el punto F(P) esta to-
talmente determinado. Esto es asi, pues, por el lema anterior, solo puede existir un punto F(P)
tal que da(F(P), F(A)) = dga(P,A), dg2(F(P), F(B)) = dga(P,B) y dga(F(P),F(C)) =
dg2(P,C).

1.2.1 Férmulas explicitas de las isometrias euclidianas en el plano

o Reflexion sobre una recta L de la forma y = ma.

2my + (1 —m?)z 2mz — (1 -m?)y
1+m2 : 1+ m?2

s4@a) = (

La reflexién también se puede calcular como
Sp.)(X) =2((X-p- L)L) - X-p
donde p es el punto donde pasa el eje de reflexién paralelo al vector unitario L.
e Traslacién por un vector (e, 3).
Tiag)(T,y) = (T + o,y + )
La traslacién también se puede calcular como
T.(X)=X+a

donde « es el vector de traslacion.

e Rotacion con el origen como centro y por un angulo 6.

Ry(z,y) = (zcosf — ysenb. xzsenb + ycost)

e Rotacién con un punto p arbitrario como centro y por un dngulo f. Estas rotaciones son
de la forma Ry, = T,0 RypoT_,, con T, y T, traslaciones y Ry una rotacion con centro
en el origen. La rotacién Ry, es también una isometrfa, pues las isometrias son cerradas
bajo la operacién composicién.
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1.3

Clasificacion de isometrias euclidianas en R?

Sea F' una isometria euclidiana lineal en R® y X un vector en R3entonces F(X) = AX,
A :R3 — R3 matriz invertible.

Denotemos por Aj. As, Az los valores propios de F' los cuales deberdn tener como mimeros com-
plejos norma unitaria. Entonces para el espectro de F' tendremos los siguientes casos:

a)

d)

A =1,A=1,A;3 =1 — Identidad

A1 = 1,22 = 1, A3 = —1 — Reflexién sobre el plano generado por los vectores propios
asociados a 1

A1 = 1A = e"ﬂ,)\;; = e~ — Rotacién por un angulo @ alrededor del vector propio
asociado a A

Al = —1,2 = €?, )3 = ¢ — Rotacién por un 4ngulo # alrededor del eje V, donde V
es el vector propio asociado a Aj, en seguida de una reflexion sobre el plano generado por
los vectores propios asociados a Ao, A3

1.3.1 Foérmulas explicitas de las isometrias euclidianas en el espacio

Reflexién sobre el plano con vector normal N y que pasa por el origen.

SN(X)=X-2(N-X)N

Traslacién por un vector v € R3

T.(X)=X+a

Rotacién con eje L, |L| =1, y danguleo #

Rro(X) = (1 —cost)(X - L)X + (cosf)L + (X x L)senb

Rotacién con un punto p arbitrario como centro y por un dngulo . Estas rotaciones,
al igual que en el caso del plano, son de la forma Ry, = Tpo RyoT_p, con T, y T,
traslaciones y Ry una rotacién con centro en el origen. La rotacién Ry, es también una
isometria, pues las isometrias son cerradas bajo la operacién composicion.



Capitulo 2

Grupos uniformemente discontinuos de isometrias
euclidianas

En este capitulo presentamos el concepto de grupo uniformemente discontinuo de isometrias
euclidianas, asi como algunas de sus propiedades que nos permitiran clasificarlos para el caso de
isometrias en el plano y posteriormente en el espacio.

2.1 Grupos uniformemente discontinuos

Definicion 2.1 Un subgrupo T de isometrias del espacio se dice uniformemente discontinuo
si eriste un nimero real v > 0 tal que si X € R" y G € T con X # G(X); se tiene que
dR" (X G(X)) = :

Como propiedades mas importantes de los grupos uniformemente discontinuos de isometrias
se tienen las siguientes dos:

Proposicién 2.1.1 Sea I' un grupe uniformemente discontinuo de isometries del espacio R™;
entonces: Si G € [' con G # Identidad; no existe X € R" tal que G(X) = X. Es decir. ningin
elemento de I distinto de la identidad puede dejar puntos fijos.

Demostracion. Supongamos que para un elemento G € I' con G distinto de la identidad exista
Xo € R" con G(Xp) = Xp. Siendo G una funcién continua, dada una bola abierta Bg(x,) con
centro en G(Xp) y radio igual a § existe una bola abierta B;(Xo) con centro en Xg de radio
¢ < 3 tal que G(Bs(Xo)) C Br(G(Xp)). Siendo G(Xp) = Xp, se tendria que la imagen de cada
punto X de Bs(Xo) bajo G estaria a una distancia menor que 3 de dicho punto X. Como G
no es la identidad, la distancia entre X y G(X) debe ser mayor o igual a r, lo cual no se daria
para al menos un punto de Bs(Xp). contradiciéndose la propiedad de T' de ser uniformemente
discontinuo. |

Lema 2.1.2 Para cada elemento T,R con R isometrin lineal de un grupe T' uniformemente
discontinuo de isometrias, el conjunto definido por la drbita del origen bajo el subgrupo I'* de
iraslaciones del grupo T, es invariante bajo el operador R.

Demostracion. Efectivamente, si T, € I'" y T,R € T con R isometria lineal, se tiene T,Ro T, =
Tr(ayo TpR, luego, Tria) = T,RoT,0(T,R)~* €Iy entonces la traslacion Tg) € I'". Es decir,
siT, eT* y T,R € T', entonces Tg(,) € I'". ]

Las propiedades anterior nos permite clasificar los posibles grupos uniformemente discontin-
uos de isometrias. Por ejemplo, en el plano, los posibles elementos de un grupo uniformemente
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discontinuo solo pueden ser traslaciones o elementos de la forma T, 5" con SY una reflexién sobre
una recta generada por el vector v y que pasa por el origen. Note que un grupo uniformemente
discontinuo de isometrias en el plano no puede tener elementos de la forma T, R con R = Ry
una rotacion con # # kw, k un numero entero, va que teniendo en cuenta que Rg — I es una
matriz invertible si  # k7 entonces existiria X tal que T, R(X) = X lo cual no es posible para
ningin elemento de un grupo uniformemente discontinuo. Tomando en cuenta que con Ry
es una reflexion si k es impar vy es la identidad si k es par, podemos afirmar que I' solo tiene
traslaciones o reflexiones sobre rectas con deslizamiento.

Proposicién 2.1.3 Todo grupo uniformemente discontinuo de isometrias del plano I’ solo puede
ser generado por una o dos traslaciones o una reflexién con deslizamiento o una traslacion y una
reflerion con deslizamiento en una direccidn con componente no nula sobre el eje de reflexion.

Analogamente, en la siguiente proposicién presentamos los tipos de isometrias que pueden
ser parte de un grupo uniformemente discontinuo de isometrias del espacio tridimensional,

Proposicion 2.1.4 Los elementos de un grupo unif. discontinuo de isometrins eucldianas en
el espacio solo pueden ser traslaciones Ty, torcimientos T, Ry g donde o -1 # 0 y reflexiones con
deslizamientos T,S™ donde a es un vector cuya componente a lo largo del plano de reflexidn 11
es distinta de cero.

Demostracién. Tomando en cuenta que toda isometria es de la forma T, R con T, una traslacién
v R una isometria lineal, basta observar que las distintas formas que puede tomar R estan dadas
por sus posibles formas de Jordan. Como el polinomio caracteristico p(z) de R es de grado tres
¥ R es isometria, cada valor propio debe tener norma 1. Lo anterior nos lleva a los siguientes
posibles conjuntos de raices para p(z): a) (1,1,1) que corresponde a la Identidad, b) (1,1, 1)
corresponde a una reflexién sobre un plano que pasa por el origen; ¢) (1, e, e~*) corresponde
a una rotacién con angulo @ alrededor de un eje; ¢) (—1,€%, e‘*e) corresponde a una rotacion
con angulo ¢ alrededor de un eje seguido de una reflexién sobre el plano que pasa por el origen
v es perpendicular a ese eje. Note que el caso (1, —1, —1) es una rotacién con un angulo 7 y que
(—=1,—1,—1) es una reflexién central y esta incluida en el caso ¢). Finalmente note que de las
isometrias de la forma T, R con « # 0, aquellas de la forma ToR; 6S" donde el eje de rotacion
[ es paralelo a la normal al plano de reflexién IT dejan siempre un punto fijo v por lo tanto no
puede ser elemento de algun grupo uniformemente discontinuo. ]

2.2 Clasificacion de grupos uniformemente discontinuos de iso-
metrias euclidianas en el plano

Observemos primero que en el plano las tinicas isometrias que no dejan punto fijo son las trasla-
ciones y las isometrias de la forma 7, S¥ donde SY denota la reflexién sobre la recta generada por
el vector v que pasa por el origen. Note que las isometrias de la forma T, Ry donde Ry denota
la rotacién alrededor del origen por un angulo # = kw, k entero, siempre tienen punto fijo y por
lo tanto se excluyen de todo grupo uniformemente discontinuo de isometrias euclidianas.

Existen en el plano cuatro posibilidades para un grupo uniformemente discontinuo I' y su
subgrupo de traslaciones I'*. A saber se tienen los siguientes casos:
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LY =g (I =ld

2) F==Id T*=1d

8) T#Id T =<tpa> a€cR? neZ

4) T#Id I'"=<tpatms > ,BER?, nymeZ

El caso 1) es el caso trivial, y el espacio cociente resulta equivalente topoldgicamente al plano
euclidiano.

El caso 2) nunca se presenta ya que si I' no contiene traslaciones salvo la identidad, podria
entonces solo tener isometrias de la forma 7,5Y con @ un vector que tiene componente no nula
sobre la recta de reflexion generada por el vector v. En ese caso T,5" 0 To 5% = T}, gv() = T2a
y como supusimos que I'* = Id, se tendria que a = 0, lo eual nos llevaria a que §¥ € T" lo cual
no es posible ya que S” deja fija toda una recta y esto no es posible para elementos de un grupo
uniformemente discontinuo.

Para el caso 3), se tienen dos posibles subcasos: el primer subcaso es que [ = I'™* = T},
aqui el grupo I esta generado por la isometrias G, (z,y) = (z+n,y) para toda n entera, en este
caso el espacio cociente es topoldgicamente equivalente al cilindro.

El segundo subcaso es que T' tenga elementos que no sean traslaciones, luego tendrian que
ser reflexiones con deslizamiento, es decir, serfan isometrias euclidianas de la forma T,5" con p
tal que tiene componente a lo large de la recta generada por v. Pero como T,5% 0 T,SY = Ty,
tomando p = §, el subgrupo < Ty, > se generarfa mediante (T,57)?" = T, v el grupo I estaria
generado por una reflexién con deslizamiento de la forma Ta §%. Tomandov =¢€; y o = (3,0), el
grupo I estarfa generado por la isometria {(z,y) = (z+1, —y) ¥ todos sus elementos serian de la
forma Gp(z,y) = (z+n, (—1)"y) paran € Z. En este caso el espacio cociente es topologicamente
equivalente a la banda de Md&bius.

En el caso 4), tenemos también dos posibles subcasos: el primer subcaso se da cuando I solo
contiene las traslaciones 15,4 mg donde supondremos que @ = (1,0) y f = (0,1). En este subcaso
el grupo T estaria generado por las isometrias gn(z,y) = (z + n,y) ¥ hm(z.y) = (z,¥ + m) con
n,m € Z. Aqui el espacio cociente resulta ser topoldgicamente equivalente al toro.

El segundo subcaso se tiene cuando I contiene reflexiones con deslizamiento 1,8 donde v es
el vector generador de una recta que es paralela a alguno de los vectores a o # (digamos «). Ahora
el grupo I' es generado por T2.58" y T3, o por Ts 8" y Ty, con u vector paralelo a 8. Si tomamos
a = e y @ = ez, los elementos del grupo T ;on de la forma g, = (T%S”]“ o Iz, y) =
(T%L §¥)x,y+m) = (x+ 5,(—1)"(y +m)) (note que gano = Tha ¥ go.m = Tmg). En este caso
el espacio cociente resulta ser topolégicamente equivalente a la botella de Klein.

2.3 Simetrias de reticulas en R? y R®

Tomando en cuenta que la isometria lineal que corresponde a cada elemento de un grupo discon-
tinuo de isometrias I" preserva la orbita del cero bajo el subgrupo de traslaciones I'* abordamos
aqui el problema de la clasificacién de las reticulas en dos y tres dimensiones.

2.3.1 Simetrias de reticulas bi-dimensionales

Para clasificar los grupos uniformemente discontinuos en el espacio presentamos primero la
clasificacion de las simetrias de reticulas en el plano.

Sea L la reticula bi-dimensional generada por los vectores oo y # con a % 3 # 0. Supondremos
sin perdida de generalidad que a = e; v 3 e3 = 0. La reticula £ viene dada por,
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L ={ne; + mf, con n,m € Z}

Las isometrias del espacio tridimensional que dejan invariante la reticula bidimensional £ son
rotaciones alrededor del eje de las zetas y, reflexiones sobre planos perpendiculares al plano zy,
esto nos permite decir que el estudio de las isometrias de una reticula bi-dimensional se reduce
al estudio de simetrias del plano que dejan fijo una reticula del mismo plano. Si denotamos por
M la 2 x 2-matriz cuyas columnas son e;, 8 y R es una rotaciéon del plano xy alrededor del
origen con un angulo # que deja invariante £ se tendra

RM = ME

donde E es una matriz cuyas entradas son niimeros enteros. Luego, R = MEM™! y la matriz
E tendra por determinante 1 y traza igual 2cosf, donde # es el dngulo de rotacién. Siendo E
con entradas enteras, tendremos para la traza de R

2cosf € Z
v entonces los posibles valores para cosf son —1, —%, 0, %, r los angulos de rotacion perlm-
tidossonﬁzw,E?:%,Q:%,S-— 6—3.,”.9— = 8:—3~ # = 0. Note que si § = 7, T

entonces L es una reticula cuadrada, si § = %, .ET", “:, 2% la reticula esta formada de triangulos

equilateros, si # = 0, 7 entonces la reticula es arbitrana.

En cuanto a las simetrias que son reflexiones R sobre planos perpendiculares al de la reticula
L y la preservan, si L es la recta interseccion del plano de reflexion con el plano de la reticula,
entonces si p = na+mf € L setiene que p—R(p) € L; p+R(p) € Ly (p—R(p)) (p+R(p)) = 0.
Note que el punto p+ R(p) forma con p y el origen un triangulo isosceles con base sobre L. Luego,
la sub-reticula sobre L estara generada por el vector a + R(a) mds cercano al origen y entonces
los puntos de £ se encuentran dispuestos sobre rectas paralelas entre si y perpendiculares a L
separadas sobre L en una distancia igual a la mitad de la norma del generador de la sub-reticula
sobre L o igual a la norma del generador de la sub-reticula en el caso de que generador de £
mads cercano al origen se encuentra sobre L.

Lo anterior nos lleva a que £ es una reticula rectangular generada por dos vectores a y
perpendiculares o es una reticula formada de rombos. En este 1iltimo caso, el eje de reflexién
coincide con la recta que pasa por el origen y el centro del rombo cuyo vértice es el origen.

En este ultimo caso los ejes de reflexion que dejan invariante la reticula £ son las rectas que
pasan por el centro del rombo o coincide, en el caso de que el rombo sea un cuadrado, pasan
por los lados o el centro del rombo con vértice en el origen.

De acuerdo a los grupos de isometrias euclidianas lineales del espacio bajo las cuales puede
ser invariante una reticula bi-dimensional, las formas posibles de reticulas con simetrias son las
siguientes:

Proposicién 2.3.1 (a) Todas las reticulas bi-dimensionales son invariantes bajo la identidad,
la reflexion sobre el plano de la reticula y las rotaciones por un dngulo 7 alrededor de la
recta que pasa por el origen y es perpendicular a lo reticula.

(b) Las reticulas que son invariantes bejo las rotaciones con dngulos 3., ‘-5.-;1, son generadas

por dos vectores de la misma norma y perpendiculares entre si. Ver Figura 2.1.

(¢) Las reticulas invariantes bajo las rotaciones por %, %’-r i:;-'—, -Tr son las generadas por dos
de

vectores de la misma norma que hacen un dngulo de %.
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(d) Las reticulas gue son invariontes bajo la reflexion sobre una recta L que parte del origen,
son aquellas generadas por dos vectores independientes con la mistma magnitud tales que
forman un mismo dngulo con la recta L o son generadas por dos vectores perpendiculares
donde uno de ellos descansa sobre la recta L. Ver Figura 2.2.

Figura 2.1: Reticula cuadrangular

Figura 2.2: Reticula rectangular

2.3.2 Simetrias de reticulas tri-dimensionales
Sea £ la reticula en R? generada por los vectores a. @, y 7, con (o = @) - # 0

L={na+mB+py, conn,m,pe Z}.

Sea R una isometria lincal que deja invariante a £. En este apartado clasificaremos las
reticulas en R? que tienen simetrias euclidianas lincales. Distinguiremos dos casos:

Primero cuando la reticula tiene una isometria dada por una rotacién y después cuando la
reticula tenga una reflexion sobre algun plano como una de sus isometrias.

Si R es una rotacion con un angulo @ # 7 entre los vectores a.f y 7 que generan a L.
Supongamos que ¢ es de norma minima que no coincida con el eje de rotacion, entonces R(a)
serd tambien un vector de la reticula con la misma norma que @, luego tendra que coincidir con
alguno de los otros dos restantes, digamos que R(a) = £ v por lo tanto, el sub-espacio P generado
por a ¥ 8 quedara invariante y también la sub-reticula 7 = {na+ mg3, con n,m € Z} quedara
invariante. Entonces tendremos que .7 es una reticula bi-dimensional y R restringida al plano P
serd una isometria de 7, ¥ tomando en cuenta el andlisis hecho arriba para isometrias de reticulas
bi-dimensionales tendremos entonces que el angulo de rotacién @ sera tal que 2cos(8) € Z. En
cuanto al otro generador v que se encuentra fuera del plano P, lo podremos tomar normal al
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plano P, ya que si no fuera normal a P se puede expresar en la forma v = p+0¢ con p normal a P
y o tangente a P. Por otro lado R deja invariante al plano trasladado D = p+ P. Entonces los
puntos de la reticula ¢ + na + mf sobre el plano p+ P deberian también quedar invariante bajo
la- rotacidn, esto obliga a que ¢ sea de la forma nga + my#, con ng,my € Z. Luego, podremos
tomar como generadores de este tipo de reticulas o, 8 y pcon (px a) x =0, ||la|| = ||5]| ¥
2= |ﬂ| € Z.

Ahora veremos como deben ser las reticulas tri-dimensionales generadas por tres vectores a,
¥ 7 que admiten isometrias lieneales dadas por reflexiones S™ sobre un plano II. Supongamos
que o € IT y es de longitud minima, luego & y S"(a) serdn independientes. Supongamos que
8 = S"(a) y consideremos el plano P perpendicular a II, éntonces la sub-reticula bi-dimensional
J generada por esos vectores es invariante bajo la reflexién sobre la recta Q que es la interseccién
de I y P. Segin lo demostrado para reticulas bi-dimensionales, la sub-reticula 7 deber4 estar
generada por a ¥ 8 = S™(a) con o - 8 = 0, es decir serd una reticula formada por rectangulos
o0 tendra que ser generada por un vector a y un vector g tales que la proyeccién de o sobre S
es igual a un medio la longitud de 3, es decir, la reticula estd formada de rombos. Finalmente
podemos ver que para que la reticula inicial £ serd invariante bajo ST el tercer generador -y
tiene que encontrarse sobre el plano Il y perpendicular al planc P.

2.4 Clasificacion de grupos uniformemente discontinuos de iso-
metrias euclidianas en el espacio tridimensional

De acuerdo al subgrupo de traslaciones I'* que pueda contener un grupo uniformemente discon-
tinuo I' de isometrias euclidianas en el espac io tri-dimensional, se tienen las siguientes posibili-
dades para I' y I'™.

)T = Id, T =Id
)T # Id, I"=IdoT™ =(T,s), conn€Z

NT #£ Id, T"={(Thotms), conaxB#0, n,meZ

4T # Id, T = (Tha4mp+qy), con (ax ) -v#0, n,m,qg € Z

Para la clasificacién de los grupos de isometrias euclidianas del espacio uniformemente dis-
continuos tomaremos en cuenta: Primero, la clase de isometrias que pueden ser elementos de
un grupo uniformemente discontinuo. Recordemos por ejemplo, que en el espacio un grupo
discontinuo no puede tener isometrias euclidianas que dejen fijo algiin punto. Y segundo, toda
isometria de I' de la forma T, R debe ser tal que la parte lineal R debe preservar la reticula
generada por I'*.

Los elementos que generan un grupo de isometrias euclidianas T' uniformemente discontinuo
solo pueden ser de tres tipos: traslaciones T}, torcimientos T,, R g con -1 # 0 y reflexiones con
deslizamientos T, 5" donde o tiene componente distinta de cero a lo largo del plano II.

Procedamos a la clasificacion para cada uno de los casos de la tabla anterior:

El caso 1) es el llamado caso trivial. El grupo de isometrias solo consta de la identidad.
Denotaremos a ese grupo por I'1 ;. En este caso el espacio definido por las érbitas de la accién
del grupo coincide con R2,

El caso 2) contempla dos subcasos: 2.1) " # Id, T* = Id. Aqui T no puede tener reflexiones

con deslizamiento pues estds generan grupos no triviales de traslaciones. Luevo T" solo puede
ser generado por un torcimiento de la forma T, R;p con 8 # 0, [ x a = 0. Si & < es un numero
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irracional, entonces I'* = Id. Si 29'— es un nimero racional entonces I' posee un subgrupo de

traslaciones generado por un elemento no trivial. Por lo tanto, en este subcaso 2.1) el grupo
@ 2m
21 = {gn = (TaRig)",con b elixa#0,neZ}.

En el subcaso 2.2) I' # Id y ' = (T}.4). Aqui, si R es una isometria lineal no trivial, que
deja invatiante la reticula {na,n € Z} se tienen dos casos: 2.2.1) R(a) = ay 2.2.2) R(a) = —a,
y entonces se tienen para R las siguientes posibilidades:

Para el caso 2.2.1) tenemos otras dos posibilidades para R, a saber la posibilidad 2.2.1.1)
con R = Rﬂ,:_ﬁ_g y una segunda 2.2.1.2) con R = S™ con a sobre el plano I1. Para estas dos
posibilidades los grupos correspondientes son

Fap={gn=(TeR o_3:)", con k,n € Z},

lfall® &

v el caso 2.2.1.2) con
Tos={gn= (T%Sn}", conn € Z,a € II}.

Anélogamente. para el caso 2.2.2) tenemos el subcaso 2.2.2.1) con R = S™ con a normal a
IT y el subcaso 2.2.2.2) R = R, ; con eje | perpendicular a a. En estos dos ltimos casos para R,
no pueden formar parte de elementos de un grupo uniformemente discontinuo, va que todas las
isometrias de la forma 7,S™ con a normal a I 0'T, R, , con eje | perpendicular a a no pueden
generar el subgrupo [, L

Para el caso 3) consideremos I' # Id, I'* = (T,a+mg) con a x § # 0y (a x 3) x e3 = 0.
Note que en este caso las isometrias lineales R del espacio que preservan la reticula no pueden
incluir rotaciones alrededor del eje e3 pues una isometria de la forma T,R., s no puede generar
traslaciones por vectores perpendiculares a ez sin tener puntos fijos. Luego, los casos posibles
para la isometria lineal R de los elementos de I' con I'™ = (T,q4+ma) son:

a) Si R = Id, se tiene

I'=T31 = {gam = (Ta)" o (T3)™, con n,m € Z};
b) 8i R = S, entonces se tienen dos casos: uno con 3 € IT y o & II cuyo grupo
I'=T32= {gnm = (Ta)" 0 (T38™)™, con n,m € Z},
en el otro caso «, 3 € Il y entonces se tiene el grupo

' =T33 = {gnm = (TeS™)" o (T38™)™, con n,m € Z}.

Finalmente el caso ¢) R = R s _, se tienen entonces los grupos

T
I'=T34={gnm=(Ta)"o(TsRs )™ conn,méeZ},
2

[1]] i

T = 1—‘3,5 = {f}n.m = (T%Sn)n'o (T‘gR"_g?r,w)m, con n,m € Z}

En el caso 4), para determinar los grupos en el espacio tridimensional cuyo subgrupo I'* de
traslaciones sea de la forma I'* = (Tya4mp4q+) con (e x 3) -y # 0 dividiremos los posibles casos
en cuatro grupos:
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e a) el grupo I' que tiene como generadores tres generadores de ['™
e b) el grupo I que tiene entre sus generadores dos de los generadores de I'™
e c) el grupo I que tiene entre sus generadores uno de los generadores de I'”"

o d) el grupo I' que no tiene entre sus generadores a ninguno de los generadores de I'*.

En el caso a) se tiene solo el grupo I'yy = (T, T3, T).

En el caso b) supongamos que T, = Te, ¥ T3 con § en el plano xy son los generadores de I'™*
que se incluyen entre los generadores de I'. Aquf se tienen 4 subcasos:
b.1) 8i Lyp = (Ta,Tﬁ,T%Rm) con v (ax 8)=0;

b2)Sivyx(@axB) =0y | a|=| 8|, los posibles grupos son I'y3 = <TmTJ.3,T_}R,h%> si
o 3 =0 (la reticula £ es cuadrada); Ty 4 = <Tm T:,-S,T%R«’.'%> siel anguloentrecy fes 3, v
Lis= <Tm T5=T% R,?.%«>, si el dngulo entre a y £ es %”, es decir £ es triangular;

b3)Sia-f=0,axBelyyecll,se tiene [yg = (Ta, Tg, T,S0);
b.4) Sia x 8 eTl, TT'nglaT = % y v € I, entonces se tiene T'y; = (Tu, Tg, T,S™).

Enseguida tenemos para el caso ¢) el grupo 'y g = <Ta, TgSn} T% Rw> sia-y=0,axyell
v II contiene a G. ;

Note que el caso (To,TgSn,T-TSH> donde IT contiene a 3 y v no corresponde a este caso c)
ya que T5S8M o T,8™ = T, v tendriamos dos traslaciones entre los generadores de I'. También
observamos que el grupo <Tm T% Rg T_;[ R.,‘,,> no corresponde a un grupo uniformemente dis-

continuo, ya que Ts Rj . © T% R, - resulta tener puntos fijos.
2

Finalmente consideramos los casos correspondientes al inciso d) y tenemos los casos 7 x (& x
B)=0ya, B €Il dondesetieneel grupoTyg = <TﬂSH., T?_,_%RRTJ> que no contiene traslaciones
como generadores y el grupo I'yy9 = (TaRan Ty+3Rsx). Note que T,y sRgr 0 ToRor =
Ty p-aByn

Note en el caso 4,9, los elementos de I' tienen la forma gp,n = (T%B_'__IRY‘#)“(TQSH)"”: Los

subgrupos de traslaciones son obtenidos de la siguiente manera: go,o = (‘_'{};_,_.I,R.r:,,}gn = Tris
90.m = Tma ¥ 9nn = Ton~tng. Note que Ryg o To.S™ con I, ¢ € I no tiene puntos fijos.
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Tipo Grupo de Isometrias Euclidianas
1,1 T = 1Id
2.1 1“=<T%Rw T eLixa#A0neZ
2,2 P=<T2R_o__'r> kEZ
k_ lall* &

2,3 T=(Ty8"), aell
3,1 =(TuT5). aXBF#0
3._2 F:(TQ.TﬁSH:P&J_HﬁGH
3.3 T = (1,8™,T3S™), o, BEIl, a x B #0
3,4 r=<TmT R >,a-ﬁ=0
; 2 18l
3.5 I‘:<TQSH,T£R 8 >,oel‘1,ﬁ_LH

a 3 Tl"a‘[—l.'ﬂ
4,1 rz(TﬂfTﬁ:T"{): (Qxﬁ)7#0
42 P = (T 5 Ty o o ¢ (o ) =10
43 | T=(TT5 TR 1) a-8=0,]all =18l
4,4 P <T T T;LR_P%> Il = 114, —“5__%
15 | T=({TTpTyR 2 2 ), lloll = 18Il i = -3
4,6 T = (Ta,25, 1550, 0 B=0,axBell,yell
4,7 T = (T, TﬂjTSWaxBEHl?—'L‘j— lyel
48 |T'= < ,T5S1 TJR.M)a'y—D ax~yell, Bell
49 |T= <T;,=S TlaMR,__ﬂ), a-y=0ayecly LI
4,10 I' = (TaRar, Ty4aRgx), Y X (@ x ) =0

Tabla 2.1: Clasificacion de grupos de isometrias uniformemente discontinuos en el espacio
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Capitulo 3

Espacios localmente euclidianos

3.1 Propiedades de los espacios localmente euclidianos

Una estructura métrica sobre un conjunto M viene dada mediante una funcién dps : M x M —
R tal que satisface las siguientes condiciones:
Para todo z,y,z € M se tiene

e dys(z.y) = 0 (Positiva definida)
o dy(z,y)=0®2z=y

o dy(z,y) = dy(y, z) (Simetria)

dyr(z,y) < dy(z,2) + dar(z,y) (Desigualdad del triangulo)

En el espacio métrico M al conjunto D.(a) = {b € M|dy(a,b) < ¢} se le denomina la bola
abierta con centro en zq y radio . Analogamente, se define la bola cerrada con centro en a y
radio ¢ como el conjunto D.(a) = {b € M|dy(a,b) < €}. Todo espacio métrico es un espacio
topoldgico con la topologia generada por la familia de las bolas abiertas, es decir un conjunto
A se dice abierto si para cada punto ¢ € A existe una bola abierta con centro en ese punto
totalmente contenido en el conjunto. Obviamente todo subconjunto de un espacio métrico es un
espacio métrico con la misma funcion métrica.

Dados dos espacios métricos (M,dps), (N.dy), una funcién £ : M — N se llama una
isometria si F es uno a uno y sobre vy ademas preserva las distancias.

dn(F(z), F(y)) = du(z,y), Yo,y € M

Como ejemplo importante de espacio métrico tenemos el espacio vectorial R™ con la métrica
euclidiana (dgn) definida mediante dg»(X,Y) = ||X — Y]|. A la bola abierta con centro en
a9 € R" y radio ¢ la denotaremos como B.(xg).

Definicién 3.1 Un espacio localmente euclidiano, es un espacio méirico (M., dyr), tal que existe
r > 0, donde para cada a € M eziste ¢ : D.(a) — Br(¢(a)) tal que

drr(2,y) = dre(6(2). 8(y)), Yo,y € Di(a) € M

Sobre un espacio localmente euclidiano, se puede definir y construir algunos de los conceptos
de la geometria euclidiana como veremos a continuacion. En particular podemos definir el Angulo
de interseccion entre dos curvas sobre un espacio euclidiano M como la magnitud del angulo de
interseccién que en R™ hacen sus imagenes bajo la isometria local definida alrededor del punto
de interseccion.
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Recordemos ahora que un segmento de recta en R™ es la imagen de una curva C : [a,b] — R™
de la forma C(t) = p+ tv con p,v € R™ y una trayectoria poligonal en R™ es una curva
7 : [a,b] — R™ continua tal que existen ay,as, ...,a,, donde a = a1 < a9 < ... < @p_1 < ap = b,
tales que 7(a;,a;+1) es un segmento de recta para i = 1,...,n — 1. Tomando en cuenta las
definiciones anteriores tenemos:

Definicion 3.2 Una trayectoria poligonal en un espacio localmente euclidiano M es una curva
7, tal que en cada punto de ella (t) la isometria local definida en D, (v(t)) mapea y N D () en
una trayectoria poligonal en R™. Analogamente. una poligonal define un segmento de recta en
M sivN Dy(v) es mapeado en un segmento de recta en R™.

Definicién 3.3 Un espacio euclidiano M se dice conero por trayectorias poligonales si para
cada par de puntos a.b € M existe una trayectoria poligonal en M que los une.

Supondremos de ahora en adelante que M es un espacio localmente euclidiano conexo por
trayectorias poligonales. Mostraremos enseguida que cada segmento de recta en M se puede
extender indefinidamente dando lugar al concepto de recta en M.

Sea L un segmento de recta en M dado por la curva ¢ : [a,b] — M. Tomando en el extremo
3(b) la isometria local (D,(d(b)),d1), que existe en virtud de ser M localmente euclidiano, la
imagen bajo ¢; de los puntos de §(t) en B,(¢1(d(b))) definen un segmento de recta en R con
punto final &1 (d(b)) y que se puede extender en R" como segmento de recta hasta un tinico punto
Q de la frontera de ¢;(D(d(b)). El segmento ¢; ' (4(h))Q en R™ es transformado bajo ¢~! en
un segmento de recta en M que es extensién de L y tiene una magnitud mayor en r unidades
que la de L. Repitamos este proceso para el segmento extendido y para el extremo ¢>1'1{Q). De
esta manera obtenemos en cada paso una extencién del segmento anterior con longitud mayor
en r unidades. De esta manera obtenemos la recta en M que contiene al segmento inicial L.

3.2 [Espacios cociente

En este apartado mostraremos como construir espacios localmente euclidianos a partir de la
accién de grupos discontinuos de isometrias euclidianas actuando sobre el mismo espacio R™.
Posteriormente mostraremos que este procedimiento agota a todos los espacios localmente eu-
clidianos.

Definicién 3.4 Sea I' un grupe uniformemente discontinuo de isometrias euclidianas. Defini-
mos una accion de I' sobre R" como una funcidn:

o:I'x R" — R"
PG, X)=GX), YGel,XeR"

Notese que
P(GoG,X)=¢(G,¢(C, X)), VGG el

Para la accién de I' sobre R™ anterior, se tiene la siguiente relacién de equivalencia. Si
X.,Y € R" diremos que estian I'-relacionados si existe G € I" tal que Y = G(X). A las clases de
equivalencia correspondientes las llamaremos drbitas de la accién de I" sobre R" y al conjunto de
todas las orbitas le llamaremos el espacio cociente asociado a la accién dada, y lo denotaremos
RR"/T". A la érbita que contiene al punto X € R" la denotaremos como Ox.
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Consideremos la funcién proyeccién II : R®™ — R™/T' que asocia a cada punto X de R" la
érbita a la cual pertenece, es decir II{X) = Ox. Sobre el espacio de érbitas R™/I" definimos la
topologia cuyos abiertos son aquellos conjuntos A de R"/T" tales que I1"!(A) es un abierto de
R™. A esta topologia se le llama la topologia cociente.

Para dar una métrica para el espacio de orbitas tenemos las siguientes definiciones,

Definicién 3.5 Sean Ox, Oy € R"/T, se define su distancia como:
dmnfr(o_y,Oy) = min{dgn l:.:'(-"T Y") | X' € Oy, Y' € Oy}

donde drr denota la distancia euclidiana en R"™.

Nétese que esta definicion de métrica es local y no global. Para mostrar que la definicién
anterior de distancia es correcta, tenemos la siguiente proposicién,

Proposicién 3.2.1 Para la accidn de I' sobre R™ dada en la definicién anterior se tiene: a)
Cada drbita Ox = {G(X), VG € I'} no posee puntos de acumulacion; b) Si Y & Ox; entonces
la distancia de Ox a Oy es mayor que cero.

Demostracién. a) Sea r el nimero real asociado a la propiedad de ser I' un grupo uniforme-
mente discontinuo. Si Xp fuera un punto de acumulacién de la érbita Ox. entonces en la
bola abierta Bg{Xg) con centro Xp y radio 3 existirfan puntos distintos de la forma G(X) y
H(X) con G,H € T. Tomando en cuenta que I' es grupo de isometrias euclidianas, tenemos
drn (G(X), H(X)) = drn(X,G1H(X)) < 23—' lo cual contradice la propiedad de discontinuidad
deT.

b) Si dos dérbitas distintas Ox v Oy no estuvieran separadas por una distancia mavor que 0,
tendriamos dos sucesiones g, (X) y g, (V) tales que dgn (gn(X), gm(¥)) = drn (X, g; 'gm(¥)) —
0, lo cual implicaria que X es un punto de acumulacién de Oy, lo cual no es posible.

Definicién 3.6 Una Regidn Fundamental de la accidn de un grupo I de isometrias euclidianas
en R™ es un conjunto § de R™ tal que los subconjuntos G(F) con G € I' definen una particion
de R", es decir se cumplen las siguientes dos propiedades:

« GF)NGC'B) =0siG+C,
« Jo@=r"

Gell

Teorema 3.2.2 Sea I' un grupo uniformemente discontinuo de isometrias euclidianas de R" y
M = R"™/T el espacio de dérbitas bajo la accién de T y dy(Ox,Oy) = min{dg~ (X" Y') | X' €
Ox. Y' € Oy} entonces (M.dpr) es un espacio localmente euclidiano.

Demostracion. Sea X € R", y §§(X) C R" la bola abierta con centro en X y radio %, donde r
es el nimero asociado al grupo I'. Sea ¢ : Ei (X) — EE(OX) tal que si Y € E%(X] se define
o(Y) = Oy. Claramente dy(Ox,Oy) < 7 ¥ ¢ es ademds isometria euclidiana en EE (X) va que
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siW,Z e E? (X), entonces G(W), H(Z) con G,H €. con G # H, son elementos de Oy y Oz
respectivamente, y entonces

dgr (G(W), H(Z)) = dg= (W, G~ H(Z))
Por otro lado, en todo espacio métrico se tiene la formula d(x,y) > d(z, z) — d(z,y), y entonces
dg (W, G H(2)) 2 dg (W, G H(W)) — dp (G H(W), G H(Z))
r >

S
ECaT5

luego como dgrn (W, Z) < §, se tiene
dy(Ow,0Oz) = dgn (W, Z)

es decir
dp (6(W). 6(2)) = dpn(W, Z), V W, Z € Br(X)

Por lo tanto ¢ es una isometria euclidiana en 'Bﬁ (X) v M es espacio localmente euclidiano. m

3.2.1 Ejemplos de espacios localmente euclidianos

Como cjemplos de superficies localmente euclidianas presentamos:

s Cilindro.
Sea C = R?*/T", donde T = {T{,, ) | n € Z}.
La I-6rbita de un punto (z,y) € C es el conjunto de la forma

Oy ={(z+n,y) | neZ}
Este espacio cociente tiene como region fundamental cualquier conjunto de la forma
Fc = {(z,y)|z € (a,a + 1],a € R}.

La distancia entre dos I'-drbitas se definira de la siguiente manera.

Sean Oy, ¥ O(y,z) I'-Orbitas de C. Denotaremos como [z| a la parte entera de .

La distancia entre dos drbitas O ), Oy ) se calcula (para los cdlculos tomemos la regién
fundamental con a = 0):

de(O(z), Ow) = (@9 (w.2)) | (@,3) € Oy NBen (w,2)' € Oy Nc)
= d((z - [z],9), (w — [w],2))

¢ Banda de Mgbius.
Sea M = R?/T, donde T = {T,,0)© S | n € Z, § es la reflexién sobre y = 0}.
La I'-6rbita de un punto (z.y) € R? es el conjunto

Oy = {(@+n,(-1)"y) | n € Z}
Este espacio cociente tiene como regién fundamental cualquier conjunto de la forma

v ={(z.9) | € (a,a+1],a € R, y € R}.
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Figura 3.1: Orbitas en un cilindro

La distancia entre dos I'-6rbitas se calcula de la siguiente manera.,

Sean O,y ¥ O(w,z) T-6rbitas de M. Denotaremos como [z] a la parte entera de .

La distancia entre dos orbitas Oy ). Oy z) se calcula (para los cdlculos tomemos la regién
fundamental con a = 0):

dM(Ozy): Ouw.2)) = {d((z, ), (w,2)") | (@,4) € O(z) N Ty (w,2) € Oy 2y N Far}
= d((:&‘ — I.'I?], (—1)[:],9.)’ (w— [ur], (_n[m}z)}

Figura 3.2: Orbitas en la banda de Mébius

e Toro.
Sea T = R?/T. donde ' = {t( ;m) | n.m € Z}.
La I'-6rbita de un punto (z,y) € T es el conjunto
Oy = {(z+n,y+m) | m,n e Z}

Este espacio cociente tiene como region fundamental cualquier conjunto de la forma

Sr={(z.y) [z €(a,a+1], ye (bb+1],a,beR}.
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La distancia entre dos I-drbitas se definira de la siguiente manera.

Sean O,y ¥ O(u,z) [-Orbitas de T'. Denotaremos como [z] a la parte entera de .

La distancia entre dos 6rbitas O(, ), O(y,z) se calcula (para los cdlculos tomemos la regién
fundamental con a = 0):

dr(O(zy): Ow,z)) = {d((z,y), (w, 2)") | (2,y)' € Ozy) NF1, (w,2) € O,z NF7}
=d((z — [z].y — [¥]), (w - [w], 2 - [2]))

»
* * * * *
* * * * *
* * * * *
* * * * *

Figura 3.3: Orbitas en un toro

o Botella de Klein.
Sea K = R?/T'. donde I' = {tmo) 0S| n€Z, S es una reflexién sobre L,
donde L es la mediatriz entre (n,m) y (n,m+1), m € Z}.
La I'-6rbita de un punto (z,y) € K es el conjunto de la forma

Oy = {(z+n,(-1)"y+m)|m,n € Z}
Este espacio cociente tiene como regién fundamental cualquier conjunto de la forma
Sk ={(z,y) |z € (a,a+1], y€ (b,b+1],a.be R}.

La distancia entre dos I'-érbitas se definird de la siguiente manera.

Sean O(;,y) ¥ O(w,:) I'-Orbitas de K. Denotaremos como [z] a la parte entera de z.

La distancia entre dos orbitas O, ), Oy ») se calcula (para los cdlculos tomemos la region
fundamental con a = 0):

di\'(o(z,y): O(u:,z)} - {d((.’L y)!~ (w~ z)‘!) I (:IC, y), € O[.r,y] N3k, (_w'z)r S O(m_.z) ﬂ&'}"}
= d((z — [2], (-1)"(y — [B)), (w = [w], (-1)*(z - [2])))

Note que si la regién fundamental de un subgrupo discontinuo es acotada entonces el espacio
cociente es también acotado en el sentido de que la distancia entre cualquier par de puntos u
orbitas es menor que un cierto niimero. Anélogamente, si la regién fundamental es no acotada,
podemos siempre encontrar pares de puntos cuya distancia sea tan grande como se quiera.
Tomando en cuenta lo anterior observamos que en el caso de grupos de isometrias del plano, el
toro y la botella de Klein son espacios acotados. mientras que el plano, el cilindro v la banda de
Modbius son no acotados.

Como ejemplos de espacios tri-dimensionales localmente euclidianos presentamos los sigu-
ientes:
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A

* * *
* *

* * *
* *=

* »* *
* ®

x * *
* *

Figura 3.4: Orbitas en una botella de Klein

o M=R3T=BMxR
[' = (T2 S™) con « paralelo a I

Supongamos que o = e; y Il es el planoc XY,

Fu(z,y,z)= (T%SH)"'(m,y,z} = (z+ n(—é)qg, (-1)"z), conne?

Este espacio cociente tiene como region fundamental cualquier conjunto de la forma
F={(z,9,2) |z €(a,a+1], aeR, y,z€ R}
o M =R3T

['=(T,8", T35 cone,fellyax B#0

Supongamos que v = ey y 3 = es.

Fn:m(x, Y, z} = (TQS")"(TﬁSﬂ)m(m, Y, z) = (:!: +n,y + m, (—]_)n"'-mz), con 7., 1m < Z

Este espacio cociente tiene como regién fundamental cualquier conjunto de la forma

$={(z.y.2) |z € (a,a+1], ye (b,0+1],2€R, a,be R}

e M =R3T
[ = (Ta. T3, TyS™) con 7 generado por o y B, y v perpendicular.

Supongamos que o = €1, J = ez y por lo tanto v = ej.

1
Fumq(®,y, 2) = (To)"(Ts)™(TyS™M)¥(, 9, 2) = (z+n, y+m, ( —1)%z+5(1+( ~1)71)), conn,m.q € Z

Este espacio cociente tiene como regién fundamental cualquier conjunto de la forma

S={(z,y.2) |z €(a,a+1], ye (b,b+1],z€R, a,be R}
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3.3 Teorema de clasificacion de espacios euclidianos

Ahora mostraremos que los espacios localmente euclidianos de dimensién n son siempre espacios
cocientes asociados a la accion de subgrupos uniformente discontinuos de isometrias euclidianas
sobre el espacio vectorial R". :

Este es el contenido del Teorema de clasificacion de ese tipo de espacios y que nos permite
dar una respuesta matematica a las posibles formas que globalmente puede tener el espacio
en el cual vivimos. Veremos dado un espacio euclidiano arbitrario como obtener el subgrupo
de isometrias correspondiente mediante la introduccién de los conceptos de funcién cubriente e
isometria cubriente.

3.3.1 La funcion cubriente

Ahora demostraremos que el espacio vectorial euclidiano R™ cubre a cada espacio localmete
euclidiano y conexo por trayectorias poligonales M en el sentido de que podemos establecer una
funcion F del espacio R™ en el espacio M que sea sobre (es decir, cubre al espacio) y que ademads
esta funcién es tal que cada punto del espacio M posee una vecindad tal que su imagen inversa
bajo la funcion es una unién ajena de abiertos de R" y la funcién F restringida a cada uno
de estos abiertos en R™ es una isometria euclidiana. A este tipo de funciones se les denomina
"funciones cubrientes”.

Consideremos la aplicacion P : R" — M construida en la siguiente manera. Fijemos en M
un punto arbitrario o y la isometria local (Dy(0), @) con ¢(0) = O € R”, (O el origen). Sea ahora
X € R" y consideremos el segmento de recta | que une X con el origen O de R™ vy consideremos
la recta L en M generada por el segmento de recta definido por la interseccion de la imagen de
! bajo P con el bola B.(0). Sea P(X) el punto que se encuentra sobre L a una distancia del
punto o igual a dg» (X, O). La aplicacion P estd bien definida sobre todo R". A esta aplicacién
la llamaremos el funcién cubriente de M generado por la isometria local (Dy(0). ¢).

Definicion 3.7 A la funcion arriba consiruida le llamaremos una funcidn cubriente o la funcién
cubriente asociada a la isometria ¢.

La funcion P tiene las siguientes propiedades:

Proposicion 3.3.1 La funcion cubrienie P tiene las siguientes propiedades: a) Si A y B € R"
con drn (A, B) < 5, entonces dy(P(A),P(B)) = dr~(A,B), y entonces P es una isometria
local; b) P es sobre.

Demostracidn. Para probar a) distinguiremos dos casos. 1) A y B se encuentran sobre una
recta que pasa por (. En este caso. como P transforma isométricamente segmentos de recta
emergiendo del origen en R™ en rectas en M con punto inicial O, se tiene por construccion que
dy(P(A), P(B)) = dgn (A, B).

2) Ahora supongamos que dgr» (A, B) < § pero A, B no son colineales con el origen. Sean so-
bre el segmento O A los puntos Ry, Ro, ..., B = A situados consecutivamente con dg» (R;, Rit1)
7 i=1,..k — 1, y andlogamente sobre OB los puntos Sy, Sa, ..., Sk = B con dgrn(S;, Sis1) =
para i = 1,...k — 1 como se observa en la Figura 3.5. Consideremos en R" los cuadrilateros W;
de vértices R;S;Si+1Riy1 parai = 1....k—1 (ver Figura 3.6) y el triangulo inicial OS; R;. Vemos
primeramente que el primer cuadrildtero R;S1SoR» estd contenido en B,(0Q) y por lo tanto la
funcién P preserva sus dimensiones, es decir dgn(R;, S;) = da(P(R;), P(S;)) para i,j = 1,2,

P ||
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asi como también, dgn(S1,52) = da(P(51),P(S2)) ¥ drn(Ba. R2) = du(P(R1), P(Rz)). De-
mostraremos ahora por induccién que si las distancias entre los vertices del cuadrildtero W;
se preservan bajo P lo mismo se cumple para W;y;. Observemos primeramente en Wiy, que
estando Rir1 vy Riyo, ¥ Siy1 ¥ Siqo sobre rectas que salen del origen, se tiene por 1) que
drm (Rit1, Riy2) = du(P(Ris1), P(Rit2)) ¥ drm(Sit1, Siv2) = da(P(Sis1), P(Siv2)), v por
hipdtesis de induccion dgn (Si+1, Rit1) = dy(P(Siv1), P(Ri+1)). Nos falta comprobar que P
preserva la longitud de los segmentos Ri;1Sit2 v Siv1Riro v Rits. Site. Para esto obser-
vamos que W; v W;;; estan contenidos en la bola Ru(.‘ff,pr 1) v entonces existe una isometria
(Dr(P(Si+1)), @) con ¢(Dr(P(S8i+1)) = Br(Si+1) ¥y ¢(P(Si+1)) = Sis1 y entonces por ser M
localmente euclidiano existe una isometria ¢ : Dp(P(Si41)) — Br(Si+1) v ¢(P(Si+1)). Como
los conjuntos P(W; UW;;1) estdn contenidos en D.(P(S;,1)) entonces ¢ o P(W; UW;41) forman
en R™ un par de cuadrilateros sobre el plano generado por las imagenes bajo ¢ o P de las rec-
tas determinadas por S;Si+2 v RiR;+2. Componiendo ¢ con una isometria apropiada podemos
hacer coincidir los vertices de los cuadrilateros W; UW;41 con los vertices de los cuadrildteros de
P oo(W; UW;p) y entonces dgn(Rit2. Sit2) = dgn(d o (P)(Riy2), ¢ o (P)(Sit2)) v como ¢ es
isometria de M en R™ tenemos entonces dgn (Rit2, Si+2) = dar((P)(Rit2). (P)(Si+2)). con esto
hemos probado que el cuadrilarero Wiy ; es también transformado por P isométricamente con lo
que se concluye la valides del paso de induecién y entonces podemos afirmar que P transforma
puntos de M cuya distancia es menor que 5 en puntos de R™ con la misma distancia. Es decir,
el mapero P es una isometria local.

b) Ahora probaremos que cada punto ¢ € M es la imagen bajo P de algiin punto de R".
Primeramente notemos que la funcién cubriente P transforma segmentos de linea en segmentos
de linea ya que si [ es un segmento de linea en R™ podemos cubrirlo con un niimero finito de bolas
B sobre las cuales P es una isometria local. Luego su imagen estara formada de segmentos de
linea que hacen un angulo 7 con el anterior ya que toda isometria local preserva angulos y los
subintervalos en que se descompone ! hacen en sus puntos de interseccién un angulo 7. Luego
P(1) es un segmento de linea en M.

Para demostrar que P es sobre, tomemos un punto p € M. Por ser M conexa existe una trayec-
toria poligonal G con vertices o, py, pa, ..., pr = p. Sea ¢y : ﬁg(o) — Eg(O) isometria, entonces
o(op1 ﬂﬁg (0)) determina un segmento de recta en R"™ que parte del origen O a un punto ry en
la frontera de 35(0). Extendamos ese segmento de recta hasta el punto ¢ tal que P(q1) = p1.
Consideremos ahora la bola E; (q1), el segmento de recta 71q; es transformado en el segmento
de recta P(r;)p1. Consideremos ahora el segmento de recta prpz en M que hace un angulo oy
con el primer segmento de recta opy y entonces P~ (pipz N Dz (p;)) determinara un segmento
7172 en la bola EE (g1) que hara un angulo a; con el segmento de recta oq;.

Repitiendo esta ultima construccién, tomando F% (r2) v la correspondiente bola 5; (P(ra)). la
imagen inversa P~1(P(r2)p2 ﬂﬁ%(?(?‘g)}) nos determinara un segmento de recta que continua
al segmento G172z en R" y de esa manera, despues de un nimero finito de pasos se alcanzara el
punto gz tal que P(g2) = p2. Con este procedimiento podemos encontrar el punto ¢ que bajo P
va a dar a p y entonces habremos demostrado que P es sobre. [

El grupo de isometrias cubriente

Ahora construiremos a partir de la funcién cubriente P un grupo uniformemente discontinuo I
de isometrias euclidianas en R” para las cuales el espacio M es equivalente al espacio de érbitas
de la accion de ese grupo sobre R". A ese grupo lo llamaremos el grupo de isometrias cubriente
asociado a la funcién cubriente P.
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Figura 3.5:

LAPiS )

Figura 3.6:

Definicién 3.8 Diremos que una isometria euclidiana H : R™ — R" es una Isometria Cubri-
ente asociada al cubriente P: R™ — M, si P o H = P para todo P € R™.

El conjunto de las isometrias cubrientes Sp forman un subgrupo de isometrias euclidianas ya
que si Hy,Hs € Sp, se tiene Po Hy o Hy = Po Hy = P.

De la definicién de subgrupo cubriente vemos que cada orbita de Sp es transformada bajo P
en un unico punto de M y asi M se corresponde al espacio de érbitas de la accién de Sp sobre
R™.

Tomando en cuenta que la funcién cubriente 7 no es uno-a-uno, cabe preguntarse si al tomar
dos puntos P, € R™ con P(P) = P(Q) entonces la 6rbita del punto P coincide con la érbita
del punto Q. Si esto se prueba, entonces M coincide con el espacio de drbitas bajo el grupo
cubriente.

Lema 3.3.2 Sig=P(P)=P(Q). entonces existe una ismetrio cubriente G tal que G(P) = Q.

Demostracién. Supongamos P # (). De la proposicion anterior sabemos que existen bolas abier-
tas ajenas Bé(P) y Bg (Q) donde P es isometrfa sobre Dr(q). Luego, la aplicacién que a cada
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punto X € Br(P) le asocia el punto Y de Bz (Q) tal que P(X) = P(Y') define una isometria G de
B: (P) en By (@Q). Como Br (P) es un abierto de R™, la aplicacién G se extiende de manera tinica
como isometria a todo R™. Claramente @ = G(P). Ahora mostraremos que G es una isometria
cubriente. Probaremos que el conjunto D de puntos R tales que P o G(R) # P(R) es vacié. En
primer lugar S es cerrado pues si Z € D° entonces G(Z) = Z y existirian abiertos Bg(G(Z Ny
B:(Z) isométricos bajo P a una misma bola Dz (P(Z)) y como antes, G seria una isometria entre
Bé(G‘(Z)) y BE(Z) y todos los puntos W € B:_;{Z) seran tales que PcG(W) # P(W) y entonces
D¢ es abierto v por lo tanto D es cerrado. Ahora como D es cerrado y P no esta en D, existird
un punto W de D mas cercano a P y habra una sucesiéon de puntos V; , i = 1,.. de D€ tales que
lim V; = W y PoG(V;) = P(V;), luego por continuidad de P y G se tendra PoG(W) = P(W) y

1—+00
W € D¢, lo cual no es posible pues W € D. Por lo tanto D = @) y G es una isometria cubriente. m

Lema 3.3.3 El grupo de isometrias cubriente asociado a P es un grupo uniformemente discon-
tinuo.

Demostracion. Observando que la 6rbita de un punto X € R™ bajo el grupo de isometrias cubri-
ente coincide con la imagen inversa bajo la funcién cubriente P del punto P(X) € M y tomando
en cuenta que P es una isometria en la bola abierta Br(X') de X, entonces en esa bola no puede
haber dos puntos distintos de una misma 6rbita. Lo anterior también implica que la imagen de
B:(X) bajo los elementos del subgrupo de isometrias cubriente son bolas abiertas ajenas todas
de radio 5. Ahora probaremos que I es un subgrupo de isometrias uniformemente discontinuo, es
decirsi G € I' y P # G(P), como P es isometria en bolas de radio § y P(P) = PoG(P), entonces
drn(P,G(P)) > 5 pues en caso contrario d(P(P), PG(P)) = d(P,G(P)) y P(P) # P o G(P).
Luego el subgrupo de isometrias cubriente es uniformemente discontinuo. .m

A partir de los resultados anteriores, hemos entonces probado que todo espacio localmente
cuclidiano es isométrico al espacio cociente formado por las dérbitas de la accién de un grupo
uniformemente discontinuo de isometrias sobre el espacio vectorial euclidiano R". En este caso,
el grupo uniformemente discontinuo de isometrias es el grupo de isometrias cubrientes asociadas
a la funcion cubriente P. Resumiendo, enunciamos el celebre Teorema de clasificacidn:

Teorema 3.3.4 (Killing-Hopf) Si M es un espacio localmente euclidicno de dimension m y
P:R" — M la funcion cubriente asociada a M, entonces M es isométrico al espacio cociente
Sformado por las orbitas de la accion sobre R™ del grupo de isometrias cubriente asociadas a la
funcidn cubriente P y dotado de la métrica dada en la Definicion 4.0.1.6.

Por ultimo anexamos dos cuadros con las diferentes posibilidades de espacios localmente
euclidianos de dimension dos como de dimensién tres.

Para el caso del plano tenemos:

Grupo de Isometrias Tipo Topologico
F(z,y,2) = (z,v,2) R* Plano (no acotado)
F,=(x+n,y), conneZ S xR Cilindro (no acotado)
Fom=(@+ny+m), connmeZ S' x §' 2-Toro (acotado)
Fyo=(x+n,(-1)"y), conneZ BM Banda de Mébius (no acotado)
Eym=(z+n,(-1)"y+m), coonnmeZ BK Botella de Klein (acotado)

Para el caso del espacio tri-dimensional tenemos:
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Caso Grupo de Isometrias Tipo Topologico
1.1 F(z,y,2) = (z,y, 2) R’
2.1 Fy(z,y,z) = (xcos(n#) — ysen(x6), zsen(nf) + ycos(nd), z + n),
conneZ Fel
2.2 | Fy(z,y,2) = (wcos(nsf) — ysen(nf), zsen(n3k) + ycos(n3E), z + n),
conn.ke€Z
2.3 Fo(z,y.z) = (z +n,y, (—-1)"2), BM x R
conn € Z
3.1 Fom(2,4,2) = (x +n,y+m, 2), SIx S xR
conn,m € Z
3.2 Fum(z,y,2) = (z+m,y, (=1)"z +n), BK x R
conn,me 7z
33 Fom(z,y, 2) = (xz + n,y + m, (-1)"™2),
conn,meE Z
34 Fom(z,4,2) = (-1)"z + m,y + 3n, (-1)"2),
conn,meZz
3.5 Fam(z,y,2) = ((-1)"z + 3n,y + 3m, (—1)™"2),
conn,m € Z
4.1 Faomglz,y.2) =(x+n,y+m,z2+q), S'xSxg
con n.m.q €4
4.2 Famglz,y,2) =((-1)%2 +n,(-1)% +m,z + %q’),
conn.m.q €z
4.3 Fn;m.q(a'z Y, z) = (Tcl)n(TP.;)m(T?Reg,%](x! Y, Z),
conn.m,q€Z
4.4 -F:n.'.'n..q(:rt Y,2) = (Tel )n(Tﬁ)m(T%ﬂ Re;h% Nz, v, 2),
connm,qEZyf= (%,-‘%-6,0)
4.5 Fomq(z,y, z) = (TE1 )ﬂ(Tﬁ)m(Ti}Rea,%" )z, y, 2),
conn,m,qELyB= (5, -\g‘-ﬁ, 0)
4.6 Famgq(z,y,2) = (. +n,(-1)% + m,z +q), S! x BK
conn,m,q € Z
4.7 Fomg(z,y,2) = (@+ (n+ 3m), (-1)%y + m, 2 +q), S!' x BK
con n,m,q €4
4.8 Fomq(z,y,2) = ((-1)"""z +n, (-1)%y +m, 2 + 1),
con n,m,q € %
4.9 Fom(z,y,2) = (x+m, (-1)"y +n, (-1)"T™z + (—1)"m),
conn.meZ
4.10 Fom(z,y.2z) = ((-1)"z+n,(-1)"(y + m), (=1)"T™Mz + (=1)"m),
conn,méeZ

Tabla 3.1: Acciones de los grupos de isometrias uniformemente discontinuos en el espacio




Conclusiones

Tomando en cuenta lo anterior podemos concluir que la geometria del espacio determina la
topologia del espacio, en el caso particular de la geometria euclidiana las formas topologicas
del espacio se determinan a partir de la accién del grupo de isometrias que caracterizan a la
geometria euclidiana. Mas aun vemos que en el plano existen solo cuatro tipos de espacios
topoldgicos y en el espacio 18 tipos que pueden admitir la existencia de métricas localmente
euclidianas.

Me parece sorprendente como una herramienta tan ficil de entender como es una isometria,
v la cual podemos encontrar en cualquier momento de nuestra vida cotidiana, como puede ser
una traslacién al mover una taza en nuestra mesa, una reflexién al ver nuestro reflejo, valgame
la redundancia, en un charco de agua o una rotacién al girar en el momento de disfrutar de.
un baile escuchando tu pieza musical favorita. puede ser utilizada para dar la explicacién tan
sorprendente como el hecho de que el espacio en que vivimos tenga, de manera global, la forma
de alguna de las superficies presentadas.

Nuestros antepasados pensaban que la tierra era plana, lo cual es entendible, puesto que
las mediciones que se realizan localmente son, por decirlo de alguna manera, como se realizan
en el plano, bastaron algunos siglos para darnos cuenta de que ese pensar era incorrecto y asi
ver nuestro mundo, de manera global, con volumen y casi esférico. Entonces, crec que esto
se presta para hacer la siguiente pregunta: si nos dimos cuenta que la tierra realmente no es
plana, sino que posee volumen y hasta conocemos su forma real, ;cémo serd el espacio donde
vivimos?. Con estos resultados, quizd nos es imposible imaginarnos la forma fisica de nuestro
espacio viéndolo de manera global, pero al menos podemos darle una interpretacion v respuesta
matematica a esa problematica, a ese cuestionamiento, y como lo dije anteriormente, utilizando
solamente una herramienta tan "trivial” como son las isometrias, claro, haciendo uso también
de otras herramientas, que esta ciencia tan romantica, como lo es la matematica, nos otorga
para trabajar con la base de axiomas y una légica exacta, pero con la motivacién que nos da
la imaginacién y las ganas de entender el universo que nos rodea. Solo queda agradecer a estos
dos matematicos por ofrecernos estos extraordinarios resultados para que la gente, comun y
corriente, pueda entender un poco mas de todo aquello que nos rodea y conocer el lugar donde
nos desarrollamos como personas v como individuos.
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