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Introduccion

El objetivo de esta tesis es presentar de una manera accesible a lectores con una
formacién equivalente a estudios de licenciatura en matemaéticas, algunos resultados
importantes sobre la existencia de selectores continuos o medibles para multifuncio-

nes, también llamadas correspondencias.

La motivacién para la realizacion de cste trabajo surge del estudio de algunos
problemas en la teoria de control estocéstico, en los que la existencia de politicas o
estrategias Optimas es consecucncia de la existencia de una funcién medible f: X —

A que satisface

w(z) = sup {u(z,a)}=wu(z f(z)). (1)

acA(x)

en donde X, A son espacios métricos,  » A(z) es una correspondencia de X a Ay

u es una fincién de valores reales definida en la grifica de la correspondencia,

K = {(z,a):a€A(z),xeX}.
Si para cada x € X se define

A*(z) = {a" e A(x):u(z,a")= sup {u(z.,a)};,
acA(x)

entonces la existencia de una funcién que satisface (1), es equivalente a la existencia

de un selector para la correspondecia @ - A" ().



Esta tesis esta organizada en 4 capitulos: en ¢l primero sc hace una revision de
los conceptos basicos de correspondencias. tales como: la imagen inversa inferior, la
imagen inversa superior, la semicontinuidad superior ¢ inferior y algunas operaciones
con correspondencias. En ¢l segundo capitulo se analizan los conceptos neccsarios
para asegurar la existencia de selectores continuos: particién de la unidad subordina-
da a una cubierta, cubiertas localmente finitas, espacios paracompactos, Teorema

de Michael, correspondencia convexa, funciones inf-compactas.

El tercer capitulo tiene como objetivo proporcionar los fundamentos teéricos de la
medibilidad de correspondencias, los cuales son necesarios para asegurar la existencia
de selectores medibles; correspondencias medibles y débilmente medibles, funciones
conjuntamente medibles (funciones de Caratheodory), Teorema de seleccién de
Kuratowski-Ryll-Nardzewski, Tcorema del Mdaximo medible. En cl capitulo 4
(Apéndice), se agregan algunos resultados que son ttiles en los capitulos 2 y 3 para

la. demostracion de varios resultados.
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Capitulo 1

Teoria de Correspondencias

En este capitulo iniciaremos con la definicién del concepto “correspondencia”,
estudiaremos algunas propiedades de correspondencias que nos ayudaran técnica-
mente para la demostracion de algunos resultados posteriores, también veremos el
concepto de semicontinuidad de correspondencias y finalmente analizaremos algunas

operaciones que se pueden definir con ellas.

1.1. Caracteristicas de una Correspondencia

Definicién 1.1.1 Sean X.Y conjuntos no vacios. Una correspondencia ¢ de X a
Y es una funcidn que asigna a cada x en X un elemento ¢(z) del conjunto potencia

Y de Y, es decir, ¢ es una funcion con dominio X y contradominio 9X.

Para representar una correspondencia de X a'Y usaremos la notacion g : X » Y.

Definicién 1.1.2 Sea ¢ : X - Y una correspondencia.
La imagen bajo v de A c X se define por;

p(A) = U ¢(z).

xeA

De este modo el rango de ¢ es p(X).
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Definimos también a la grdfica de ¢ como el conjunto
Gro:={(z,y) e X xY:yep(z)}.
Ejemplo 1.1.1 Sean X ={1,2,3.4.5},Y ={6,7,8,9,10} v ¢ definida por
@(z) = {z+5}u{10},z e X.
Claramente, ¢ es una correspondencia y la grdfica de ¢ es:

Gryo={(z,z+5),(z,10):z € X}.

B+ v

|_.,_}_

e e
t 2 3 4 5

X

Ejemplo 1.1.2 Sean X = [0,1] y Y = B2(0) = {y ¢ R™: |y| < 2}, con || la norma

euclidiana en R™. Definimos

e(t)={yeY |yl <t} te[0,1].

Observemos que ¢ es una correspondencia ya que para cada t € X el conjunto

p(t) c Y. Ademds, la grafica de ¢ es:
Gro={(t.y) e [0,1] xR": |y| < ¢}.
Ejemplo 1.1.3 Sea ¢ : R* u {0} » R definida por
p(k) := {—\/E \/E} :

La grdfica de la correspondencia ¢ es:
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Gry = {(k,-Vk), (k. VE) : ke R* u{0}}.

Observacién 1.1.1 Una funcion f : X > Y puede identificarse con la correspon-

dencia p: X - Y dada por,
o(2) = {f(@)} weX.

Sea p: X - Y wuna correspondencia y Y un espacio topoldgico; st para cada x €
X, el conjunto @(z) tiene una determinada propiedad, diremos que @ toma valores
con esa propiedad. Ast, diremos que @ toma valores cerrados, (abiertos. compactos.
conexos, resp.), st para cada x € X el conjunto p(x) es cerrado, (abierto, compacto,
conezo, resp.) en Y. St Y es un espacio vectorial, entonces diremos que ¢ toma

valores convezos, si para cada x € X. el conjunto p(x) es convezro en Y.

Recordemos que para una funcion f : X — Y. la imagen inversa de un subconjunto

A de Y se define como
FYA) ={zeX:f(z)eA}.

Para una correspondencia se tienen dos hmdgenes inversas, las cuales se definen a

continuacion.
Definicién 1.1.3 Sea ¢: X - Y una correspondencia.

a) La imagen inversa superior de un subconjunio A de Y, denotada

por ¢, (A), se define como
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0l (A)={ze X :p(z)c A}.

b) La itmagen inversa inferior de un subconjuntio A de Y, denotada

por ;' (A). se define como

pil(A) ={zeX:p(x)nAz2}.

Una relacion entre las dos imagenes inversas estd dada con la siguiente propiedad,

la cual nos serda muy 1til en la demostracion de varios resultados posteriores.

Propiedad 1.1.1 Sea ¢ : X - Y una correspondencia y A un subconjunto de Y.

Se tiene lo siguiente:
a) (@3'(A))° = ¢;1(A%), b) (¥71(A))° = 31 (4).

Demostracion. La demostracion de la parte a) se sigue de que

< p(zr)cA

o plr)nA=g
o oegl(a)

= e (o, (A9))".

zep;'(A)

La demostracién de b) se sigue de la propiedad a), tomando A® en lugar de A. m

En el siguiente resultado se prueba que la imagen inversa superior de una inter-

seccion arbitraria de conjuntos, es la interseccion de las imédgenes inversas superiores

de los conjuntos.

Proposicién 1.1.1 Si ¢ : X - Y es una correspondencia y {Ax}.., es una cole-

ccion de subconjuntos de Y, entonces

@5 (Mrer Ar) = N 05" (Ag).
kel
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Demostraciéon. Definimos
A= (ke Ar) Yy Bi=Mker 5 (Ag).

La igualdad de A y B se sigue de las siguientes cquivalencias;

reAd < p(z)c)Ak
kel

<= p(x)c Ak, Vkel
o zep; (Ay), Ykel,

< zeB.

En cl siguente cjemplo se muestra que la imagen inversa inferior de la interseccion
de conjuntos, no necesariamente s la interseccién de las imagenes inversas inferiores

de los conjuntos.

Ejemplo 1.1.4 Considere la correspondencia ¢ : R*u{0} - R definida en el Ejem-
plo 1.1.3,

p(k) = {Vk -Vk}.
Tomemos A = {-2,1} y B = (-2.2]. observemos que;
o N(A) = {ze R U {0}: {-VA@.V/a}n{-2.1} 2 &} = (1,4},
Y que
¢;1(B) = {z e R* u {0} : {-V=Z,V/Z} n(-2.2] 2 &} = [0,4].
La interseccion es

v (A) nei'(B) ={1,4}n[0,4] = {1,4}.
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Por otro lado AnB={-2,1}n(-2,2] ={1} y

wil(AnB) = {z e R u{0}: {-VZ, T} n {1} # @} = {1}.

lo cual prueba que la imagen inversa inferior de la interseccion de conjuntos, no ne-

cesariamente es la interseccion de las imdgenes inversas inferiores de los conjuntos.

En el siguiente resultado se prueba que la imagen inversa inferior de la unién

entre conjuntos, es la unién de las imagenes inversas inferiores de los conjuntos.

Proposicién 1.1.2 Si p: X » Y es una correspondencia y {Ar},.; es una colec-

cion de subconjuntos de Y, entonces

07 (Uger Ak) = H%ﬁfl(ﬂk)-

Demostracién. Por la Propiedad 1.1.1. b),

@;I(Uke!Ak) = (@gl((ukE!Ak)c))c
= (05 (ker AR))S,
y por la Proposicién 1.1.1;
(5 (Mker AR))E = (DWQI(AE))C
= Ulps (43)"
kel

Aplicando nuevamente la Propiedad 1.1.1, b), obtenemos

U(w;l(Ai))“=HsaEl(Ak)

kel
y por lo tanto,

07 (Vker Ak) = Hw;lmk)-
€
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La imagen inversa superior, de una unién de conjuntos, no necesariamente cs
la unién de las imagines inversas superiores. El siguiente cjemplo demuestra esta

afirmacién.
Ejemplo 1.1.5 Sea ¢ : R - R la correspondencia definida por

¢(z) = [-z,z].

Tomemos A := {1.3}, B := (-8,3) y observemos que
¢ (A) = {w e R* :[-a,2] < {1,3}} = 2,
Y que
03} (B) = {z eR* i [-z,2] < (-8,3)} = (0,3).
En consecuencia
ws (A) vl (B) =2u(0,3) = (0,3),
mientras que

0;'(AuB) = {z eR" : [-z,2] c (-8,3]} = (0.3].
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1.2. Correspondencias Semicontinuas

Para definir el concepto de “correspondencias semicontinuas”, requerimos de la
nocion de vecindad de un punto y vecindad de un conjunto, las cuales se presentan

a continuacion.

Definicién 1.2.1 Sea X un espacio topoldgico, x € X y F c X. Diremos que V es
una vecindad de x. st existe un abierto A tal que x € A c V. Andlogamente, S es una
vecindad de F si existe un abierto O tal que Fc O c S. A los conjuntos A y O se

les llama vecindad abierta de x y F respectivamente.

Definicién 1.2.2 Sean X,Y espacios topologicos y ¢ : X - Y una correspondencia.

a) Se dice que ¢ es semicontinua superitormente en xr € X, si para

cada vecindad U de ¢(x) existe una vecindad V de x tal que
p(z)cU VzeV.

b) Se dice que p es semicontinua inferiormente en x € X si para
cada conjunto abierto U tal que p(x)nU # @, exisle una vecindad V

de x, tal que
p(z)nU =z YzeV.

c) Se dice que @ es continua en x € X. si es semicontinua superiormente

e inferiormente en .

La correspondencia ¢ es semicontinua superiormente (inferiormente) en
X, si lo es en cada punto x de X, andlogamente v es continua en X st lo es en

todo punto x de X.

Ejemplo 1.2.1 La correspondencia ¢ :[0,1] - [0,1] definida por
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{0y siz<l

Pla)= (0,1] siz=1

es semicontinua superiormente en [0,1], semicontinua inferiormente en [0,1), pero

no es semicontinua inferiormente en [0,1].

Demostraremos esta afirmacidin. Primero que @ no es semicontinua inferiormen-

te en x = 1. Supongamos lo contrario y tomemos a U := (%, é) entonces
Unp(l) = (]T %)n [0.1] # @,

por lo tanto, existe V' vecindad de x tal que

p(z)NU @ VzeV,

pero no puede ser dado que si z €V y z # 1, entonces
e(z)nU={0)n (.} = o,

ast. p no puede ser semicontinua inferiormente en x = 1.

Para probar la semicontinuidad superior de ¢ en x = 1, consideremos una vecin-
dad U de ¢(1) =[0,1] y V := (% 1} que es vecindad abierta de x = 1. Obsérvese que

para cada z € V,z # 1,
¢(2) ={0} c (1) =[0,1]

lo que implica que p es semicontinua superiormente en x = 1.

Probemos ahora que ¢ es continua en [0,1). Para esto tomemos x € [0.1) y U

una vecindad abierta de p(z) = {0}, en este caso:
Un{0} + @ s, y solo si, {0} cU,

para la vecindad abierta de V = [0.1), obtenemos que
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e(z)=p(z)={0}cU VzeV

por lo tanto @ es continua en [0.1).

Ejemplo 1.2.2 La correspondencia ¢ : [0,1] - [0,1] definida por

[0,1] siz<1

Vit {0} siz=1

es semicontinua inferiormente en [0,1], semicontinua superiormente en [0,1), pero

no es semicontinua superiormente en [0, 1].

Primero demostremos que ¥ no es semicontinua superiormente en x = 1. Tome-
mos la vecindad U = [0. %) de ¢(1) = {0} y sea V una vecindad arbitraria de x = 1.
Entonces, st z€V y z %1, el conjunto ¥(z) =[0,1] no estd contenido en U = [0,%

y por lo tanto ¥ no es semicontinue superiormente en x = 1.

Probemos ahora que i es semicontinua inferiormente en x = 1. Sea U un con-
Junto abierto que intersecta a (1) = {0} y tomemos V = (% l] la vecindad abierta

de x=1. Entonces
Y(z)=[0,1]nU %3 VYzeV,

por lo tanto, ¥ es semicontinua inferiormente en x = 1.

Para probar la semicontinuidad superior de ¢ en [0,1), tomemos x € [0,1) y U

una vecindad de ¥(z) = [0,1]. Observe que para V =[0,1)
Y(z)=[0,1]cU VzeV,

por lo que ¥ es semicontinua superiormente en [0,1).

Ahora para la semicontinutdad inferior en [0,1), supongamos que x € [0,1) y que
U es un abierto que intersecta a ¥(zx) = [0,1]. Entonces para la vecindad abierta

V =[0,1) de z, se sigue que
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Y(:)nU=[0,1]nU+@ VzeV,

por lo tanto ¥ es semicontinua inferiormente en [0,1).

El siguiente teorema proporciona una caracterizacion de la semicontinuidad su-
perior de una correspondencia entre espacios topoldgicos, en términos de conjuntos

abiertos y cerrados.

Teorema 1.2.1 Sip: X » Y es una correspondencia entre espacios topoldgicos.

Entonces los siguientes enunctados son equivalentes:

1) @ es semicontinua supertormente en X.
it) p;1(A) es abierto en X para todo conjunto abierto A enY.

i) @;'(F) es cerrado en X para todo conjunto cerrado F en Y.

Demostracién. i) = i) Supongamos que ¢ es una correspondencia semiconti-
nua superiormente y que A es un abierto en Y. Si ¢;1(A4) = @. el resultado se sigue

trivialmente.

Supongamos que ;' (A) es no vacio: probaremos que cada punto x € ;' (A) es

un punto interior v asi obtendremos que ¢ '(A) es un conjunto abierto en X.
Sea r € p,'(A). Por la semicontinuidad superior, existe una vecindad V, de
tal que ¢(z) c A Vz eV, de donde se sigue que

Vi c g;1(A4),

y por lo tanto, & es un punto interior de ¢;1(A).

i1) = 1) Supongamos que para todo subconjunto A abicrto en Y, »;'(A) cs un
conjunto abierto en X. Por la dcfinicion de vecindad, para z € X y U una vecindad

de ¢(z) existe un abierto ¥y en Y tal que

e(z)cVy cU,
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entonces V = ;1 (V) es una vecindad abierta de x tal que
p(z2)cVWyclU VzeV,

por lo tanto, ¢ es semicontinua superiormente en X.

i1) <> 112) Por la Propiedad 1.1.1, a), tenemos que
(0:1(A))° =97} (4°) AcY.
Si A es un subconjunto abierto en Y, entonces:

©:1(A) es abierto en X si, y sélo si, ¢;'(A°) es cerrado en X.

El siguiente teorema proporciona una caracterizacion de la semicontinuidad in-
ferior de una correspondencia entre espacios topolégicos, en términos de conjuntos

abiertos y cerrados.

Teorema 1.2.2 Si o : X - Y es una correspondencia entre espacios topoldgicos.

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

i) ¢ es semicontinua inferiormente en X.
i) p;1(A) es abierto en X si A es abierto en Y.

i) @;}(F) es cerrado en X si F es cerrado en Y.

Demostracién. i) = ii) Supongamos que ¢ es una correspondencia semiconti-

nua inferiormente y que A es un abierto en Y.

Si el conjunto ;! (A) es vacio, entonces es abierto en X. Supongamos que ;! (A)
es diferente del vacio. Por la semicontinuidad inferior, para cada z en ¢;!(A) existe

una vecindad abierta V. de z, tal que

e(z)NA+@ VzeV,
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la definicién de V; y la definicién de ¢;!(A) implican que

Ve € 71 (A).

lo cual muestra que 2 es un punto interior de (p{l(A). Por lo tanto, tenemos que

©:(A) es un conjunto abierto en X

ii) = 1) Supongamos que ¢;!(A) es un conjunto abierto en X, donde A es un
abierto en Y. Sea z en X y U una vecindad abierta en Y cuya interseccién con ¢(x)

sea diferente del vacio.

Por hipétesis, V5 = ¢; }(U) es vecindad abierta de x tal que
elz)nU+@ Vzel,

por lo tanto, ¢ cs una correspondencia semicontinua inferiormente en X.

1it) <> 11) Por la Propiedad 1.1.1, b) tenemos que para todo subconjunto U en

¥,
(i (U))* = 91 (U°).
Asi, para A un abierto en Y,

271(A) es abierto en X si, y sélo si, o31(A°) es cerrado en X.

Considerando una correspondencia definida entre espacios métricos. obtenemos
caracterizaciones, por medio de succsiones, para la semicontinuidad superior y la

semicontinuidad inferior, como se muestra en los siguentes dos reultados.

Teorema 1.2.3 Sean X,Y espacios métricos y ¢ : X - Y una correspondencia.

Los siquientes enunciados son equivalentes:
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1) ¢ es semicontinua inferiormente en x.

2) Para cada sucesion (), convergente a T y para cada y en ¢(zx)

existe una sucesion (Yn),cy que converge a y y lal que
Yn€p(xn) YnelN.

3) Para cada sucesion (xy, ), convergente a x y para cada y € p(x) existe
una sucesion (Y )y convergente a y y una subsucesion (T, ),y tal

que

Yi € o(xn,) VkeN.

Demostracién. 1) = 2) Suponga que ¢ es semicontinua inferiormente en z.

Sca (Zn)nen una sucesién convergente a x y sca y un punto en ¢(z).

Como y esta en Bj(y) n¢(x), por la semicontinuidad inferior de p existe una

vecindad Vi de z tal que
w(z)nBi(y)x@ Vzel,

y por la convergencia de la sucesion (z,,)a,en & @ existe ny en N tal que z,, € V} para

todo n 2 n;.
Luego. como y € Bi(y) ny(z). por la semicontinuidad inferior de ¢ existe una
vecindad Vo de a tal que

ga(z)r‘rB%y)#@ Vze Vo,

y existe np > ny en N tal que x, € Vy para todo n > ng.

Procediendo inductivamente tenemos que para cada k € N, el punto y pertenece
a Bi(y) ne¢(z) y por la semicontinuidad inferior de ¢ existe una vecindad Vj, de x
ke

tal que

tp(:)r‘nBi(y) +@ VzeV.
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Ademas, por la convergencia de la sucesion (2, )neny a x existe ng > ng-; en N tal

que z, € V. para todo n > ny.

Definamos la sucesion (yn )new de la siguiente forma:

Para n < ny, sea y, un punto arbitrario en ¢(zy).
Para n; < n < ng, tome y, € ¢(z,) N B1(y).

Para ny < n < ng,;. tome y, en ¢(z,) N B% (y).

Entonces para cada natural n, el punto y, esta en ¢(z,) n B1(y). Por lo tanto
k

la sucesién (¥, )nen converge al punto y, ademés y, estd cn ¢(x,) para toda neN.
2) = 3) La demostracién de esta implicacién es trivial.

3) = 1) Supongamos que ¢ no es semicontinua inferiormente en x, es decir,

existe un conjunto abierto U con
elz)nlU + @,

v tal que para toda vecindad V de x existe z, € V tal que
w(zy)nU =@,

por lo tanto, para cada nimero natural n la vencindad B,,,(x) contiene un punto

Ty que satisface que
plaza)nU =@.
Observemos que la sucesion (x, ).y converge a & y que
elzp))NU =@ VneNlN.

Sca y un clemento de ¢(z)nU. Como (x, )nen converge a &, se siguc por hipdtesis
que existe una sucesion (yx)ken convergente a y y una subsucesion (xy,, )key de

(3:,; )keﬂ tal que
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Yk € (2, ) cU® VkeN,

lo cual implica que y € U puesto que U€ es cerrado. Lo anterior contradice el hecho

que y € p(z) nU. por lo tanto. ¢ es semicontinua inferiormente en z. m

Teorema 1.2.4 Sean X,Y espacios métricos y una correspondencia ¢ : X - Y.

Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) ¢ es semicontinua superiormente en x y @(x) es compacto.

2) Para cada suceston ((Zn,Yn))pen € Gro, tal que (z,)nen €s convergen-

te a x. se tiene que la sucesion (Yn)nen tiene un punto de acumulacion

en o(z).

Demostracién. 1) = 2) Suponga que ¢ es una correspondencia semicontinua

superiormente en & y que y(x) es compacto en Y. Sea

((x'ﬂ\ yu))nem Cc GT{IO,

tal que la sucesién (z, )new converge al punto z y supongamos que (Y )nen 10 tiene
un punto de acumulacién en ¢(x), entonces para cada punto y € () existe r,, > 0,

tal que ¥, no esta en B,y(y) para n suficientemente grande. Puesto que

p(x) c U Bry(y)'

yep(r)

v () es compacto, entonces existen puntos yi,¥s,.... ;. en @(z) tales que
K T
p(z) cU:={J B, (v)-
i=1 "

El conjunto U/ es vecindad abierta de @(x) y por la semicontinuidad superior existe

una vecindad abierta V' de z tal que

p(z)cU VzeV.
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Ademas, por la convergencia de la sucesion (z,)aen al punto x existe M € N tal que

para todon2 M, z,eVy
Un E W(lrr) clU, VYnzM.

Lo cual ¢s una contradiccion, pues para n suficientemente grande y, ¢ U .

2) = 1) Supongamos quc ¢ no cs semicontinua superiormente en z, entonces
existe una vecindad abierta U de (), tal que para toda vecindad V' de z existe z,

en V' tal que
w(z,))NU° £ @.

Asi, para cada n en N existe z, un punto en B% (x) tal que
w(zn)nU® + @,

claramente, la sucesion (z,)nen converge a .

Si yp, estd en p(a,)NUC, entonces la sucesion (yy, )pen estd totalmente contenida

en el conjunto cerrado U y como

plz)nlUt =8,
implica que (Yn)nen NO tiene un punto de acumulacién en ¢(z). lo cual contradice
la hipdtesis, por lo tanto, la correspondencia ¢ es semicontinua superiormente en @.

Para probar la compacidad del conjunto ¢(x) basta con suponer nuevamente
que se cumple 2). Sca (Y, )nen una sucesién contenida cn () v definimos para toda

n, x, =z cs claro que
(z,yn) c Gry,

la sucesion (yn)nenw tiene un punto de acumulacién en p(z), lo cual implica que la
sucesion (yn )nen posee una subsucesién convergente, por lo tanto, ¢(z) es compacto.
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Ejemplo 1.2.3 La correspondencia ¢ : [0,10] - [0,10] definida por

¢(x) =[0.2],

es una correspondencia continua en [0,10].

Primero probemos que ¢ es semicontinua inferiormente en [0,10]. Sea x €

[0,10] ,y e o(2) ¥ (2 )nen una sucesion convergente a x.

Six =y la sucesion (X, )new €s tal que x, € (2,) y ademds es convergente a x.

St x #y. tenemos que para e =x —y >0, existe N ¢ N tal que
zne(x-¢,x] Yn2N,

esto implica que para toda n > N, el punto y € p(x,). Para n < N tomemos yn

un punto arbitrario en @(x,) y para n > N tomemos y, = y, entonces la sucesion

(Yn e €s tal que yy, € p(z,) v es convergente a y.

Probemos ahora la semicontinuidad superior en [0,10]. Sea x € [0,10], (Zn)nen

una sucesién convergente a T Y (Yn)nen una sucesion tal que y, € o(x,).

Caso 1, si existe una subsucesion (yn, )ren de (Yn)nen tal que
Yn, €0(x) VkeN,

entonces por la compacidad de (), se sigue que (yn, )xen contiene una subsucesion

convergente en @w(x), por lo que la sucesion (Yn)new posee un punto de acumulacion
en ¢(z).
Caso 2, supongamos que no pasa el caso uno, eso quiere decir que para toda n € N

excepto posiblemente por una cantidad finita de indices n,
Yn € [T, 20],

como (Ty)new converge a x, entonces (yYn)aen converge a z, por lo tanto, (Yn)nen

tiene un punto de acumulacidn en @(z) y as? finalmente ¢ es continua en [0,10].
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1.3. Operaciones con correspondencias

En esta seccién se definen algunas operaciones con correspondencias, tales co-
mo la correspondencia cerradura y la correspondencia interseccion, ademas veremos
un caso en particular para el cual, la correspondencia interseccién de dos corres-
pondencias semicontinuas inferiormente, es semicontinua inferiormente, dado que en

general este resultado es falso.

Definicién 1.3.1 Sea ¢ una correspondencia entre espacios topoldgicos. La corres-

pondencia cerradura de ¢, denotada por @ se define por

B(x) = o(z).

Proposicién 1.3.1 Si ¢ : X - Y es una correspondencia enlre espacios lopologi-

cos. U un subconjunto abierto en'Y y xp e X, entonces
e(zo)NU + @ si, y sdlo si, p(xg)nU = 2.

Demostracién. Se sigue de la Proposicion 4.0.1. m

El siguiente resultado muestra la relacién de semicontinuidad entre una corres-

pondencia y la correspondencia cerradura.

Lema 1.3.1 8i ¢ : X = Y e¢s una correspondencia entre cspacios topoldgicos y

xg € X. Entonces

1.- 7 es semicontinua inferiormente en xo st. y sélo si. @ es semicontinua
inferiormente en xg.
2.-8i Y es normal y ¢ es semicontinua superiormente en gy, entonces ¢

es semicontinua superiormente en To.

Demostracién. 1) Sea U un conjunto abierto cuya interseccion con ¢(xo) es

no vacio. Por la Proposiciéon 1.3.1 tecnemos que
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w(z)nU # @ si, y solo si, p(z) nU # @.

El resultado se sigue de la definicion de semicontinuidad inferior.

2) Supongamos que ¢ es semicontinua superiormente en xg v que U es un con-

junto abierto en Y tal que
{,_9(._1:(5 cl.
Como Y es normal, por el Lema 4.0.3, existe un abierto G, tal que
m cGecCGel.

Adem4s, por la semicontinuidad superior de ¢ el conjunto W = ¢ !(G) es una

vecindad abierta de xp, mas aun, para cada z € W. ¢(z) c G, se tiene que

w(z)cGclU VYzeW,

por lo tanto, la correspondencia cerradura % es semicontinua superiormente en xp.

A continuacién se introducen las definiciones de correspondencia interseccion,
correspondencia unién y correspondencia producto, las cuales nos seran utiles en los

capitulos 2 y 3.

Definicion 1.3.2 Sea {yy: ke K} una familia de correspondencias entre los con-

juntos X y Y, definimos para cada z de X :
1) La correspondencia union por
(Ukere 9x)(2) = Uker (er(2))-
2) La correspondencia interseccidn por

(Nkere wr)(x) = Nierc (wr(x)).
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3)La correspondencia producto 9 : X —» YN por
w(ﬂf) =1z on(z).

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la interseccion de correspondencias

semicontinuas inferiormente no necesariamente es semicontinua inferiormente.

Ejemplo 1.3.1 Las correspondencias @, :[0.1] - [0.1] definidas por
p(2) = {x} y 9(z) = {1-2)

son continuas (en particular semicontinuas inferiormente).

La correspondencia interseccion es

{%} six

si @

v(z) = (¢ nd)(z) =

b= b=

#

Probemos que v no es semicontinua inferiormente. Sea U un conjunto abierto

en Y tal que
Un(en®)(3)=Un{}}=e.
entonces
(pnd); (V) = {5}

Yy como {%} es un conjunto cerrado, implica que @ N no es semicontinua inferior-

menite.

En el siguente teorema se presenta un caso particular donde se tiene que la
interseccién entre correspondencias semicontinuas inferiormente es semicontinua in-

feriormente.
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Teorema 1.3.1 Sea [ una funcién continue de un espacio topoldgico X a un es-
pacio métrico Y y >0 fijo. St o : X » Y es una correspondencia semicontinua

inferiormente tal que
plz)né(z) 2o YreX
donde £: X - Y es la correspondencia definida por
§(z) = Bg(f(z)).

Imtonces la correspondencia interseccion ¢ N & es semicontinua inferiormente.

Demostracién. Sean G un subconjunto abierto en YV v
A:=(pn€)1(0).
Si A es no vacio y z € A, tenemos que
B:=p(z)n&(z)nG+a.

Ademads, como £(z) NG es un conjunto abierto, entonces para cada y € B existe > 0

tal que

Ban(y) c £(z) n G = Ba([f(2)) nC, (1.1)

lo cual implica que d(y. f(z)) < 8- 2.
Por otra parte, por la continuidad de la funciéon f implica que existe V' una

vecindad abierta de z tal que

d(f(v), f(2))<n YveV,
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ademaés, para cada v € V, sc tiene que By(y) c Ba(f(2)) nG = £(v) n G, puesto que

si s € B,(y) entonces

1A

d(s,y) +d(y, f(2)) +d(f(2), f(v))
< n+B-2n+n
= B,

d(s. f(v))

Obsérvese que ¢(z) n By (y) es no vacio porque al menos esté cl punto y. Como ¢

es semicontinua inferiormente existe U una vecindad abierta de z tal que
p(u)ynBy(y) # @ Yuel. (1.2)
Por (1.1) y (1.2) la vecindad abierta V nU de z es tal que
By(y)cé(z)nG y plx)nBy(y)+ad VzxeVnU.

Por lo tanto, ¢(z) n&(x) NG # @, lo cual implica que la vecindad abicrta V nU de
z es un subconjunto de A y por lo tanto, (¢ N €);1(G) es un abierto en X y asf la

correspondencia ¢ N £ es semicontinua inferiormente en X. m



Capitulo 2

Selectores Continuos

2.1. Preliminares

Antes de comenzar con el estudio de selectores continuos de una correspondencia,
estudiaremos primero algunos conceptos y resultados basicos que nos ayudaran a
demostrar la existencia de tales selectores, entre estos conceptos se encuentra la

llamada particion de la unidad, la cual se define a continuacion.

Definicién 2.1.1 Sea X un espacio topoldgico y {G;:i €I} una cubierta abierta
para X. Una particidn de la unidad subordinada a la cubierta {G;:ieI}, es una

familia de funciones continuas de X en [0,1] que satisface:

a) Sdlo un nimero finito de funciones de la familia toman valor diferente
de cero para todo x € X,

b) fi(xz) =0 para todo x € X \ G; Yy

c) Yief fi(z) =1 para todo z en X.

Ejemplo 2.1.1 Sea {G) = (-00,1),Gy = (-1,02)} una cubierta para R. Una par-
licion de la unidad subordinade a la cubierta {G1,Gs} es la familia de funciones

{f1, f2} definidas por,
25
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1 siz<-1 0 s5iz< -1
fi(z)=1 -1/2z+§ si -1<z<1l ¥y fo(®) =4 1/2z+5 si -1<a<]
0 siz>1 1 siz>1
1 1./___.__

Estas funciones salisfacen que si x € GS = [1,00), entonces fi(z) =0 y si x €

G5 = (-o0,-1] entonces fa(x) = 0. Por ultimo, para cada x en R,
fi(z) + f2(z) = 1.

Como sc dice coloquialmente, conforme avanzamos cn este trabajo csta tcoria va
tomando sabaor, asi pues, el siguiente lema asegura la existencia de una particion de

la unidad subordinada a una cubierta abicrta, cuando esta cubierta cs finita.

Lema 2.1.1 Sea X un espacio normal. Si {G,G3.....G,} es una cubierta abierta
finita de X, entonces existe una particion de la unidad subordinada a la cubierta

{G1,G,,....G,}.

Demostracion. Construiremos una nueva cubierta {V7, V5. ...V, } de conjuntos
abiertos para X, tal que satisfaga las siguientes condiciones:
) Ve V;c G; para cada i =1,2,...,n.

i) {Vi:i<j}U{G;:i> 3} para cada j = 1,2,...,n, es una cubierta de X.

Primero definimos ¢l conjunto

n
F].:X\UG'M
i=2
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que es un conjunto cerrado y es un subconjunto del abierto G;. Por normalidad del

espacio X (ver Lema 4.0.3), existe un conjunto abierto V; tal que
Fl C Vl = ‘17{ = Gl,

es decir, el conjunto abierto V4 satisface la condicién i) y ademas, la familia {V4,Gs,...,G,}

cubre a X, por lo tanto se satisface la condicién ii).

Supongamos que existen conjuntos abiertos Vi, V5, ..., Vi1, con 1 <k-1<n que
satisfacen la condicion i) y ii). Para definir el conjunto Vi, sea
n

k-1
Fr.=X~(lUVu IJ Gy,
i=1

i=k+1

el cual es un conjunto cerrado y un subconjunto del abierto Gy. Si s € F}., entonces

k-1 n
seX y s¢e(UWu( U G,
i=1 i=k+1

es decir, parai=1,...,k—-1, el punto s ¢ V; y parai = k+1,...n, el punto s ¢ G;.
Como X = Gy uU - UGy, se obtiene que s € G. Por la normalidad del espacio X,

existe un conjunto abierto Vi, tal que
Fi, c Vi c Vi c Gy

Falta probar que {V;:i<k}U{G;:i>k} es una cubierta para X. Si x es un
clemento de X = Gju--UG,,, entonces x ¢s un clemento de G; para alginiz=1,...,n.

Obsérvese que si para algin ip € {k+1,...,n},z € G;,, entonces
ze{Viti<k}U{G;i:i>k}.

Size X \UlL.,, Giy usando que Fj c V}., obtenemos que
k-1 n k-1 k-1

ze(UW)uX~(U GiulUW)c UVivV,

i-1 i=1

i=k+1 i=1

en consccuencia x € {V;:i<k}u{G;:i>k}.
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Inductivamente, hemos construido una cubierta {V}, V3, ..., V,,} , que satisface las
condiciones 1) y ii). Como los conjuntos X \ G; v V; son cerrados v ajenos en X,
por la normalidad del espacio X y el Lema de Urysohn, (ver Lema 4.0.5), para cada
i€{1,..,n}, podemos encontrar una funcién continua g; de X al intervalo [0, 1] tal

que

a) gi(z) =0 si 2eX\G;
b) gi(z) =1 si zeV.

Finalmente, definamos f; : X - R por,

gi(x)

(@)= o @)

Obsecrvemos que para cada @ € X la suma Y3t gx () es diferente de cero dado que la

familia {11, V3, ..., V,.} cubre a X y por lo tanto. existe V; tal que z € V; y g;(z) = 1.

Ademas, se satisface lo siguiente:

Fiayies gi(z) L : e
fi(z) = _-—“—(Zﬁqgk(w)) =0 si ze X\G;.

Zﬁ(l‘) Z (Zkg'l(;( T =1 para cada x € X,

es decir, {fi};; es una particién de la unidad subordinada a {G;,....Gp}. =

Definicion 2.1.2 Un selector o seleccion de una correspondencia ¢ : X - Y, €s

una funcidn f: X =Y que satisface para cada z en X,
f(z) € p(z).
Ejemplo 2.1.2 Sea ¢ : N —» N definida por:

¢(n) = {n, n+l1, ng} .
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Sean f1, f2, f3 funciones de N en N dadas por:

fiin) = n
faln) = mel
fa(n) = n?

Claramente, para cadan en N, fi(n), fa(n), f3(n) son elementos de w(n) y por

lo tanto f1, fa. f3 son selectores de la correspondencia .

Como se ha mencionado antes, uno de nuestros objetivos para este trabajo y de
este capitulo es establecer condiciones garantizar la existencia de selectores conti-
nuos de una correspondencia, de modo que, como su nombre lo dice, un selector

continuo cs una funcién que ademas de ser un sclector ¢s una funcién continua.

Ejemplo 2.1.3 Sea ¢ : R > R la correspondencia dada por:
p(z) = [-1,1].
La funcién f(z) = sen(z),x ¢ R es un selector de ,
/(2) = sen(x) € [-1,1] = ().

Considerando que f es continua, se ttene que [ es un selector continuo de .

2.1.1. Primer Teorema de Existencia

A continuacién el primer Teorema de existencia de selectores continuos para una

familia de correspondencias muy particular.

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio Hausdorff compacto y ¢ una correspondencia de

X a un espacio normado Y con valores convexos. Si para cada y €Y, el conjunto

eit({y}) = {ze X :yep(a)},
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es un abierto en X. entonces g tiene un selector continuo.

Demostracién. Notemos que la coleccién de conjuntos {¢;'({y}):yeY} es
una cubierta abierta para X. Entonces por la compacidad de X existen y1.v2, ..., ¥n

puntos en Y tales que

x c U uh.

i1

Sea o = {07 ({m1}) 07 ({¥2}), .07 ({yn})} . Como X es un espacio Haus-
dorff compacto, por el Lema 4.0.4, X es normal y por el Lema 2.1.1, existe una

particion de la unidad {f;:j € {1,2....,n}} subordinada a la cubierta .«7.

Definimos ¢: X = Y por
T
o(z) = ) fi(x)y;.
1=1

Dado que o es suma finita de funciones continuas de X a Y obtenemos que o es una

funcién continua cn X. Para los indices j € {1,...,n} tal que
zep ({yi}),

se tiene que y; € ¢(z). Obtenemos que o(z) es una combinacién convexa de los
puntos y; los cuales son elementos del conjunto convexo p(x), por lo tanto, o(z) €

@(x), en consccuencia g cs un sclector continuo de . m

Ejemplo 2.1.4 Consideremos la correspondencia ¢ : [0.1] > [0.1] dada por

p(z) =

[0.1] size(].3).

El Teorema 2.1.1 asequra que la correspondencia ¢ posee un selector continuo,

pueslo que para cade y € [0,1],
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(13) siye(0,3]ul}.1]
o' ({v}) =
i 1 3
[0,1] siye Cgeit):

es abierto en [0,1].

Es importante hacer la observacién de que las condiciones del Teorema 2.1.1
son muy fuertes, lo que lo hace un resultado muy débil, por esta razon, es necesario

introducir nuevos conceptos que nos permitan tener resultades mucho mas generales.

Definicion 2.1.3 Una cubierta de un espacio X es localmente finita, si para cada
punto x en X existe una vecindad de & que se iniersecta solo con una cantidad finita

de los miembros de la cubierta.

Definicion 2.1.4 5i C,Cs son cubtertas para un espacio topoldgico, Cy es llamada
un refinamiento de Cy, si cada elemento de Cy es un subconjunto de algun elemento

de Cj.

Ejemplo 2.1.5 Las cubiertas V = {V1,Va,...Vo} v G = {G1,Gs,...,G,} definidas

en la demostracion del Lema 2.1.1, salisfacen que V' es un refinamiento de G.

Definicién 2.1.5 Un espacio lopeldgico se llama paracompacto, si es Hausdor[f y

toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto localmenie finito.

Proposicién 2.1.1 Si X es un espacio Hausdor[] compacto, entonces X es un es-

pacio paracompacto.

Demostracién. Sca A = {G; : 7 ¢ I} una cubicrta abicrta para cl espacio X. Por

compacidad existe una subcubierta abicrta finita de A, digamos

B = {G].!G2t vy GR} ¥
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que cubre al espacio X. Como los elementos de la cubierta B son clementos de A.
se sigue que B es un refinamiento abierto localmente finito de A, por lo tanto el

espacio X ¢s un espacio paracompacto. m

Proposicion 2.1.2 5i X es un espacio mélrico, entonces X es un espacio para-

compacto.

Demostracién. La demostracién sc puede encontrar en ¢l Teorema 3.22 en [1].

Teorema 2.1.2 Si {A,:acl} es una cubierta localmente finita de un espacio to-

poligico X . Enifonces

a) {A_a fouE I} es también una cubierta localmente finita.

b) Para cada J c I, el conjunto U{A—a oS J} es cerrado en X.

Demostracién. a) Si x es un clemento de X, entonces cxiste una vecindad

abierta U, de x tal que para toda « € I, excepto en una cantidad finita de indices «,
U.nA, =3,
lo cual implica que para toda « € I, excepto en una cantidad finita de indices «,
Az U,

Como U{ es un conjunto cerrado, obtenemos que para toda « en I, excepto en una

cantidad finita de indices a,
A els,

y por lo tanto {A, : a € I} es también una cubierta localmente finita de X.

b) Sea D := Ugey Ag con J c I, entonces

b= [ A
Ged
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Si D = X terminamos la demostracién. Si D¢ es diferente del vacio, para x en D€ se

tiene, por el inciso a), que existe U, una vecindad abierta de z tal que
Uyn A—gg + @,

lo cual es valido sélo para un nimero finito de indices 3; € 1.

Si definimos
L:={BieJ:U;nAg 2},

entonces

Ul & U Zﬁ,
Bel

es una vecindad abierta de z totalmente contenida en DF, lo que implica que el

conjunto D es abierto y en consecuencia el conjunto D es cerrado. m

Lema 2.1.2 Sea X un espacio paracompacto. Si {U,},.; es una cubierta abierta de
X, entonces existe una familia localmente finita {V,},., de conjuntos abiertos que

recubre a X y tal que V, c U, para cada o€ J.

Demostracién. Sea &/ una familia de conjuntos definida por;
= {Ac X : A es abierto y A c U, para algin a}.

Veamos que &7 es una cubierta para X. Sea z un clemento de X, entonces existe
o€ J tal que z € U,. Como X es un espacio Hausdorfl compacto entonces por la
Proposicién 4.0.2 el espacio X cs regular, por lo tanto para ¢l conjunto cerrado U§

que no conticne a z, existen conjuntos abiertos ajenos A y B tales que
zeAyUS cB.

De modo que
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Ac B¢y Ac BcU,,

por lo tanto A es un elemento de .&/ y como z es arbitrario, se sigue que .& es una

cubierta para X.

Ahora, como X cs un espacio paracompacto entonces ./ posce un refinamiento
abierto localmente finito 4 = {Bﬁ}ﬁeh. y como A refina a &/, podemos definir una

funcién f: K - J eligiendo para cada 8 en K un elemento a en J tal que
B_BC Ua, esdecir, f(B8)=ac.
Para cada a en J definimos V,
Va=U{Bs:J(8) = a},

(si no existe 3 en K tal que f(8) = a. entonces V,, es vacio). Observemos que por el

Teorema 2.1.2, b),

Vo = u{Bs:f(B)=a}
¢ u{Bs: f(B) =}
& Uss

Finalmente, comprobemos que la coleccién de conjuntos {V4}, ., es localmente
finita. Sea z en X y W una vecindad de x tal que se intersecta sélo con una cantidad
finita de elementos en %4, digamos Bg,. Bgs,..... Bg,. Entonces V,, puede intersectar

a W sdlo si,
o€ {f(B1). f(B2)s-s f(Bn)}

por lo tanto, {V,},.; es una familia localmente finita de conjuntos abiertos que

recubre a X v es tal que para cadaaen J, V,cU,. m

Lema 2.1.3 Si {G,:a€J} es una cubierta abierta localmente finita para un es-
pacio paracompacto X, entonces existe una particion de la unidad subordinada a la

cubterta Go,.
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Demostraciéon. Aplicando dos veces el Lema 2.1.2 se pueden encontrar familias
localmente finitas {Wa}, ;¥ {Va},es de conjuntos abiertos que cubren a X y tales

que para cada a € J,

WacVy v VacGa,.

Dado que X es paracompacto, obtenemos que cs normal y por el Lema de Urysohn,
(ver Lema 4.0.5), podemos encontrar para cada « en J, una funcién continua g, :

X - [0,1] tal que
ya(m) ={1} vy ga(X\Vy)={0}.

Definimos para cada « en J y para cada z en X,

9a(T)

fa(2) = Ties 9i(x)

Para ver que las funciones f, estdn bien definidas, sea # € X. Dado que los
conjuntos {W,},., cubren a X, existe un V,, que contiene a 2 y tal que se intersecta
s6lo con un mimero finito de conjuntos W, significa que para un nimero finito de
indices . g,(z) # 0, lo cual implica que ¥ ,.; go(7) es diferente de cero y es finito.
Observese ademas, que por lo anterior f, es continua en V,, v por lo tanto continua
sobre X. Ademas, se satisface lo siguiente:

gal(x) ; -
fgs TR g i g N e AT
fale) = 5 @

Zfa(l’):zga—(m)zl VreX,

aed aed EJEJ gj‘(‘r)

por lo tanto, {fa} @ € J es una particién de la unidad subordinada a la cubierta

{Gﬂr}ae.f -u
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Teorema 2.1.83 Sea X un espacio paracompacto y Y un espacio normado. Si @ :
X - Y es una correspondencia semicontinua inferiormente con valores converos,
entonces para cada B > 0, existe un selector continuo fg: X - Y de la correspon-

dencia 1 : X > Y definida por
w(x) = N(p(z),8) :={yeY :3scp(x) tal que d(y.s)<B}.
Demostracién. Para 8 en R* fijo, definamos para cada y en Y el conjunto
Uy = ¢; ' (Ba(y))-

Como la correspondencia ¢ es semicontinua inferiormente, por ¢l Teorema 1.2.2, se
sigue que U, es abierto en X. Por lo anterior, la familia {U, : y € Y’} es una cubierta
abierta para el espacio paracompacto X, entonces existe un refinamiente abierto

localmente finito {G; :i¢e [} .

Por el Lema 2.1.3 existe {m; : € [} una particion de la unidad subordinada a la
cubierta {G;:iel} y como la familia {G;:7¢I} es un refinamiento de la familia

{Uy:yeY}, para cada 7 en [ existe y(;) en Y tal que

GiCU

Yy "
Definamos la funcién fg: X — Y como:
Ta(x) = Yier mi(z)ysy.

Notemos que para cada x € X existe una vecindad V, de z, el cual se intersecta
sélo con un numero finito de elementos de la cubierta {G;:¢ €I}, lo cual implica
que a lo mas, para un nimero finito de indices 7;(x) # 0, por lo tanto, fz estd bien
definida. Ademds, dado que las funciones m; son continuas, se sigue que fz es una

funcién continua en V; v por lo tante continua sobre X.

Probemos ahora que para cada x € X, fz(x) € ¥(z). Como fz(z) es una com-
binacién convexa de puntos y;), entonces para cada j € I tal que x ¢ G;c Uy(n sC

sigue que € 971 (Bg(y(;))) ¥ que
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¢(z) n Ba(y(;)) # @,

por lo anterior y(;) es un elemento de la nube N(ip(z), (), el cual es un conjunto

convexo y dado que ¢(z) es convexo, fa(x) e ¥(z). m

2.2. Teorema de Michael

Después de una larga trayectoria de trabajo tenemos las herramientas necesarias
para demostrar la existencia de selectores continuos para una corespondencia. lo cual
se afirma en el Teorema de Michael (la demostracion original de este teorema se

encuentra en [6]).

Teorema 2.2.1 57 X es un espacio paracompaecto, Y un espacio Banach y ¢ : X —»
Y es una correspondencia con valores cerrados, convexros y ademds semicontinua

inferiormente, enlonces @ tiene un selector continuo.

Demostracion. Iniciaremos construyendo una sucesion de funciones continuas

(fi)ien que satisfagan las siguientes condiciones:

a) fi(x) es un clemento de la bola By-is2(fi-1(2)), para cada i =2, 3, ...

b) fi(z) es un elemento de la nube N(p(z),277), para cada i en N.

Por el Teorema 2.1.3, para 3 = 2! existe una funcién continua de X a Y a la

que llamaremos f;. tal que
fi(z) € N(p(z),271),

es decir, f; satisface la condicién b).

Supongamos que tenemos fi, fo,..., fn son funciones continuas de X a Y que
satisfacen la condicién b). Para determinar la funcién f,41, definamos para cada x

en X la correspondencia;
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¥(2) = p(x) N (Be-n (fa(2)))-

Por la condicién b), tenemos que existe y € p(z) tal que
| falz) —y] <27

es decir, y € Bo-n(fa(2)), significa que para cada z en X, la correspondencia ¢ toma
valores no vacios. Ademas, la correspondencia 1 toma valores convexos dado que la
correspondencia i toma valores convexos y la bola By (f,(z)) s también convexa.
Luego, por el Teorema 1.3.1, ¥ es una correspondencia semicontinua inferiormente.
Tenemos entonces que ¥ () es una correspondencia que satisface las condiciones del
Teorema 2.1.3, as{ que para 3 = 2-""1) existe una funcién continua frni1: X =Y

tal que

fns1(@) € N(u(z),27D),
y como ¥(z) c p(x), se sigue que

fas1(@) € N(p(z). 270,

por lo tanto, la funcion f,,; satisface la condicién b).

Por otra parte, puesto que ¥(x) ¢ By-n(fn(2)), obtenemos que

fn+1(35) € Bg~~+g-(n+n(fn(33)) € By-na1 (.fn(m))n

con lo que para ¢ = n+1 se tienc la condicién a). La construccién anterior nos asegura
la existencia de una sucesion de funciones continuas (f,)nen de X a Y, que satisface
las condiciones a) v b) v por la condicién a), tenemos que para toda n en N y toda

r en X,

||f11+1($) — fn(m)” g otk



CAPITULO 2. SELECTORES CONTINUOS 39

Notemos que si m > n entonces

N

| fm(z) - fn(-r)” b= "fm(lJ ~ fm—l(m)ll tot Hfrul(-T) i f'n(l')“

< 2—m+2 + +2—TL+1
- 2—n+1 [l 4 + 2—m+n+l]
< 2-n+l (2) = 2-n+2
Seca ¢>0y n. €N, tal que 27*2 < ¢, por lo anterior se tiene que para m >n > n,
| fm(2) = Fa(z)] <272 <27 ce Vze X,
entonces (fn)nem €s una sucesion de Cauchy uniforme. Como el espacio Y es com-
pleto, (fn)new converge uniformemente a una funcién f: X — Y y dado que cada

funcién es continua, por el Teorema 4.0.6 la funcién f es también continua. Por la

condicion b),
d(fu(x),(z)) <27 VneN,

donde d(fn(z),(z)) = inf {| fu(z) —y| : y € p(x)}, por la Proposicién 4.0.5, la fun-

cion d es continua, por lo tanto aplicando limite cuando n tiende a infinito, obtenemos

d(f (@), () = .

Por la Proposicién 4.0.4, el punto f(x) estd en la cerradura de ¢(z) v como
¢ toma valores cerrados, f(x) € ¢(z). Concluimos que la funcién f es un sclector

continuo de la correspondencia ¢. =

Como corolarios al Teorema de Michael a continuacion se presentan algunos

resultados.

Definicién 2.2.1 Una funcidn g: Y cR" - Z cR®, con Y, Z conjuntos convezos,

se dice ser convezra Si:

g((1 - Ny +Ay') <(1-N)g(y) + Aa(¥'),
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para cada ¥,y €Y y A [0,1], (la desigualdad es componente a componente).

Definicién 2.2.2 Sea ¢ : R¥ - RY una correspondencia con valores convezos no

vacios y sea K la grdfica de ¢, es decir,
K:={(z,y) :y e p(z),z « RP}.

Una funcion g: K - R se dice ser inf-compacta en K si para toda x € R” y todo

reR, el conjunto:
{yep(z): g(z.y) <r},
es compacto.
Ejemplo 2.2.1 Sea ¢:R* - R definida por
@(z) = [0,00),
yg:K - R definida por
g((z,y)) =z +y.

ParareR fijo yxe R,

@ six>r
{ye[0,0):xz+y<r}=
[0,r 2] siz<r

es un conjunto compacto, por lo tante la funcion g es inf-compacta en K.

Corolario 2.2.1 §i ¢ : RP - R es una correspondencia con valores no vacios,

cerrados, convexros y semicontinua imferiormente en R?, entonces

1) Eziste f un selector continuo de .
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2) Sea g: K — R una funcion inf-compacta en K y conveza. Si

g*(z):= inf g(z,y),
yep(z)

entonces para cada x € R?, la correspondencia
o (z) ={yep(z): g(z.y) =g"(2)}.

toma valores compactos y convezos.

3) Si¢* es semicontinua inferiormente, entonces existe un selector con-

tinuo f* tal que
9" (z) = g(x, f*(z)) VaeR”

Demostracién. 1) Como ¢ : R? -» RY, ¢s una correspondencia con valores cerra-
dos, convexos, semicontinua inferiormente y como R” es un espacio paracompacto
(ver Proposicién 2.1.2), entonces por el Teorema de Michael, existe f un selector

continuo de ¢.

2) Probemos que para cada x € RP, el conjunto ¢*(z) es compacto y convexo.

Notemos que para r = g*(z) tenemos:

@*(z) e B:={yep(r):g(z.y) <7},

v dado que g es inf-compacta el conjunto B es compacto, entonces basta probar que
@*(z) es un conjunto cerrado. Sea yp un punto limite de ¢*(x), entonces existe una
sucesion (¥, )nen € ©* (z) que converge al punto yg. Nétese que por lo anterior y dado
que ¢ toma valores cerrados, yo € @(x) N B. Lo cual implica que g(z,y0) = ¢*(2).

Por lo tanto. ¢*(z) es compacto.
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Probemos ahora la convexidad del conjunto ¢*(z). Sean v,y en ¢*(z),

Ag*(z) +(1-N)g" (z)
= Ag(zy) + (L -Ng(z,y)

a*(z)

> g(m,z\y+(1-,\)y')

> if g(z,y")
yrep(z)

= g'(x),

por lo tanto ¢*(x) es un conjunto convexo.

3) Como * es semicontinua inferiormente, por el Teorema de Michael, existe un

selector continuo f* de ¢*, que satisface para cada a € RP,

9(z. f*(2)) = g"(2).



Capitulo 3

Selectores Medibles

3.1. Medibilidad de correspondencias.

En este capitulo estudiaremos algunas condiciones para que una correspondencia
posea un selector medible. Para iniciar con el estudio de selectores medibles recor-
demos que una funcién f: (X.X x) = (Y, Zy) entre espacios medibles es medible,
si para cada A € Yy, cl conjunto f71(A4) es un elemento de ¥y . El concepto de

medibilidad también se ticne para correspondencias y se define como sigue:

Definicién 3.1.1 Sea (X,Y) un espacio medible y Y un espacio topoldgico. Se dice

que una correspondencia p: X - Y es:

a) Débilmente medible, si p;'(G) estd en la o-dlgebra ¥, para cada

abierto G c Y.

b) Medible, si p;*(F) estd en la o-dlgebra ¥, para cada cerrado F c Y.

De manera andloga podemos definir los conceptos de la Definicién 3.1.1 como lo
dice la siguiente proposicion, cuya demostracion se sigue directamente de la Propie-

dad 1.1.3.

43
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Proposicién 3.1.1 Sean (X,Y) un espacio medible, Y un espacio topoldgico y p:

X =Y.

a) ¢ es Débilmente medible si, y sélo si, ¢, (F) € ¥, para cada ce-

rrade F cY.

b) ¢ es Medible si, y sdlo si, p;1(G) ¢ ¥, para cada abierlo G c Y.

Ejemplo 3.1.1 Sean (X,Y) con ¥ = {@, X} un espacio medible, (Y.7) con T =
{@, X} un espacio topoldgico y @ : X —» Y. Observemos que los conjuntos
vl (@) =2 y ;' (V)= X,

son elementos de la o- dlgebra Y. . En conclusidn, cualguier carrespondencia definida

entre estos espacios es siempre una correspondencia medible y débilmente medible.

Ejemplo 3.1.2 Sean (X,Y) un espacio medible, Y un espacio topoldgico y BcY
fijo. La correspondencia ¢ : X - Y definida por p(x) = B es medible y débilmente

medible.
Sea A c'Y arbitrario,

a) st Bc A, entonces

Pl (A)=XeT,
b) st Bn A® = @, entonces

@;'(A)=geX.

Por lo tanto, si A es un conjunto abierto o cerrado, es claro que p;'(A) es un

elemento de la o—dlgebra . .

Observacidon 3.1.1 Sea ¢ : X - Y una correspondencia de un espacio medible X

a un espacio topoldgico Y.
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Si ¢ es semicontinua inferiormenle, entonces ¢ es una correspondencia

débilmente medible.

Si @ es correspondencia semicontinua superiormente, entonces ¢ €s una

correspondencia medible.

La Observacion 3.1.1 se siguen del Teorema 1.2.1 y el Teorema 1.2.2.

Una relacion entre la medibidad y medibilidad débil de correspodencias esta dada
en el siguiente teorema. Mas concretamente, on este teorema se establecen condicio-

nes bajo las cuales estas propiedades son equivalentes.

Teorema 3.1.1 Para una correspondencia @ : (X, Y.) » (Y,d) de un espacio medi-

ble a un espacio métrico, tenemos lo siguiente:

1) Si i es medible, enionces es débilmente medible.

2) Si ¢ es débilmente medible y toma valores compactos, entonces es

medible.

Demostracién. 1) Sea GG un abierto en Y. Por la Proposicién 4.0.6, G es un

conjunto F,; v por lo tanto, por la Lema 4.0.6, podemos representar a G como:

G=JF,.

n=1
donde para cada n, el conjunto F, es cerrado en Y. Demostremos que ;' (G) € 3;

v; (G) aa{‘(lO:Jan)

1l

U e (F).
n-1
Usando que ¢ es medible, obtenemos que para cada n, (p;l(Fn) e ¥, por lo tanto
6@ = Ui e X
es decir, ¢ es débilmente medible.

2) Sea F un subconjunto cerrado en Y. Si F es vacio, claramente
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el (F)=8¢€X.

Supongamos que F' es no vacio y definamos para cada n en N:
Gni={yeY :d(y F)>1},

donde (f(y, F)=tinf{|y-z|:z¢F}, es la métrica, que asigna la distancia entre un
punto ¥ un conjunto. Claramente G,, € G .1, ademaés, si y es un punto limite de G,

entonees existe una sucesion (Y )ken © G, que converge a y y satisface que

d(yi, F)>% VkeN.

n

Por la Proposicién 4.0.5 la métrica (f( F') es continua en X, por lo tanto en el limite

cuando k tiende a infinito obtenemos:

&(y.F)é%:»L

n+l?

lo cual implica que y es un elemento de G,,,1. Entonces hemos probado que

Zf;‘:(;n+h
por lo tanto.
Fe=J)E.=1])E: (3.1)
n=1 n=1
Probaremos ahora que
¢ (U Gn) = U 5 (Gn). (3.2)
n=1 n=1

Sea p un elemento de ¢! (U, G,.), entonces

w(p) c G Ghn.

n=1
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Como ¢ toma valores compactos, existe una subcubierta finita {G,,,,Gny, ... Gy, }

tal que

k
w(p) c U G“j’
j=1
y como para cada n, G, c Gps, tomando N :=maz {n,.ng,...,nx} sc obticne;

k _—
¢(p) c U Gn, c Gy c G,
j=1

entonces p € ;' (Gy) v por lo tanto
oo _1 .
pE U 993 (G'ﬂ)l
n=1
lo que implica
n=1 n=1
Para la otra contencién tomemos p € U, »:!(G,), entonces existe N en N tal

que p e @, (Gy), es decir,

¢(p) c Gy.

Por (3.1)

(P(p)c DG_H.: chn-.

n=1 n=1
lo cual significa que p € ;' (U G,). Por la Propicdad 1.1.3 y usando (3.2) tenemos:
(03 (F)]°

¥ sagl(c_n)]'

1l

@i (F)

=

]
s
A
B
Q
Fd
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Por hipdtesis ¢ es débilmente medible, esto es,
Pl (Gr)ed) V¥neN,

por lo tanto.

GMF) = N @) e Y,

n=1

es decir, ¢ cs medible. m

Lema 3.1.1 Una correspondencia @ : X - Y de un espacio medible a un espacio
topologico es débilmente medible si, y solo si, la correspondencia cerradura P es

débilmente medible.

Demostracion. Por la Proposicion 1.3.1 obtenemos que para G un subconjunto

abierto en Y,
9 1(G) = () 1(G).
Por lo tanto,

e 1(G) e ¥ si, y sélosi, (@), (G e L.

Lema 3.1.2 Para una sucesion {¢n}, .y de correspondencias de un espacio medible

(X.X) a un espacio topoldgico (Y.7), tenemos lo siguiente:

1) La correspondencia union es:
a) Débilmente medible, st cada @, es débilmente medible.

b) Medible, si cada p, es medible.

2) 51 Y es un espacio métrico separable y cada p,, es débilmente medible.

entonces la correspondencia producto, es débilmente medible.
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3) Si'Y es un espacio mélrico separable, cada ¢, es débilmente medible
y loma valeres compactos, entonces la correspondencia interseccion

w: X »Y es medible y por tanto débilmente medible.

Demostracion. La definicién de estas correspondencias, se encuentran en la

Seccion 1.3, “Operaciones con correspondencias™, en el Capitulo 1.
1) Las demostracidnes de a) y b) se siguen directamente de la Propiedad 1.1.2.

2) Como Y es un espacio métrico separable, tenemos que Y™ es un espacio
métrico separable (la demostracién de esta afirmacién se encuentra en la Proposicién
7.4. en [2]). Sea G un abierto en Y", entonces el conjunto G lo podemos escribir

como:

G-= U Uka
k=1

donde para cada k € N, los conjuntos U}, son elementos de la topologia producto en

Y¥ de la forma:

Uk = T[T Ve

n=1
con Vi, abierto en Y y V., =Y para todos excepto un nimero finito de indices n.

Por lo anterior, la correspondencia producto v satisface que
(G = (U Uk)
k=1

T1(Uk)

s
<

Er
[]
jou

reX: Hggﬂ(.r)nUk#@}
n=1

F

=

e X [Ton(@)n [T Vi m}
n=1

n=1

ﬁ {IEX:;QH(;I?)HVk‘niﬁ}

Cs

=
[
el

P S —

o
"
—

"Cs

-
1]
=
]
—

(‘Pn)i_l ( Vk.n)-

Cs
8

o
I
—
-~
=
I
=
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Dado que ¢, s una correspondencia débilmente medible el conjunto (-;on);l(Vk,n) €
3., por lo tanto, obtencmos que w;l(G) €Y . Asi, la correspondencia producto ¥ cs

débilmente medible.

3) De la parte 2), obtenemos que la correspondencia producto
£ i S

es débilmente medible y como para cada n, la correspondencia ¢, toma valores
compactos, entonces por el Teorema de Tychonov (cuya demaostracion se encuentra

en Teorema 14, Capitulo 9, [8]), implica que
I-.[:':] WTI!

también toma valores compactos v por el Teorema 3.1.1, 2), la correspondencia

152, ¥n es medible.

Ahora observemos que para cada subconjunto cerrado F de Y™ y para el conjunto
7 ::{(y);‘il e YN :yEY},

obtenemos que

e Y(F) = {xex:ﬁpn(x)ﬁFatﬂ}

n=1

]

n=1

{IQX:H(}:J,-,(&T)F]FNH??@}

1

([T en)i' (F 0 2).
n=1

Como cl conjunto F'n % es cerrado en Y™, por la medibilidad de la correspondencia

17, ¥n obtenemos que
g (F)ex,

por lo tanto la correspondencia interseccion ¢ es medible. m
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3.2. Teorema de seleccion de Kuratowski-Ryll-Nardzewski

En esta seccién demostramos un resultado que permite asegurar bajo condiciones
adecuadas la existencia de selectores medibles de una correspondencia. este resultado
es conocido comunmente como el Teorema de seleccién de Kuratowski-Ryll-

Nardzewski. Pero primero la definicién de selector medible.

Definicién 3.2.1 Un selector medible de una correspondencia p : X - Y con
valores no vacios, entre espacios medibles, es una funcién medible f : X — Y que

satisface para cada x en X,
f(z) e p(x).

Ejemplo 3.2.1 Sea ¢ : [0,1] = [0,1] la correspondencia dada por ¢(z) = [0.z].
veamos que la funcion f:[0.1] - [0,1] definida por f(z) = 5. es un selector medible

de @. Probemos que f es medible, sean r € [0,1] y
Fi={xe[0,1]: f(z)<r}={2€[0,1] ;2 < 2r}.
a) Sir=0, se sigue que
F=ge¢Yp.
b) Sire(0,1] implica que
F=[0,2r) e Tg.
Por lo tanto, f es medible (f también es continua) y claramente

2efo.2].

Teorema 3.2.1 (de seleccion de Kuratowski-Ryll-Nardzewski.)

S1¢: X »Y es una correspondencia débilmente medible con valores cerrados y no
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vacios, de un espacio medible a un espacio métrico separable y completo (polaco).

entonces  admite un selector medible.

Demostracién. Sca D = {y1,¥2,...} un subconjunto denso numerable de Y y

sca h la métrica en Y, definamos d: Y x Y — R, por

d(:c,y)ry-f—f‘%, O<vy<l.

La funcién d cs también una métrica para Y que satisface que diamY < 1,
ademas, esta mdétrica es cquivalente a la métrica h, por lo tanto, sin perdida de

generalidad podemos utilizar a d como la métrica para el espacio Y.

Ahora construiremos una sucesion (fp)r2, de funciones medibles de X a Y con

valores en el conjunto denso D que satisfaga que para cada ze X y n>0:

a) CE({,L(I') p(x)) < 2%
h) d(f‘n(x)a f71+l(-'1:)) < élrt

Definimos fo: X = Y por fo(2) = y1. Como el diamY < 1 obtenemos que

d(y1,¢(2)) <1,

asi, se satisface la condicién a), ademas como fy es una funcién constante, entonces

es medible.

El paso inductivo es suponer que existen { fo, f1,..., fn} funciones medibles de X

a Y que satisfacen la condicion a). esto es; para cada x € X existe y € ¢(x) tal que

1

d(y. fn(-r)) < on"

Como D es un conjunto denso y ¢ := % —d(y, fn(z)) >0, se tiene que

B_g;(y)l"!D;'—‘@,
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S : : § 2 :
por lo que existe y;. € B%(y) n D tal que d(yx,y) < 5, en consccuencia

d(l‘fk* fﬂ("“!’))

7N

d(yk,y) +d(y, fu(2))
< 5+ fu(@)

- o - LD gy, o)
L d(y, fa(2))

on+l 2

1

2_,”1

es decir,
ful@) € B (). (33

Por otra parte

d(yr. o(2)) < d(y,y) < < 5+

lo cual implica que
plx)nB_u () * 2. (3.4)

Entonces por (3.3) y (3.4) obtenemos que

z € Ay = 1(5_%(?,!&))0&‘(52;"(3;&))-

an+

Sea ky(z) el indice mas pequeiio tal que x € Ag y definimos la funcién f,;; : X =Y

por
fne1(z) = Yhp(z)-
Por construccién tenemos que

Ci(fm-l(x)- Lp‘(’i'})) < 2%1' b d(-fml(m)‘j“(‘r)) < %
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Probemos que f,.1 ¢s una funcién medible. Como ¢ es débilmente medible y f,, cs

medible, entonces Ap € ¥ x para toda k € N. Asi, para B un conjunto de Borelen VY,

fa(B) = {zeX iy, B}
= | {zeX:ku(z)=k}
ykEB
k-1
= U[Ak ~ U Am] € Z,
ke m=1

por lo tanto, f,+1 es una funcién medible. Esta construccién nos asegura la existen-
cia de la sucesion de funciones medibles (f,)nen con valores en el denso D y que

satisfacen las condiciones a) y b).

Sea e >0y N, eN tal que 5&{7 <esim2nz N, Entonces

d(fa(2), fm(2)) < d(fa(2), frs1(2)) +d(fre1(2), fre2(2)) + oo + d(frnn-1(7), fm(2))

1 1 1

< 2_R+W+IU+W
1 1 1

= 2_“[1+§++W:|

< 5[2)
1

= on1 < E.

Por lo anterior, (fn)nen €s una sucesién de Cauchy uniforme, lo cual implica la
convergencia a una funcién f de X a Y y por el Lema 4.0.7, f es también una

funcion medible.

Finalmente como () es cerrado y por la condicién a), tenemos que f(x) es un

elemento de ¢(x), por lo tanto f es un selector medible de la correspondencia p. m

Como un primer corolario al teorema de existencia tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.2.1 Para una correspondencia ¢ : X - Y de un espacio medible a un

espacio topoldgico, con valores no vacios y cerrados tenemaos lo siguiente.

a) Si existe una sucesion ([, )nen de selectores medibles de @ que salis-

facen para cada x en X
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o(z) = {f1(z), fa(=), ...},

entonces @ es débilmente medible.

b) S1Y es un espacio polaco y ¢ es débilmente medible, entonces existe
una sucesion (fn)nen de selectores medibles de la correspondencia ¢

que satisfacen para ceda z en X,

¢(z) = {/1(z), fa(). ...}.

Demostracién. a) Sea G un conjunto abierto en Y, entonces

{zeX:p(x)nG + 2}

= {zeX:{H@), R@). - JnG+a)
= {zeX:{fi(z) fa(z),...} nG = &}
= {reX:IneN, tal que fn(z) <G}

0;'(G)

= {zeX:3IneN, tal que ;I:Ef,II(G)}
= gﬁ%@-

Dado que f, es medible, f;'(G) € ¥ y por lo tanto ;' (G) € ¥.

b) Supongamos que Y es un espacio polaco y ¢ una correspondencia débilmente
medible. Sea {U;,Us. ...} una base numerable para Y v para cada n € N definimos

Pn: X Y por

e@)nlU, sip(x)nU, +o
Son(:r) =
() en otro caso

Probaremos que para un conjunto abierto G en Y,
(#n)i1(G) = 97 (Un n CY (97 ' (G) n (97 (Un))). (3.5)

Para x € (¢n); 1(G),
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en(z)NG 2.

Notemos que:

pn(z) =p(z)nl, <= x€ PEI(UMHG)-

C

on(z) =p(z) < e (G)npUL) = 0" (C)n[e; (Un)]°,

de donde se sigue la igualdad en (3.5).

Usando que ¢ es débilmente medible de (3.5) tenemos que ¢, cs débilmente
medible v por el Lema 3.1.1 la correspondencia cerradura @, es también débilmente
medible, ademaés, dado que @, toma valores no vacios y cerrados, por el Teorema
3.2.1, se sigue que existe un selector medible f, de la correspondencia ,. Falta

demostrar que para cada x € X

w(z) = {fi(2), fa(z),...}.

Como ¢ toma valores cerrados, claramente

{fi(x), fa(@), ...} € ().

Probemos ahora la otra contencién. Sca y € ¢(x) y sca ¢ > 0, entonces cxiste
U, © B(y) un clemento de la béase para la topologia generada por la métrica en Y,

lo que implica que existe f, tal que

() € pu(z) = p(x) nU, c () n B.(y),

de donde se sigue que d(y, fn(x)) < € y por lo tanto y € {f1(x), fo(z),...}. Como y

es un punto arbitrario de p(x), hemos probado que p(z) c { fi(z). fo(x),...}. m

3.3. Teorema del maximo medible

El Teorema del maximo medible es un corolario mas al Teorema de seleccion de
Kuratowski-Ryll-Nardzewski. Para establecer este resultado cs necesario estudiar las

llamadas funciones de Caratheodory, ademas, de otros conceptos relacionados.
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Definicién 3.3.1 Sea (X,Y) un espacio medible y sean (Y,7y), (Z,77) espacios

topoldgicos. Una funcion [: X xY — Z se dice ser de Carathéodory si se satisface:

a) Para cada y en Y, la funcion f(-,y): X — Z es ¥ Jo(7z)-medible, es
decir, f"(B1y) es un elemento de Y. para todo subconjunto de Borel

B en Z.

2) Para cada x en X la funcion f(z.-):Y — Z es continua en Y.

Definicién 3.3.2 Si ¢ : (X.}¥) = (Y.d) es una correspondencia de un espacio me-
dible a un espacio métrico que toma valores no vacios, entonces la funcion distancia

asociada a @ es la funcion § : X xY - R definida por
5(,y) = d(y. ¢()).

Teorema 3.3.1 Si ¢ es una correspondencia con valores no vacios de un espacio
medible X a un espacio métrico separable Y. Entonces ¢ es débilmente medible s,

y solo s1, la funcion distancia asociada a @ es una funcion de Carathéodory.

Demostracién. (=) Por la definicién de distancia asociada tenemos que &(x. )

es continua en Y (ver Proposicién 4.0.5). Sea y € Y fijo y r € R. Entonces
(ze X :dy. (@) <7}
{zeX:B,(y)ny(z) + 2}
;' (Br(v))-

D:={zeX:6(z,y)<r}

I

Como i es medible, D ¢ ¥ y por lo tanto 4(-,y) es medible.

(<=) Sca D un subconjunto denso numerable del espacio scparable Y, por la

Proposicién 4.0.6 para un subconjunto abierto A en Y, se tiene que:

A=) Bro (),

n=]1
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con r, € Q@ v y, € D. En consccuencia.

‘P-i_l( G By, (yn))

n=1

= Uei' (B ()

¢i'(A)

=
|

{3

{reX:p(z)n B, (yn) 2}

-
It
—

Cs

{ﬂf eX: dA(yﬂe QD(JC)) < r”}

: 1

- {mEX!é‘(.I':yn)‘iTn}-
1

=
i

Como cada conjunto {z € X : §(z,yn) <rn} € 3. entonces ¢, '(A) € ¥. por lo tanto,

v es débilmente medible. m

Definicién 3.3.3 Sean (X. Y x). (Y.Xy) v (Z.X ) espacios medibles. Diremos

que f: X xY - Z es conjuntamente medible, si para cada A€y 5.
SN (A)ea(Tx xZy).

Lema 3.3.1 Sea (X.Y) un espacio medible, (Y.d) un espacio métrico separable y
(Z.p) un espacio métrico, entonces cada funcion f: X xY — Z de Carathéodory es

conjuntamente medible.

Demostracién. Sea D = {y;,ys. ...} un subconjunto denso numerable de ¥ y I
un subconjunto cerrado de Z. Iniciemos probando que para (x,y) € X x Y, ¢l punto

f(z.y) € F si, y sélo si, para cada n, existe g, € D, tal que
1 P 2 1
dy.ym) < — v p(f(z.ym). F) < —.
n n

(=) Supongamos que f(z,y) € F. Por continuidad de la funcién f(z,-), para

f=’—l1 existe § >0 vy y,, € D, tal que

S

1
d(y, ym) < min {d. w} <
n
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}I

1

p(f(z,y), f(2,ym)) <€= s

por lo tanto,
BT um). F) < (S @ um), F(@0)) <
(+=) Supongamos ahora que para cada n, existe y,, € D, tal que
Ay wm) <=y AU pm) F) <

La sucesion (ym )men converge a y, entonces por la continuidad de f(x.:), se sigue

que la sucesién (f(x, ¥m))men converge a f(z,y). Ademas, por la Proposicién 4.0.5:
limp—oo p(f (2. ym), F) = o(f(2,9). F),
lo que implica que
p(f(z,y), F) =0.

Por la Proposicién 4.0.4, f(z,y) € F' y por lo tanto, se sigue que:

{(z.y) e X xY: f(z.y) e F}
1 1
{(2.9) € X x Y1 ¥n, 3y € D tal que d(w,3m) < + ¥ 5/ (@.9m). F) < =

FHE)

o3

A O [{zex 60 @) P < 2} x Bytwm)]-

m=1

[

Para n fijo, el conjunto
fee X 3@ ) <3} = i Cum)({ze 2006 ) < 2 ),
y como [(-,y) es ¥ jo(%Bz)-medible sc obtiene que
I eum{zez bz < hel

asi que f~1(F)ea(X x%By) y por lo tanto, f s conjuntamente medible. m
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Teorema 3.3.2 Supongamos que [ : X xY — Z es una funcion de Carathéodory
donde (X,Y) es un espacio medible, (Y,d) es un espacio métrico separable y (Z.7)
un espacio topoldgico. Para cada G subconjunto de Z. se define la correspondencia

wa: X =Y por
ec(x)={yeY: [(z,y) eG}.

Si G es abierto, entonces i es una correspondencia medible.

Demostracion. Supongamos sin perdida de generalidad que G es no vaclo v

que F' es un subconjunto cerrado de Y. Obsérvese que

(90)'(F) = {zeX:po(z)nF+0)
{zeX:{yeY:f(z.y)eG}nF @}

{reX:3yeF tal que f(x.y)eG}

I

= A,
Sea {v1,v2....} un subconjunto denso numerable en F. Probaremos que
A={reX:3neN tal que f(x,y,) <G} :=B.

Sea r € A. Para algtin y en F, f(z.y) es un punto interior del conjunto abierto G,

por lo tanto existe r > 0 tal que

B (f(z,y)) cG.
Como f(x,-) es continua, para r > 0 existe V' una vecindad abierta de y tal que
f(z,v) € B.(f(z,y)) cG YveV.
Pucsto que, V es una vecindad abierta de y y {y1, %2, ...} ¢s denso en F, se tiene que

Vin {yh Y2, } * 49,
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y por lo tanto existe y, en V n {y1,v9,...} tal que
f(.?:, y?’l) € Br(f(m‘x ?j)) c G‘

lo cual implica que z € B.

Ahora sea z € B, significa que existe n € N tal que f(z,y,) € G, como

{3}1-.’!}2: } c F:

es claro que y, € F, por lo tanto x € A.

Por lo anterior obtenemos que

Cs ™ =

(vc)'(F)

{IEX:f(Igyn)EG}.

1

=
]

Dado que f(:,y) es ¥ /o(7z)- medible, cada conjunto {ze X : f(z,y,) e G} € ¥,

entonces (¢g);*(F) € ¥. Por lo tanto ¢¢ es una correspondencia medible. m

Lema 3.3.2 Sean (X,Y) un espacio medible, Y, Zy, Zy espacios métricos sepa-
rables y Z un espacio topologico. Si f; - X xY — Z; i = 1.2 son funciones de Ca-
rathéodory y g : 7, x Zy — Z es Borel medible, entonces la composicion h: X xY - Z

definida por
h’(x!y) = g(f1($.y)._f2(1', y))'

es conjuntamente medible.
Demostracién. Esta demostracion se encuentra en [1], Teorema 4.52. m

Teorema 3.3.3 Sean (X,3) un espacio medible, Y un espacio polaco y Z un espa-
cio méltrico separable. Supongamos que f: X xY — Z es una funcidn de Carathéodory

y que ¢: X - Y es débilmente medible con valores compaclos no vacios.
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Supongamos ademds que m : X — Z es una funcidn medible tal que para cada
ze X eriste y € p(zx) lal que m(x) = [(z,y). Entonces la correspondenciay: X » Y

definida por
v(z) ={y e p(z) : f(z,y) = ()},

es medible y admite un selector medible, es decir, ademds de que v es medible, existe
una funcion medible £ : X = Y tal que £(x) es un elemento de p(x) y w(x) =

f(x.&(z)) para cada x en X.

Demostracion. Sean d la métrica en Z, g : Z x Z — R la funcién continua

definida por g(z1,22) =d(z1,22) vy h: X xY - R definida por

h(z,y) = g(f(z.y),w(z)) = d(f(z,y), n(z)).

Como [ es continua en Y, obtenemos que h es continua en Y. ademas, las funciones
(z,y) = f(z,y) v (z,y) = m(x) son funciones de Carathéodory y por el Lema 3.3.2,
h es conjuntamente medible, en particular es medible v por el Lema 3.3.1, la funcién

h es de Carathéodory.

Para cada n definamos la correspondencia v, : X - Y por:

Un(z)={yeY :d(f(2,y),7(2)) <1} ={yeY : h(z,y) € (-0, 1)}.

Por el Teorema 3.3.2 cada v, es medible y por el Teorema 3.1.1 y el Lema 3.1.1 la

correspondencia 1, es débilmente medible. Ademés, por ¢l Lema 3.1.2, 3)
y(z) = p(z) N1 (z) NU2(), ...

es medible y asi débilmente medible.

Como v toma valores compactos y no vacios, por el Corolario 3.2.1, ~ tiene un

selector medible £. m
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Teorema 3.3.4 (Teorema del mdzimo medible.) Sean Y un espacio polaco, (X, )
un espacio medible, ¢ : X - Y una correspondencia débilmente medible con valores

compactos, no vacios y f: X xY — R una funcidn de Carathéodory. Definamos
m(z) =mdzye,(z)f (2. Y),
y la correspondencia u: X » Y por
u(x) = {y e p(z): f(z,y) = m(z)}.
Entonces

1) m es medible.
2) La correspondencia u toma valores compactos y no vactos.

3) p es medible y admite un selector medible.

Demostracién. 1) Por el Corolario 3.2.1 existe una sucesion de selectores me-

dibles (gn)nen de @ tal que para cada x en X,

o(z) = {g1(2). g2(x). ...}
Sea h, : X - X x Y una funcién definida por
hn () = (2, gn(2))-
Observemos que para cada Aen ¥ v B en By,
ha'(AxB) = Ang;!(B) €%,

por lo que para cada n. la funcién h, es ¥ Jo (¥ x%x )-medible.

Como [ es de Carathéodory, por el Lema 3.3.1, es conjuntamente medible y por

lo tanto medible en (¥ xZx). Asi, para cada n la composicién f o h, es medible.
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Ahora

m(s) = st:gf(w,yu(cr))
= sup f(hn(x))

nel

= sup foh,(z).
nel

Por lo tanto. m es medible.

2) Para cada s € X, el conjunto u(s) es cerrado y esté contenido en ¢(s), el cual

es compacto, por lo tanto g toma valores compactos y no vacios.

3) Se sigue del Teorema 3.3.3 tomando m(z) = w(z). m



Capitulo 4

Apéndice

Proposicion 4.0.1 Sea Y un espacio topoldgico. Si A es abierto en Y, entonces

BnA=0 si, ysdlosi, BnA=9 YBcY.

Demostracién. (=) Sea B c Y y supongamos que Bn A = @, como B c B, es

claro que Bn A =g.

(<) Supongamos ahora que BN A =@ y que
BrnAzo.

Nétese que z € An B es un punto interior de A y un punto de acumulacién de B, por
tal motivo existe U una vecindad abierta de z tal que U c A y usando que AnB = @.

se sigue que
UnB=g,

lo cual implica que 2 no puede ser punto de acumulacién de B lo que es una contra-

diccién y por lo tanto, BnA=2. m

65
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Lema 4.0.3 Sea Y un espacio regular. Y es normal si, v solo si, dado un cerrado
F y un abierto U, tal que F es un subconjunto de U, entonces existe V' abierto, tal

que
FcVcVcl.

La demostraciii la puede encontrar en [7].

Proposicién 4.0.2 Si X es un espacio Hausdorff, entonces es un espacio reqular.
La demostracin la puede encontrar en [7].

Lema 4.0.4 51 X es un espacio compacto y Hausdorff, entonces X es normal.
La demostraciii la puede encontrar en [7].

Lema 4.0.5 (Lema de Urysohn).

Sea (X.7) un espacio topoldgico. X es un espacio normal si, y sdlo si, para cua-

lesquier subconjuntos cerrados ajenos A y B de X, existe una funcion continua

f: X —=[0,1] tal que
f(A) ={0} y £(B) ={1}.
La demostracin la puede encontrar en [7].
Proposicién 4.0.3 Todo espacio paracompacto X, es reqular.

Demostracion. Sca A un subconjunto cerrado de X y z € A°. Como cl espacio
X cs Hausdorff, para cada a en A y el punto z fijo, existe un abierto U, tal que z

no csta en U,, asi

%= {U,:ae A}UAS
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es una cubierta abierta para el espacio X y como X es paracompacto la cubierta .&

tienc un refinamicnto abicrto localmente finito
{(Va:ae A}UG.
Obtenemos que A c W:={V,:a€ A} y por el Teorema 2.1.2, b) obtenemos que
W = {ﬁ taqe .4} i
por lo tanto, x € W°. Por lo que W y (W)€ son conjuntos abiertos ajenos tales que

AcWyze (W)

Teorema 4.0.5 Todo espacio paracompacto X, es normal.

Demostracion. Sean A v B subconjuntos cerrado ajenos en X. Por la Propo-

sicion 4.0.3 el espacio X es regular, entonces para cada a en A . existe un abierto

U, tal que
U,nB =g,
por lo tanto
K ={U,:ae A} JA®

es una cublerta abierta para el espacio X y como X es paracompacto la cubierta .2

tiene un refinamiento abierto localmente finito
{(Vaiae AYUG.

El conjunto abierto W := {1, : a € A} conticne a A, ademas por cl Teorema 2.1.2,

b) obtenemos que
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W = {vﬂ ta € A} :

Por lo tanto Bc W' . m
Proposicién 4.0.4 Sea X un espacio normado, A un subconjunto de X. Definamos
d(z.A) = inf|z-a|=infd(z.a).
a€A aeA
Si d(zx, A) =0, entonces x € A.
Demostracién. Ejercicio para el lector. m

Proposicién 4.0.5 Sea X wun espacio normado, A un subconjunto de X y d la
métrica generada por la norma de X. Entonces la métrica d definida en (4.1) es

una funcién continua.
Demostracion. Ejercicio para el lector. m

Teorema 4.0.6 Sea (f,) una sucesion de funciones definidas de un espacio to-
poldgico X a un espacio normado Y que converge uniformemenle a una funcion [

de X aY. Si cada funcion f, es continua en X. entonces [ es continua en X.
Demostracion. Ejercicio para el lector. m

Lema 4.0.6 57 (X,d) un espacio mélrico, entonces cada conjunto cerrado F, es un

conjunto Gs y cada conjunto abierto A es un conjunto F,.

Demostracion. Sca F' un subconjunte cerrado en X y definamos para cada n

en N

Gpi= [a'EX:cE(J:.F)‘:%}.
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Probemos que F = N;2; G,,. Como F es un subconjunto de N2 G,,, basta probar

que

W=

n=1

Supongamos que x € G, para toda n en N, es decir.
P 1
d(z,F)<— VneN.
n
Tomando el limite cuando n tiende a infinito, se sigue que
cf(x, #)=0;
Por la Proposicién 4.0.4, z € F = F, por lo tanto
Pe( .
n=1

Probemos que los conjuntos G, son conjuntos abiertos en X. Sca n en N fijo v

sea ¥ un elemento de G,,, entonces existe z en F tal que
1
d(x,y) < —.
n

Sea r =1 -d(z,y) >0. Si b es un elemento de B,(y) entonces

I

d(b, z) d(b,y) +d(y, )

< r+d(y,x)

1
SEo d(z,y) +d(y,x)
1

n
Como x € F, obtenemos que b € G,,, ademés que
B (y) € Gy,

asi, G, cs un conjunto abierto, por lo tanto F es un conjunto GG5. En consecuencia

¢l conjunto abierto F° = ;. G5, s un conjunto F,. m
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Proposicién 4.0.6 Sea (Y,d) un espacio métrico separable, G un conjunto abierto
en Y. Entonces G se puede escribir como una unidn numerable de bolas abiertas de

Y:

Demostracién. Sea DD un subconjunto denso numerable de Y, probemos que el

conjunto:
B = {B.(p):peD, reQ'},

es base para la topologia generada por la métrica d. Sea A un abierto en Y. Para

cada a € A, existe r > 0 tal que
B;(a) c A.
Sea s Q" tal que 0 <2s <7, como D es un conjunto denso en Y, se sigue que
Dn Bg(a) +@.

y sca p en D n Bg(a), entonces la d(p,a) < s. Ademas si be By(p), se sigue que

d(b,a) < d(b.p)+d(p,a)
< S+
< r

lo cual implica que
B(p) c B.(a) c A.

Por lo tanto 4, es una hase para la topologia generada por la métrica d, en conse-

cuencia existe J ¢ Q@ un conjunto de indices numerable tal que

A= U Br;.-(pk)'
keJ
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Lema 4.0.7 El limile puntual de una sucesion de funciones medibles de un espacio

medible (X,Y) a un espacio métrico (Y,d), es medible
n una sucesién de funciones medibles de X a Y,

Demostracién. Sea {f,},.
supongamos que f es el limite puntual de la sucesion {f,}, .y v sea F un conjunto
-1l )

o -] - 3=
ge
cerrado no vacio en Y, es suficiente probar que f~ (F) es un elemento de ¥, para

esto, definamos para cada n
={yeY:d(y.F)<1
en el Lema 4.0.6 se prueba que los conjuntos G,, son abiertos en Y v que

B ﬂG’n ﬂ(;—

n=1

Probemos que

Sea z en f1(F)=f"'(ng,Gy), entonces

f(x) e Gy, VYkeN.

Como la sucesion {f,(x)} converge a f(z). existe m ¢ N tal que para toda n > m

fa(2) eGr YkeN

de modo que
Te Tiif,I‘(Gk) c _rgﬂi f1(Gy) VkeN,
por lo tanto
ﬁ G fjnf'l(Gk)-

sene oty Pl Wi Mo 1(G'k) Entonces para toda k, cxiste m, tal quc para

toda n > m,
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CAPITULO 4. APENDICE
z € f71(Gy),

en consccuancia obtenemos que para toda k existe m e N tal que
fa(xz) eGr Vrzm,
en el limite, obtenemos que para toda k,
J(z) € Gy,

entonces f(x) € N2y (Gk) =N (Gk) = F y por lo tanto z € f~1(F).

Por la medibilidad de las funciones f,, obtenemos que f,'(Gi) € ¥. entonces

f"YF)e¥. Asi, la funcién limite f es una funcién medible. m
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