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Introducción 

El objetivo de esta tesis es presentar de una manera accesible a lectores con una 

formación equivalente a estudios de licenciatura en matemáticas, algunos resultados 

importantes sobre la existencia de selectores continuos o medibles para multifuncio-

nes, también llamadas correspondencias. 

La motivación para la realización de este trabajo surge del estudio de algunos 

problemas en la teoría de control estocstico, en los que la existencia de políticas o 

estrategias óptimas es consecuencia de la existencia de una función medible f : X 

A que satisface 

u* (x) = sup {u(x,a)} =u(x.f(x)). (1) 
aeA(x) 

en donde X, A son espacios métricos. x -» A(x) es una correspondencia de X a A y 

u es una finci6n de valores reales definida en la gráfica de la correspondencia, 

K := {(x,a):aEA(x),xEX}. 

Si para cada x E X se define 

{u(x, 
aEA(x) 

A*(x) := {a* E A(x) : u(x. a*) = sup 

entonces la existencia de una función que satisface (1). es equivalente a la existencia 

de un selector para la correspondecia x -» A*(x). 



Esta tesis está organizada en 4 capítulos: en el primero se hace una revisión de 

los conceptos básicos de correspondencias. tales como: la imagen inversa inferior, la 

imagen inversa superior, la semicontinuidad superior e inferior y algunas operaciones 

con correspondencias. En el segundo capítulo se analizan los conceptos necesarios 

para asegurar la existencia de selectores continuos; partición de la unidad subordina-

da a una cubierta, cubiertas localmente finitas, espacios paracompactos, Teorema 

de Michael. correspondencia convexa, funciones mf-compactas. 

El tercer capítulo tiene como objetivo proporcionar los fundamentos teóricos de la 

medibilidad de correspondencias, los cuales son necesarios para asegurar la existencia 

de selectores medibles; correspondencias medibles y débilmente medibles, funciones 

conjuntamente medibles (funciones de Caratheodory), Teorema de selección de 

Kuratowski-11yl1-Nardzewski, Teorema del Máximo medible. En el capítulo 4 

(Apéndice), se agregan algunos resultados que son útiles en los capítulos 2 y 3 para 

la demostración de varios resultados. 
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Capítulo 1 

Teoría de Correspondencias 

En este capítulo iniciaremos con la definición del concepto "correspondencia", 

estudiaremos algunas propiedades de correspondencias que nos ayudarán técnica-

mente para la demostración de algunos resultados posteriores, también veremos el 

concepto de semicontinuidad de correspondencias y finalmente analizaremos algunas 

operaciones que se pueden definir con ellas. 

1.1. Características de una Correspondencia 

Definición 1. 1.1 Sean X. Y conjuntos no vacíos. Una correspondencia de X a 

Y es una función que asigna a cada x en X un elemento ço(x) del conjunto potencia 

de Y, es decir, çc es una función con dominio X y contradominio 2". 

Para representar una correspondencia de X a Y usaremos la notación cp : X - Y. 

Definición 1.1.2 Sea w : X -» Y una correspondencia. 

La imagen bajo y de A c X se define  por; 

W(A) U y(x). 
xE A 

De este modo el rango de y es y(X). 

2 
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Definimos también a la gráfica  de C07fl0 el conjunto 

Gr := {(x. y) E X x Y : y E 

Ejemplo 1.1.1 Sean X={1,2.3.4.5},Y={6,7,89.10} yc definida  por 

p(x) = {x+5} u {10}.x EX. 

Claramente. çc es una correspondencia y la gráfica  de (p es: 

Crcp = {(x. x + 5), (x, 10) : x E X}. 

9 T 

1 1 1 
12345 X 

Ejemplo 1.1.2 Sean X = [0,1] y Y = B2(0) = {y E W': IlH <2}, con la norma 

euclidiana en JR'. Definimos 

10 

(t) = {y E Y: t} tE[0,1]. 

Observemos que p  es una correspondencia ya que para cada 1 e X el conjunto 

(t) c Y. Además, la gráfica de p es: 

E [0, 1] x M :~t}. 

Ejemplo 1.1.3 Sea p: 1R u {0} -» R definida por 

o(k) := {— \1-k, v}. 

La gráfica  de la correspondencia p  es: 
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Gry = {(k. -). (k. ) : k E u {O}}. 

Observación 1.1.1 Una función f : X -+ Y puede identif icarse  con la correspon-

dencia y: X -» Y dada por, 

y(x) := {f (X)} X E X. 

Sea y: X -» Y una correspondencia y Y un espacio topológico; si para cada x E 

X, el conjunto y(x) tiene una determinada propiedad. diremos que y toma valores 

con esa propiedad. Así, diremos que y toma valores cerrados, (abiertos. compactos. 

conexos, resp.), si para cada x E X el conjunto y(x) es cerrado, (abierto. compacto. 

conexo. resp.) en Y. Si Y es un espacio vectorial, entonces diremos que y toma 

valores convexos, si para cada x E X. el conjunto y(x) es convexo en Y. 

Recordemos que para una función f : X - Y. la imagen inversa de un subconjunto 

A de Y se define como 

f 1 (fl) := {x E X : f(x) E A}. 

Para una correspondencia se tienen dos imágenes inversas, las cuales se definen a 

continuación. 

Definición 1.1.3 Sea y: X -» Y una correspondencia. 

a) La imagen inversa superior de un subconjunto A de Y. denotada 

por ço;1 (A). se define  como 
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:= {x E X : (x) c A}. 

b) La imagen inversa inferior de un subconjunto A de Y, denotada 

por çcç'(A), se define  como 

:= {x EX : (x) n A * ø}. 

Una relación entre las dos imágenes inversas está dada con la siguiente propiedad, 

la cual nos será muy útil en la demostración de varios resultados posteriores. 

Propiedad 1.1.1 Sea p : X -» Y una correspondencia y A un subconjunto de Y. 

Se tiene lo siguiente: 

a) ( o;l(A))c = l(Ac), b) ((A))C = -l(AC) 

Demostración. La demostración de la parte a) se sigue de que 

X E o 1 (A) ço(x)cA 

ço(x)nA'=ø 

X E (Çl(Ac)y. 

La demostración de b) se sigue de la propiedad a), tornando AC  en lugar de A.. 

En el siguiente resultado se prueba que la imagen inversa superior de una inter-

sección arbitraria de conjuntos, es la intersección de las imágenes inversas superiores 

de los conjuntos. 

Proposición 1.1.1 Si p : X -» Y es una correspondencia y {Ak}kEJ  es una cole-

cción de subconjuntos de Y, entonces 

çÇ 1 (nkE JAk) = flo;1(Ak). 
kEl 
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Demostración. Definimos 

A:='(nk E JAk) y B:=flk€J ;1 (Ak). 

La igualdad de A y B se sigue de las siguientes equivalencias: 

X EA<=> y(x)c flAk  
k€I 

(x)cA. Vkcl 

XE2'(A). VkEI, 

=- XEJ3. 

u 

En el sigucnte ejemplo se muestra que la imagen inversa inferior de la intersección 

de conjuntos. no necesariamente es la intersección de las imágenes inversas inferiores 

de los conjuntos. 

Ejemplo 1.1.4 Considere la correspondencia : R' u{0} -» IR definida  en el Ejem-

plo 1.1.3, 

Ip (k) = 

Tomemos A = {-2. 1} y B = (-2.2]. observemos que: 

= {x E Ru {O}: {-. n {-2. 1} ø} = {1.4} 

y que 

= {xER u {0} : {-} n(-2.2] = [0.4]. 

La intersección es 

Ipi 1 (A) n 1 (B) = {l, 4} n [0,4] = {1.4}. 
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Por otro lado A n B = {-2.1}n(--2,2] = {1} y 

lo cual prueba que la imagen inversa inferior de la intersección de conjuntos. no ne-

cesariamente es la intersección de las imágenes inversas inferiores de los conjuntos. 

En el siguiente resultado se prueba que la imagen inversa inferior de la unión 

entre conjuntos. es  la unión de las imágenes inversas inferiores de los conjuntos. 

Proposición 1.1.2 Si : X -» Y es una correspondencia y {Ak}kEJ  es una colec-

ción de subconuntos de Y, entonces 

= U 1 (Ak) 
kEl 

Demostración. Por la Propiedad 1.1.1. b). 

'(uk€JAk) = (;l ((ukEJ Ak )c ))c  

= ((nkEI A))C  

y por la Proposición 1.1.1: 

(1(4C))C = (fl(A))c 
kel 

= U(l(A))c. 
kEl 

Aplicando nuevamente la Propiedad 1.1.1, b), obtenemos 

U(l(A ))(2 = U '(Ak) 
kEl kEl 

y por lo tanto. 

= U 1(Ak). 
/E 1 



CAPÍTULO 1. TEORÍA DE CORRESPONDENCIAS 8 

La imagen inversa superior, de una unión de conjuntos, no necesariamente es 

la, unión de las imagines inversas superiores. El siguiente ejemplo demuestra esta 

afirmación. 

Ejemplo 1.1.5 Sea ç R -» IR la correspondencia definida  por 

(x) = [—x, x]. 

Tomemos .4 :=  {1.3} .B (-83) y observemos que 

y que 

En consecuencia 

mientras que 

= {xER : [-x, x] c {i3}} = 

= {x E : [-x, x] c (-8,3)} = (0, 3). 

(A) u = 0 u (0.3) = (0, 3). 

u B) = {x E : [-x. x] c (-8. 3]} = (0.3]. 
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1.2. Correspondencias Semicontinuas 

Para definir el concepto de "correspondencias sernicontinuas", requerimos de la 

noción de vecindad de un punto y vecindad de un conjunto, las cuales se presentan 

a continuación. 

Definición 1.2.1 Sea X un espacio topológico, x E X y F c X. Diremos que V es 

una vecindad de x. si existe un abierto A tal que x E A c V. Análogamente, 5 es una 

vecindad de E si existe un abierto O tal que F c O c S. A los conjuntos A y O se 

les llama vecindad abierta de x y F respectivamente. 

Definición 1.2.2 Sean X. Y espacios topológicos y y : X -» Y una correspondencia. 

a) Se dice que y es semicontinua superiormente en x E X, si para 

cada vecindad U de y(x) existe una vecindad V de x tal que 

y(z) c ¡J vz E V. 

b) Se dice que y es semicontinua inferiormente en x E X Si para 

cada conjunto abierto U tal que y(x) n U * 0, existe una vecindad V 

de x, tal que 

y(z)nUø Vz€V. 

c) Se dice que y es continua en x E X. si es semicontinua superiormente 

e inferiormente en x. 

La correspondencia y es semicontinua superiormente (inferiormente) en 

X, si lo es en cada punto x de X. análogamente y es continua en X si lo es en 

todo punto x de X. 

Ejemplo 1.2.1 La correspondencia y: [0, 1] -» [0, 1] definida  por 
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{0} six<1 

[0,1] six=1 

 

 

   

es semicontinua superiormente en [0. 11 semicontinua inferiormente en [0. 1), pero 

no es semicontinua inferiormente  en [0. 1]. 

Demostraremos esta afirmación. Primero que no es semicontinua inferiormen-

te en x = 1. Supongamos lo contrario y tomemos a U := (. ), entonces 

(1. ø. 

por lo tanto, existe V vecindad de x tal que 

y(z)n(J*ø V:EV. 

pero no puede ser dado que si z E V y: 1. entonces 

y(z)nU= {0}n() =0, 

así. y no puede ser semicontinua inferiormente en x = 1. 

Para probar la semicontinuidad superior de y en x = 1, consideremos una vecin-

dad U de y(1) = [0, 1] y V := (. 1] que es vecindad abierta de x = 1. Obsérvese que 

para cada z E V,z * 1, 

= {0} c y(1) = [0. 1] 

lo que implica que y es semicontinua superiormente en x = 1. 

Probemos ahora que y es continua en [0, 1). Para esto tomemos x E [0. 1) y U 

una vecindad abierta de y(x) = {0} en este caso: 

U n {0} 0 si. y sólo si. {0} c U. 

para la vecindad abierta de V = [0. 1), obtenemos que 
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= (x) = {0} c U Vz E V 

por lo tanto es continua en [0. 1). 

Ejemplo 1.2.2 La correspondencia : [0, 1] -» [0, 1] definida por 

[0,1] six<1 
v(x) = 

{0} six=1 

es semicontinua inferiormente  en [0. 1] semicontinua superiormente en pero 

no es semicontinua superiormente en  

Primero demostremos que no es semicontinua superiormente en x = 1. Tome-

mos la vecindad U = [o, ) de '0(1) = {0} q sea V una 'vecindad arbitraria de x = 1. 

Entonces, Si z E V y z 1. el conjunto w(z) = [0, 1] no está contenido en U = [o, ) 
y por lo tanto I no es semi continua superiormente en x = 1. 

Probemos ahora que 'j  es semicontinua inferiormente  en x = 1. Sea U un con-

junto abierto que intersecta a '(1) = {0} y tomemos y 
= (. l]la vecindad abierta 

de x = 1. Entonces 

(=[0,1]nU*ø VZEV, 

por lo tanto, 'L es semicontinua inferiormente  en x = 1. 

Para probar la seiri'icontinuidad superior de en [0, 1), tomemos x E [0. 1) ',Y  U 

una vecindad de (x) = [0. 1]. Observe que para V = [0, 1) 

'I(z) = [0, 1] c U Vz E 

por lo que V7 es semicontinua superiormente en [0, 1). 

Ahora para la semicontinuidad inferior en [0, 1), supongamos que x E [0, 1) y que 

U es un abierto que intersecta a y/ (x) = [0. 1]. Entonces para la vecindad abierta 

V = [0, 1) de x, se sigue que 
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(nU=[O,1]nU*ø VzEV, 

por lo tanto L' es semicontinua inferiormente en [0, 1). 

El siguiente teorema proporciona una caracterización de la semicontinuidad su-

perior de una correspondencia entre espacios topológicos, en términos de conjuntos 

abiertos y cerrados. 

Teorema 1.2.1 Si W : X -» Y es una correspondencia entre espacios topolóqicos. 

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 

i) es semicontinua superiormente en X. 

Ú) ;'(4) es abierto en X para todo conjunto abierto A en Y. 

iii) (F) es cerrado en X para todo conjunto cerrado F en Y. 

Demostración. i) => u) Supongamos que W es una correspondencia semiconti-

nua superiormente y que A es un abierto en Y. Si ;'(A) = 0, el resultado se sigue 

trivialmente. 

Supongamos que p; 1 (A) es no vacío; probaremos que cada punto x E ;'(A) es 

un punto interior y así obtendremos que ;'(A) es un conjunto abierto en X. 

Sea x € ; '(A) Por la semicontinuidad superior, existe una vecindad %' de 

tal que p(z) c A Vz e V de donde se sigue que 

V c 

y por lo tanto, x es un punto interior de 

u) => i) Supongamos que para todo subconjunto A abierto en Y, W.1(A) es un 

conjunto abierto en X. Por la definición de vecindad, para x E X y U una vecindad 

de (x) existe un abierto %Tu  en Y tal que 

ço(x) c Vu  c U, 
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entonces V = es una vecindad abierta de x tal que 

'(z)cVucU VzEV 

por lo tanto, es sernicontinua superiormente en X. 

Ú) iii) Por la Propiedad 1.1.1, a), tenemos que 

(;(A))C 
=Ipi 1 

 (AC)  A c Y. 

Si A es un subconjunto abierto en Y, entonces: 

ço'(A) es abierto en X si, y sólo si, <p¡-' (A') es cerrado en X. 

El siguiente teorema proporciona una caracterización de la semicontinuidad in-

ferior de una correspondencia entre espacios topológicos, en términos de conjuntos 

abiertos y cerrados. 

Teorema 1.2.2 Si W : X -» Y es una correspondencia entre espacios topológicos. 

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 

i) es semicontinua inferiormente  en X. 

Ú) çÇ'(A) es abierto en X si A es abierto en Y. 

iii) çeÇ1(F) es cerrado en X si F es cerrado en Y. 

Demostración. u) => u) Supongamos que 9 es una correspondencia semiconti-

nua inferiormente y que A es un abierto en Y. 

Si el conjunto p;1(A) es vacío, entonces es abierto en X. Supongamos que 

es diferente del vacío. Por la semicontinuidad inferior, para cada x en (A) existe 

una vecindad abierta V de x, tal que 

ço(z)nAø VZEVX, 
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la definición de V1  y la definición de 1(A) implican que 

C  

lo cual muestra que x es un punto interior de cp'(A). Por lo tanto, tenemos que 

wZ'(A) es un conjunto abierto en X. 

ji) => i) Supongamos que ço 1(A) es un conjunto abierto en X, donde A es un 

abierto en Y. Sea x en X y U una vecindad abierta en Y cuya intersección con (x) 

sea diferente del vacío. 

Por hipótesis, V := ç1(U) es vecindad abierta de x tal que 

p(z)nU~ø VzEV, 

por lo tanto. p  es una correspondencia scmicontinua inferiormente en X. 

iii) <=> u) Por la Propiedad 1.1.1, b) tenemos que para todo subconjunto U en 

Y. 

(97 1
= 

Así, para A un abierto en Y, 

ço 1(A) es abierto en X si, y sólo si, ço;l(Ac)  es cerrado en X. 

. 

Considerando una correspondencia definida entre espacios métricos, obtenemos 

caracterizaciones, por medio de sucesiones, para la semicontinuidad superior y la 

semicontinuidad inferior, como se muestra en los siguentes dos reultados. 

Teorema 1.2.3 Sean X, Y espacios métricos y W : X -» Y una correspondencia. 

Los siguientes enunciados son equivalentes: 
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1) (p es semicontinua inferiormente  en x. 

2) Para cada sucesión (xfl)flEN  convergente a x y para cada y en y(x) 

existe una sucesión (Yfl)7EN  que converqe a y y tal que 

yn Ey(Xn ) VnEN. 

3) Para cada sucesión (xfl)flEN  convergente a x y para cada y E y(x) existe 

una sucesión (Yk)k  converqente a y y una subsucesión (xnk)kEN  tal 

que 

YkEy(X n ) VkEN. 

Demostración. 1) => 2) Suponga que y es scrnicontinua inferiormente en x. 

Sea (xn ) € N una sucesión convergente a x y sea y un punto en 

Como y está en Bi (y) n y(x), por la sernicontinuidad inferior de y existe una 

vecindad V1  de x tal que 

y(z) n B, (y) ø Vz E V1 , 

y por la convergencia de la sucesión (x 1 ) flEN  a x existe n1  en N tal que Xn  E V1  para 

todo n ~ n1 . 

Luego. como y E B1 (y) n y(x), por la sernicontinuidad inferior de y existe una 

vecindad V de x tal que 

y(z) n Bi(y) 0 V  E V2, 

y existe n2  > ni  en N tal que Xn E V2 para todo n ~ n2. 

Procediendo inductivamente tenernos que para cada k E N, el punto y pertenece 

a B1 (y) n y(x) y por la semicontinuidad inferior de y existe una vecindad 14 de x 

tal que 

n Bi(y) -~- 0 V; E 14. 
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Además. por la convergencia de la sucesión (x)71  a x existe k > k-1 en N tal 

que x, E Vk para todo n ~ k• 

Definamos la sucesión (yii),ieN  de la siguiente forma: 

Para ri <ni, sea Yn un punto arbitrario en 

Para n1  < n. tome y7, E n B, (y). 

Para rik 72< nk,1  torne y7  en n Bi(y). 

Entonces para cada natural n, el punto y,2  está en n Bi(y). Por lo tanto 

la sucesión (Yfl)nEN  converge al punto y, además y, está en p(x,) para toda n E N. 

2) _ 3) La demostración de esta implicación es trivial. 

3) => 1) Supongamos que no es sernicontinua inferiormente en x, es decir, 

existe un conjunto abierto U con 

(x) n U 0, 

y tal que para toda vecindad V de x existe Zq, e V tal que 

n U = 0. 

por lo tanto. para cada número natural a la vencinclacl B11  (x) contiene un punto 

x que satisface que 

n U = 0. 

Observemos que la sucesión (x7l ) 7 EJN converge a x y que 

y(x71 ) n U = o Vn E N. 

Sea y un elemento de (x) nU. Corno (xTj )fl€N converge a x, se sigue por hipótesis 

que existe una sucesión (Yjk-E N convergente a y y una subsucesión (x72k  )kEN de 

(X))kEN tal que 
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?Jb.E(xflk )cUC  VkEN 

lo cual implica que y E UC puesto que UC es cerrado. Lo anterior contradice el hecho 

que y E n U. por lo tanto. es  semicontinua inferiormente en x. • 

Teorema 1.2.4 Sean X, Y espacios métricos y una correspondencia X -» Y. 

Los siguientes enunciados son equivalentes: 

1) es semicontinua superiormente en x y p(x) es compacto. 

2) Para cada sucesión «XI ,yll)) flEN  c Crp, tal que (X7 )rEN es converqen-

te a x. se tiene que la sucesión (Yn)YiEN  tiene un punto de acumulación 

en 

Demostración. 1) => 2) Suponga que p  es una correspondencia semicontinua 

superiormente en x y que p(x) es compacto en Y. Sea 

((xn,ylj))flEN c Cr, 

tal que la sucesión (XJn,N  converge al punto x y supongamos que (Yfl)flEN  no tiene 

un punto de acumulación en (x), entonces para cada punto y E p(x) existe r0  > O. 

tal que y7  no está en Bry  (y) para n suficientemente grande. Puesto que 

p(x) c U Br ,(y). 
yE(x) 

y p(x) es compacto. entonces existen puntos y, y, ..., y en (x) tales que 

k 
(x)cU:= UBr,,(y) 

i=1 

El conjunto U es vecindad abierta de p(x) y por la semicontinuiclad superior existe 

una vecindad abierta V de x tal que 

p(z)cU VzEV. 
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Además, por la convergencia de la sucesión (x)n€N al punto x existe M E N tal que 

para todo n ~t M, x E V y 

y, E p(x7 ) c U Vn ~ IVI. 

Lo cual es una contradicción, pues para n suficientemente grande Yn  1 U. 

2) 1) Supongamos que 9 no es semicontinua superiormente en x, entonces 

existe una vecindad abierta U de ço(x), tal que para toda vecindad V de x existe x. 

en V tal que 

çO(Xv) fl UC * 0. 

Así, para cada n en N existe Xn  un punto en B1 (x) tal que 71 

n UC 

claramente, la sucesión (xfl )n€N converge a x. 

Si Yn  está en (x) n Uc, entonces la sucesión (Yn)nEN  está totalmente contenida 

en el conjunto cerrado UC y corno 

(x) n U =0, 

implica que (Yfl)flEN  no tiene un punto de acumulación en (x). lo cual contradice 

la hipótesis, por lo tanto, la correspondencia ço es semicontinua superiormente en x. 

Para probar la compacidad del conjunto cp(x) basta con suponer nuevamente 

que se cumple 2). Sea (Yu),,i  una sucesión contenida en ço(x) y definimos para toda 

n, X E X es claro que 

(x, y) c Crp, 

la sucesión (Yfl)flEN  tiene un punto de acumulación en (x), lo cual implica que la 

sucesión (Yfl)flEN  posee una subsucesión convergente, por lo tanto, (x) es compacto. 

u 
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Ejemplo 1.2.3 La correspondencia : [0, 10] -» [0, 101 definida por 

p(x) = [0. x], 

es una correspondencia continua en [0, 10]. 

Primero probemos que çc es semicontinua inferiormente  en [0. 101. Sea x E 

[0.10] ,y E .p(x) y (X71)flEN una sucesión convergente a x. 

Si x = y la sucesión (xfl)7EN es tal que xn  E (x) y además es convergente a x. 

Si x * y, tenemos que para E = x 
- y > O, existe N E N tal que 

xE(x—E,x] Vn~N, 

esto implica que para toda n ~ N, el punto y E Cp(x). Para rt < N tomemos y 

un punto arbitrario en (x) y para n ~ N tomemos y y, entonces la sucesión 

(Yn),EN es tal que Yn E (x) y es convergente a y. 

Probemos ahora la semicontinuidad superior en [0. 10]. Sea x E [0, 10]. (x fl ) fl EN 

una sucesión convergente a x y (Yfl)flEN  una sucesión tal que Y., E p(x). 

Caso 1, si existe una subsucesión (ytik)kEN  de (Yn)nEN  tal que 

Yflk 
E y(x) Vk E 

entonces por la compacidad de ço(x), se sigue que (uflk)kN  contiene una subsucesión 

convergente en (x), por lo que la sucesión (Yfl)flEN  posee un punto de acumulación 

en tp(x). 

Caso 2, supongamos que no pasa el caso uno, eso quiere decir que para toda n E N 

excepto posiblemente por una cantidad finita de índices n, 

Yn E [x, x], 

COMO (x) €N converge a x, entonces (Yfl)flEN  converge a x, por lo tanto, (Yn)nErq  

tiene un punto de acumulación en W(x) y así finalmente  ço es continua en [0, 101. 
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1.3. Operaciones con correspondencias 

En esta sección se definen algunas operaciones con correspondencias, tales co-

mo la correspondencia cerradura y la correspondencia intersección, además veremos 

un caso en particular para el cual, la correspondencia intersección de dos corres-

pondencias semicontinuas inferiormente, es semicontinua inferiormente, dado que en 

general este resultado es falso. 

Definición 1.3.1 Sea p una correspondencia entre espacios topológicos. La corres-

pondencia cerradura de p, denotada por se define  por 

(x) := 

Proposición 1.3.1 Si W : X -» Y es una correspondencia entre espacios topoióqz-

cos, U un subconjunto abierto en Y y XO E X, entonces 

ç(xo) n U 0 si. y sólo si. (XÜ) n 
(T 

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.0.1. m 

El siguiente resultado muestra la relación de sernicontinuidad entre una corres-

pondencia y la correspondencia cerradura. 

Lema 1.3.1 Si p  X - Y es una correspondencia entre espacios topológcos j 

x0  E X. Entonces 

1.- p es semicontinua inferiormente en XO si. y sólo si. p es semicontinua 

inferiormente en XO. 

2.-S2' Y es normal y es semicontinua superiormente en xO,  entonces 

es semicontinua superiormente en XO. 

Demostración. 1) Sea U un conjunto abierto cuya intersección con es 

no vacío. Por la Proposición 1.3.1 tenemos que 
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y(x) n U * 0 si. y sólo si, y(x) n U * 0. 

El resultado se sigue de la definición de sernicontinuidad inferior. 

2) Supongamos que y es semicontinua superiormente en XO y que U es un con-

junto abierto en Y tal que 

C U. 

Como Y es normal, por el Lema 4.0.3, existe un abierto C, tal que 

y(xo) c C c C c U. 

Además, por la semicontinuidad superior de y el conjunto J47 = y (C) es una 

vecindad abierta de xO.  más aun, para cada z E W. y(z) c C. se tiene que 

y(z)cCcU VZEW, 

por lo tanto, la correspondencia cerradura es semicontinua superiormente en XO. 

. 

A continuación se introducen las definiciones de correspondencia intersección. 

correspondencia unión y correspondencia producto, las cuales nos serán utiles en los 

capítulos 2 y  3. 

Definición 1.3.2 Sea {y : k E K} una familia de correspondencias entre los con-

juntos X y Y, definimos  para cada x de X: 

1) La correspondencia unión por 

(Uk€K (Pk)(x) UkE K(yk(x)). 

2) La correspondencia intersección por 

(flk€I-(Pk)(x) := flkEJ(yk(x)). 
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3)La correspondencia producto j'  X -»  YN  por 

(X) := n:1 (x). 

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la intersección de correspondencias 

semicontinuas inferiormente no necesariamente es semicontinua inferiormente. 

Ejemplo 1.3.1 Las correspondencias , : [0. 1] -» [0. 1] definidas por 

(x)={x} y9(x)={l — x} 

son continuas (en particular semi continuas inferiormente). 

La correspondencia intersección es 

  

(x) := (fl)(x) 

= {

} 

 

si x = 

si x 

Probemos que y no es semicontinua inferiormente. Sea U un conjunto abierto 

en Y tal que 

Un(yn'?9)() =Un{} ø, 

entonces 

(yn'(U) = {} 

y como { } es un conjunto cerrado, implica que y n t9 no es semicontinua inferior-

mente. 

En el siguente teorema se presenta un caso particular donde se tiene que la 

intersección entre correspondencias semicontinuas inferiormente es semicontinua in-

feriormente. 
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Teorema 1.3.1 Sea f una función continua de un espacio topolóqico X a un es-

pacio métrico Y y j3 > O fijo. Si y : X -» Y es una correspondencia semicontinua 

inferiormente tal que 

y(x)n(x)ø VXEX 

donde : X -» Y es la correspondencia definida por 

(x) := B3(f(x)), 

Entonces la correspondencia intersección y n es semicontinna inferiormente. 

Demostración. Sean C un subconjunto abierto en Y 

A := (yn'(G). 

Si A es no vacío y z E A., tenernos que 

B := y(z) n(z) n 0. 

Además, como e(z)nC es un conjunto abierto, entonces para cada y e B existe q  >0 

tal que 

B971(y) c ) n = nG, (1.1) 

lo cual implica que d(y. j(z)) < - 2ij. 

Por otra parte. por la continuidad de la función f implica que existe V una 

vecindad abierta de z tal que 

d(f(v),f(z)) < 77 Vv E V, 
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además, para cada y E V. se tiene que B,, (V) c B(f()) n C = e(v) n G, puesto que 

Si S E B11 (j) entonces 

d(s.f(v)) d(sy)+d(y,f(z))+d(f(z),f(v)) 

< 77+8-2ij+ij 

= fi. 

Obsérvese que (z) n B71 (y) es no vacío porque al menos está el punto y. Como 

es sernicontinua, inferiormente existe U una vecindad abierta de z tal que 

y(u) n B77 (y) :~ 0 Va E U. (1.2) 

Por (1.1) y (1.2) la vecindad abierta V  U de z es tal que 

B11(y)c(x)nC y (x)nB(y)ø VXE VnU. 

Por lo tanto, y(x) n (x) n C 0, lo cual implica que la vecindad abierta V n U de 

es un subconjunto de A y por lo tanto, «p n es un abierto en X y así la 

correspondencia p n es semicontinua inferiormente en X. • 



Capítulo 2 

Selectores Continuos 

2.1. Preliminares 

Antes de comenzar con el estudio de selectores continuos de una correspondencia, 

estudiaremos primero algunos conceptos y resultados básicos que nos ayudarán a 

demostrar la existencia de tales selectores, entre estos conceptos se encuentra la 

llamada partición de la unidad, la cual se define a continuación. 

Definición 2.1.1 Sea X un espacio topológico y {G : i E I} una cubierta abierta 

para X. Una partición de la unidad subordinada a la cubierta {C : i E I}, es una 

familia de funciones continuas de X en [0, 1] que satisface; 

a) Sólo un número finito de funciones de la familia toman valor diferente 

de cero para todo x E X, 

b) f(x) = O para todo x E X \Gi y 

C) ZiEIfj(x) = ' para todo x en X. 

Ejemplo 2. 1.1 Sea {G1 = (—oo, 1). C2  = (-1, oo)} una cubierta para R. Una par-

tición de la unidad subordinada a la cubierta {G1, G2} es la familia de funciones 

{fl,f2} definidas por, 

25 
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1 six~-1 O six:5-1 

fi (x)= -1/2x+ 1  si -1<x:~1 Y f2(X) 1/2x+ Si -1<x:~1 

O six>1 1 1 six>1 

Estas funciones satisfacen que Si X E = [1, oo), entonces fi  (x) = O y si x E 

= (_oo, -1] entonces f2(x) = O. Por último, para cada x en IR, 

fi (x) +f2(x) = 1. 

Como se dice coloquialmente, conforme avanzamos en este trabajo esta teoría va 

tomando sabor, así pues, el siguiente lema asegura la existencia de una partición de 

la unidad subordinada a una cubierta abierta, cuando esta cubierta es finita. 

Lema 2.1.1 Sea X un espacio normal. Si {G1, G2 . ....  C, } es una cubierta abierta 

finita de X. entonces existe una partición de la unidad subordinada a la cubierta 

{C1 G2.....C71 }. 

Demostración. Construiremos una nueva cubierta {V1, V2, ..., V} de conjuntos 

abiertos para X, tal que satisfaga las siguientes condiciones: 

i) Vi  c V,  c Gi  para cada i= 1, 2, ..., n. 

u) {/ :j -<j}U{C  :j >j} para cada  = 1,2,...,n, es una cubierta de X. 

Primero definimos ci conjunto 

Fl=X\UC, 
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que es un conjunto cerrado y es un subconjunto del abierto C1 . Por normalidad del 

espacio X (ver Lema 4.0.3), existe un conjunto abierto V1  tal que 

F1  c Vj c V c C1 , 

es decir, el conjunto abierto V1  satisface la condición i) y además, la familia {V1, G2, ..., G} 

cubre a X, por lo tanto se satisface la condición u). 

Supongamos que existen conjuntos abiertos V1, V2, ..., 
Vk_1, 

 con 1 <k - 1 <n que 

satisfacen la condición i) y u). Para definir el conjunto Vk. sea 

k-1 n 
Fk:=X\(UVZU U C). 

i=1 i=k+1 

el cual es un conjunto cerrado y un subconjunto del abierto Gk.  Si s e Fk, entonces 

k-1 
SEX y s(U)u( U Ci). 

i=1 

es decir, para i= 1,...,k-1, el punto s1 Vi y parai= k+1,....n, el punto 

Como X = Gi  u u G, se obtiene que s E Gk. Por la normalidad del espacio X, 

existe un conjunto abierto Vk, tal que 

FkcVkcVkcGk. 

Falta probar que {V : i k} U  {C : i > k} es una cubierta para X. Si x es un 

elemento de X = C1 entonces x es un elemento de Ci para algún i = 1, ...,ri. 

Obsérvese que si para algún jo E {k + 1..... n} ,x E G 0 , entonces 

{1/ :j <-k}U{C  :j> k}. 

Si x E X Uk+1  C y usando que Fk c  Vk, obtenemos que 

k-1 n k-1 k-1 

XE(UV)U(X\( U GjuUVj))cUVjuVk,  
i=1 i=k+1 i=1 i=1 

en consecuencia x E {V2  : j k} u {G : j> k}. 
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Inductivamente, hemos construido una cubierta {V1, V2, ..., V}, que satisface las 

condiciones i) Y  ji). Como los conjuntos X Ci y Vi  son cerrados y ajenos en X, 

por la normalidad del espacio X y el Lema de Urysohn, (ver Lema 4.0.5), para cada 

i E {1, ...,n}, podemos encontrar una función continua gi  de X al intervalo [0,1] tal 

que 

a)g(x)=0 Si xEX\G 

b)g(x)=1 Si XE. 

Finalmente, definamos f : X -> R por, 

f(7;) -
gj(x) 

- (>=1gk(x)) 

Observemos que para cada x E X la suma En  k=1  gk(x) es diferente de cero dado que la 

familia {V1, V2, ..., V} cubre a X y por lo tanto, existe V tal que x E V y gj(X) = 1. 

Además, se satisface lo siguiente: 

gi(x)
=0 Si XEX\G. 

- 

 (E  
k=1 

fi(X) 
g (x) ) 

=1 para cada XEX ,, 

es decir. {f} es una partición de la unidad subordinada a {G1..... C,,}. . 

Definición 2.1.2 Un selector o selección de una correspondencia p: X -» Y. es 

una función j  X -* Y que satisface  para cada x en X, 

f(x) E o(x). 

Ejemplo 2.1.2 Sea y : N -» N definida  por: 

y(n) = {n, ,n + 1, n2} 
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Sean fi, f2 f3 funciones de N en N dadas por: 

f, (n) = n 

f2(n) = n+1 

f:3(n) = n2. 

Claramente, para cada n en N, fi(n).f2(n).f:3(n) son elementos de p(n) y por 

lo tanto fi, f2, f son selectores de la correspondencia . 

Como se ha mencionado antes. uno de nuestros objetivos para este trabajo y de 

este capítulo es establecer condiciones garantizar la existencia de selectores conti-

nuos de una correspondencia. de modo que. como su nombre lo dice, un selector 

continuo es una función que además de ser un selector es una función continua. 

Ejemplo 2.1.3 Sea IR -» IR la correspondencia dada por: 

(x) = [-1,1]. 

La función f(x) = sen(x).x E IR es un selector de , 

f(x) = sen(x) E [-1.1] = ço(x). 

Considerando que •f es continua, se tiene que f es un selector continuo de p. 

2.1.1. Primer Teorema de Existencia 

A continuación el primer Teorema de existencia (le selectores continuos para una 

familia de correspondencias muy particular. 

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio Hausdorff compacto y p una correspondencia de 

X a un espacio normado Y con valores convexos. Si para cada y E Y, el conjunto 

:= {x E X y E 
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es un abierto en X. entonces tiene un selector continuo. 

Demostración. Notemos que la colección de conjuntos {p' ({y}) : y E Y} es 

una cubierta abierta para X. Entonces por la compacidad de X existen Y1.Y2 

puntos en Y tales que 

X cU'({y}). 

Sea d : { 1({y1}),  (Pi  ' ({y2}). ---- '({yn})}. Como X es un espacio Haus- 

dorif compacto, por el Lema 4.0.4, X es normal y por el Lema 2.1.1, existe una 

partición de la unidad {fi : 3  E {i, 2 ... n}} subordinada a la cubierta .. 

Definirnos a: X - Y por 

fl 

a(x) := 
j= 1 

Dacio que a es suma finita de funciones continuas de X a Y obtenemos que a es una 

función continua en X. Para los índices j E {1. .... n} tal que 

X E  99 

se tiene que Yj E (x). Obtenemos que a(x) es una combinación convexa de los 

puntos Yj  los cuales son elementos del conjunto convexo (x), por lo tanto, a(x) E 

en consecuencia a es un selector continuo de p. • 

Ejemplo 2.1.4 Consideremos la correspondencia W : [0. 1] -» [0. 1] (lada por 

i1) Si x E [0. ] u [. 1] 

[0.1] Si x E (, ). 

El Teorema 2.1.1 asegura que la correspondencia p posee un selector continuo, 

puesto que para cada y E [0, 1], 
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1({y}) 

= { 

  

"
1 3 
4' 4 

[0,1] 

Si yE[0,]U[,1] 

Si 

es abierto en [0, 1]. 

Es importante hacer la observación de que las condiciones del Teorema 2.1 -1 

son muy fuertes, lo que lo hace un resultado muy débil, por esta razón, es necesario 

introducir nuevos conceptos que nos permitan tener resultados mucho más generales. 

Definición 2.1.3 Una cubierta de un espacio X es localmente finita,  si para cada 

punto x en X existe 'una vecindad de x que se intersecta sólo con una cantidad finita 

de los miembros de la cubierta. 

Definición 2.1.4 Si C1 , C2  son cubiertas para un espacio topolóqico. C1  es llamada 

un refinamiento de C2. si cada elemento de Ci  es un subconjunto de algún elemento 

de C2. 

Ejemplo 2.1.5 Las cubiertas V = {V1, V2. ..., V} y C = {C1 , C2, ..., C} definidas 

en la demostración del Lema 2.1.1, satisfacen  que V es un refinamiento de C. 

Definición 2.1.5 Un espacio topológico se llama paracompacto, si es Hausdorff y 

toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto localmente finito. 

Proposición 2.1.1 Si X es un espacio Hausdorff compacto. entonces X es un es-

pacio paracompacto. 

Demostración. Sea A = {C : i E I} una cubierta abierta para el espacio X. Por 

compacidad existe una subcubierta abierta finita de A, digamos 

B={C1 ,C2, ... . Gil } . 
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que cubre al espacio X. Como los elementos de la cubierta B son elementos de A. 

se sigue que B es un refinamiento abierto localmente finito de A. por lo tanto el 

espacio X es un espacio paracompacto. • 

Proposición 2.1.2 Si X es un espacio métrico, entonces X es un espacio para-

compacto. 

Demostración. La demostración se puede encontrar en el Teorema 3.22 en [11. 

Teorema 2.1.2 Si {A : a e I} es una cubierta localmente finita de un espacio to-

pológico X. Entonces 

a) {Á: a e i} es también una cubierta localmente finita. 

b) Para cada J c I. el conjunto U {An  a e es cerrado en X. 

Demostración. a) Si x es un elemento ele X. entonces existe una vecindad 

abierta Ux  de x tal que para toda O. e 1, excepto en una cantidad finita de índices a, 

U, n A. = 

lo cual implica que para toda a e I. excepto en una cantidad finita de índices a, 

AcU. 

Corno U es un conjunto cerrado, obtenernos que para, toda a en 1, excepto en una 

cantidad finita, de índices a. 

Aa  C U, 

Y por lo tanto a e i} es también una cubierta localmente finita de X. 

b) Sea D := UfiEJ  A8  con J c 1, entonces 

Dc =  nÁ. 
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Si D = X terminamos la demostración. Si DC  es diferente del vacío, para x en DC se 

tiene. por el inciso a), que existe ci una vecindad abierta de x tal que 

U1  n A 1  0, 

lo cual es válido sólo para un número finito de índices ,8i  e I. 

Si definimos 

L:={/3EJ:UnA3. o}. 

entonces 

U1 \ UA, 
/3eL 

es una vecindad abierta de x totalmente contenida en Dc,  lo que implica que el 

conjunto DC  es abierto y en consecuencia el conjunto D es cerrado. • 

Lema 2.1.2 Sea X un espacio paracompacto. Si {U(}EJ  es una cubierta abierta de 

X, entonces existe una familia localmente finita { VI' }ae j de conjuntos abiertos que 

recubre a X y tal que V, c Ua  para cada a E J. 

Demostración. Sea .ø/ una familia de conjuntos definida por; 

:= {A c X : A es abierto y A c U para algún a}. 

Veamos que .ø?' es una cubierta para X. Sea x un elemento de X, entonces existe 

a E .J tal que x e Ua. Corno X es un espacio Hausdorff compacto entonces por la. 

Proposición 4.0.2 el espacio X es regular, por lo tanto para el conjunto cerrado UÇ 

que no contiene a x, existen conjuntos abiertos ajenos A y B tales que 

X E A y U c B. 

De modo que 
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A c BC y Á c BC c UQ , 

por lo tanto A es un elemento de .1 y corno x es arbitrario, se sigue que . es una 

cubierta para X. 

Ahora. corno X es un espacio pa.racornpacto entonces .1 posee un refinamiento 

abierto localmente finito % = {B}@EJ . y corno % refina a W .,  podemos definir una 

función f K -> J eligiendo para cada .8 en A' un elemento a en 1 tal que 

B8  C Ua, es decir. f(3) = a. 

Para cada a en 1 definirnos VQ  

1/ =u{B :f(fi) =a}, 

(si no existe en A' tal que 1(3) = a. entonces V es vacío). Observemos que por el 

Teorema 2.1.2, b). 

= u{B:f(=a} 

c {Bf3  

C 

Finalmente, comprobemos que la colección de conjuntos {Va}aEJ  es localmente 

finita. Sea x en X y T'V una vecindad de x tal que se intersecta sólo con una cantidad 

finita de elementos en .. (ligamos B13,'Bí32..... Bs,. Entonces Ve,, puede intersectar 

a 1'V sólo si. 

Ce  {f(i).f(fi)..... f()}, 

por lo tanto. {Va}a€j  es una familia localmente finita de conjuntos abiertos que 

recubre a X y es tal que para cada a en 1, Vc, c Ua.0 

Lema 2.1.3 Si {C(  : a' E .J} es una cubierta abierta localmente finita para un es-

pacio paracompacto X, entonces existe una partición de la unidad subordinada a la 

cubierta C(. 
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Demostración. Aplicando dos veces el Lema 2.1.2 se pueden encontrar familias 

localmente finitas {WQ}(E j y { Va } j  de conjuntos abiertos que cubren a Xy tales 

que para cada a E J. 

Wc  C Va  Y VCC. 

Dado que X es paracompacto. obtenemos que es normal y por el Lema de Urysohn. 

(ver Lema 4.0.5). podemos encontrar para cada a en J. una función continua g 

X - [0. 1] tal que 

ga(Wa)={1} y g(X\  Va )  ={0}. 

Definimos para cada a en J y para cada x en X, 

fa(X)=
(a:) 

>ljE.J 9i (X) 

Para ver que las funciones fa  están bien definidas, sea x E X. Dacio que los 

conjuntos {WQ}aEJ  cubren a X, existe un Va()  que contiene a x y tal que se intersecta 

sólo con un número finito de conjuntos 14a,  significa que para un número finito de 

índices a. q, (x) 0, lo cual implica que 6j g(x) es diferente de cero y es finito. 

Observese además, que por lo anterior fa es continua en VQ()  y por lo tanto continua 

sobre X. Además, se satisface lo siguiente: 

fa, (X) 0 SiXEX\C( CX\Va  
z¡ E./ g1  (x) 

y 

g (x) 
=1 VXEX, 

CEE.l 

por lo tanto, {f} a E J es una partición de la unidad subordinada a la cubierta 

{ 
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Teorema 2.1.3 Sea X un espacio paracompacto y Y un espacio normado. Si ço 

X -» Y es una correspondencia semicontinua inferiormente  con valores convexos. 

entonces para cada 3 > O, existe un selector continuo f : X - Y de la correspon-

dencia V) : X -» Y definida  por 

(x) = N((x) 13) := {y E Y: s E (x) tal que d(y. s) <}. 

Demostración. Para en R fijo, definamos para cada y en Y el conjunto 

U := 

Como la correspondencia W es scmicontinua inferiormente. por el Teorema 1.2.2, se 

sigue que U?,, es abierto en X. Por lo anterior, la familia {U?J  : y E Y} es una cubierta 

abierta para el espacio paracompacto X. entonces existe un refinamiento abierto 

localmente finito {C : j E J} 

Por el Lema 2.1.3 existe {-,Ti : i E I} una partición de la unidad subordinada a la 

cubierta {C : j E I} y corno la familia {C : j E I} es un refinamiento de la familia 

{Uy  : y E Y}. para cada i en 1 existe Y(i)  en Y tal que 

Gi C Uy( -i ) . 

Definamos la función J'13 : X - Y como: 

. f"3 (X) := 

Notemos que para cada x E X existe una vecindad V de x, el cual se intersecta 

sólo con un número finito de elementos de la cubierta {C : i E I} . lo cual implica 

que a lo más, para un número finito de índices -Fi (x) O, por lo tanto. f 3  está bien 

definida. Además. dado que las funciones 7-, i  son continuas, se sigue que f es una 

función continua en V y por lo tanto continua sobre X. 

Probemos ahora que para cada x E X,f 8(x) E Y" (X). Como f3  (x) es una com-

binación convexa de puntos Y(i)  entonces para cada j E 1 tal que x E G j  c U ))  se 

sigue que x E y 1 (B3(y() )) y que 
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(x) n B(y()) * ø1 

por lo anterior (» es un elemento de la nube N((x),8), el cual es un conjunto 

convexo y dacio que (x) es convexo, f3(x) E 

2.2. Teorema de Michael 

Después de una larga trayectoria de trabajo tenemos las herramientas necesarias 

para demostrar la existencia de selectores continuos para una corespondencia, lo cual 

se afirma en el Teorema de Michael (la demostración original de este teorema se 

encuentra en [61). 

Teorema 2.2.1 Si X es un espacio paracompacto, Y un espacio Banach j ( p : X -» 

Y es una correspondencia con valores cerrados, convexos 7i además semicontinua 

inferiormente, entonces tiene un selector continuo. 

Demostración. Iniciaremos construyendo una sucesión de funciones continuas 

(fi)iEN que satisfagan las siguientes condiciones: 

a) f(x) es un elemento de la bola B2 -+2 (f- 1  (x)), para cada i = 2,3, 

h) fi  (x) es un elemento de la nube N((x),2), para cada i en N. 

Por el Teorema, 2.1.3, para ,8 = 2 existe una función continua de X a Y a la 

que llamaremos fi,  tal que 

fi (x) E 

es decir, fi  satisface la condición b). 

Supongamos que tenemos fi, f2, ...,  f, son funciones continuas de X a Y que 

satisfacen la condición b). Para determinar la función definamos para cada x 

en X la correspondencia; 
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(x) y(x) n (B2-(f(x))). 

Por la condición h). tenemos que existe y E y(x) tal que 

f(x) 
-

<2. 

es decir. y E B2-n(f(x)), significa que para cada x en X, la correspondencia 0 toma 

valores no vacíos. Además, la correspondencia ib toma valores convexos dado que la 

correspondencia W toma valores convexos y la bola B2-T (f(x))  es también convexa. 

Luego, por el Teorema 1.3.1, t' es una correspondencia semicontinua inferiormente. 

Tenemos entonces que (x) es una correspondencia que satisface las condiciones del 

Teorema 2.1.3, así que para fi = 2_( 1) existe una función continua X - Y 

tal que 

f, 1(x) E 

y como 1'(x) c (x), se sigue que 

f+1(x) E N((x),2 ( ')), 

por lo tanto, la función f+i  satisface la condición b). 

Por otra parte. puesto que '(x) c B2-71 (f(x)). obtenemos que 

.f71+i(x) E B2_ 2_(+1)  (f (x)) c B21"(f(x)), 

con lo que para i = n +1 se tiene la condición a). La construcción anterior nos asegura 

la existencia de una sucesión de funciones continuas (f)eN  de X a Y, que satisface 

las condiciones a) y b) y por la condición a). tenemos que para toda n en N y toda 

x en X, 

' IIf+i(x) - f(x)Il <2. 
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Notemos que si m > n entonces 

f1(x) - fn(X)II :~ IIfm(x) -frn_i(x)Ij +...+ IIf+i(x) -f(x)II 

< 

= 
2-n+1 {i + ... + 2-rn+n+11 

< 2'(2) = 2_12.  

Sea c > O y n E N. tal que 2_2  <e. por lo anterior se tiene que para m > n > n6  

- f(x)II <2_ 2  <2_1 <E VX E  XY  

entonces (ffl)flEN  es una sucesión de Cauchy uniforme. Como el espacio Y es com-

pleto, (fn)nEN  converge uniformemente a una función f : X - Y y dado que cada 

función es continua, por el Teorema 4.0.6 la función f es también continua. Por la 

condición b), 

¿(f(x),ço(x)) <2 Vn EN)  

donde c(f(x),ço(x)) = mf { 11
- ll : Y E (x)}, por la Proposición 4.0.5, la fun- 

ción d es continua, por lo tanto aplicando límite cuando n tiende a infinito, obtenemos 

¿(f(x),ço(x)) = 0. 

Por la Proposición 4.0.4, el punto /(x) está en la cerradura de ço(x) y como 

toma valores cerrados, f(x) E ço(x). Concluimos que la función f es un selector 

continuo de la correspondencia W.• 

Como corolarios al Teorema de Michael a continuación se presentan algunos 

resultados. 

Definición 2.2.1 Una función q: Y c W - Z c lR'. con Y, Z conjuntos convexos, 

se dice ser convexa si: 

g((l - \)y + ,\y') :~ (1 - \)g(y) + 
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para cada Y. E Y y E [0,1], (la desigualdad es componente a componente). 

Definición 2.2.2 Sea 1R' -» Rq una correspondencia con valores convexos no 

vacíos y sea K la gráfica de W . es decir, 

IK:= {(x,y) :yEço(X).XEJRP }. 

Una función g 1K - R se dice ser inf-compacta  en K si para toda x E R' y todo 

1' E IR, el conjunto: 

{yE(x):g(x.y) ~r}, 

es compacto. 

Ejemplo 2.2.1 Sea ço R -» IR definida por 

(x) = [0,  00) 

y g: 1K -> R definida por 

g((x,y)) =x+y. 

Para r E IR fijo y x E 

  

{yE[0oo) :x+y:~r} = 

 

0 six>r 

[0,r—x] six:~r. 

 

es un conjunto compacto, por lo tanto la función g es inf-compacta en K. 

Corolario 2.2.1 Si : RP -» Rq es una correspondencia con valores no vacíos, 

cerrados, convexos y semicontinua inferiormente  en IR', entonces 

1) Existe f un selector continuo de W. 
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2) Sea g : 1K - IR una función inf-compacta  en 1K 7i convexa. Si 

g*(x ) := ínf q(x, y), 
yEy(i) 

entonces para cada x E R", la correspondencia 

:={.Y E y(x) : g(x.y) = q*(x)} 

toma valores compactos y convexos. 

8) Si y*  es semicontinua inferiormente, entonces existe un selector con-

tinuo f* tal que 

g*(x) =g(x,f*(x)) VXER. 

Demostración. 1) Corno 99 : -» Re'. es una correspondencia con valores cerra- 

dos, convexos, semicontinua inferiormente y corno RP es un espacio paracompacto 

(ver Proposición 2.1.2), entonces por el Teorema de Michael, existe f un selector 

continuo de (p. 

2) Probemos que para cada x E W, el conjunto y*(x)  es compacto y convexo. 

Notemos que para r = g*( x ) tenemos: 

W* (x) c B {y E y(x) : g(x, y) :~ r}, 

y dado que y es inf-compacta el conjunto E es compacto, entonces basta probar que 

y*( x ) es un conjunto cerrado. Sea yo  un punto límite de y*(x),  entonces existe una 

SliCC5iÓfl (yn)n c y*(x) que converge  al punto yo. Nótese que por lo anterior y dado 

que y torna valores cerrados, Yo E y(x) n E. Lo cual implica que q(x,yo) = q* ( x ) 

Por lo tanto. y*(x)  es compacto. 
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Probemos ahora la convexidad del conjunto *(x).  Sean y, vi  en 

q(x) = 

= g(x, y) + (1 - ,\)q(x, y') 

~ 

~ ínf g(x,y*) 
y*E(x) 

= 
 

g* (X)  11 

por lo tanto p*(x)  es un conjunto convexo. 

3) Como es semicontinua inferiormente, por el Teorema de I\/lichael, existe un 

selector continuo f* de  y.  que satisface para cada x E 

g( x,f*( x )) =g*(x) 



Capítulo 3 

Selectores Medibles 

3.1. Medibilidad de correspondencias. 

En este capítulo estudiaremos algunas condiciones para que una correspondencia 

posea un selector medible. Para iniciar con el estudio de selectores medibles recor-

demos que una función f (X.  Ex) -+ (Y, E) entre espacios medibles es medible, 

si para cada A E Ey el conjunto f 1 (A) es un elemento de Ex.  El concepto de 

medibilidad también se tiene para correspondencias y se define como sigue: 

Definición 3.1.1 Sea (X, E) un espacio medible y Y un espacio topológico. Se dice 

que una correspondencia cp: X -» Y es: 

a) Débilmente medible, si W-1(G) está en la a—álgebra E. para cada 

abierto C c Y. 

b) Medible, si ço'(F) está en la a— álgebra E para cada cerrado F c Y. 

De manera análoga podemos definir los conceptos de la Definición 3.1.1 como lo 

dice la siguiente proposición, cuya demostración se sigue directamente de la Propie-

dad 1.1.3. 

43 
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Proposición 3.1.1 Sean (X, >2) un espacio medible, Y un espacio topológico y : 

x —»Y. 

a) p es Débilmente medible si, y sólo si, W;1(F) E >2 para cada ce-

rrado F c Y. 

b) W es Medible si, y sólo si, p;'(C) E >2, para cada abierto C c Y. 

Ejemplo 3. 1.1 Sean (X,>2) con >2 = {ø, X} un espacio medible, (Y, r) con T = 

{o, X}  un espacio topológico y c: X -» Y. Observemos que los conjuntos 

= = X, 

son elementos de la a- álgebra E. En conclusión, cualquier correspondencia definida 

entre estos espacios es siempre una correspondencia medible y débilmente medible. 

Ejemplo 3.1.2 Sean (X,>2) un espacio medible, Y un espacio topológico y B c Y 

fijo. La correspondencia p  X -» Y definida  por (x) = B es medible y débilmente 

medible. 

Sea A c Y arbitrario, 

a) si B c A. entonces 

ço;'(A) = X E 

b) si B n AC # 0, entonces 

ço;'(A) =ØE>2. 

Por lo tanto, si A es un conjunto abierto o cerrado, es claro que cp'(A) es un 

elemento de la a—álgebra E. 

Observación 3.1.1 Sea : X -» Y una correspondencia de un espacio medible X 

a un espacio topológico Y. 
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Si es semicontinua inferiormente,  entonces ço es una correspondencia 

débilmente medible. 

Si 9 es correspondencia semicontinua superiormente, entonces <p es una 

correspondencia medible. 

La Observación 3.1.1 se siguen del Teorema 1.2.1 y  el Teorema 1.2.2. 

Una relación entre la medibidad y medibilidad débil de correspodencias está dada 

en el siguiente teorema. Mas concretamente, en este teorema se establecen condicio-

nes bajo las cuales estas propiedades son equivalentes. 

Teorema 3. 1.1 Para una correspondencia : (X, ) —» (Y, d) de un espacio medi-

ble a un espacio métrico, tenemos lo siguiente: 

1) Si es medible, entonces es débilmente medible. 

2) Si es débilmente medible y toma valores compactos, entonces es 

medible. 

Demostración. 1) Sea C un abierto en Y. Por la Proposición 4.0.6, C es un 

conjunto F y por lo tanto, por la Lema 4.0.6, podemos representar a G como: 
00 

G=(JF. 
n=1 

donde para cada n, el conjunto F es cerrado en Y. Demostremos que cp'(C) E ; 
oo 

= 
n= 1 

00 
 

n=1 

Usando que cp es medible, obtenemos que para cada n, ço (Fa) E E, por lo tanto 
00 

ç'(C) = U '(F) E 
n=1 

es decir, W es débilmente medible. 

2) Sea F un subconjunto cerrado en Y. Si F es vacío, claramente 
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'p;1(F) = ø E >. 

Supongamos que F es no vacío y definamos para cada n en 

GiI := {y E Y : ¿(y. F) 1  
fl } 

donde ¿(y, F) = mf {IJ  y - z 1 : z E F}, es la métrica, que asigna la distancia entre un 

punto y un conjunto. Claramente C c C,1, además, si y es un punto límite de G, 

entonces existe una sucesión (Yk)kEN c C que converge a y y satisface que 

VkEN. 

Por la Proposición 4.0.5 la métrica ¿(., F) es continua en X, por lo tanto en el límite 

cuando k tiende a infinito obtenemos: 

1 >  _L 
n n+1' 

lo cual implica que y es un elemento de G +1. Entonces hemos probado que 

cn  c 

por lo tanto, 

C-0 00 

F  =  uc= LJC 
n=1 n=1 

Probaremos ahora que 

00 00 

( U G) = O 
n=1 

Sea p un elemento de 9Ç1(Ui1  Gp), entonces 

(p) cU C. 
71=1 

(3.1) 

(3.2) 
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Corno toma valores compactos, existe una subcubierta finita {C70  C,..... Gnk } 

tal que 

k 

(p)c UGn , 
j=1 

y como para cada n, C c Gn,l ,  tomando N rnax {ni 2, nk} se obtiene; 

k 

(p) cU  Gni c GN C GN, 
i=' 

entonces p E y por lo tanto 

00 
E 

ii=1 

lo que implica 

00 00 

;'(U G) C U  WS  '() 
n=1 n=1 

Para la otra contención tomemos p E u° 1  Ç1(), entonces existe N en N tal 

que p E p 5 1 (CAT), es decir, 

(,O(p)CCN. 

Por (3.1) 

00 00 

(p) c U  G = G. 
11=1 n=1 

lo cual significa quep e ;'(U1 GIL ). Por la Propiedad 1.1.3 y usando (3.2) tenernos: 

= 

[71C=>01 
00 

- 

[l c ]c n7   
= 

71 1 

o 1 (F) = 
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Por hipótesis y es débilmente medible, esto es. 

VneN. 

por lo tanto. 

E 

n= 1 

es decir. y es medible. u 

Lema 3.1.1 Una correspondencia y X -» Y de un espacio medible a un espacio 

topológico es débilmente medible si, y sólo si, la correspondencia cerradura es 

débilmente medible. 

Demostración. Por la Proposición 1.3.1 obtenemos que para C un subconjunto 

abierto en Y, 

Ipi '(G) ('(G). 

Por lo tanto. 

E Z Si, y sólo si. ('(C) E . 

Lema 3.1.2 Para una sucesión de correspondencias de un espacio medible 

(X. ) a un espacio topológico (Y. r), tenemos lo siguiente: 

1) La correspondencia unión es: 

a) Débilmente medible. si  cada y,1  es débilmente medible. 

b) Medible. si  cada (p es medible. 

2) Si Y es un espacio métrico separable y cada y,1  es débilmente medible. 

entonces la correspondencia producto, es débilmente medible. 
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3,) Si Y es un espacio métrico separable, cada p,  es débilmente medible 

V toma valores compactos, entonces la correspondencia intersección 

p: X - Y es medible y por tanto débilmente medible. 

Demostración. La definición de estas correspondencias, se encuentran en la 

Sección 1.3.`Operaciones con correspondencias", cii el Capítulo 1. 

1) Las dernostraciónes de a) y b) se siguen directamente de la Propiedad 1.1.2. 

2) Como Y es un espacio métrico separable, tenemos que Y' es un espacio 

métrico separable (la demostración de esta afirmación se encuentra en la Proposición 

7.4. en [21). Sea c un abierto en YN.  entonces el conjunto C lo podernos escribir 

corno: 

00 

=ú C UI ,  
k- 1 

donde para cada k e N. los conjuntos Uk son elementos de la topología producto en 

yN (le la forma: 

00 
= fl 

n=1 

con Vk, abierto en Y y Vk., = Y para todos excepto un número finito de índices n. 

Por lo anterior, la correspondencia producto ' satisface que 

00 

1077. 1  (Gj '(G) = '(U Uk) 
k=i 

00 

= U'(Uk) 
K— 1 

= U {.-VEX:fl n(X)nUk :~ø} 

= 

1=1 71=1 n=1 

= 

 

u n{X E X : ~o,, (x) n 0}  
k=1 n=1 
00 00 

= U fl()'(Vk). 
A: =1 n=1 

00 00 
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Dado que W,, es una correspondencia débilmente medible el conjunto (ç)'(Vk,) E 

, por lo tanto, obtenemos que 1(G) E E . Así, la correspondencia producto i,1' es 

débilmente medible. 

3) De la parte 2), obtenemos que la correspondencia producto 

I-I: :X »yN 

es débilmente medible y como para cada n, la correspondencia W, toma valores 

compactos, entonces por el Teorema de Tychonov (cuya demostración se encuentra 

en Teorema 14, Capítulo 9, [8]), implica que 

I-Io=1(Pn, 

también toma valores compactos y por el Teorema 3.1.1, 2), la correspondencia 

fl=i es medible. 

Ahora observemos que para cada subconjunto cerrado F de YN  y para el conjunto 

:={(y) 1  EYN :Y EY} ,  

obtenemos que 

00 

(Pi '(F) = xEX:nO(X)flF*ø 
1.  

= {xEX: n(x)nFN fl:r-ø 

00 
= (fl)(FN n ). 

71 =1 

Corno el conjunto FNn  es cerrado en por la meclibilidad de la correspondencia 

fl1 obtenemos que 

E 

 So por lo tanto la correspondencia intersección es medible. . 

n=1 
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3.2. Teorema de selección de Kuratowski-Ry11-Nardzewski 

En esta sección demostrarnos un resultado que permite asegurar bajo condiciones 

adecuadas la existencia de selectores medibles de una correspondencia, este resultado 

es conocido cornunmente como el Teorema de selección de Kuratowski-Ry11-

Nardzewski. Pero primero la definición de selector medible. 

Definición 3.2.1 Un selector medible de una correspondencia y : X -» Y con 

valores no vacíos, entre espacios medibles, es una función medible f : X Y que 

satisface para cada x en X, 

f(x) E y(x). 

Ejemplo 3.2.1 Sea y: [0.1] -» [0.1] la correspondencia dada por y(x) = [0.x]. 

veamos que la función f: [0.1] - [0,1] definida por f(x) = . es un selector medible 

de W. Probemos que f es medible, sean r E [0. 1] y 

F := {x E [0, 1]: f(x) <r} = {x E [0,1]: x <2r}. 

a) Si r = 0, se sigue que 

F = 0 E ER- 

b) Si r E (0, 1] implica que 

F= [0,2r)E >. 

Por lo tanto. f es medible (f también es continua) y claramente 

E[0,X]. 

Teorema 3.2.1 (de selección de Kuratowski-Ryll-Nardzewski.) 

Si y: X -» Y es una correspondencia débilmente medible con valores cerrados y no 
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vacíos. de un espacio medible a un espacio métrico separable ,i completo (polaco). 

entonces p admite un selector medible. 

Demostración. Sea D = {yi, Y2, ...} un subconjunto denso numerable de Y y 

sea h la métrica en Y, definamos d: Y x Y - R. por 

d(x.p) 
=• 1+(x)

O<'<1. 

La función d es también una. métrica, para. Y que satisface que diarnY < 1. 

adernós, esta métrica es equivalente a la métrica h, por lo tanto, sin perdida de 

generalidad podemos utilizar a d corno la métrica para el espacio Y. 

Ahora construiremos una sucesión (f7-3 ° 0 de funciones medibles de X a Y con 

valores en el conjunto denso D que satisfaga que para cada x e X y n. ~ O: 

a) d(f7(x),(x)) < 
1 
2' 

b) d(f(x),f71+1(x)) < 

Definimos fo : X -> Y por fo(x) = ij. Como el diamY < 1 obtenemos que 

d(yi,(x)) <1, 

así. se  satisface la condición a), además corno fo  es una función constante, entonces 

es medible. 

El paso inductivo es suponer que existen {fo, fi, ..., f} funciones medibles de X 

a Y que satisfacen la condición a), esto es; para cada x E X existe y E p(x) tal que 

d(y,f(x)) 
271 

Corno D es un conjunto denso y 6 := - d(y, f,, (x» > O, se tiene que 2,1 

B(y)nD 0. 
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por lo que existe 11k E B6 (y) n D tal que d(yk,y) < en consecuencia 

d(yk, f- (x» :5 d(y,, y) + d(y, f. (x» 

< +d(y,f(x)) 

-
1 d(y,f(x)) 

+ d(y, f. (x» 
- 2'' 2 

=
1 

2' 2 
1 

=;, 

 

 

es decir, 

Por otra parte 

lo cual implica que 

f(x) E Bi(yk). 

  

(3.3) 

d(yk,ço(x)) 5 d(y,y) < ~ 

 

 

9(x)nB 1 (y)*ø. (3.4) 

Entonces por (3.3) y  (3.4) obtenemos que 

X E Ak '(B i (yk))flf,11(B.1(yk)). 
2 

Sea k(x) el índice más pequeño tal que x E Ak y definimos la función f+ X - Y 

por 

f-11(X) := 

Por construcción tenemos que 

y d(f +1(x),f(x)) <. 
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Probemos que f+i es una función medible. Como es débilmente medible y f, es 

medible, entonces Ak E EX para toda k E M. Así. para B un conjunto de Borci en Y, 

f (B) = {xEX:yk(X )EB} 

= U {x EX: k(x)=k} 
YA  EB 

k- 1 

= U[Ak\ U Am]E, 
kEN 1TLl 

por lo tanto, f l  es una función medible. Esta construcción nos asegura la existen-

cia de la sucesión de funciones medibles (ffl)flEN  con valores en el denso D y que 

satisfacen las condiciones a) y b). 

Sea € > O y N E N tal que <c si m ~ ri ~ ATE . Entonces 

d(fn(X),fm(X)) ~ d(f(x),f+1(x)) + d(f+i(x).f+2(x)) + +d(fm_n_i(X),fm(X)) 

1 1 1 

 

-+---
f1.1 

 +...+ 
-n-1 2 2m 

1 1 1 
- 1+—+...+ 
2n 2 2m-2n-1 

271 

 
e. 

2' 
< 

 

 

  

 

 

 

 

Por lo anterior, (f)€N  es una sucesión de Cauchy uniforme, lo cual implica la 

convergencia a una función f de X a Y y por el Lema 4.0.7. f es también una 

función medible. 

Finalmente como (p(x) es cerrado y por la condición a), tenemos que f(x) es un 

elemento de cp(x), por lo tanto f es un selector medible de la correspondencia .• 

Corno un primer corolario al teorema de existencia tenemos el siguiente resultado. 

Corolario 3.2.1 Para una correspondencia 9: X -» Y de un espacio medible a un 

espacio topológico, con valores no vacíos y cerrados tenemos lo siguiente. 

a) Si existe una sucesión (f7)flEN  de selectores medibles de que satis-

facen para cada x en X 
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W (x) = 

entonces y es débilmente medible. 

b) Si Y es un espacio polaco y y es débilmente medible. entonces existe 

una sucesión (J)€N  de selectores medibles de la correspondencia y 

que satisfacen para cada x en X, 

(P (X) = {fl(x),f2(x). ...}. 

Demostración, a) Sea C un conjunto abierto en Y, entonces 

y '(G) = {xEX:y(x)nGø} 

= {x EX: {fi(x),f2(x)....}ncø} 

= {xEX:{f1(x),f2(x),...}nCø} 

= {x E X : In E N. tal que f(x) E G} 

= {xEX:nEN. tal que xEf'(C)} 

 

 

00 
= Uf'(C). 

71=1 

 

Dado que fn  es medible, f'(C) E Z y por lo tanto y 1 (C) E . 

b) Supongamos que Y es un espacio polaco y y una correspondencia débilmente 

medible. Sea {U1 , U2. ...} una base numerable para Y y para cada n E N definimos 

X -» Y por 

 

y(x) n U si y(x) n U * 0 

ço(x) en otro caso 
= 

 

Probaremos que para un conjunto abierto C en Y, 

(y) 1(G) = 991  '(U, nG)U(Wi  1(C) n ( y l(Uii ))C) . (3.5) 

Para X E (y)'(G), 
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cp(x)nC*ø. 

Notemos que: 

xEço 1(UnC). 

= y(x) <=> x E n = n 

de donde se sigue la igualdad en (3.5). 

Usando que p es débilmente medible de (3.5) tenemos que Pn  es débilmente 

medible y por el Lema 3.1.1 la correspondencia cerradura Wn  es también débilmente 

medible, además, dado que toma valores no vacíos y cerrados, por el Teorema 

3.2.1, se sigue que existe un selector medible fn  de la correspondencia . Falta 

demostrar que para cada x E X, 

= {fl(x),f2(x),...}. 

Como W toma valores cerrados, claramente 

{fl(x),f2(x),...} cp(x). 

Probemos ahora la otra contención. Sea y E (x) y sea c > O, entonces existe 

U, c B, (y) un elemento de la base para la topología generada por la métrica en Y. 

lo que implica que existe f, tal que 

f,, (x) E W ,,. (x) = ço(x) n U c ço(x) n B, (y), 

de donde se sigue que d(y, f,, (x» < € y por lo tanto y E {fi (x), f2(x), ...}. Como y 

es un punto arbitrario de (x), hemos probado que (x) c {.fi (x). 12(x), ...}. u 

3.3. Teorema del máximo medible 

El Teorema del máximo medible es un corolario más al Teorema de selección de 

Kuratowski-Ryll-Nardzewski. Para establecer este resultado es necesario estudiar las 

llamadas funciones de Caratheodory, además, de otros conceptos relacionados. 
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Definición 3.3.1 Sea (X,) un espacio medible y sean (Y,y). (Z,Tz) espacios 

topológicos. Una función f: X x Y -> Z se dice ser de Carathéodory si se satisface: 

a) Para cada y en Y, la función f(•, y) : X -* Z es E /o(-rz)—medible, es 

decir, f'(B,y) es un elemento de Z para todo subconjnnto de Borel 

BenZ. 

2) Para cada x en X la función f(x..) : Y -> Z es continua en Y. 

Definición 3.3.2 Si y: (X. ) - (Y d) es una correspondencia de un espacio me-

dible a un espacio métrico que toma valores no vacíos, entonces la función distancia 

asociada a y es la función 6: X x Y -> R definida por 

6(x. y) = d(y.y(x)). 

Teorema 3.3.1 Si y es una correspondencia con valores no vacíos de un espacio 

medible X a un espacio métrico separable Y. Entonces y es débilmente medible si, 

y sólo si, la función distancia asociada a y es una función de Carathéodory. 

Demostración. (=) Por la definición de distancia asociada tenernos que 6(x. 

es continua en Y (ver Proposición 4.0.5). Sea y E Y fijo y r e R. Entonces 

D:= {xE X :6(x,y) <r} = {xEX:(y.y(x)) <r} 

= {xeX:Br (y)ny(x)ø} 

= 

Corno y es medible., De E y por lo tanto J(- , y) es medible. 

(=) Sea D un subconjunto denso numerable del espacio separable Y. por la 

Proposición 4.0.6 para un subconjunto abierto A en Y, se tiene que: 

00 
A = U Brn (yn), 

TL= 1 



existe 5 > O y Ym E D, tal que 
11 

CAPÍTULO 3. SELECTORES MEDIBLES 58 

con r,, E y 7j E D. En consecuencia. 

= (U Br 1(Yfl)) 
ii= 1 

00 
= 

n= 1 

= U {x E X : y(x) n Br  (Yn)  ø} 
n=1 

= U{x EX :(y71 .(x)) <r7 } 

= U{XEX:6(x,yn )<Tiz }. 
n=1 

Como cada conjunto {x E X : 8(x, y,) <r} E E. entonces p'(A) E E. por lo tanto, 

p es débilmente medible. • 

Definición 3.3.3 Sean (X. x)  (Y, y)  y (Z. espacios medibles. Diremos 

que f : X x Y - Z es conjuntamente medible, si para cada A E 

J-1  (A) E U(X X y). 

Lema 3.3.1 Sea (X. >) un espacio medible, (Y, d) un espacio métrico separable y 

(Z. p) un espacio métrico, entonces cada función f : X x Y -+ Z de Carathéodory es 

conjuntamente medible. 

Demostración. Sea D = y2. ...} un subconjunto denso numerable de Y y F 

un subconj unto cerrado de Z. Iniciemos probando que para (x. y) E X x Y, el punto 

f (x. y) E F si, y sólo si, para cada n, existe y E D, tal que 

1 1 
d(y. y) <— y (f(x, yrn).  F) <—. 

n n 

() Supongamos que f(x,y) E F. Por continuidad de la función f(x,.), para 

d(y, y) <mm 
{. 

1 1 
< 

n n 
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y 

1 
p(f(x,y),f(x,y)) <c = -, 

n 

por lo tanto, 

(f (x, yrn),  F) :! p(f(x, Vm),  f(x, y)) 

(=) Supongamos ahora que para cada n, existe Ym E D, tal que 

1 1 
d(y,ym)< y p(f(X,ym),F)<. 

La sucesión (Ym)mEN  converge a y, entonces por la continuidad de f(x,.), se sigue 

que la sucesión (f (x, Ym))m€N  converge a f(x, y). Además, por la Proposición 4.0.5; 

1im.,5(f(x, Vm),  F) = &(f (x, y), F), 

lo que implica que 

(f(x,y),F) =0. 

Por la Proposición 4.0.4, f(x,y) E F y por lo tanto, se sigue que: 

f 1(F) = {(x,y) EX x Y: f(x,y) E F} 

= {(x,y) EX x Y: Vfl,BYm  E D tal que d(y,ym) < yj5(f(X,ym),F) < 
1  } 

n
n=1 m= 

[{X EX: (f(x,ym),F) <!} x B, (y.)]. 

Para ri fijo, el conjunto 

{X EX : (f (x, Ym),  F) 
< 

1} = f'(.y)({z E Z : (z, F) < 
 J ), 

y como f(., y) es E /o(.z)-medible  se obtiene que 

f Y.) ( { n 
E Z : (z, F) E 

así que f'(F) E o(E xy) y por lo tanto, f es conjuntamente medible.• 
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Teorema 3.3.2 Supongamos que f : X x Y - Z es una función de Carathe'odory. 

donde (X, ) es un espacio medible, (Y, d) es un espacio métrico separable y (Z. ) 

un espacio topológico. Para cada C subconjunto de Z. se define  la correspondencia 

WG : X -> Y por 

G(X) = {y E Y : f(x,y) E C}. 

Si C es abierto, entonces c; es una correspondencia medible. 

Demostración. Supongamos sin perdida de generalidad que C es no vacío y 

que F es un subconjunto cerrado de Y. Obsérvese que 

{x E X: G(X)  n ø} 

= {xEX:{yEY:f(x.y)EG}nFø} 

= {XEX:yEF tal que f(x.y)EC} 

:= A. 

Sea {Yi, Y2 ...} un subconjunto denso numerable en F. Probaremos que 

A={xEX:nEN tal que f(x,y7 )EC}:=B. 

Sea x E A. Para algún y en F, f(x.y) es un punto interior del conjunto abierto C. 

por lo tanto cxitc r > O tal que 

Br(f( ,  y)) cC. 

Coiiio f(x.) es continua, para y > O existe V una vecindad abierta de y tal que 

f(x t') E Br(f(X, y)) c C Vv E V 

Puesto que. V es una vecindad abierta de y y  {Y1, Y2, ...} es denso en F, se tiene que 

V {y', Y2. ...} ø. 
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y por lo tanto existe y en V n {yi, Y2, ...} tal que 

f(x,y) E Br(f(,y)) cC, 

lo cual implica que X E B. 

Ahora sea x E B. significa que existe n E N tal que f(x, y) E G. como 

{y1.y2,...}cF. 

es claro que Yn E F, por lo tanto x E A. 

Por lo anterior obtenemos que 

(OG) 1 (F) = A 

=B 
00 

= U{XEX:f(X.yn)EC}. 

Dado que f(.. y) es Z /0(rZ)-  medible. cada conjunto {x E X : f(x, y) E C} E 

entonces () 1 (F) E E . Por lo tanto pc  es una correspondencia medible. u 

Lema 3.3.2 Sean (X, ) un espacio medible, Y, Z1 , Z2  espacios métricos sepa-

rables y Z un espacio topológico. Si f X x Y - Z,i = 1.2 son funciones de Ca- 

rathe'odory y g: Zi x --> Z es Borel medible, entonces la composición h : X x Y Z 

definida por 

h(x.y) =g(fi(x.y).f2(x.y)), 

es conjuntamente medible. 

Demostración. Esta demostración se encuentra en [1]. Teorema 4.52. u 

Teorema 3.3.3 Sean (X, ) un espacio medible, Y un espacio polaco y Z un espa-

cio métrico separable. Supongamos que f : XxY -> Z es una función de Carathéodory 

y que çc: X -» Y es débilmente medible con valores compactos no vacíos. 
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Supongamos además que ir : X -> Z es una función medible tal que para cada 

X E X existe y E ço(x) tal que 7r (x) = f(x, y). Entonces la correspondencia -y : X -» Y 

definida por 

'y(x) = {y E : f(x, y) = 

es medible y admite un selector medible, es decir, además de que 'y es medible, existe 

una función medible 1 : X -> Y tal que e(x) es un elemento de W(x) y -ir(x) = 

f(x,(x)) para cada x en X. 

Demostración. Sean d la métrica en Z. g : Z x Z --> R la función continua 

definida por g(zi, z2) = d(zi, z2)  y h : X x Y -+ R definida por 

h(x,y) = g(f(x,y),ir(x)) = d(f(x.y).ir(x)). 

Corno f es continua en Y, obtenemos que h es continua en Y, además, las funciones 

(x, 'y) - f(x, y) y (x, y) - ir(x) son funciones de Carathéodory y por el Lema 3.3.2, 

h es conjuntamente medible, en particular es medible y por el Lema 3.3.1, la función 

h es de Carathéodory. 

Para cada n definamos la correspondencia 0n  : X -» Y por: 

= E Y : d(f(x, y), n(x)) <1} = {y E Y : h(x. y) E (—oo 
1, 

Por el Teorema 3.3.2 cada ip,, es medible y por el Teorema 3.1.1 y  el Lema 3.1.1 la 

correspondencia es débilmente medible. Además. por el Lema 3.1.2, 3) 

'y(x) = (x) nh(x) flb2(X)..... 

es medible y así débilmente medible. 

Como 'y toma valores compactos y no vacíos, por el Corolario 3.2.1. 'y tiene un 

selector medible 1.. 
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Teorema 3.3.4 (Teorema del máximo medible.) Sean Y un espacio polaco, (X, E) 

un espacio medible, : X -» Y una correspondencia débilmente medible con valores 

compactos, no vacíos y f : X x Y -+ R una función de Carathéodory. Definamos 

M(X) =maxYE,(X)f(x,  y), 

y la correspondencia M : X -» Y por 

(x) = {y E o(x) : f(x,y) = m(x)}. 

Entonces 

1) m es medible. 

2) La correspondencia toma valores compactos y no vacíos. 

3) ji es medible y admite un selector medible. 

Demostración. 1) Por el Corolario 3.2.1 existe una sucesión de selectores me-

dibles (gn)jj de W tal que para cada x en X, 

(x) = {91(x),92(x),...}. 

Sea h X --> X x Y una función definida por 

h(x) = (x,g(x)). 

Observemos que para cada A en E y B en 

B) = Anq'(B) E 71 

por lo que para cada rt, la función hn  es E /°(E x.x)—medible. 

Como f es de Carathéodory, por el Lema 3.3.1, es conjuntamente medible y por 

lo tanto medible en cr(E x.x). Así, para cada n la composición f o hn  es medible. 
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Ahora 

In (8) = supf(x,g,1(x)) 
,IEH 

= supf(h(x)) 
¡lEN 

= supfoh71(x). 

Por lo tanto, m es medible. 

2) Para cada s E X. el conjunto (s) es cerrado y está contenido en p(s), el cual 

es compacto, por lo tanto tt toma valores compactos y no vacíos. 

3) Se sigue del Teorema 3.3.3 tornando rn(x) = 7r(x).. 



Capítulo 4 

Apéndice 

Proposición 4.0.1 Sea Y un espacio topológico. Si A es abierto en Y, entonces 

nA=ø si, y sólo sí, BnA=ø VBcY. 

Demostración. (-) Sea B c Y y supongamos que B n A = 0, como B c B, es 

claro que B n A = 0. 

(=) Supongamos ahora que B n A = 0 y que 

B o A Ø 

Nótese que x E A n B es un punto interior de A y un punto de acumulación de B, por 

tal motivo existe U una vecindad abierta de x tal que U c A y usando que A o B = 0. 

se sigue que 

U n B = 0, 

lo cual implica que x no puede ser punto de acumulación de B lo que es una contra-

dicción y por lo tanto, B o A = 0.. 

65 
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Lema 4.0.3 Sea Y un espacio regular. Y es normal si. •i,, sólo si, dado un cerrado 

F ?,/ un abierto U. tal que F es un subconjunto de U. entonces existe V abierto. tal 

que 

F c y c y c U. 

La dernostracid la puede encontrar en [7]. 

Proposición 4.0.2 Si X es un espacio Hausdorff. entonces es un espacio regular. 

La dernostraciú la puede encontrar en [7]. 

Lema 4.0.4 Si X es un espacio compacto y Hausdorff. entonces X es normal. 

La dernostraciú la puede encontrar en [7]. 

Lema 4.0.5 (Lema de (,'rysohn). 

Sea (X. ) un espacio topológico. X es un espacio normal si, y sólo si, para cua-

lesquier subconjuntos cerrados ajenos A y B de X, existe una función continua 

f:X-.[0,1] tal que 

f(A)={0} yf(B)={1}. 

La demostraciú la puede encontrar en [7]. 

Proposición 4.0.3 Todo espacio paracompacto X, es regular. 

Demostración. Sea A un subconjunto cerrado de X y x E Ac. Como el espacio 

X es Hausdorff. para cada a en A y ci punto x fijo. existe un abierto (I(, tal que x 

no está en U, así 

ít:={Ua  :aEA}UAC 
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es una cubierta abierta para el espacio X y corno X es paracompacto la cubierta 2 

tiene un refinamiento abierto localmente finito 

{Va  :a EA} UC. 

Obtenemos que A c W:= {Va : a E A} y por el Teorema 2.1.2, b) obtenemos que 

W={V:aEA}. 

por lo tanto. x E W. Por lo que W y (W)c son conjuntos abiertos ajenos tales que 

A C W YXE (W)C.  

u 

Teorema 4.0.5 Todo espacio paracompacto X, es normal. 

Demostración. Sean A y B subconjuntos cerrado ajenos en X. Por la Propo-

sición 4.0.3 el espacio X es regular. entonces para cada a en A , existe un abierto 

Ua  tal que 

U. fl B =  o. 

por lo tanto 

{Ua :a EA} UAC  

es una cubierta abierta para el espacio X y como X es paracompacto la cubierta 2 

tiene un refinamiento abierto localmente finito 

{V': a E A} U C. 

El conjunto abierto W := {V a E A} contiene a A. además por el Teorema 2.1.2. 

b) obtenemos que 
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W = {: a E A}. 

Por lo tanto B c WC.. 

Proposición 4.0.4 Sea X un espacio normado, A un subconjunto de X. Definamos 

d(x. A) = ínf jx -  al¡ = ínf d(x. a). 
aEíl aEA 

Si d(x, A) = O, entonces x E A. 

Demostración. Ejercicio para el lector.. 

Proposición 4.0.5 Sea X un espacio normado, A un subconjunto de X j d la 

métrica generada por la norma de X. Entonces la métrica d definida  en (4.1) es 

una función continua. 

Demostración. Ejercicio para el lector. a 

Teorema 4.0.6 Sea (f,) una sucesión de funciones definidas  de un espacio to-

pológico X a un espacio normado Y que converqe uniformemente  a una función f 

de X a Y. Si cada función fn  es continua en X, entonces f es continua en X. 

Demostración. Ejercicio para, el lecLor. 

Lema 4.0.6 Si (X, d) un espacio métrico, entonces cada conjunto cerrado F, es un 

conjunto C5  , cada conjunto abierto A es un conjunto F,.. 

Demostración. Sea F un subconjunto cerrado en X y definamos para cada n 

en N. 

G:= {xEX:d(x.F)<} 
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Probemos que F = fl °-1  G7 . Como F es un subconjunto de mi  G, basta probar 

que 

00 

flC1 cF. 
n = 1 

Supongamos que x E C para toda ri en N,  es decir. 

a(. F) < Vn E  N. 

Tornando el límite cuando n tiende a infinito, se sigue que 

2(x.F) =0. 

Por la Proposición 4.0.4, x E F = F. por lo tanto 

00 
F= flC. 

Probemos que los conjuntos G71  son conjuntos abiertos en X. Sea n en N fijo y 

sea y un elemento de C, entonces existe x en F tal que 

1 
d(xy) <-. 

n 

Sea r = - d(x, y) > 0. Si b es un elemento de B, (y) entonces 

d(b, x) d(b. y) + d(y, x) 

< r+d(y,x) 

= —d(xy)+d(yx) 

1 

72 

Como x E E. obtenemos que b E C,, además que 

B, (y) c 

así. CT es un conjunto abierto. por lo tanto E es un conjunto G. En consecuencia 

el conjunto abierto = G, es un conjunto Fa-. U 
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Proposición 4.0.6 Sea (Y, d) un espacio métrico separable, C un conjunto abierto 

en Y. Entonces C se puede escribir como una unión numerable de bolas abiertas de 

Y 

Demostración. Sea D un subconjunto denso numerable de Y, probemos que el 

conjunto: 

:= {Br (p) : p E D. 7 E 

es base para la topología generada por la métrica d. Sea A un abierto en Y. Para 

cada a E A, existe r > O tal que 

B, (a) c A. 

Sea $ E Qf  tal que O < 2s <r, como D es un conjunto denso en Y, se sigue que 

D n B5(a) 0. 

y sea p en D n B.5 (a), entonces la, d(p, a) < s. Además si b E B.(p), se sigue que 

d(b.a) :~ d(b. p) + d(p, a) 

< s+s 

< r 

lo cual implica que 

B, (p) c B,. (a) c A. 

Por lo tanto .W. , es una base para la topología generada por la métrica d, en conse- 

cuencia existe J c un conjunto de índices numerable tal que 

A = U Brk (Pk). 
kE,J 
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Lema 4.0.7 El límite puntual de una sucesión de funciones medibles de un espacio 

medible (X, ) a un espacio métrico (Y, d), es medible. 

Demostración. Sea {f7},1€N  una sucesión de funciones medibles de X a Y. 

supongamos que f es el límite puntual de la sucesión {f71},ZEN  y sea F un conjunto 

cerrado no vacío en Y, es suficiente probar que f'(F) es un elemento de E . para 

esto, definamos para cada n, 

:= {1JEY:d(pF) < 

en el Lema 4.0.6 se prueba que los conjuntos C son abiertos en Y y que 

w 00 
F = fl C,, = fl c,.  

IL fl 1 

Probemos que 

00 00 00 

r'  (F) = fl U fl f'(Ck). 
k=1 Tul 111fl 

Sea x en f'(F) = f  - 1  (n' 1  Gj,  entonces 

f(x) E Ck. Vk E N. 

Como la sucesión {f, (x)} converge a f(x). existe m EN tal que para toda n ~ m 

f7,(x)ECh. VkEN 

de modo que 
00 00 00 

XE fl Ç1(C)c  U fl f;'(Ck) V/CEN, 
n=rn rn= 1 n=iri 

por lo tanto 
00 00 00 

XE fl u n i,,-, '(Ck). 
k=1 7n=1 n=in 

Sea x en fl f'(Ck). Entonces para toda k, existe m, tal que para 

toda n ~ m, 
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X E 

en consecuancia obtenemos que para toda k existe m E N tal que 

f(x)ECk  Vn~in. 

en el límite, obtenemos que para, toda k, 

f(x)ECk. 

entonces f(x) E fl ° 1  (Ck) fl11 (Ck) = F y por lo tanto x E f'(F). 

Por la medibilidad de las funciones f obtenemos que f,'(Ck) E E , entonces 

f 1 (F) E E . Así, la función límite f es una función medible. • 
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